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1. Пошто jе дужина шипке фиксирана непокретним зидовима, након загревања део предате енергиjе прелази у
енергиjу деформациjе, W , а део на промену унутрашње енергиjе, ∆U :

Q = ∆U +W (4 поенa) .

Промена унутрашње енергиjе jе
∆U = mc∆T (3 поенa) ,

где jе m маса шипке а ∆T промена температуре услед загревања. Пошто можемо занемарити промену попречног
пресека, S, густина шипке остаjе константна, па jе маса m = ρℓS (1 поен). Када зидови не би постоjали, шипка
би се нашла у недеформисаном стању са дужином ℓ2 = ℓ(1 + α∆T ) (2 поенa). Дакле, услед зидова, настаjе
деформациjа

∆ℓ = ℓ2 − ℓ = ℓα∆T (2 поенa) .

Та промена дужине одговара енергиjи деформациjе

W =
ES

2ℓ
(∆ℓ)2 =

ESℓα2

2
∆T 2 (3 поенa) .

Враћањем у израз за одржање енергиjе, добиjамо квадратну jедначину за промену температуре:

Q = ρℓSc∆T +
ESℓα2

2
∆T 2 (3 поенa) .

Решавањем ове jедначине, добиjамо два решења за промену температуре, ∆T :

∆T = − ρc

Eα2
±
√( ρc

Eα2

)2
+

2Q

SℓEα2
(1 поен) .

Пошто се додавањем топлоте, тело мора загреjати, узимамо позитивно решење:

∆T =
ρc

Eα2

(√
1 +

2Eα2Q

Sℓ(ρc)2
− 1

)
(1 поен) .

2. Температура идеалног гаса jе:

T =
pV

nR
.

Користећи дефинициjу процеса, p = p0 − αV , добиjамо квадратну везу између V и T :

T =
p0V (1− αV/p0)

nR
(2 поенa) .

Oва квадратна jедначина достиже максимум када jе запремина Vm = p0

2α (2 поенa). Температура тада достиже
вредност:

Tm =
p20

4αnR
(1 поен) .

До запремине Vm, гас се загрева и шири, тако да свакако прима топлоту из околине. Након Vm, гас се хлади и
шири тако да и даље прима топлоту до неке тачке (p∗, V ∗, T ∗), након чега почиње да отпушта топлоту (2 поенa).
Да бисмо одредили ту тачку, потребно jе да нађемо топлоту, Q, коjу гас размени са околином почевши ширење од
неке тачке коjа лежи на прави p = p0 − αV . Tу почетну тачку можемо произвољно поставити на V0 = 0, T0 = 0,
и p0. Проширивши се до запремине V , топлота коjу гас размени са околином jе Q(V ) = ∆U + A, где jе промена
унутрашње енергиjе двоатомског гаса ∆U = 5

2nR(T − T0) = 5
2nRT (2 поенa), а рад одговара површини испод

трапеза оивиченог са 0, V , p0, и p: = 1
2 (p+ p0)V (2 поенa). Све укупно, размена топлоте jе:

Q =
5

2
pV +

1

2
(p+ p0)V (1 поен) .
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Користећи дефинициjу процеса из поставке задатка, добиjамо:

Q =
5

2
(p0 − αV )V +

1

2
(2p0 − αV )V .

Сређивањем добиjамо квадратну везу између Q и V :

Q =
7V p0
2

(
1− 6αV

7p0

)
(2 поенa) .

Док гас прима топлоту од околине, Q расте, након чега почиње да опада. Дакле, тачка до коjе гас прима топлоту
одговара максималноj вредности Q (2 поенa). Она се достиже за

V ∗ =
7p0
12α

, p∗ =
5p0
12

, T ∗ =
35p20

144αnR
(2 поенa за макар jедан од израза) .

3. Познато jе да на атмосферском притиску p0 вода кључа на ◦t1 = 100◦C. На дубини h = 90m, на коjоj се налази
ниво воде на краjу пасивне фазе, укупни притисак jе p = p0 + ρgh ≈ 10p0 (2 поена) што значи да jе толики и
притисак паре у резервоару изнад тог нивоа. Према Клаузиjус-Клапеjроновоj jедначини, температура кључања
воде на том притиску, на краjу пасивне фазе, jе ◦t2 = 179.2◦C. (3 поена)

Стене током пасивне фазе загреваjу воду док на самом краjу пасивне фазе вода не достигне температуру ◦t2
и почне да кључа (2 поена*). Пасивна фаза се завршава избацивањем занемарљиве количине воде из уског ту-
нела. Тада тунел постаjе испуњен воденом паром, почиње активна фаза, притисак на површини преостале вода
се готово тренутно враћа на вредност атмосферског притиска p0 па се и температура кључања враћа на вредност
◦t1 (2 поена*), а вода и даље кључа. То значи да ће вода кључати док се не охлади на температуру ◦t1. Вода се
хлади испаравањем, претвараjући унутрашњу енергиjу у латентну топлоту водене паре. (3 поена*)

На почетку активне фазе у резервоару се налазила укупна маса воде m на температури ◦t2. На краjу активне
фазе преостала jе количина воде m − ∆m на температури ◦t1, а геjзир jе избацио масу водене паре ∆m на тем-

ператури ◦t1. Важи релациjа mc(◦t2 −◦ t1) = λ∆m (1) (6 поена), где jе латентна топлота испаравања λ =
Λ

µ
(1

поен). Jедноставно се добиjа тражена маса водене паре коjу jе геjзир избацио из себе ∆m
m =

µc(◦t2 −◦ t1)

Λ
= 14.7%.

(1 поен)

Напомена. Све поене* доделити свакоме ко jе тачно записао релациjу (1) и свакоме ко jе недвосмислено у раду
дошао до бодованих закључака чак и ако ниjе записао релациjу (1).

4. На основу Торичелиjеве теореме може се одредити брзина коjом млаз воде излази из зида v =
√
2gh (1 поен).

Посматраjмо судар млаза и лопатице коjи траjе ∆t и током кога укупно ∆m воде наиђе на лопатицу брзином v⃗,
односно напусти лопатицу брзином w⃗. Време судара довољно jе кратако да можемо сматрати да се током њега
лопатица креће транслаторно константном брзимо u⃗. Прећи ћемо у инерциjални референтни системе везан за
лопатицу. Млаз воде налеће брзином интензитета v′ = v − u, прати кривину лопатице симетрично на обе стране
трпећи реактивни притисак лопатице и лопатицу напушта под углом β брзином интензитета w′. Обзиром да jе млаз
стално у хоризонталноj равни и да jе изложен атмосферском притиску на улазу и излазу, на основу Бернулиjеве
jедначине важи да ће интензитет брзине остати непромењен w′ = v′ (5 поена). Тражену снагу одредићемо на два
начина.

Први начин. Гледано из референтног система лопатице, промена импулса коjу претрпи маса ∆m течности дешава
се само у правцу кретања млаза и по интензитету jе jеднака ∆p = ∆mv′(1 − cosβ) (4 поена) услед деjства
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График зависности температуре од запремине идеалног гаса

A(25, 48.70)

B(54, 53.45)

Слика 1: График зависности температуре од запремине идеалног гаса из задатка 5.

средње силе интензитета Fsr =
∆p

∆t
=

∆m

∆t
v′(1 − cosβ) (2 поена). По закону акциjе и реакциjе, средња сила

истог интензитета али супротног смера делуjе на лопатицу, односно турбину. Дефинициjа масеног протока гласи

qm =
∆m

∆t
= ρv′S (1 поен), где jе интервал времена ∆t jако мали. Тражена средња сила jе Fsr = ρv′2S(1−cosβ). У

референтном систему хидроелектране видимо да сила Fsr одржава брзину лопатице u константном (током времена
∆t) те jе тражена средња снага Psr = Fsr · u = ρ(

√
2gh− u)2uS(1− cosβ) (3 поена).

Други начин. У референтном систему хидроелектране масени проток jе q̃m =
∆m̃

∆t
= ρvS (1 поен) али за

исто време ∆t само део те масе ∆m̃ долази у контакт и предаjе своjу енергиjу лопатици jер лопатица "бежи".

Нека jе та маса ∆m (управо маса посматрана у првом предложеном начину). Важи релациjа
∆m̃

∆m
=

v

v − u
(4

поена). Промена кинетичка енергиjа те количине воде jе ∆E =
1

2
∆m(w2 − v2) (1 поен), а остварена снага jе

Psr =
−∆E

∆t
=

1

2

∆m̃

∆t

v − u

v
(v2 −w2) (2 поена). На основу косинусне теореме w2 = w′2 + u2 − 2uw′ cos (180◦ − β) (1

поен) па jе тражена снага Psr =
1

2
ρS(v−u)(v2−w′2−u2−2uw′ cosβ) што се своди на Psr = ρ(

√
2gh−u)2uS(1−cosβ)

(1 поен).

Ова снага jе минимална када jе cosβ = 1, односно када jе β = 0◦ што практично значи да лопатице не постоjе.
Снага jе максимална када jе cosβ = −1, односно када jе β = 180◦ (1 поен) што одговара ситуациjи када су
лопатице максимално закривљене. Тада jе максимална снага Psr = 2ρ(

√
2gh−u)2uS. Како jе ово идеалан случаj, а

вода мора напусти лопатицу тако да не смета самоj турбини, приликом конструкциjе бира се угао коjи jе β ≈ 170◦.
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Нека jе β = 180◦. У траженом случаjу u =
v

2
средња снага своди се на Psr =

1

4
ρ
√
2gh

3
S. У том случаjу jе v′ =

v

2
па

jе брзина излазног млаза у референтном систему хидроелектране w = w′ − u = 0 (2 поена). Дакле, вода турбини
предаjе сву своjу снагу односно η = 100% (1 поен).

5. График са правилно унетим вредностима (5 поенa), тачке A и B са графика (1 поен).

Дати подаци приближно леже на правоj V = at+b (слика 1), где jе нагиб a ≈ (0.16±0.04)ml/◦C (2 поена) а одсечак
jе b ≈ (44.6± 0.5)ml (2 поена). При изобарском процесу, запремина се мења по закону V = nRT/p = nR(t− t0)/p,
gде jе t0 температура апсолутне нуле (1 поена). Вредност апсолутне нуле се дакле добиjа као однос одсечка и
нагиба t0 = −b/a (1 поена). Грешка мерења температуре апсолутне нуле се добиjа на основу грешака одсечка и
нагиба, ∆t0/t0 = ∆b/b + ∆a/a (2 поена). Све укупно, то заменом вредности даjе t0 ≈ (−270 ± 80)◦C (1 поен).
Броj молова се добиjа из нагиба n = ap/R (2 поена) а грешка мерења jе ∆n/n = ∆a/a + ∆p/p (2 поена), што
заменом вредности даjе n ≈ (1.8± 0.5)mmol (1 поен).
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