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TAKMWYEIBE N3 ®PU3NKE YYEHUNKA CPEAIBUX IITKOJIA
IITKOJICKE 2023/2024. TOITHE

Jpyimreo dusunuapa Cpbuje u MunmncrapcrBo mmpocsere

Peny6auke Cpbuje AP2KABHU HUBO

III paspen, PEIITEIHA - AJI®A KATETOPUJA*® 6. arpus 2024.
1. a) I maumu: Tujaronase KBajpara jejie KBaJpar crpanule a u Mace M Ha 4 jeiHaka je[HAKOKPaKa TPOYIJIA Iy KIHE
Karere a' = ‘IT‘/E u mace M' = %M . MomenT mHepnyje je aJJUTUBHA BEJIUYUUHA, 14 Cy 300T CUMETPHje MOMEHTU
WHEpIUje TIOMEHYTUX TPOYIJIOBa y OJHOCY Ha HOpMaJy Koja MpoJa3u Kpo3 leHTap kKBajpara C jellHAKW U CBaKU
mznocu I’ = i[ = iM a®. [2n] Tlpema ToMe, MOMEHT MHepIHUje CBAKOT TPOYTJIa U3PasKeH IPEKO HeroBe Mace u
nyxune Karere je I’ = (3 M)(3a?) = %M’aﬂ. Caza je jacHo Jia je MOMEHT MHEpIHje TPOyraoHe IIOYHIE Y KOjy

yiapa MeTaK y OJJHOCY Ha HOPMAaJly Koja mpoJia3u Kpo3 tadky O jemnax [p = %M a?. [4n]

IT mauwmn: /lujaronasa kBajpara [eqd KBaJIpaT HA JIBA jeJHAKA jeTHAKOKPAKa TPOYIVIA JIy’KHAHE KATeTe a M Ma-
ce M’ = %M . MomenT wmHepIzje je aJuTWBHA BEJIWYNHA, A Cy 300T CHMETPHUjeé MOMEHTH WHEPIHje MOMEHYTUX
TPOYIJIOBA y OJIHOCY Ha HOPMAJIy KOja IMpoJia3u Kpo3 reHTap KBajapara C jenHakw um cBaku msHocu Io = %I =
%M a’® = %M 'a?. [2n] Jlak/ie, MOMEHT UHepIHje TPOyTaoHe IJIOYUIE Y KOjy yapa MeTak y OJHOCY Ha y OJIHOCY Ha
HOpPMaJIy KOja MPOJIa3u KPO3 CPEJIUIITE XUMOTEHY3€E je %M a?. TIpema IlITajueposoj Teopemu je Ic = Ip + M d%T
ulpo=Ir+M d%T, rae cy It m Ip MOMEHTH WHepIHje y OJHOCY Ha HOpMAaJe Koje Mpoja3e KPO3 TEXKUIITe TPO-
yraone mwirountie 1, omuocuo teme O, pemom, a dop = %“Tﬁ u dor = %“22 pacrojama m3mehy rTexumra T u
rasaka C u T, penom. OjaBie je MOMEHT WHEpIHje y OJHOCY Ha HOPMAJy Koja MpoJia3u Kpo3 Tadky O jemHak
Io =10 — Md%vT + MdQOT = %MCL? [41'[]

Kaxko je Bpeme cymapa 3aHeMap/bUBO KPaTKO, MOXKE C€ CMATPATH Jia TIPU CyJapy BarXW 3aKOH OJIpyKarba MOMEHTa
a __ : _ 2 _ 3 2 :
umiyiaca mvos = lw, e je I = Ip + mdgs = 5ma® MOMEHT MHEpIHje CHCTeMa MeTaK - TPOyTraoHa IJIOYUIR
y omnocy ma tauky O makon cymapa. [4m] Tlouerna yraowa Gpsuma maxon cyaapa je omma w = z2. [2m] Ilpn
pPOTAIMjU CHCTEMa METaK - TPOyTraoHa IUIOUUIA BarKM 3aKOH OJIPXKarba, eHepruje. YCJIOB Ja ce TPOyraoHa IJIOYHIA
He IPEBPHE je eKBHBAJEHTAH TOME Jla Ce CBa KHHETHYKA €Hepruja IPEeTBOPH Yy MOTEHIUjaIHy y TPEHYTKY Kaja
ce IEHTap XUIOTeHy3e y KOM ce Haya3n MeTak Habe tauno msuaj tadke O. Taga hie cucrem ocraru y J1abHIIHO]
paBHOTeX)U. llOMTO je TpoyraoHa IJIOYHUIA XOMOTEHA, FHEeH [EHTApP Maca Ce HAJIA3U y TEXKUIITY jeTHAKOKPAKOT

paBoyrJjIor Tpoyria. V3 3akoHa onprkama eHepruje cJien %Iw2 +mgg + Mgs = mg% + Mg%. [6n] Onasne

ce n0buja [ je MaKcEMasHa OP3MHA KOjOM METaK MOKe Ja YAAPH y IIOUHITY Uomar = \/ 18ga(v/2 — 1). [2m]

Koedunujentn camounsgykimje (MHIYKTUBHOCT) ce nobujajy Ha ocHoBy dopmyie N;®,; = L;I;, rue je N; 6poj
naBojaka Kasema ¢ nu ®;; dbiaykc marsmerHor mospa y Kajgemy ¢ Koje cTBapa crpyja I; mpormuyhum Kpo3 Kajem i
uHyKTUBHOCTU L, 1 usnoce Ly = ,uo,uTNTIZaQﬂ' = 80mH, [1u] Ly = MO%((MT —1)a® + v*)7 = 20,6 mH [1,50] u
Ly = ,uONTé((urfl)aQJrg)ﬂ = 5,4mH. [1,5n] Koedunujenru melycobne unmykuuje ce n106ujajy Ha ocHoBy (opmyJie
N;®;; = M;;I; n usnoce My = Moﬂrwéﬁﬂ =40 mH, [1a] Mas = popr NQlN3 ((ptr — Da? + b*)m = 10,3 mH [2m]
u M3y = pofir N3ZN1 a’m = 20 mH. [1n]

3ajaTak ce MOXE PENIMTH y KOMILIEKCHOM jomeny. Komiuiekcue ejekrpomorophe cuie cy g, = 400V, g, =

400e=9% V n g3 = 400e=3* V. Heka Cy CBe KOMIUIEKCHE CTpYje YCMepeHe TaKO Jia YBUPY Y YBOp B, a KOMIIJIEKCHE
€JIEKTPOMOTOPHE CUJIe TaKBe J1a UM je IIO3UTUBAH KPaj OKpeHyT Ka KajemosuMa. IIpema IIpsom Kupxodosom 3akony
Baxu I, + I, + I3 = 0. [20] IIpema dpyrom Kupxodosom sakony Baxkun £, — I jwl; — IyjwMis — IgjwMs; =
gy — IijwMiy — Iyjwly — IgjwMas = €5 — I jwMsy — IyjwMas — Igjwls. [4m] 3amenom Iz = —(I; + 1) y
OPETXOJHU U3pa3 ce nobuja g, — &y = I1jw(Ly — Mg — M3y + Mag) + Iojw(Mis — Lo — M3y + Maz) ug; — g5 =
I jw(Ly — M3y — M3y + L) + Iyjw(Migs — Mas — M1 + L3).

SamaTak ce MO)Ke DEINTH y KOMILUIEKCHOM JoMeHy. KoMmiurekcHe esreKTpoMoTOpHE cuie cy £, = 400V, g, =
400e77% V n g5 = 400e7 V. Heka Cy CBe KOMILIEKCHE CTPYje YCMepPeHe TaKO Jia YBUPY Y UBOp B, a KOMILIEKCHE
€JIEKTPOMOTOPHE CHJIE TAKBE JIa UM je MMO3UTUBAH KPaj OKpeHyT Ka kasemoBuMa. [Ipema IIpsom Kupxodosom 3akony
Baxu I, + I, + 15 = 0. IIpema Jdpyrom Kupxodosom 3akony Baxu g, — [ jwl) = €9 — Iyjwly = €5 — I3jwLs. 3a-
MeHOM I = —(I; +1,) y nperxouu uspas ce aobuja g, — ey = 1151 — Iyjwlo) m gy —g3 = I jw(Ly + L3) + Iy jwLs.
Onasue ce mobuja ma cy komiuiekche crpyje I; = (—0,240295 — j0,711926) A, I, = —2,61479 + 50,147861) A u
I, = (2,85508 + j0,564064) A, a muxose edekrusHe Bpeauoctn [; = 0,751385 A, [2m] I = 2,61896 A [2n] u
I3 =2,91027 A. [2n]

3. Kako 3amemapyjemo yTuiaj rpaBuTalyje, Ha CIUIN Cy IpUKa3aHe CBe CHUJjle KOje JIesyjy Ha N-Ty IepJly, JIy2K y-oce.

Buinvo sia je yKkynHa cuia Koja Jeiyje ayx y-oce jexnaka Fy, = Tsinfy — T'sinfy = T¥n _ Tnbn_1 (354 3]
re CMO UCKOPUCTUJIMA Ja Cy IIPU MaJuM OCIUJIAljaMa JIy»K y-oce, yrioBu Oy u 6, manu ma Baxku sinf ~ tgf. Cama
je jemHadmHa KpeTama N-Te TepJe: md, = %(yn_ﬂ — 2Yn + Yn—1) [31], rue je a, yOpsame n-re mepsie. [Ipu HOpMaAIHO]
MO/ OCITAJIOBaIba, CBAKA HepJia OCIHIYje XapMOHHU]CKH, HCTOM (PPEKBEHIM]OM W U UCTOM (DA3HOM PA3JIMKOM ¢ Tj. ¥; =

27

Ajcos (wt+ ¢) [1n] 3a i = 1,2,--- N. Ba ammmryay n-te nepie Baxku A, = Asin(nka) tae je k = =T ramacuu 6poj.
Cana je a, = —w?A,, cos (wt + ¢) [1n]. 3amenom oBux m3pasa y jeHaunHy KpeTarmba n-Te Tepie uMamo: A, 1 + A, 1 =
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(2 — mfza)An [8a] 1j. sin((n + 1)ka) + sin ((n — 1)ka) = (2 — %Za) sin (nka) [2n]. IIpumenom jemHakoOCTH M3 TEKCTa
2 2
3ajgaTka uMaMo 2sin (nka)cos (ka) = (2 — ™%%)sin (nka) [1n]. Crean cos (ka) = 2 — ™22 [2n] omakie mobujemo

3aBHCHOCT KpPyKie (bpeKBertie MaJnx OCIHUIAI]a Ol TaJacHor 6poja (muctepsuony penamujy): w? = 2L gin? (%) [1m].

~ ma

4. MHunmjaaHo, €JeKTPUIHO TOoJbe yCJaen 1oda 1 u 2 Ha MecTy Ije ce Hajasu 1mioda 3 je B = QQE—;g [1n], na je cuma

KOja Jeilyje Ha IUIOYYy 3 Y MOYEeTHOM TPEeHYTKy [’ = %0;"7) [1n]. Tokom cymapa, mwioue 2 u 3 epeKTUBHO LOCTA]y jeIHA
IUI09a yKYITHOT HaejleKTpucama @ + q. Tokom cynapa HaeeKTpucame ce Tako pacrnopehyje ma HeyTpasuiie yKyIHO M0Jbe
uzmely mwroua y moaupy. OBo 3naqn ja he jrecHa crpaHa cucTeMa IJio4da 2 u 3 UMaTH HACJIEKTPUCAHE % (1j nioua 3 HaKOH
pasjiBajama) a JieBa cTpama cucrema mioda 2 u 3 he umarn QQ 4 4 (rj. mroua 2 makon paszsajama) [6n] (Bomosaru
ca 6n cBako oGjalimeme KOje JOBOAM S0 OBaKBe pacmojelie HaeJieKTpucama). HakoH cymapa, 1osbe ycien

mwioue 1 u 2 je E = 1g[20] a na mouy 3 geyje cuna F = %[111]. YKyIHE U3BPIIEHN DA MPUIUKOM KPETARa
mwioue je A = (F+ F)d = ﬁ(QQ — ¢)*[4n]. OBaj paj jeanax je yKyIHOj HIpOMeHN KWHETHYKE eHepruje Iode 3 Tj.
A= AEy, = $mv? [3n] re je v Gpsuna moue 3 xaja ce Bpatn y nodernn nosoxaj. Cana je v = Eoflns (Q— 1) [2m].

5. Kaga cy marmerHa m ejileKTprdHa CHJIa KOja JejIyje Ha joOHe y KPBU CYIPOTHOI CMepa a jeHaKOI MHTEH3UTeTa, Ha
jone y kpBu He nenyje Hukaksa cuna. Cremn quB = ¢F 1j. E = vB [1u], upn demy je E = % rae je U namon u
d pacrojame usmely enexrpopa. Kopumhemem uspasa 3a MarseTHy MHAYKIH]Y Y HEHTPY XeJMXOJIIOBHX KaJleMOBa,

3
nobujamo sasucuocr U = dvugN R? ( (g)Q + R2) ‘I [1o] . U3 koedunumjenta npasrna gobujeHe 3aBUCHOCTH MOYKEMO

Halim Op3uHY HpoTOKa KpBU Kpo3 aprepuje. a OGmcmo omapemnuian kKoedHIMjeHT IpaBe Oupamo JjBe Tauke A u B, Koje
ce HaJla3e Ha [paBoj U3Mehy IpBe U Jpyre Tadyke U u3Mely MpeTIoC/e/ibe U MTOC/Ie/lbe TadKe, peJoM. Koopauaare Tux
tagaka cy A(3,0 A;15,0 4V) [1n] B(16,9 A;86 V) [1n], a muxose rpemke Ays = 0,8 uV u Azy = 0,1 A [0,504-0,51m],
Ayp =4uV u Azg = 0,1 A [0,50+0,50]. Koedunujenr npase je k = % = 5,11 uf), a werosa rpemka Ak =| k |
(AyA+AyB 4 Azatlzp

lyp—yal x5 —zal
3a Ta4YHO M3pavyyHary rpeiuky). [lonpeunu npecek aprepuje je S = r?m = 1,5386 - 1075 m? u oxrosapajyha rpemka
AS =288 =0,22:10"m?, 1j. S = (1,5+0,3)- 10~%m? [0,51+0,51]. Koedumujent npasua ose JmHeapHe 3aBHCHOCTH

) = 0,42 puf). Konauno, k = (5,1 £0,5) u? ([ln+1n] 1o 3a TayHo M3padyHaTy BpeaHOCT, 1o
2

= 0,487 2

_3
je k = dvugNR? ((%)2 + R2) ° OpaBzie je 6p3uMHA MPOTOKA KPBU Yy apTepHju v = k
D

duoNRZ(( D )2+R2)_

U 3allPeMHUHCKH TPOTOK je Q = Sv = 7,49 - 1077 st Ogrosapajylie rpemke cy Av = v(% + %) =0,062 u AQ =

S

[N

Q(% + %) =2 %, na je xomauno v = (0,49 £+ 0,06) 2 ([Im+1m] 1m 3a TayHO mM3padyHaTy BpeaHOCT, lm 3a
TaYHO M3pavyHaTy Tpemiky) u Q = (7+£2)-1077 %3 (Jlm+1n] 1o 3a TayHo M3pavyyHATY BPEAHOCT, 1 3a TAYHO
M3pavYyHATY CPELIKY ).
VY Tabenm cy npukasane 3a0kpyxkene spegnoctu ([2,81] 3a moTmyHo ucnpasny Tabeny, no 0,2m 3a CBaky CTABKY
y IpBe IBe KOJIOHE).
Wcnpasuo Haupra rpacdpuk Bpeau [4,2n].
Hauwun 6omoBama: Heratusau moenn 3a rpaduk, nuamely ocrajor 3a:

e Koopmunatie oce Tpeba IpTaTh MO UBHUIAMa MUJIAMeTapcKor mamupa -0.2

e Bes nacsosa -0.2 (macios auje y = f(x))

e Jloma pasmepa -0.2 (rpaduk 3aysuma mambe o 1/4 npocropa nammpa)

e Oce aucy obesexxkene u HefocTajy jeaunuiie -0.2

e YHere cy mepene 6pojue BpemHocTu Ha oce -0.2

e Axko 1. u 2. uzabpana Tauka Huje udMehy 1. u 2. OJIHOCHO TPETIIOCIIEIHE U TIOCTeIIbe ekcriepumenTaie -0.5

e lIzabpane Tauke Hucy y mepenom omcery -0.5

e Jloma pasmepa nogeoka -0.2 ( HA MIJIMMETAPCKOM Ianupy Moxe naa oxarosapa ... 0.05; 0.1; 0.2; 0.4; 0.5; 1; 2; 4; 5;

10 ... jenuHuna BeJMYKMHE KOja ce pHUKa3yje)

Herarusan moenun 3a padyn, uamehy ocrasor 3a:

e Jloma pasmepa — 3a koedwurmjeHT mpasia 50

e Axo Hucy m3zabpane j100pe Tadyke ca rpaduka — 3a Tpaxene Bejgudune 50
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Tabnuna 1: ExcepuMeHTaIHI TOJAIM €& OJroBapajyiuM alcoJyTHAM IDEIIKaMa

UlpV] | AU[pV] | I[A]
1] 12,0 0,5 2.4
21 200 0,8 12
31 34,0 2,0 6,8
4| 470 2,0 9,2
51 63,0 3,0 12,4
6| 83,0 1,0 16,2
71 95,0 1,0 18,7

Cruka 1: Ciiuka y pernesmsy Ba,HaTKa

padmk 3aBMCHOCTU HanoHa of CTpyje

100

80 /%/

U (uv)
N\

o] e

d

Cnuka 2: 'paduk y 3agaTky

1 (A)

Pemea cBux 3amaTaka Tpebda jacHo ob6pa3J/ioxKutu U Tpeba jacHo HaBecTu cBe pusMUKe 3aKOoHe U Jedu-
HUCATU CBe O3HAKE KOje ce KOPHCTE y pellleny 3aaTKa.

*Y asnda KaTeropuju TaKkMude ce yUeHUIN Koju moxahajy oesbema Koja paje Mo MPOrpaMuMa CIEeIUjaIM30BAHINX THMHa-
3uja 3a 00JIACTH MaTeMaTUKa U (DU3UKA.
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