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1 Uvod

Kao jedna od najstarijih matematiqkih disciplina, koja svoje ko-
rene pole�e jox pre 2000 godina, teorija brojeva je jedna od najva�-
nijih oblasti matematike. Prouqavaju�i cele brojeve, vekovima je
postavǉala mnoga pitaǌa i probleme, tako da su se ǌom bavili neki
od najve�ih matematiqara poput Pitagore, Euklida, Ojlera, Gausa i
drugih.

Karl Fridrih Gaus (1777-1855) bio je nemaqki matematiqar, fizi
qar i astronom. Dao je kǉuqna otkri�a u gotovo svim oblastima
matematike. Teorija brojeva mu je bila jedna od omiǉenih oblasti
matematike i svojim radom je doprineo u ǌenom ravoju. Koliko je
ovu disciplinu smatrao va�nom pokazuje i ǌegova izjava da je matem-
atika kraǉica svih nauka, dok je teorija brojeva kraǉica matematike.
Nastavio je rad Ojlera i Le�andra i dokazao je jednu od najva�ni-
jih teorema u oblasti teorije brojeva - Gausov zakon reciprociteta.
Iako je svako od ovih matematiqara imao razliqit zapis ove teoreme,
ona se sada formulixe uz pomo� Le�androvog simbola.

U ovom radu je prikazan jedan dokaz ove teoreme, kao i neke od va�-
nijih teorema iz ove oblasti. Slede�e teoreme �e se podrazumevati
u daǉem radu i navode se daǉe bez dokaza.

Teorema 1.1. Ako je d najve�i zajedniqki delilac celih brojeva a i b,
onda postoje brojevi α i β takvi da je αa+ βb = d.

Specijalno, a i b su uzajamno prosti ako i samo ako postoje celi bro-
jevi α i β takvi da je αa+ βb = 1.

Brojevi (r1, r2, ..., rm) qine potpun sistem ostataka po modulu m ako
daju razliqite ostatke pri deǉeǌu sa m.
Kada se iz svedenog skupa ostataka izbace svi brojevi koji nisu uza-
jamno prosti sa m, dobija se svedeni sistem ostataka.

Teorema 1.2. Neka je ceo broj k uzajamno prost sa datim modulom m.
Ako brojevi s1, s2, ..., sφ(m) qine sveden sistem ostataka po modulu m,
brojevi ks1, ks2, ..., ksφ(m) tako�e qine sveden sistem ostataka po modulu
m.

Definicija 1.1. Broj prirodnih brojeva koji nisu ve�i od datog prirod-
nog broja n i uzajamno su prosti sa ǌim, tj. broj elemenata proizvoǉnog
svedenog sistema ostataka po modulu n oznaqava se sa ϕ(n). Funkcija ϕ
zove se Ojlerova funkcija.
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Teorema 1.3. Ako je n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαm

m kanonska faktorizacija broja n,
onda je

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(
1− 1

pm

)
,

gde su p1, p2, ..., pm razliqiti prosti qinioci broja n.

Teorema 1.4 (Ojlerova teorema). Ako je (a,m) = 1, a,m ∈ N onda je

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Teorema 1.5 (Mala Fermaova teorema). Ako je p prost broj i p ne deli
a, a ∈ N, onda je

ap−1 ≡ 1 (mod p).
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2 Primitivni koren po prostom modulu

Definicija 2.1. Najmaǌi od prirodnih brojeva t za koje va�i

at ≡ 1 (mod m)

naziva se poretkom broja a po modulu m i oznaqava se sa rm(a).

Primer 2.1. Poredak broja 3 po modulu 11 je 5, jer je 31, 32, 33, 34 6≡ 1
(mod 11), a 35 ≡ 1 (mod 11). 4

Teorema 2.1. Poredak broja a po modulu m postoji ako i samo ako su a
i m uzajamno prosti.

Dokaz. ⇐ Ako su a i m uzajamno prosti brojevi, onda iz Ojlerove
teoreme sledi da je aϕ(m) ≡ 1 (mod m). Dakle sigurno postoji bar
jedan broj t, t ∈ N takav da je at ≡ 1 (mod m). Najmaǌi broj t koji
zadovoǉava ovu jednakost je tra�eni poredak.
⇒ Ako je at ≡ 1 (mod m), onda postoji prirodan broj u, takav da je
at = mu + 1, tj. aat−1 − mu = 1. Na osnovu teoreme 1.2, sledi da je
(a,m) = 1.

Teorema 2.2. Ako je t poredak broja a po modulu m, tada je as ≡ 1
(mod m), ako i samo ako t | s. Specijalno, rm(a) | ϕ(m).

Dokaz. ⇐ Ako je s = tq, onda je as = (at)q ≡ 1 (mod m).
⇒ Neka je s = tq + r. Tada je as = atq+r = (at)qar ≡ ar (mod m). Kako je
0 < r < t, dolazi do kontradikcije sa pretpostavkom da je t poredak
broja a po modulu m.

Definicija 2.2. Ako je poredak broja g po modulu m jednak ϕ(m), broj g
se naziva primitivnim korenom po modulu m.

Primer 2.2. Posmatrajmo ostatke −3,−2,−1, 1, 2, 3 po modulu 7
(ϕ(7) = 6). Lako se proverava da su ǌihovi poretci po modulu 7 jednaki,
redom, 1, 3, 6, 3, 6, 2. Brojevi 3 i −2 su primitivni koreni po modulu 7.
Brojevi koji imaju poredak po modulu 8 su 1, 3, 5, 7. Nijedan od ǌih nije
primitivni koren jer je poredak svakog od ǌih jednak 2, a ϕ(8) = 4. 4

Teorema 2.3. Ako je g primitivni koren po modulu m, tada brojevi

g0, g1, g2, ... , gϕ(m)−1

obrazuju svedeni sistem ostataka po modulu m.

Dokaz. Ukoliko bi postojali brojevi k i l, takvi da je 0 ≤ l < k < ϕ(m)
i va�i

gk ≡ gl (mod m),
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onda je zbog (g,m) = 1
gk−l ≡ 1 (mod m).

Kako je 0 < k − l < ϕ(m), sledi da g nije primitivni koren xto je u
suprotnosti sa pretpostavkom.

Posledica 2.1. Ako je p prost broj i g primitivni koren po modulu p,
tada brojevi 1, g, g2, ..., gp−2 obrazuju svedeni sistem ostataka po modulu
p.

Primer 2.3. Po modulu 11 broj 2 je primitivni koren, pa brojevi 1, 2, 22

= 4, 23 = 8, 24 ≡ 5, 25 ≡ 10, 26 ≡ 9, 27 ≡ 7, 28 ≡ 3, 29 ≡ 6 (mod 11) obrazuju
svedeni sistem ostataka po modulu 11. 4

Zadatak 2.1. Neka je p ≥ 3 prost i n prirodan broj. Dokazati da je

1n + 2n + ...+ (p− 1)n ≡

{
−1 (mod p), ako p− 1 | n,
0 (mod p), inaqe

Rexeǌe. Ako p− 1 | n, tvr�eǌe sledi iz male Fermaove teoreme.
Neka p − 1 - n i neka je g primitivni koren po modulu p. Kako je
{1, g, g2, ..., gp−2} permutacija skupa {1, 2, ..., p− 1}, sledi da je

1n + 2n + ... + (p − 1)n ≡ 1n + gn + ... + g(p−2)n ≡
g(p−1)n − 1

gn − 1
≡ 0 (mod p)

Dokaz egzistencije primitivnog korena po prostom
modulu

Lema 2.1. Ako je rm(x) = ab, onda je rm(xa) = b.

Dokaz. Oznaqimo rm(x
a) sa γ. Kako je (xa)γ = xaγ ≡ 1 (mod m), sledi

da ab | aγ, tj. b | γ.
Tako�e, iz xab = (xa)b ≡ 1 (mod m), sledi da γ | b. Dakle, b = γ.

Lema 2.2. Ako je rm(x) = a, rm(y) = b i (a, b) = 1 onda je rm(xy) = ab.

Dokaz. Oznaqimo rm(xy) sa γ. Tada je xyγ ≡ 1 (mod m) pa je i (xy)γa ≡ 1
(mod m), tj. xγayγa ≡ 1 (mod m). Kako je xγa ≡ 1 (mod m), sledi da je
yγa ≡ 1 (mod m). Iz rm(y) = b zakǉuqujemo da b | aγ, a poxto je (a, b) = 1,
znaqi da b | γ. Analogno se dokazuje da a | γ. Dakle, ab | γ.
Tako�e, kako je xa ≡ 1 (mod m) i yb ≡ 1 (mod m), onda je i xab ≡ 1
(mod m) i yab ≡ 1 (mod m). Daǉe je xyab ≡ 1 (mod m), sledi γ | ab.
Dakle, ab = γ.
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Lema 2.3. Neka je p prost broj, n ∈ N i f(x) = anx
n+an−1x

n−1+...+a1x+a0
je polinom sa celobrojnim koeficijentima. Ako kongruencija f(x) ≡ 0
(mod p) ima vixe od n rexeǌa (razliqitih po modulu p), onda p | ak za
svako k = 0, 1, ..., n.

Dokaz. Neka su x1, x2, ..., xn, xn+1 rexeǌa kongruencije f(x) ≡ 0 (mod p).
Polinom f(x) se mo�e predstaviti kao:

f(x) = bn(x− x1)(x− x2)...(x− xn) (1)
+ bn−1(x− x1)(x− x2)...(x− xn−1)
+ ...

+ b1(x− x1)
+ b0

Izaberimo najpre bn = an. Zatim biramo bn−1 tako da su koeficijenti
uz xn−1 sa desne strane u zbiru jednaki an−1. Na isti naqin se dobijaju
koeficijenti bn−2, ..., b1, b0.
Sada kada se u jednaqini (1) x redom zameni sa x1, x2, ..., xn+1, dobija
se da p | b0, p | b1, ..., p | bn, odakle sledi da su polazni koeficijenti
a1, a2, ..., an tako�e deǉivi sa p.

Teorema 2.4. Za svaki prost broj p postoji primitivni koren po mo-
dulu p.

Dokaz. Za p = 2 dokaz je trivijalan. Pretpostavimo da je p > 2. Neka
je

{rp(1), rp(2), ..., rp(p− 1)} = {γ1, γ2, ..., γr}

tj. γ1, γ2, ..., γr su svi razliqiti poretci brojeva 1, 2, .., p−1. Neka je S
najmaǌi zajedniqki sadr�alac brojeva γ1, γ2, ..., γr i neka je
S = q1

α1q2
α2 · · · qnαn ǌegova kanonska faktorizacija. Tada za svako qi

αi

postoji bar jedno γj tako da je γj = βqi
αi. Ako sada oznaqimo sa cj onaj

od brojeva 1, 2, .., p− 1 za koji va�i rp(cj) = γj onda je na osnovu leme
2.1 rp(cjβ) = qi

αi, tj. za dj = cj
β rp(dj) = qi

αi. Za broj g = d1d2 ···dk iz leme
2.2 sledi da je rp(q) = q1

α1q2
α2 ...qk

αk = S. To znaqi da S | ϕ(p) = p − 1.
Kako sada svi brojevi γ1, γ2, ..., γr dele S, jednaqina xS ≡ 1 (mod p) ima
rexeǌe za svako x ∈ {1, 2, ..., p − 1}. Tada prema lemi 2.3 mora biti
p− 1 ≤ S, a kako S | p− 1, sledi da je S = p− 1 i g je primitivni koren
po modulu p.
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3 Kvadratni ostaci

Definicija 3.1. Neka su m, n i a celi brojevi, m > 1, n ≥ 1 i (a,m) = 1.
Ka�e se da je a ostatak n-tog stepena po modulu m ako kongruencija
xn ≡ a (mod m) ima celobrojnih rexeǌa. U suprotnom, a je neostatak
n-tog stepena.

Specijalno, za n = 2 ostatak se naziva kvadratnim.

Primer 3.1. Kako je 52 ≡ 3 (mod 11), znaqi da je 3 kvadratni ostatak
po modulu 11.
Poxto jednaqina x2 ≡ 3 (mod 7), sledi da je 3 kvadratni neostatak po
modulu 7. 4

Teorema 3.1. Za dati neparan prost broj p i ceo broj a, p - a, jednaqina
x2 ≡ a (mod p) ili nema rexeǌa, ili ima taqno dva rexeǌa u skupu
{1, 2, ..., p− 1}.

Dokaz. Pretpostavimo da data kongruencija ima rexeǌa i da je
x ∈ {1, 2, ..., p − 1} jedno od ǌih. Ako je y2 ≡ a (mod p) za neko
y ∈ {1, 2, ..., p − 1}, ako je y 6= x to znaqi da je y2 − x2 ≡ 0 (mod p),
tj. p | (y − x)(y + x). Kako je p prost broj onda p | y − x ili p | y + x, a
poxto je x, y < p− 1 sledi da ǌihova razlika ne mo�e biti deǉiva sa
p, tj. p | y + x a to je mogu�e samo ako je x + y = p. Kako je p neparan,
x i y moraju biti me�usobno razliqiti.

Definicija 3.2. Za dati neparan prost broj p i ceo broj a, Le�androv
simbol (ap) se definixe kao

(
a

p

)
=


1, ako p - a i a je kvadratni ostatak (mod p);

−1, ako p - a i a je kvadratni neostatak (mod p);

0, ako p | a

Primer 3.2. Jasno je da je (x
2

p
) = 1 za svaki prost broj p i ceo broj x za

koji p - x. 4

Primer 3.3. Poxto je 2 kvadratni ostatak po modulu 7 (32 ≡ 2), a 3
to nije, imamo (2

7
) = 1 i (3

7
) = −1. 4

Teorema 3.2. a ≡ b (mod p) povlaqi
(
a
p

)
=
(
b
p

)
.

Dokaz. Tvr�eǌe sledi iz definicije.
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Teorema 3.3 (Ojlerov kriterijum). a
p−1
2 ≡

(
a
p

)
(mod p).

Dokaz. Tvr�eǌe je trivijalno ako p | a.
Pretpostavimo da p - a. Neka je g primitivni koren po modulu p (on
postoji na osnovu teoreme 2.4). Tada je svaki ostatak po modulu p
zadat sa gi, i ∈ {0, 1, ..., p − 2} (posledica 2.1). Kako je rp = p − 1, onda
je (gi)

p−1
2 ≡ g

i(p−1)
2 ≡ 1 (mod p) ako i samo ako 2 | i.

Sa druge strane, gi je kvadratni ostatak po modulu p ako postoji
j, j ∈ {0, 1, ..., p − 2} takvo da je g2j ≡ gi (mod p), tj. 2j ≡ i (mod p).
To va�i samo ako 2 | i tj. ako (gi)

p−1
2 ≡ 1 (mod p).

Teorema 3.4. Le�androv simbol je multiplikativan, tj. za sve cele
brojeve a, b i prost broj p, p > 2 va�i

(
ab
p

)
=
(
a
p

)(
b
p

)
.

Dokaz. Na osnovu Ojlerovog kriterijuma va�i
(
ab
p

)
≡ (ab)

p−1
2 (mod p)

i
(
a
p

)(
b
p

)
≡ a

p−1
2 b

p−1
2 (mod p), pa je i

(
ab
p

)
≡
(
a
p

)(
b
p

)
(mod p), tj.

(
ab
p

)
=(

a
p

)(
b
p

)
.

Zadatak 3.1. Postoji prirodan broj a <
√
p+1 koji je kvadratni neostatak

po modulu p. Dokazati.

Rexeǌe. Neka je a najmaǌi kvadratni ostatak po modulu p i b = [ p
a
]+1.

Kako je 0 < ab− p < a, ab− p mora biti kvadratni ostatak. Tada je

1 =

(
ab− p
p

)
=

(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
= −

(
b

p

)
.

Prema tome, b mora biti kvadratni neostatak, pa je a ≤ b < p
a
+ 1 ≤

p−1
a

+ 2, odakle sledi tvr�eǌe.

Teorema 3.5. Za svaki prost broj p > 2 va�i (−1
p
) = (−1) p−1

2 .

Dokaz. Tvr�eǌe va�i na osnovu Ojlerovog kriterijuma za a = −1.

Posledica 3.1. Svaki prost delilac broja x2 + y2 (pri qemu su x, y ∈ N
uzajamno prosti brojevi) je ili oblika 4k + 1, k ∈ N, ili je jednak 2.

Dokaz. Neka je p neparan prost delilac broja oblika x2 + y2, tada je
x2 ≡ −y2 (mod p). Sledi da je 1 =

(
−y2
p

)
=
(
−1
p

)(
y2

p

)
= (−1) p−1

2 . Odatle

je p ≡ 1 (mod 4).
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Teorema 3.6. Neka je g primitivni koren po neparnom prostom modulu
p. Razmatramo ǌegove eksponente maǌe od p. Parni eksponenti su kon-
gruentni kvadratnim ostacima, a neparni kvadratnim neostacima po
modulu p.

Dokaz. Brojevi oblika gi, i ∈ {0, 1, ..., p − 2} obrazuju sveden sistem
ostataka po modulu p. Prema Ojlerovom kriterijumu, (gi)

p−1
2 = gi

p−1
2 ≡

±1 (mod p). Vidi se da je gi
p−1
2 ≡ 1 (mod p) ako i samo ako je p−1 | ip−1

2
,

tj. ako i samo ako 2 | i. Tako�e je i gi
p−1
2 ≡ 1 (mod p) ako i samo ako

2 - i.

Posledica 3.2. Za dati prost broj p me�u brojevima 1, 2, ..., p − 1 ima
taqno p−1

2
kvadratnih ostataka (i isto toliko kvadratnih neostataka).

Za ceo broj a i k ∈ {1, 2, ..., p′}, gde je p′ = p−1
2

postoji jedinstveno rk,

rk ∈ {−p′, ...,−1, 0, 1, ..., p′}

takvo da je ka ≡ rk (mod p). Taqnije, svako rk mora biti jedinstveno
po apsolutnoj vrednosti, tako da je |r1|, |r2|, ..., |r′p| permutacija skupa
{1, 2, ..., p′}. Tada je ap

′
= 1a·2a·...·p′a

1·2·...·p′ ≡
r1·r2·...·rp′
1·2·...·p′ (mod p). Sada je rk = εk|rk|,

gde je εk ∈ {−1, 1}.

Teorema 3.7. Va�i
(
a
p

)
= ε1ε2 · · · εp′.

Dokaz. Teorema va�i na osnovu Ojlerovog kriterijuma.

Teorema 3.8 (Gausova lema). Va�i
(
a
p

)
= (−1)s, gde je s =

p−1
2∑

k=1

[2ka
p
].

Dokaz. Broj s predstavǉa broj onih brojeva iz skupa {a, 2a, ..., (p−1
2
)a}

koji pri deǉeǌu sa p daju ostatak ve�i od p
2
. Neka su r1, r2, ..., rs

tih s brojeva, a t1, t2, ..., tk preostalih p−1
2
− s. Posmatramo brojeve

p− r1, p− r2, ..., p− rs. Oqigledno je da su svi me�usobno razliqiti.
Tako�e va�i da za svako i, j va�i p − ri 6= tj. Kako su svi brojevi
razliqiti, maǌi od p

2
i ima ih p−1

2
sledi da su oni permutacija skupa

1, 2, ..., p−1
2
. Tako je:

(p− r1)(p− r2)...(p− rs)t1t2...tk = 1 · 2 · ... · p− 1

2

(−1)sr1r2...rst1t2...tk ≡ 1 · 2 · ... · p− 1

2
(mod p)

(−1)sa · 2a · ... ·
(
p− 1

2

)
a ≡ 1 · 2 · ... · p− 1

2
(mod p)

(−1)s ≡ a
p−1
2 (mod p)
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Teorema 3.9. Va�i
(

2
p

)
= (−1)[ p+1

4
] = (−1) p2−1

8 .

Dokaz. Po Gausovoj lemi va�i
(

2
p

)
= (−1)s, gde je s =

p−1
2∑

k=1

[4k
p
]. U ovoj

sumi je taqno [p−1
4
] brojeva jednako 0. To znaqi da je preostalih p−1

2
−

[p−1
4
] jednako 1. Tada je s = p−1

2
− [p−1

4
] = [p+1

4
] xto je parno za p ≡ ±1

(mod 8), a neparno za p ≡ ±3 (mod 8).
Kako prost broj p mo�e davati ostatke ±1 i ±3 pri deǉeǌu sa 8, va�i
da je za p ≡ ±1 (mod 8) izraz p2−1

8
paran, a za p ≡ ±3 (mod 8) neparan

na osnovu qega sledi tvr�eǌe.

Teorema 3.10. 1◦ −2 je kvadratni ostatak po modulu p ako i samo ako
je p ≡ 1 ili p ≡ 3 (mod 8).
2◦ −3 je kvadratni ostatak po modulu p ako i samo ako je p ≡ 1 (mod 6).
3◦ 3 je kvadratni ostatak po modulu p ako i samo ako je p ≡ ±1 (mod 12).
4◦ 5 je kvadratni ostatak po modulu p ako i samo ako je p ≡ ±1 (mod 10).

Dokaz. Tvr�eǌa se pokazuju na sliqan naqin kao prethodna teorema.

Zadatak 3.2. Izraqunati [ 1
2003

] + [ 2
2003

] + [ 22

2003
] + ...+ [2

2001

2003
].

Rexeǌe. Na osnovu Ojlerovog kriterijuma i teoreme 3.9 va�i 21001 ≡(
2

2003

)
= −1 (mod 2003). Dakle, 2003 | 2i(21001+1) = 21001+i+2i, a kako 2003

ne deli ni 21001+i ni 2i sledi[
21001+i

2003

]
+

[
2i

2003

]
=

21001+i + 2i

2003
− 1.

Sabiraǌem jednakosti za i = 0, 1, ..., 1000 dobijamo da je tra�ena suma
jednaka 1+2+22+...+22001

2003
− 1001 = 22002−1

2003
− 1001.
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4 Gausov zakon reciprociteta

Mnogi matematiqari, ukǉuqujući Ojlera i Le�andra imali su
svoje formulacije ove teoreme i bezuspexno su pokuxavali da je doka-
�u, sve do 1801, kada je Gaus objavio prvi dokaz u svojoj kǌizi
Disquisitiones Arithmeticae. Tu je naziva fundimentalnom teoremom
govoreći da se ona zasigurno mora smatrati najelegantnijom teore-
mom svoje vrste. Tako�e, o va�nosti ove teoreme govori i to da ju
je Gaus zvao svojom zlatnom teoremom. Ova teorema omogućava lako
izraqunavaǌe Le�androvog simbola. Gaus je osmislio ukupno osam
dokaza ove teoreme, dok ih danas postoji preko dvesta.

Teorema 4.1 (Gausov zakon reciprociteta). Neka su p i q razliqiti
prosti brojevi. Tada va�i:(

p

q

)(
q

p

)
= (−1)

(p−1)(q−1)
4 .

Dokaz. Posmatramo parove oblika (qx, py), gde je 1 ≤ x ≤ p−1
2

i
1 ≤ y ≤ q−1

2
. Jasno je da ni u jednom paru nije qx = py. Neka su A

i B skupovi za koje va�i redom qx > py, odnosno py > qx. Za skup A
va�i 1 ≤ x ≤ p−1

2
i 1 ≤ y ≤ qx

p
pa je kardinalnost skupa A jednaka

Ca =

p−1
2∑

x=1

[
qx

p

]
.

Daǉe je

Ca =

p−1
2∑

x=1

[
qx

p

]
=

p−1
2∑

x=1

[
(p+ q)x

p

]
−

p−1
2∑

x=1

x =

p−1
2∑

x=1

[
2 (p+q)

2
x

p

]
− p2 − 1

8
.

Kada se −1 stepenuje dobijenom sumom na osnovu Gausove leme i teo-
reme 3.9 se dobije

(−1)Ca =

( p+q
2

p

)(
2

p

)
=

(
p+ q

p

)
=

(
q

p

)
.

Sliqnu stvar uradimo za skup B. Kako parova ima (p−1)(q−1)
4

, sledi(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

(p−1)(q−1)
4 .

Primer 4.1.
(

814
2003

)
=
(

2
2003

) (
11

2003

) (
37

2003

)
= −

(
11

2003

) (
37

2003

)
. Daǉe, prema za-

konu reciprociteta je
(

11
2003

)
= −

(
2003
11

)
= −

(
1
11

)
= −1 i

(
37

2003

)
=
(
2003
37

)
=(

5
37

)
=
(
37
5

)
= −1. Dobijamo

(
814
2003

)
= −1, tj. 814 nije kvadratni ostatak

po modulu 2003. 4
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5 Zadaci

Zadatak 5.1. Neka je p neparan prost broj, a, b, c ∈ Z i pretpostavimo
da p - a. Tada broj rexeǌa jednaqine

ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod p)

u skupu {0, 1, ..., p− 1} iznosi 1 +
(
b2−4ac

p

)
. Dokazati.

Rexeǌe. Kada izraz transformixemo mno�eǌem sa 4a i dodavaǌem i
oduzimaǌem b2 dobija se
ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod p) ⇐⇒ 4a2x2 + 4abx+ b2 − b2 + 4ac ≡ 0 (mod p) ⇐⇒
(2ax + b)2 + 4ac − b2 ≡ 0 (mod p) ⇐⇒ (2ax + b)2 ≡ b2 − 4ac (mod p),

tj.
(
b2−4ac

p

)
= 1. Kako ova jednaqina ima ili nijedno ili taqno dva

rexeǌa, sledi da je broj rexeǌa 1 +
(
b2−4ac

p

)
.

Zadatak 5.2. Dokazati da je broj rexeǌa (x, y) kongruencije x2 − y2 ≡ D
(mod p), za p - D, jednak p− 1.

Rexeǌe. Tvr�eǌe sledi iz qiǌenice da je za fiksno y broj rexeǌa

kongruencije x2 ≡ y2 +D (mod p) jednak
(
y2+D
p

)
+ 1.

Zadatak 5.3. Postoji li prirodan broj x takav da va�i

1999 | x2 + (x+ 1)2?

Rexeǌe. Kada transformixemo izraz dobijamo

x2 + (x+ 1)2 ≡ 0 (mod p) ⇐⇒ 4x2 + 4x+ 2 ≡ 0 (mod p) ⇐⇒

(2x+ 1)2 ≡ −1 (mod p) ⇐⇒
(
−1
p

)
= 1,

xto je mogu�e ako i samo ako je p oblika 4k + 1. Dakle, ne postoji
takav broj x.

Zadatak 5.4. Neka je p neparan prost broj ve�i od 3.

(i) Dokazati da je suma svih kvadratnih ostataka po modulu p deǉiva
sa p.

(ii) Ako je p ≡ 1 (mod 4), dokazati da je suma svih kvadratnih ostataka
po modulu p jednaka p(p−1)

4
.
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Rexeǌe. (i) Neka je g primitivni koren po modulu p. Tada je zbir
svih kvadratnih ostataka po modulu p kongruentan sa

g0 + g2 + ...+ gp−3 =
gp−1 − 1

g2 − 1
,

xto je deǉivo sa p zbog p > 3.

(ii) Za svako k ∈ 1, 2, ..., p−1
2

va�i(
p− k
p

)
=

(
−k
p

)
=

(
−1
p

)(
k

p

)
=

(
k

p

)
,

odakle sledi da se kvadratni ostaci po modulu p javǉaju u me�u-
sobno disjunktnim parovima u kojima je zbir qlanova jednak p. Kako
kvadratnih ostataka ima p−1

2
, znaqi da parova ima p−1

4
, pa je zbir svih

kvadratnih ostataka po modulu p jednak p(p−1)
4

.

Zadatak 5.5. Ako je p neparan prost broj, dokazati da je proizvod svih
kvadratnih ostataka po modulu p po istom kongruentan sa (−1) p+1

2 .

Rexeǌe. Ako sa gi oznaqimo primitivni koren po modulu p, proizvod
svih kvadratnih ostataka po modulu p �e biti kongruentan sa

p−1
2∏
i=1

g2i = g
(p−1)(p+1)

4 = (g
p−1
2 )

p+1
2 ≡ (−1)

p+1
2 (mod p).

Zadatak 5.6. Neka je prost broj p > 3 oblika 4k + 3 i q = 2p + 1 tako�e
prost broj. Dokazati da je u tom sluqaju broj 2p − 1 slo�en.

Rexeǌe. Za svaki prost broj q va�i

2
q−1
2 ≡

(
2

p

)
≡ (−1)[

q+1
4

] ≡ 1 (mod q)

kako je q ≡ 7 (mod 8), sledi da je broj 2p − 1 deǉiv sa q.

Zadatak 5.7. Izraqunati vrednost Le�androvog simbola
(−63

11

)
.

Rexeǌe. Kako je −63 = (−1) · 32 · 7, va�i(
−63
11

)
=

(
−1
11

)(
3

11

)2(
7

11

)
=

(
−1
11

)(
7

11

)
.
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Daǉe, znamo da je
(−1
11

)
= (−1) 11−1

2 = −1. Prema Gausovom zakonu re-
ciproteta sledi

(
7
11

) (
11
7

)
= (−1) 11−1

2
7−1
2 = −1, tj. va�i

(
7
11

)
= −

(
11
7

)
=

−
(
4
7

)
= −

(
2
11

)2
= −1. Konaqno,(

−63
11

)
=

(
−1
11

)(
7

11

)
= 1.

Zadatak 5.8. Dokazati da broj 2n+1 nije deǉiv nijednim prostim brojem
oblika 8k + 7.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno, neka postoji prost broj p oblika
8k + 7 takav da 8k + 7 | 2n + 1. Neka je n paran broj, n = 2t. Tada je
(2t)2 = 2n ≡ −1 (mod 8k + 7), pa je −1 kvadratni ostatak po modulu p.
S druge strane, va�i (

−1
8k + 7

)
= (−1)

8k+6
2 = −1,

xto je kontradikcija. Neka je sada n neparan broj, tj. n = 2t + 1.
Sada je (2t+1)2 = 2 · 2n ≡ −2 (mod 8k+7), pa je −2 kvadratni ostatak po
modulu p. Kako je

(
2

8k+7

)
= (−1)[ 8k+8

4
] = 1, a

( −1
8k+7

)
= −1, znaqi(

−2
11

)
=

(
−1
11

)(
2

11

)
= −1,

xto je kontradikcija.

Zadatak 5.9. Na�i sve prirodne brojeve n takve da 2n − 1 | 3n − 1.

Rexeǌe. Oqigledno, jedno rexeǌe je n = 1. Pretpostavimo da ima
jox rexeǌa. Neka je n > 1. Jasno je da 2n − 1 ne sme biti deǉivo sa
3 (3 - 3n − 1). Kako ostaci stepena dvojke pri deǉeǌu sa 3 obrazuju
niz 2, 1, 2, 1, ..., tj. za parno n va�i 3 | 2n − 1, pa zakǉuqujemo da je n
neparan broj. Sada posmatramo ostatke pri deǉeǌu stepena dvojke sa
12. Oni obrazuju niz 2, 4, 8, 2, 8, ..., pa za svako neparno n va�i 2n−1 ≡ 7
(mod 12). Kako 2n−1 mo�e imati proste delioce oblika 12k±5 i 12k±1,
zakǉuqujemo da mora imati bar jedan oblika 12k ± 5 zato xto bi u
suprotnom bilo 2n − 1 ≡ ±1 (mod 12), xto smo videli da nije sluqaj.
Nazovimo takav prost delilac p. Iz uslova zadatka sledi p | 3n − 1,
tj. 3n+1 ≡ 3 (mod p). Kako je n neparan broj, znaqi da je 3 kvadratni
ostatak po modulu p. Tada je prema zakonu kvadratnog reciprociteta(

3
p

) (
p
3

)
= (−1) 3−1

2
p−1
2 , odakle sledi(p

3

)
= (−1)

12k±5−1
2 = ±1,
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s druge strane, kako je p = 12k ± 5 ≡ ∓1 (mod 3), sledi(p
3

)
=

(
∓1
3

)
= ∓1,

xto je kontradikcija.

Zadatak 5.10. Ako prost broj p oblika 4k − 1 deli zbir kvadrata dva
prirodna broja, dokazati da su onda ti brojevi deǉivi sa p.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno, tj da za neke prirodnne brojeve a
i b koji nisu deǉivi sa p va�i p | a2 + b2. Tada je

a2 ≡ −b2 (mod p),

zakǉuqujemo da je (
−b2

p

)
= 1.

S druge strane va�i(
−b2

p

)
=

(
−1
p

)(
b2

p

)
=

(
−1
p

)
= −1,

xto je kontradikcija.

Zadatak 5.11. Neka je p prost broj oblika 4k + 3. Dokazati da broj
x2 − x+ p+1

4
nema prost faktor oblika kp− 1.

Rexeǌe. Neka je x2−x+ p+1
4
≡ 0 (mod q), gde je prost broj i q = kp−1.

Tada va�i q | (2x+ 1)2 + p, tj.
(
−p
q

)
= 1.

S druge strane je(
−p
q

)
=

(
−1
q

)(
q

p

)
(−1)

p−1
2

q−1
2 =

(
−1
p

)(
−1
q

)
(−1)

q−1
2 = −1.

Zadatak 5.12. Neka je p prost broj. Dokazati da postoji x ∈ Z takvo
da p | x2 − x+ 3 ako i samo ako postoji y ∈ Z takvo da p | y2 − y + 25.

Rexeǌe. Za p = 3, tvr�eǌe je trivijalno. Posmatrajmo sluqajeve
kada je p ≥ 5. Kako je p | x2 − x + 3 ekvivalentno sa p | 4(x2 − x + 3) =
(2x−1)2+11, ceo broj x postoji ako i samo ako je −11 kvadratni ostatak
po modulu p. Sliqno, ukoliko p | y2 − y + 25, znaqi p | 4(y2 − y + 25) =
(2y − 1)2 + 99 xto je taqno ako i samo ako je −99 kvadratni ostatak.
Kako je (

−11
p

)
=

(
−11 · 32

p

)
=

(
−99
p

)
,

va�i tvr�eǌe zadatka.



16

Zadatak 5.13. Odrediti sve parove prirodnih brojeva (x, n) koji su re-
xeǌa jednaqine x3 + 2x+ 1 = 2n.

Rexeǌe. Proverom se dobija da za n = 1 jednaqina nema rexeǌa, a da
je za n = 2 jedino rexeǌe x = 1. Doka�imo da za n ≥ 3 nema rexeǌa.
Pretpostavimo da je (x, n) rexeǌe jednaqine, gde je n ≥ 3. Kako
3 | x(x2 + 2), (jer 3 - x ⇒ 3 | x2 + 2), mora biti 2n ≡ 1 (mod 3), pa je
n paran broj. Daǉe, va�i 2n + 2 = x3 + 2x + 3 = (x + 1)(x2 − x + 3) i
2n je potpun kvadrat, pa sledi da je −2 kvadratni ostatak po svakom
neparnom prostom deliocu broja (x+ 1)(x2 − x+ 3). Tada je

1 =

(
−2
p

)
=

(
−1
p

)(
2

p

)
= (−1)

p−1
2 (−1)

p2−1
8 = (−1)

(p−1)(p+5)
8 ,

odakle sledi da je p oblika 8k + 1 ili 8k + 3.
Kako je x2−x+3 uvek neparan broj, znaqi da x+1 mora biti deǉiv sa
2, ali ne sme biti deǉiv sa 4 (4 - 2n+2 za n ≥ 2), pa daje ostatak 1 ili
5 pri deǉeǌu sa 8. Ako je x ≡ 1 (mod 8), tada je x2 − x+ 3 ≡ 3 (mod 8),
pa je (x + 1)(x2 − x + 3) ≡ 6 (mod 8). Me�utim, za n ≥ 3 je 2n + 2 ≡ 2
(mod 8), pa dobijamo kontradikciju.
Ako je x ≡ 5 (mod 8), tada je x2−x+3 ≡ 7 (mod 8). Svi prosti delioci
ovog broja ne mogu biti oblika 8k+1 ili 8k+3 jer bi onda i sam taj
broj bio oblika 8k + 1 ili 8k + 3. Tako dobijamo da je jedino rexeǌe
jednaqine (x, n) = (1, 2).

Zadatak 5.14. Dokazati da za svaki prost broj p > 5 postoje dva uza-
stopna prirodna broja koja su oba kvadratni ostaci po modulu p.

Rexeǌe. Ukoliko je 10 kvadratni ostatak po modulu p, tada su bro-
jevi (9, 10) tra�eni par (kako je 9 potpun kvadrat on je kvadratni
ostatak po modulu p). Pretpostavimo da 10 nije kvadratni ostatak po
modulu p. Tada je

−1 =

(
10

p

)
=

(
2

p

)(
5

p

)
,

pa bar jedan od brojeva 2 ili 5 mora biti kvadratni ostatak po modulu
p. Ukoliko je 2 kvadratni ostatak po modulu p, tada je (1, 2) tra�eni
par (1 je kvadratni ostatak), a ako je 5 kvadratni ostatak po modulu
p, tada je (4,5) tra�eni par brojeva (4 je kvadratni ostatak).

Zadatak 5.15. Neka je n prirodan broj oblika n = 4m2 + 3, gde 3 - m.
Pokazati da postoji prost delilac broja n oblika 12k + 7.

Rexeǌe. Neka je p neki prost delilac broja n. Kako je n neparan
broj, znaqi da �e i p biti tako�e neparan. Va�i −3 ≡ 4m2 = (2m)2

(mod n), pa je −3 kvadratni ostatak po modulu n. Tada je po Gausovom
zakonu reciprociteta

1 =

(
−3
p

)
=

(
−1
p

)(p
3

)
(−1)

p−1
2

3−1
2 =

(p
3

)
.
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Kako je p neparan prost broj, on mora biti oblika 3k − 1 ili 3k + 1.
Neka je p oblika 3k − 1. Tada va�i

(
p
3

)
=
(−1

3

)
= (−1) 3−1

2 = −1, xto je
kontradikcija, tj. p mora biti oblika 3k + 1.
Poxto su svi delioci broja n neparni, svaki od ǌih daje ili ostatak
1 ili ostatak 3 pri deǉeǌu sa 4. Ako bi svaki prost delilac bio
kongruentan sa 1 po modulu 4, onda bi va�ilo n ≡ 1 · 1 · · · · 1 = 1
(mod 4), xto nije taqno kako je n ≡ 3 (mod 4). Dakle, mora postojati
prost delilac p broja n koji zadovoǉava slede�e kongruencije

p ≡ 1 (mod 3),

p ≡ 3 (mod 4).

Posmatraju�i sve ostatke koje p mo�e davati pri deǉeǌu sa 12, do-
bijamo da je jedino mogu�e p ≡ 7 (mod 12), tj. p = 12k + 7, xto je i
trebalo dokazati.
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