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1 VYBon

Teopuja ckynoBa je rpaHa MareMaTHKe Koja ce 0aBu NMpoy4yaBambeM CKyNoBa, KOju
Ce HajIIaKIIe CXBaTajy Kao KOJeKIHje o0jekara. MoIepHO N3ydaBame TEOpHje CKyIIoBa
3armoveny ¢y HeMadyku MareMarudapu jom 1870-ux, Hamme Puxapn denexunn u ['eopr
Kanrop. Karrop ce cmarpa omem MoJiepHE T€OpHje CKyIOBa, a FbUXOB PaHH Paj 4€CTO
ce Ha3UBa HAUGHA Meopuja CKynosa, ycien HelocTaTka (GOopMaIHuX JOTHUKHX METO-
Jla ¥ TIpaBor CHcTeMa akcuoMa M mpaBwia. [IpBu MareMarnuku paj 00jaBuo je ympa-
Bo Kanrop 1874. rogune rie je yBeo 1mojaM KapAnHaja U 10Ka3ao Ja je CKyIl peaTHux
OpojeBa renpebpojuso 6eckoHadaH. OH je y TEOPH]jy CKYIIOBa YBEO I10jaM TapTUTUBHOT
cKyna u pasHe apyre. [lopexn mera y ucto Bpeme JleneKnH] je KOHCTPYHCao CKyI pea-
HuX OpojeBa kopuctehu 13B. [lenekunmose npeceke. Maremaruuap ®pere je jour Taj
MOKYIIIA0 JIa HalpaBU CUCTEM akcuoma ociiawbajyhu ce Ha KaHTOpOBYy KapJMHAIIHOCT
CKymnoBa. Y meMy je npobiem nponamao beprpanyx Pacern, cBojuM nmo3naTum napaaok-
COM KOjH Kaxke 1a He noctoju ckyn X pedunucan ca X = {z|z ¢ x} xoju je cpymmo
TaAIIBY CXeMy KoMnpexercuje Koja ce pasinKyje Off AaHAIIbE.
Hajmosnaruje ¢popmannzanuje akcnoMarcke TeopHje CKyoBa J1ojiaze y 1Ba 00ImKa: Te-
opHje y KojuMa oCToje caMo CKYIIOBH, U OHE Y KOjHMa IT0CTOje CKYIIOBH U npase Kilace.
Crangapana gopma, 1 oHa KojoM fieMo ce MU OaBUTH Y OBOM pajly MpHIIaia IpBoj rpy-
1 1 10 je Llepmeno-®penkenoBa Teoprja CKyrnoBa ca akcoMoM u3bdopa. Epuer Llep-
MEJIO je OPUTHHAIHO MPEUIOKHIO NPBY aKCHOMAaTCKy TeopHjy ckymoBa 1908. roanHe.
Tpunaect ronuHa kacarje AGpaxam OpeHKen My CTaBJba JIo 3Hamba Ja BeroBa TeopHja
He MOJXKe J1a IOKaKe ITOCTOjamhe HEKUX KapJIHala KOjU Cy Taja OWIY o3HaTH MaTeMa-
THuapuma, Haume X,,. Llepmeno-Openkenosa Teopuja CKynoBa ca akCHOMOM H300pa
CacToju ce Of] ceJjaM akchoMa M JiBe cxeme. HajnosHarujy, akcuomy nzbopa, popmy-
mmcao je Llepmeno 1904. roguHe Kako O JOBPIIHO CBOj TOKA3 J1a CE€ CBAKH CKYIT MOXKE
n06po ypenutu. OHa Hau3MIE KaXKe HEIITO HHTYUTUBHO, HAUME U3 ITOPOJIUIIE MOACKY-
1oBa OMJIO KOT CKyIa, U3 CBAKOT TOJCKYIIa MOXEMO M3a0parH MPOU3BOJbAH E€JIEMEHT.
Wnak, oHa je KOHTpaBep3Ha u3 Bulile pasjora. [losHar banax-Tapcku nmapamokc Koju
Ka)ke: ako Ba)KM aKCHOMa M300pa OHJla U3 MTPOU3BOJBHE JIONTE y TPOAUMEH3HOHATHOM
MIPOCTOPY MOXXEMO KOHCTPYHCATH J[BE JIONTE HICHTHYHE Hh0j, TAKO LITO IPBY MOJCIH-
MO Ha KOHa9HO MHOTO JIMCjyHKTHX JI€JI0Ba M KOPHCTHMO CaMO POTALN]y W TPaHCIAIH-
jy. Pa3Hm mMaTeMaTH4ku 1MOjMOBH MOTY ce neduHICcaTH KoprcTehn TeopHjy CKyIoBa.
Camo HekH o] BUX cy rpadoBH, IPCTEHU, BEKTOPCKHU MpocTopu H cil. CBa CBOjcTBa
MIPUPOJHUX U pealTHUX OpojeBa Takole MoxkeMo n3BecTH kopucTehu ce camo TeopHjoM
ckynoBa. Kpo3 Bpeme pa3Buiie Cy ce MHOTE KaTeropHje TeopHje CKYIoBa: IeCKPHUIITHB-
Ha Koja ce 0aBH MOACKYIIOBUMa pealTHIX OpojeBa, TeopHja pacIUIMHYTHX CKYIIOBa, TIIe
€JIEMEHT HE MOpa caMo Ja MPHUIaja WIK He IpHUNaaa HekoM cKymy Beh nma oxnpehery
Mepy MPHIAIHOCTH U MHOTE JIpyTe.
Y oBoM MarypckoM paay 6aBuhemo ce ocHoBama Llepmeno-Dpenken Teopuje CKynoBa.
Bupnehemo koje cy To akcrnoMe U cxeMe Koje YMHE 0Baj CUCTEM U Je(puHHCaTH OCHOBHE
MIOjMOBE y FheMy Kao IITO Cy (YHKIM]ja, pefanuja u mapunjairaa ypehema. [Ipuaahe-
MO O TPaH3UTHBHHUM M HHAYKTUBHHUM CKYIIOBUMA M lbUXOBUM ocoOnHama. Bemnku neo
pama mocBeheH je opauHanuMa W kapauHanuMa. [llTta cy To opauHanu U KapaJuHaIN
U KOja Cy HhHX0Ba OCHOBHA CBOjcTBa. Kako QyHKIMOHHMITY OpMHAIHA M KapHHAIHA
apurmetnka? Kana cy ucre, a kaga pasnuuure? Takole, mTa je To 3anmpaBo akcmoMa



n300pa 1 Koje Cy HeKe Off IheHUX eKBHBaIeHTHHX (popmu? Ha camom kpajy momenyhe-
MO KOHMUHYM Xunomesy, 1ITa OHA 3HA4H U IITa UMIUIUIHPA.

Ileo oBaj pax cinyu Kao jeJaH Majk YBOX Y OBY (DacIMHAHTHY IpaHy MaTeMaTHKE Y
K0jOj joI yBEK MOCTOjH BEJIMKH OpPOj OTBOPEHUX MHTamka U HEPEUIEHHNX Mpodiiema.



2 @opmMajaHa MeTOaA

IIpe Hero mTO 3BAHUYHO KPEHEMO Jia ce 0aBMMO HalloOM TEMOM MOpaMoO BUJIETH
KOje aJlaTe ¥ TEXHUKE MOKEMO J1a KOPUCTHMO.
Kaza yBomiMo HOBE IT0jMOBE KOPHCTUMO C€ 3HAKEM PETXOIHO YBEJCHHX I10jMOBa, Na
CaMUM TUM HEKH TIOjMOBHU MOpajy OuTH HeneduHucaHu. TakBe TOjMOBE 30BEMO Hpui-
MUMUBHUM TIOJMOBHMA.
Cin4HO y JOKa3y HEKOT TBpherba YBEK ce I03UBaMO Ha HeKa IMPETXOIHO JOKa3aHa TBP-
hema. [Tonasna TBphema koja He 10Ka3yjeMO 30BEMO AKCUOMAMA.

HNebununmja 2.1. @opmanna meopuja ce cactoju of cieaehnx KOMIIOHEHTH:
e HempasHor ckyma cuM00:1a, KOji Ha3UBaMo | je3UKOM (OpMaHEe TeopHje;

e Ckyma CBHX KOHAUHHMX HH30Ba CHMOOIA je3uka (popmasiHe TeopHje, KOju Ha3HBaMO
U CKyIOM peur (hopMaliHe TeopHje;

e Ckyma ¢opmyna, KOju je MOACKYI CBHX peUH;
e CKkyIa akCHOMa, KOjH je TIOCKYII CKyma (popmMyIia;

o [IpaBuia u3Bohema, koja cy Heke penanuje mehy popmynama. Axo je R n+ 1-apHo
MpaBUJIO U3BOlema, OHa ce 3a popMyITy ¢ Kaxe Ja ce 1o0uja u3 GopMyna 1, ©s, ..., Pn
o npaBwiy R ykonmko je

R(QD]_, cey Pny @)

Ogaksa npaBuiIa u3Bohema yobrnuajHo 3anucyjeMo Ha cienehu HauuH:

P15 Pn R.
14

Pexmmt cmo mmiTa je opmaniHa TeopHja M O Yera ce TauHO OHa CAaCTOjH.
Kpo3 namu pag gecto hemo ce CiIyXUTH HCKa3HHM padyyHOM, T¢ he HaM OUTH BPIIO
KOPHCHO J[a BUAMMO KaKo JAC(PHUHHUIIEMO Bbera Kao (JOPMaHy TEOPH]Y.

Mpumep 2.1. Vcka3uu padyH kao GpopmanHy TeopHjy AeduHuineMo Ha cienehu Ha-
YUH:

e Je3nk ce cacToju U3 [Ba Jena:

- JIOTUUKOT JIeNa, KOjU YMHE 3HaK 3a Heralujy —, 3HaK 3a UMILIHKAIH]y =, Kao U JeCHa
U JIeBa 3arpaja;

- HETPAa3HOT cKymna P, KOju Ha3UBaMO CKYIIOM HCKa3HHX CJIOBA.
e Ckyma uckaszuux popmyna For P xoju ce nedunumie Ha cienaehy HaduH:

- CKa3Ha CJIOBa Cy MCKa3He GopMyrie;



- aKo Cy | 1) McKa3He (GopMmyrie, oHza cy U @ U (¢ = 1)) ucKasHe Gopmye;

- HICKa3HC (bopMyne ce ﬂO6I/Ij aJy HCKJbYUYMBO KOHAYHOM IIPUMCHOM IPETXOAHE IBC CTaB-
K€.

e Akcuome ce 100ujajy IpuMeHoM cieniehe Tpu cxeme:
SI o= (¥ = ¢);

2 (p=>W=0)=(p=>9)=(p=10):

83 (= —p) = (p =)

[purom cy ¢, 1, § mponsBosbHE UCKa3HE hopMyIIe.

e JennHO TpaBMIIO M3BOhEma jecTe MOLyC IOHEHC:

v p=9
—

Jesuk £ npBor pena je cKyn cuM00i1a KOju IMope/ JOTHIKUX CUMO0JIa, HHTEPITYHK-
LIMjCKHX 3HAKOBA U NPeOpOjUBOT CKyIa IPOMEHJBHBHX €BEHTYAHO CAJPKU U CUMOOIIE
KOHCTaHTH, pellalujcke cuMoOoIe u GyHKIjcke cuMOoite. [larbe, y3 CBaKku peanujcKu
1 (pyHKIM]CKY 3HAK KOjH CE HaJa3! y je3uKy £ J1aTa je M ’erosa apHocCT, Tj. O6poj apry-
MCHTHHUX MECTa.
3a Hac je jenuHO OUTaH je3UK TeopHje CKyIoBa, Taunuje jesuk L{DI] Teopuje ckymosa,
koju hemo cana nedunucary.

MP

Jdedpununmja 2.2. Je3uk Teopuje CKynoBa £z pc CaCTOjH Ce€ O jeTHOT OMHAPHOT pe-
Jangjckor cumbona €.

Tepwme, Tj. m3pasze jesuka £ peKyp3uUBHO Ae(HUHHUIIEMO Ha ciienehn HadmH:
e [IpomMeHsbHBE M CUMOOIIM KOHCTAHTH Cy TEPMH je3HKa L.
¢ 3a mponsBosbaH (PyHKIMjCKU 3HAK [ je3uka £ 1 mpousBosbHE TEpME 11, ..., L, je3UKa

£ 3anmc
F(ty, ... tn)

Takole je Tepm jesuka £;

e Cpakn TSPM jeSI/IKa £ ce Moxe ,I[06I/ITI/I HNCKJbYYMBO KOHAYHOM NPUMCHOM ITPETXOAHE
JBC CTaBKC.

CroxeHoct TepMa je 0poj (pauyHajyhu BuecTpykocT) QYHKIMjCKUX 3HAKOBa KOJU Ce
JaBJbajy y HBeMmy.



Dopmyine jezuka £ peKyp3uBHO yBOAMMO Ha cineaehu HaunH:

e 3a pou3BOJbHA JIBA TepMa t1 U to je3uka £ 3ammc
(t1 = t2)
je popmyna jezuka £;

e 3a IPOM3BOJHLHU PENANNjCKH 3HAK R apHOCTH M U Ma Koje TepMme i1, ...t, je3uka £
3amnmc

(R(t1,...tn))

je popmyna jezuka £;

e Hexka cy ¢ u 1) mpou3BosbHE popMmyre jesnka £ 1 HeKa je = MPON3BOJbHA TPOMEHIbH-
Ba. Tama je cBaku of 3amuca

e (p=9¢) Ve
¢dopmyna jesnka £;

e Oopmyre jesnka £ ce MOTY JOOUTH MCKJBYYHBO KOHAYHOM IIPHUMEHOM MPETXOTHUX
CTaBKH.

3a IPOMEHJBHBY & KOja c€ jaBjba y (POPMYIIH ( KaXKEMO J1a j€ 8e3aHa YKOIHMKO CE jaBba
0] [1ejCTBOM KBaHTH(HKATOpa. Y CyIPOTHOM Ka)XeMO Ja je IPOMEHIbUBA T C10000HA

y hopmymnu .

OBuMe OHCMO 3aBPIIMIIN KPAaTKO U jacHO JeduHHCAmke popMaIHe MeToae, bapem
JIe0 KOjH je Hama JlaJbe OWTaH, y TEOPHUjU CKYIIOBa.



3 I Teopuja

3.1 Axcuome u cxeme

Lepmeno-®penkenoBa akcuomMaTH3alyja Teoprje CKyINoBa, ca akcHoMOM H300pa,
YHHH OCHOBE MOZIEpHE TeopHje cKyrnosa. LId m3ocTaBiba akcHoMy n300pa 1 cacToju ce
13 WIeCT aKCHOMa, HaUMe: eKCIMEH3UOHATHOCIU, NPA3HO2 CKYNA, Napa, NapmumueHo2
ckyna, beckonaunocmu M peeynaprocmu. CeM BbUX IOCTOjE U ABE CXeMe: cenapayuje
U 3aMeHe.

Paznuka u3mel)y akcoma u cxema je 1ojaBJbuBame pou3BobHE popmyne. Te, ako y
cxeMy yoarumo jeany GopMylly ZoOHjaMo jemHy akCHOMY, ako ybamumo apyry ¢op-
MyJTy 1oOHjamMo IpyTy aKCHOMY UT/I.

Axcuoma 1. (AKcHOMA eKCTeH3HOHATHOCTH)
V(E()Vl'l(.’bo =T = Vl’z((ﬁg €Ty Ty € $1))

PC‘II/IMa, JBa CKyIla Cy jC,Z[HaKa aKoO U CaMO akKo je CBaKH CJICMCHT IIPBOI' CKYyIla TaKOhe
" CJICMCHT APYTOr CKyIla.

Caza oqMax MOXEMO YBECTH jeJJHy OCHOBHY TeOpeMy Koja HaM je OMTHA 3a KacHHje
yBol)er-e HOBUX TI0jMOBA.

Teopema 3.1. Hexa je ¢(x) npoussomna gpopmyra meopuje ckynosa. Axo nocmoju
CKYR maxas 0a ¢y ceu re2osu eremenmu céu ckynosu X 3a xoje sascu (X)) onda je
maxkae cKyn jeOuHCcmeeH.

Hoxkas. TlpermoctaBuMO CynpoTHO, cKynoBu A u B ce cactoje u3 cBUx ckynosa X 3a
koje Baxkn (X ), u onu cy pasmuunta. OHza ciaenn

Va(a € A& ¢(a) & a € B).

YrpaBo 3a CBakH eJIEeMEHT CKyIla A Bakul U Ja je eeMeHT CKyla 3, Te Cy 10 akCHOMU
eKCTEH3HMOHAIHOCTH 0Ba [jBa CKyIIa jeJHaKa.
Crenu, cBaKM OBaKaB CKYII j€ jeIMHCTBEH. U

AxcnoMa 2. (AxkcuoMa Npa3HOr CKyna)
ExOVxlﬁ(xl € 31‘0).

[MocToju ckyn KoMe He Mpunajaa HujenaH eixeMeHT. OBOM akCHOMOM Takohe Mory na
ce n30erHy HeKH TPHUBHjATHU MApajoOKCH, Ka0 Ha MIPUMEP IOCTOjame CKyIla YHji CBU
€JIEMEHTH HUCY jeTHaKK ceOH, jep TAaKBH eJIEMEHTH yIPaBO MPHIIA/Iajy MPa3HOM CKYITY.



Axcuoma 3. (Akcuoma napa)
VaoVrdxoVas(xs € 20 & 3 = 29 V o3 = 21).

VY npeBony, 3a CBaka JBa CKyIla, IOCTOjU CKYI YHjH Cy €JIEMEHTH CaMo Ta JBa CKyIa.
OBakaB CKyTI je jeANHCTBEH.

Axcuoma 4. (AxkcuoMa yHuje)
Vx03x1Vx2(x2 cxr < 31‘3(.132 cEx3Nzx3 € l‘o))

CBax¥ CKyIl IMa CBOjy YHH]Y €JIEMEHara, Tj. 32 CBAKU CKYII A IIOCTOjU CKYII KOjU CaAPKH
SJIEMEHTE CBHUX CKYIOBa KOjH Cy YWIAHOBH CKyIa A.

Ogaj ckyn o3HauaBamo ca | J A 1 OH je jenrHCTBEH.

Taxkohe,

ABE | J{A, BY;
{A,B.cy € {8y Jio}

e je ckym { A} ynpaBo CKyII YHjH je jeAnHHU eNeMEHT cKyI A.

AxcuoMa S. (AkcHoMAa NAaPTHUTHBHOT CKYIa)
VZE03$1V$2(.’£2 €Ex1 & v{ﬂg(l'g € Tg = 23 € l’()))

Peunma, 3a cBakM CKyI IOCTOjU H-ETOB IAPTHTHBHH CKYTI, Tj. CKYIl CBHX FHEIOBUX IO/~
ckyroBa. OH je jeTMHCTBEH U O3Ha4YaBaMo ra ca P(4).

IToctoju u onBojeHa rpana Teopuje ckynosa L@ - I koja u3z Ll® uzocraBiba OBy
akcuomy. OHa je HacTana paau oHeMoryhagama Jakor MpaBJbeiba OECKOHAYHUX CKY-
OBa, YIpaBo OBOM akcoMoM. Kako cBaku CKyIll ©Ma CBOj ITAPTUTUBHH CKYII, OH/A U
CBAaKH MAPTUTUBHH CKYIl KMa CBOj MAPTUTUBHU CKyIT. OBaKO JIAKO MOYKeMO 100uTH Oec-
KOHAYaH HU3 CKYIIOBa.

AxcroMe OeCKOHAYHOCTH M PerylapHOCTH ieMo YBECTH Malo KacHHje, a Caj HaM je
ocrano aa npohemo kpo3 cxeme LD Teopuje.

Cxema 1. (Cxema cenapanmje) Heka je ¢ ¢opMmyrna y K0joj ce IPOMEHJbHBA T2 jaBIba
c1000THO, a £1 HeMa CI000IHIX jaBJbamka. Taa je YHUBEp3allHO 3aTBOperhe (hopmyIie

Vx03x1Vx2(x2 €x] & o €09 N (p).

WHCTaHIIA CXEMe cenapariuje.
IIpeBeneHo, 3a CBaku CKyI A TIOCTOj¥ TIOACKYT B, 4Hju €JIeMEHTH HCTIYHaBajy hopMy-
ny . O3nauaBahemo ra ca

{z € Alp(x)}
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Caza yKpaTko 1 JaKO MOXEMO Jla YBEIEMO OCHOBHE OIlepalnyje HaJj CKyIOBHUMA I10-
3HaTe CBUMA:

AﬂB déf{xeAh:eB}

A\BY {z e Az ¢ B}

AABE (A\B)| J(B\A)

VY3 3Hame cxeMe cernapanyje, MOKeMO JI0Ka3aTH OBY JIAKy, alli ONTHY TEOpeMy.

Teopema 3.2. 3a ceéaxu ckyn A nocmoju ckyn B koju ne npunaoa cxyny A.

Jlokasz. [edununmmmo ckyn X ca
X ={z € Alzx ¢ x}.
Cana, xama 6u ckyn X mpumnaaao ckymy A Omimo ou
XeXeXecANX¢XeX¢EX

LITO je KOHTPaIUKIINja, Te je cKym X Oall oHaj KOjU CMO TPasKHIIH.

O

Cxema 2. (Cxema 3amene) Heka je ¢ ¢popmyna jesuka £z pc Y K0joj c€ IPOMEHIBHBE
29 ¥ T3 JaBJbajy cI0OOIHO, a Y KOjoj IPOMEHJbHBA 21 HEMA CIO0OHMX jaBibara. Tama
j€ YHHMBEp3aJHO 3aTBOpeme GopMyle

Vao(Vas(xe € xog = J1x3p) = T 1Vas(xs € 1 < aa(xa € 2o A 9)))

WHCTaHIIa CXeMe 3aMeHe.

VY ropmoj popmyn je 3; KBaHTHPHUKATOP KOjU O3HAUABA jSAMHCTBEHO ITOCTOjambe.
OsBa cxema HaM Kaxe Jja U3 ckyna A Mo)XeMO 1a HalpaBHMO HOBH CKyNl B 3aMeHOM
CBAaKOT eJIeMeHTa ¢ ca b Tako 1a Baxu ¢(a, b).

OH je jenuncTBeH 1 o3Haunhemo ra ca {b,|a € A}

OBHMe CMO 3aBPIIMIM ca YBoh)eleM OCHOBHHMX aKcHoMa M cxema. AKCHoMe Oecko-
HAYHOCTH U PETYIApHOCTH heMo yBecTH Majio KacHHje, Kazia ce OyaeMo OaBHIIH TI0jMO-
BHMa Ha Koje ce OHE OJJHOCe, a 3a Cajia Cy HaM OcTaJle J0BOJbHE.

3.2 TpaH3WTHBaH CKyNl

Caza kajla *MaMo OCHOBHY 3Hamhe 0 akchoMaMa M CXeMaMa yBOJHMMO jeJlaH HOBU
nojam koju he Ham Outn OuTaH Kajga OymeMo IpUYaId O IPUPOTHUM OpOjeBUMA U Op-
JUHATIMA.

11



Hedununmja 3.1. 3a cKym KaXeMo Ja je mpaH3umuean aKko je CBaKd HETOB EIIEMEHT
YjeIMHO U H-EroB MOJCKYII.

Y 0BUM CKyNOBHMa NPHIAAEkE j€ CTBAPHO TPAH3UTHBHO, Tj. aKO HEKH CKYII IIPH-
majia HeKOM JIPYTOM CKYITy, OHJa M CBaKH F-ETOB CJIEMEHT IPHUIIaia TOM CKYITY.

Teopema 3.3. Cryn A je mpanzumuean ako u camo axo je

UAgA

Hoxas. 1. Hexka je ckyn A tpansuruan. JJokaxumo na axu | A C A.

Va(z €| JA= A (w e A NA € A))
Kako je A tpansuruBan ckyn u A’ € A cnenuu naje A’ C A, na je
Ve(zr € A' = x € A)

TE je 0Baj CMEp JTOKa3aH.

2. Heka 3a npounsBosbat ckyn A paxu | A C A. Crnenn:
VAVA' (A" e A= Ve(x e A = x € A))

HemocpenHo cienu 1a je cBaku eneMeHT A Takolje U BeroB Mojacky, Te je A TpaH3u-
THBaH CKYIL

Teopema 3.4. Hexka je A npoussoman ckyn. Basicu:

1. Axo je A mpansumusan, onda je u ckyn A\ J{ A} mpansumusan;

2. Axo je A mpanzumusan, onoa je u roe2o6 napmumuenu ckyn P(A) mpansumuean;
3. Ako cy ceu enemenmu ckyna A mpansumuehu, onoa je u ckyn | A mpansumuean.

Jlokas. 1. IlpermocraBumo aa je ckyn A tpansutusan. Cieau:
Va(z € Al JA} =z € Ava = A)

Camaakojexr € Aongajeux C A, aako je x = A BaXH HCTO, T€ je CBAKU €IEMEHT
A|J{A} Takole u meroB MOACKYI YMME je JOKa3aHa TPAH3UTHBHOCT.

2. IlpeTnocTaBMMO 11a je CKym A TpaH3UTHBaH.
Capa 3a 6uno koju ckyn X u3 P(A), 3a CBaky HeroB eleMeHT & Baxku x € A, ma je u
x C A,tejenx € P(A), urro je u Tpebao JOKa3arH.

3. [IpeTmocTaBUMO [ Cy CBH SJIEMEHTH CKyna A TpaH3UTHBHU.
Tana 3a cBako « € | J A nocroju X € A takas na je x € X. Kako je X TpaH3uTHBaH,
oumajenz C X,au X C|JA majenax C |JA, te cMo nokazanu TBpheme.

O

Ca oBe ABe TeopeMe OMCMO 3aBPIIMIIM OBaj KPATaK OAEJbAK O TPAH3UTUBHUM CKY-
NOBUMa, O KojuMa hieMo KacHHje MpUYaTH AyKe U JeTajbHuje.

12



3.3 ®Dyukumje

3a pa3yuKy o]l HOpMAJIHOT CXBaTama (QyHKIH]je, y TEOPHjH CKyIIOBa (yHKILUja HUje
TpaHcdopMalija HeKoT cKyTa, Beh je OMTHO 1a (hyHKIHMjy mocMaTpamMo Kao CKym, Tj.
CKyIl ypeleHux maposa. Tako 1a IpBO MOpamo Ja KaxeMo IiTa ¢y ypeleHr napoBu.

Jepununmja 3.2. Hekacy A u B npou3BosbHU CKynOBH. EbuxoB onrosapajyhu ypehen
nap neduHHCAH je ca:

(A, B) ¥ {{A},{A,B}}

Hame /Jexapmos npouszeo0 nBa ckyna A X B je ckyn ypeljeHHX mapoBa uuja je mpsa
KOOpJMHATA U3 CKyna A, a npyra u3 ckyna B.

3agarak 3.1. [Tokaszaru ga JlekapToB IPOU3BOJ 1B CKyIIa IOCTOj! U 12 j€ jeMHCTBEH.

Hoxkas. Heka cy A u B nBa npousBojbHA CKyna u @ € A u b € B npOU3BOJbHU eJle-
MCHTH OBHX CKYIIOBa.

3Hamo na ckynosu {a}, {a, b} maprutuBHOM cKyIty yHuje ckynosa A u B, P(A|J B).
CaMuM THUM CIEIU U 1A

{{a},{a,b}} € P(P(A|B).

OH1a 110 CXeMH cemapalyje IIoCTOji CKYI CBUX ypel)eHux mapoa ckynosa A u B, ckyn
C=AxB.
ITo Teopemu 3.1 oBaKaB CKyTI j€ jeHHCTBEH. O

Jdedpununmja 3.3. Heka je A npousBosbaH CKyIL. JJomen U kooomeH NeHHUHAIIIEMO Ha
cnenehu HauYWH:

dom(A) & {z|z € [ J{JA A y((z,y) € A)}

mg(A) € {z|z € | JA A y((y,2) € A)}

Caja MOXKeMO J1a KexeMO U ITa je QyHKIHja.
Kao mito BUIMMO TOMEH U KOJIOMCH HHUCY CBOjCTBa jeMUHCTBeHA GyHKIjama. U mpyru
CKYTIOBH, Ka0 IITO CY PEIMO peJialije, UMajy CBOj TOMEH U KOIOMEH.

Jdepnanmmja 3.4. 3a ckyn f C A x B KaxeMo J1a je hyyHKyuja ako Baxu:
1. (Va € A)(Fb € B)({(a,b) € f);
2. (Va € A)(Vb,b' € B)({a,b) € fA{a, V)€ f=b=1V).

VYmecro {(a,b) € f mumemo f(a) = b.
Takole, 3amrcom
f:A— B

nozapasymesamo dom(f) = Aumg(f) C B.
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Jedpununmja 3.5. Hexa je f : A — B.3a f xaxemo 1a je:
o Unjexyuja (1-1) ako Baxu:

VaiVas(a1 € ANas € ANar # as = f(a1) # f(az))
e Cypjexyuja (Ha) aKO BaXKMU:
VbJa(b e BAa € AN f(a) =b)
e bujexyuja axo je u 1-1 u Ha.

Jedpununmja 3.6. Hexka je f : A — B npowusBospHa ¢yHkuuja. OHja je:
o /lupexmna ciuxa ckyna X C A ckyn

fIXT=A{zeBlFylye X ne = f(y)}
o usepsna cauxa ckyna X C B ckyn
FX]={z € APy(y € X Ay = f(2))}

W3 nedunnnmja 3aKby4yjeMo aa Cy TUPEKTHA ¥ HHBEP3HA CIIMKa (DyHKIIH]je CKyTIO-
BU KOjHU CaJIprKe IO jefIHY KOpJHHATY U3 ypeljeHor mapa Koju je eJIeMeHT aate GpyHKImje.
Jasbe BuuMo 12 je

fIXTSrng(f) A fT1X] C dom(f).

Axo je ¢pyHKIIMja f GHjeKIHMja, TOCTOjH jeAMHCTBEHA ByHKIHMja f 1, TakBa Ja BaXH

Vavb(a € ANDE B = (f(a) =b<s f71(b) =a)).
OBy (yHKIH]jY 30BeMO ungepsHom GyHKIMjoM pyHKimje f.

Jedununmja 3.7. 3a npoussosbHy QyHkuujy f : A — B u Henpaszan ckyn X Takas
maje X C A pecmpuxyuja yakumje f Ha ckyn X neduHHIIEMO ca:

(fIX)(2) = f(z), zeX
Pectpukuujom (yHKIMjEe cMambyjeMo JOMEH KOjU IVIeAaMo, Tj. MEHaMo JOMEH U

KOJOMCEH Ca HCKMM HBbUXOBHUM O,HFOBapajth/IM NOACKYIIOBUMaA.

OBuMe cMO 3aBpIIIIHN TehUHICAkE QYHKIIH]A.

3.4 Penanuje u n1o0po ypehenu ckynosu

Jepununmja 3.8. Cxyn R je Ounapua penamuja Ha ckymy A ako je R C Ax A. Ymecro
(a,b) € R, numemo aRb.

Bunapha penanyja U GyHKIHja Cy CIMYHU MTOJMOBH Y TEOPHjH cKymnoBa. Kao mro
BUJIMMO 3a OWHApHY peJalyjy HeMaMo UCTe yCIIOBe Kao 3a PYHKIIU]Y, jellaH €JIeMEHT
JIOMEHA peJialrje Moke OUTH y peJialliju ca BUIIE ejleMeHara kogoMeHa. Takole Huje
HEOITXOHO Ja 11e0 JOMEH "yuecTByje".
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Hedpununmja 3.9. bunapnua penanmja R je:

e Peghnercusna axo je (Va € A)aRa;

e Upegnexcusna axo je (Va € A)-aRa;

o Cumempuuyna axo je (Va € A)(Vb € A)aRb = bRa;

e Anmucumempuuna axo je (Va € A)(Vb € A)aRb ANbRa = a = b;

e Tpansumusna axo je (Va € A)(VYb € A)(Ve € A)aRb A bRc = aRc;

e Peayuja exsusanenyuje ako je peekcuBHa, CAMETPUYHA U TPAH3UTHBHA,
e Penayuja nopemka axo je peieKCHBHA, aHTHCUMETPUYHA U TPAH3UTHBHA,;
e Penayuja cmpozoz nopemxa axo je npedaeKCHBHA U TPAH3HTHBHA.

Penamyjy nopetka Ha ckymy A o3HauaBamo ca < 4, @ CTPOTOT TOpeTKa ca < 4.

Hedununuja 3.10. TMap ((A, <a))(A, <4) je (cmpoeo)napyujarno ypehere axo je
(<4)< 4 penanyja (cTporor) mopeTka Ha ckymy A.

Jepunuunja 3.11. [Mapuujanuo ypeheme (A, <,) je suneapno ako cy cBaka JiBa eje-
MEHTa YIOpeIuBa, Tj.
Va,b e Ala <A bVb<,a)

OCHOBHU ITpUMEPH IO3HATHX JIMHEAPHUX MapIijarHux ypehema (ca CBOjuM cTpo-
ruMm antepHaruBama) cy (N, <y), (Z, <z), (R, <g).

Hedunummja 3.12. Heka je (A, <4) napuujanao ypehewe, X C A Hempasan mon-
ckynu a € A. Tazaa je:

e a majopanma ckyna X ako Baxu: Vo € X (x <4 a);
a je munopanma ckyna X ako je: Vo € X (a <4 z).

e JemuHCTBeHa MajopaHTa ckymna X, YKOJIMKO TIOCTOjH, cynpemym ckyna X, y o3Ha-
1 sup X;
VYromuxko sup X € X, Tana je To makcumym ckymna X.

e JenWHCTBEHA MHHOpaHTa CKyma X, YKOJHMKO ITOCTOjH, uHpuHym ckyma X, y O3Ha-
mm inf X;

VYromuxo inf X € X, tana je To munumym ckyna X.

® O MUHUMANAH eneMenm YKOIHUKO je: Vb(a <4 b);
a maxcumanan enemenm ykomuko je: Vb(b <4 a).
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Cge nedmHUIM]E O penajaMa Koje CMO JI0 Cajia HaBeJH Ty Cy Ja OMCMO ce MOTIIN
0aBHUTH jeHUM OUTHHM W jaKHM IOjMOM, H00po ypehenum ckymom. /lase hemo na
BUIMMO IITA € TO.

Jedunuunja 3.13. IMapumjanro ypehen ckym (A, <4) je 0obpo ypehen axo cBaku
Helpa3saH IMOACKYN cKyla A UMa MHHUMYM.

Pa3am Hama BpJIO MO3HATH CKYNOBH MMajy CBOja MaplyjaiHa ypehema kao mro
Cy IPUPOIHH, PAllMOHATHHU, pealHu (YIpaBo pejanvja Mame-jenHako). CBu HaBene-
HU CKYIIOBHU Takol)e cy W JIMHeapHH, aju HUCY CBU 100po ypehenu.
Permo, ckym peannux 6pojeBa Huje 106po ypehen jep (0,1) C R nema cBoj MUHH-
MyM.

Teopema 3.5. Csaxo 000po ypelierve yjeduro je u uneapHo.

Jloxas. Tlocmarpajmo Heku 100po ypehen ckyn A. Ako je ckyn A jenHo4IaH HCKa3 je
TpHUBHjaJaH.
Hexa ckyn A uma Bumie oz jenHor uwiana. Cajia 3a CBakH ABOWIAHM MOACKYN X CKyma
A Baxu

Va,be X(a<abVb<ya)

jep oBakaB MOACKY Ma MUHUMYM. Kako TO BasKH 3a CBaKH JBOYWIAHH ITOACKYT A, BaKu
W 3a CBaka JiBa eJICMEHTa, T¢ je CKyn A u juHeapHo ypeheme. O

Hedununuja 3.14. Heka cy (A, <4) u (B, <p) npoussossHa ypehema. bujekimja
f:+ A — B jeuzomopguzam axo je

Va,a' € A(a <a d & f(a) <p f(d)).
IMocrojame n3omopdusma u3meljy nBa ypehema o3HauaBamo ca (A, < 4) = (B, <pg).

N3omopdmmu 1 1oOpo ypehern cKymoBH ¢y ycKo oBe3aHu. MokeMo U3BEeCTH Iap
OWTHUX U KOPUCHHUX TeOpeMa caja.

Teopema 3.6. Hexa cy (A, <) u (B, <p) napyujarna ypehera, a pynrxyuja f : A —
B uzomopduzam. Ounda je u rwena unsepsna gynkyuja f~* : B — A usomoppuszam.

Jlokas. Kaxo je pynximja f 6ujexuuja ouza je Yoy, by € Blaj,as € A(f~1(by) =
ay N\ f_l(bg) = ag).

V3MHUMO IPOU3BOJBHE a1, as € A,3akojeje f(a1) = biAf(az) = by. U3 usomopduszma
¢byHkumje f 3HaMo

F7Hb1) <a f7Hbe) © ar <a a2 & f(ar) <p f(az) & b1 <p b
LITO je yrpaBo Tpedano u 10Ka3aTy. U

Jedunuunja 3.15. Hexka je (A, <,4) napuujanso ypehemwe. Unrepsa (-, a) nepuu-
caH je ca
(,a) ={xz € Alx <4 a}.

Ocrane HUHTEpBAJIC I[e(l)I/IHI/IHIeMO Ha CJIMYaH Ha4uH.
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Teopema 3.7. Hexaje (A, < 4) 000po ypeherve u nexa je a npouseosak enemenm ckyna
A. Taoda cy (A, <A) u {(-,a), <a) mehycobno neusomopua ypelera.

Hoxkas. TIpeTmocTaBUMO CYIIPOTHO, Aa nocroju ¢pyukuuja f : A — (-, a) koja je uzo-
Mop¢uzam. [locroju ckym

X = {z € Alf(z) # 2},

a xako je f(x) Gujexumja, a (-, a) C A, onna X He Moxke OUTH IpasaH.
Kako je ckyn X moackyn ckymna A koju je 100po ypeleH, oH Mopa UMaTu MHHUMYM,
HeKka To Oyne m,. Baxu:

Vb e Alb <A my = b= f(b))

my <4 f(mg)V f(msz) <a mq.

1. Heka je m, <4 f(ms) <4 a.

Kako je f~ 1 m3omopduzam Mopa BaxXUTH U
f7Hmg) <a f71(f(mg)) = my,
na Kako je J~1(m,) < m, onta f~1(m,) ¢ X, 1eje f~L(my) = f(f~L(m,)) =

M.
Hasbe, 360r m3omopdusma ciaenu f(m,) = m,, WTO je KOHTPATUKIIH]a.

2. Cana Heka Baxu f(my) <4 myg.

Kaxo je ¢pynkunja f nzomopduzam mopa ourn

f(F(ma)) <a f(ma).

Ca npyre crpane Kako je f(m,) <4 m, UMamo 1a je

T€ je ¥ OBaj CIy4aj KOHTPAIUKIIH]a. O

Jakye, He MOXXeMO HanpaBUTH n3oMopduzam uzmel)y ckymna u leroBor HHHIM]aj-
HOT' CerMEHTa, LITO MHTYUTHBHO MMa CMHUCIIA, jep MOpaMo na "ojcedeMo" Heke ee-
MEHTE ca Kpaja, I1a HaM je (yHKIIHja HeMOTIIyHa.

Teopema 3.8. Hexa cy (A, <a) u (B, <p) dobpa ypehera u ¢ynxyuje f,g: A — B
uzomopgpusmu. Taoda je f = g.

Hoxasz. Nepununmmo ckyn X ca X = {x € A|f(z) # g(x)}. Ao je X npasau ckyn
TBphEHmE BaXKH.
IpeTnocTaBumo cynpoTHo X HUje Mpa3aH Te UMa MUHUMYM M, ¥ ckyy A. Cana Baku

Va € Ala <4 mgy = f(a) = g(a)
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f(ma:) <a g(mw) \/g(mw) <a f(mz)
Heka je f(my) <a g(my),
Kako je u g~ 1 Takolje uzomopduzam, cienu

9~ 1(f(ma)) <a g~ L(g(mg)) = mq,

I1a KaKo je TO Mawbe Off 1M, TO je

flg71(f(m)) = g(g71(f (ma)) = f(ma).
W3 gera name
gi]-(f(mm)) =My < f(mx) = g(mx)
IITO je KOHTPAAHKIIMja ca TOCTaBKOM cKyma X .
Hpyru cMep ce nokasyje Ha CIrmYaH HAdlH. O

3akspydyjemo, nzomopduzam mmel)y nBa nobdpa ypehema je jeqrnHCTBEH.

Teopema 3.9. Hexa cy (A, <4) u (B, <pg) npoussowna do6pa ypelera. Tada saxcu
mayHo jeono 00 mpu mozyhnocmu.:

1. (A, <4) =(B,<p)
2. Ja € A({(-,a),<a) = (B,<p))
3.3 e B((A,<a) = ((-,b),<B))

Joxas. Jlebunuimmmo ckyn X Kao CKyI CBHX eleMeHaTa cKymna A 3a Koje MocToje je-
JAUHCTBEHU CJICMCHT CKyIla B Tako Jla Cy MHTEpBaJId Ca (bUXOBOM I'OPHOM I'PaHHU30M
n3oMopdHU.

X ={a € A[B1bs € B({(-;a), <a) = ((-ba), <B))}

Csaku oBakas u3omopdusam f, : (-,a) — (+,b) je, mo reopemu 3.8 jeUHCTBEH.
Jedunummmo ckyn Y Ha ClIMYaH HAYHH:

Y = {b € B|31ab € A(<('vab)a §A> = <(7b)7 §B>)}

3Hamo 1a je:

Vay,as € Alar <a az = fo, = fa,|(+,a1).
Cana uzomopdusam | usmely ypehema (X, <4) u (Y, <p) je kopekrHo neduHucan
ca

f=J{fala € X}.

Axoje X = Awmn Y = B Teopema je A0Ka3aHa.
[pernocraBumo cynpotho X # AuY # B. Tana, kako cy A u B no6pa ypehema
nocroje muaumymu ckymnoBa A\ X u B\Y, Heka cy 10 m; u meo.
U3 oBora uenocpeno ciequ X = (,my)uY = (,mg)maje f : (-,m1) — (-, ma)
m3omopduzam, u3 yera cienu m; € X umg € Y. To je KOHTpaauKIHja, YiMeE je
TeopeMa JI0Ka3ana. O

CBe Teopeme BesaHe 3a m3oMopduzMe u 100po ypeheHe cKymoBe, HHTYUTHBHO Ce
MOT'Y CXBaTUTH y3uMajyhu y 003up BenuuuHy ckyna. Kako je kapJMHaIHOCT Hama jOII
HEIO3HAT 10jaM, OBaj Jico fie HaM KacHHje TToMOohin 1a ra 60Jbe pazyMeMo.
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3.5 MHuaykumja, pekyp3uja ¥ HHAYKTHUBHH CKYII

Wunykiyja v pekyp3uja cy HeKe OJ1 HajIIo3HaTHjUX METO/ia pelllaBamba pa3HUX Ipo-
Or1ema y MaTeMaTHIIH, IIa TaKo U Y TEOPHjH CKynoBa. MHIyKIMja 1 peKyp3uja ce 1moja-
BJBY]Y Y BUIIIE 00MHKa, Koje hemMo Mu jokazaTh, a y OBOM OJIeJbKY ce€ OHOCE Ha T00po
ypehene ckyrmoge.

Teopema 3.10. Hexaje (A, < 4) npoussoswho 006po ypeherve u ckyn X noockyn ckyna
A maxkas oa saxcu
Va € A((-,a) CX = a € X).

Taoa je X = A.
Hoxkas. Tpernocrasumo cymnporao A # X. Onpa je ckyn A\ X HempaszaH, Te HOCTOju
MHHHAMYM TOT CKyHa, HEeKa je TO a.

ITa kaxo je caja a HajMarbH eJIeMeHT Koju Huje y X 3uamo na je (-,a) € X u3 gera
cienn a € X, MITO je KOHTPAAUKIIHja. O

OBo je Oua MHAYKIMja ¥ OHA Ce BPJIO IMOKJIAma ca HalllkuM JTOCaJallhuM cXBaTa-
BEM.
Hacynpot uanykuuju, popmynaiija peKyp3uje ce pa3jiukyje o/ Haller MHTYUTUBHOT
CXBaTama, Kao mrto hemo cajga BUICTH.

Teopema 3.11. Hexa je (A, < 4) npoussowho 006po ypeherse. Hexa je | npoussomna
Gynxyuja ca domenom P(A x A). Tada nocmoju jeduncmeena ynkyuja g ca domenom
A maxea 0a 3a ceaxo a € A sadxcu:

g(a) = f(9l(,a)).

Jloxas. TlpBo hemo nokasary jeTMHCTBEHOCT oBakBe (QyHkuuje. [IpernocraBumo cy-
MPOTHO JIa TIOCTOje 1B OBakBe GyHKIH]jE g1, g2. Heka je a € A mpon3BOJFHO TAKO 1a
je g1](-,a) = ga2(+, a). OBakBo a curypno mocroju (MunuMyM ckyna A). Crnenu:

91(a) = f(91l(;a)) = f(g2l(, @) = g2(a).

Onpa U3 TeopeMe HHAYKIM]E CICH 1a j& g1 = ga.

Jour Tpeba fa qoKakeMo er3uCTeHIIN]y OBakBe (DyHKIIH]E.

Heka je X momackym ckyma A KOju ce cacToju U3 CBUX eJeMeHaTa a 3a KOje MOCTOj!
¢$yHKIHja g, TaKBa Ja je 3a CBAKO T <4 @

ga(x) = f(ga‘('aa’))'

Tj. Baxkn:
Va,b € A(b <a a= gp = ga|(-,))).

Capa ako nocroju M, = rgax(-, a) oHJIa je
>A

9o = (Ufgnlb <a a}) [ J{(Ma, 91,)}-
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V cynporHoM nzocrtaBibamo wial (M, gar, ).

VipaBo cMo oBuMe gokazanu qa u3 (,a) C X cmequ na a € X Te je mo Teopemu
uHayknuje X = A.

Tpaxeny QpyHKUHMjy g nedUHUIIEMO ca:

(Utgelb € AY) U{a, 9a)} A= (-]

def
gi

U{gala € A} ﬂrrglixA

O

Cana KaJja CMO 3aBpLIMJIM JI0Ka3MBabe HHAYKIM]jE U peKyp3uje MoxeMo pehu mra
je MHOyKTUBaH ckyn. Mnak, mpe tora hemo ce KpaTko 1mo3a0aBUTH OjMOM IPUPOTHHUX
OpojeBa y TEOpHjU CKyIOBa.

HMedununmja 3.16. Ilpuponnu 6pojeBu, padyHajyhu u Hyiy, y TEOpHjH CKYyIOBa Jie-
¢uHICaHU cy Ha cnenehn HaYwH:
def
0=10
o n+1¥nU{n}

Mpumep 3.1. Xajae 1a HCIHIEMO PBHX HEKOIHKO MPHPOIHHX Gpojesa:
L 1={0} = {0}
2. 2={0,1} = {0,{0}};
3.3={0,1,2} ={0,{0},{0,{0}} };
4. 4=40,1,2,3} = {0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0, {0} } }}...

Jepununmja 3.17. 3a ckyn A kakeMo J1a je HHAYKTHBAH aKO BaXKH:
e 04
e Va(a€e A= alJ{a} € A)

3agarak 3.2. IlokasaTu 1a je CBOjCTBO Oumu uHOyKmMueax 3aTBOPEHO 3a Mpecek, Tj. 1a
je Impecek ABa MHAYKTUBHA CKyIa TaKkol)e MHAYKTUBAH CKYIL.

Pewere. Heka cy A n B npon3BoJbHU HHIYKTHBHU CKYMOBH.
Buamo a0 € Au0 € B, mamopaburnu 0 € A()B.
Jasbe 3a CBaKM eJIEMEHT 2 KOjH NIpunana u ckyny A u ckyny B Baxu:

xeAﬂB@xeA/\xeB@xU{x} EA/\xU{x} EB@xU{x} EAﬂB.

300r OBa JBa CBOJCTBA je M IPECEK CBaKa JBa HHIYKTHBHA CKyIla yIIPaBO HHIYKTHBAH
CKYTL. O

Jlako je mpuMeTHTH J1a je CBaKH HHIYKTHBAH CKYIT O€CKOHAUaH jep Caap Ku CBE TPH-
ponne 6pojese. Ca NpBUX MET aKCHOMA U JIBE CXeMe KOj€ CMO YBEJIN HE MOXE CE IOKa-
3aTH TIOCTOjae OBAKBOT CKYIa. 3aTO 32 OBO MOCTOjH aKCHOMa.
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Axcuoma 6. (beckoHauHocTH)

3.130(0 (S WA (Vxl S xo)(1‘1 U{l‘l} € afo))
Peunma, HajjeqHOCTaBHU]jE, HHAYKTHBAH CKYII OCTOjH.
Teopema 3.12. [locmoju najmarou undyKmueau cKyn.

Jlokas. Hexka je A npou3BoJbaH HHAYKTHBAH CKyIl. JIe(HHUIIMMO CKYII W TaKaB Ja:
w® {z € A|Vy(y C A A y-induktivan = z € y)}.

OZlaBJie CIIeJH 1a je w MOJICKYI CBAaKOT MHAYKTHBHOT nojckyna ckyna A. Cana Heka je
B wma koju qpyru uHaykTuBaH nojackyi. Kako je A () B rakohe nonckyn ox A cienu:

ngﬂBgB

Te je oBUM NOKa3aHo J1a je w HajMarkby MHAYKTUBAH CKYII 110 MHKITY3HjH. U
3aparak 3.3. Ilokasaru 1a je cKyn w TpaH3UTHBAH.

Pewerve. epunummmo ckyn X ca:
X ={z e wjz Cw}.

Axko mokaxxeMo 11a je ckynm X WHAYKTHBaH, caMuM THM he Baxkutn w C X, Kao u, 1mo
nepmanin X, X Cw, 1. X = w.

Kpenumo omToraaje 0 Cwte 0 € X.

Capna 3a cako x n3 X Baxu x | J{z} € w. Jou Tpeba na nokaxemo maje x + 1 C w.
Baxu:

vy € (x| {2y =2 Vyena).

Axojey € zoHmakakojexr Cwjeny € w.

C npyre crpaHe ako je y = x Beh 3HaMo 1a x € w, ma je (z | J{z}) C w.

OBuMe cMO JToKa3aiy Ja je X MHIYKTHBAaH CKyII, 2 CAMUM TUME U JIa j€ w TPaH3UTHUBAH.
O

3agarak 3.4. [loka3aru 1a 3a CBako & € w BaXH & ¢ x.

Pewerwe. Pemuhemo 3aaTak CIMYHUM IPUCTYIOM Kao y mpouuioM. JeduHumumo
ckym X ca:
X ={z cwlz ¢ x}.

Joxkazyjemo na je X MHIYKTHBAH CKYTI.

Kako O € wu () ¢ ) cnienu naje 0 € X.

Cana, 3a cBako ¢ € X Baxu na x| J{z} € w. Jacno je na x| J{z} ¢ zJ{z}, man
z+1euw.

Cana je ckyn X WHIYKTHBaH, T€ je TBpeme T0Ka3aHo. O
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V oBa 1Ba 3a/1aTKa CMO 3alIpaBo [OKA3aJIM 14 peNalurja € y CKyIy w UpedIeKcuB-
Ha 1 TpaH3uTHBHA. CaMUM THM ciie/in 1a je (w, €) cTporo mapuujanno ypeheme. OBo
TBpheme hemo nasbe npouupuTh ciieaehoM TeopeMoM.

Teopema 3.13. Vpelen nap (w, €) je cmpozo dobpo ypeherse.
Jlokaz. W3 came neduHMINje HyMepana,
n=1{0,1,2,...,n—1},

3aKJbydyjeMo 1a je (w, €) NuHeapHO ypeherme.

Heka je X C w Henpaszan nouckynu z € X.

Cana cinenu fa je min X = min 2 1a je Teopema JI0Ka3aHa. 0
€ €

Hedpunummja 3.18. Ckyn A je korauan ako noctoje n € w u bujekuuja f : A - n. Y
CYNPOTHOM je ckyn A beckonauan.
3aBpmmhieMo 0Baj 0J1eJbaK Ca jOIII jeTHUM 3aJaTKOM.

3agarak 3.5. [loka3aru ia 3a cBako n € w HUjeAHA PYHKIH]a
fin+l—on
Huje 1-1.

Pewere. Hexa je X ckyn cBEX IpUpOAHUX OpojeBa 3a Koje 0BO TBpheme Baxu. [loka-
3ahemo na je X WHIYKTUBAH CKYIL.

3an = 0 TBpheme je TPUBHUjaIHO.

[IpermocTaBUMO CynpOTHO, TIOCTOjU (PYHKIIH]ja

frn+1l)+1—=n+1
Axo je f(n + 1) = n, onna je dyHkimja
fln+1):n+1—n

1-1 wrro je kouTpaaukumja ca npernoctaskoM (n € X), 3naun f(n + 1) < n.
Axon ¢ f[(n+ 1)+ 1] onna dyukumja g : (n+ 1) + 1 — n + 1, nepunucana ca

o(a) = {f(:v% rEn+1

n, r=n+1

I-1,majeun g|(n+ 1) : n+ 1 — n Takobe 1-1, mTo je KOHTPaAUKIIHK]a.
Octaje nam ciyuaj tue je f(b) = n,tmejeb < n+1u f(n+ 1) = a. U rana je
obyukumja b : (n+ 1) + 1 — n + 1 nedunucana ca

f(z), T#En+1Az#D
h(z) = < n, r=n+1
a, r=>

1-1, ma je moHOBO BeHO orpaHnuewe h|(n + 1) : (n + 1) — n takohe 1-1 wro je jor
JEIHOM KOHTPAJHKIIH]ja, TC je TeopeMa JoKa3aHa. U
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3.6 Kiaace

Knace cy HOBHM OuTaH 1mojam KOju YBOAKMMO, 3aTO IITO MMajy onpeleHa CBojCcTRa Koja
Om KOxI CKymoBa mpaBmia mpobieMe. 3arto Takohe Tpeba ga yBemeMo mojaM ¢gopmyne
CKYNO6HO2 mund.
dopmyna Teopuje CKymoBa ¢(x) je CKyIMOBHOI THIIA aKO [MOCTOjH CKYI YHjH Cy CBH
eJIEMEHTH YIPaBO CKYIIOBH KOjH HCIy baBajy Gpopmyny ().
Cana hemo na HaBenemo Heke npumepe Gopmysia Koje HUCY CKYIIOBHOT THIIA M 3aILTO
Cy HaM y THM CJIy4ajeBHMa Kiiace OUTHe.

Teopema 3.14. Qopmyna x ¢ x Huje cKynogHoe muna.
Hoxkas. TlpermocTaBEMO CYNIPOTHO Heka je ckyn A TakaB na
reEAsx .

Cana Baxu:
AecAs A¢A

IITO je KOHTPAAWKIIN]a, Te je TeOpeMa JIOKa3aHa. O

V panujum nokymajuma hopMaau3salirje TSOpHje CKyIoBa IMOCTOojaa je cxemda KoM-
npexencuje xoja je kazana: "CBako CBOjCTBO je CKYIIOBHOT THa."
KonTtpa npumep namao je beprpana Paces o kome Teopema n3Haa HOCH UME.

Hocaequna 3.15. Qopmyna x = x nuje ckynosnoz muna.
Jloxas. TIpeTnocTaBUMO CyNPOTHO HEKa IMOCTOjU CKyIl A 3a KOjU BaXku
reAsr=u.
Tana mocroju ckym X TakaB /1a
reXsreANx ¢

MeljyTuM KaKo je £ = x yBeK Ta4HO, TO CBAKO T NpHIana A, 1a je 0Bo eKBHBAICHTHO
ca
reXeré¢ X

To je KOHTpaIUKIHja Te je JOKa3aHa TBPIbA. O
300r oBakBUX Mapagokca yBoauMo mojaM Kiace. Axo je K kiraca mumemo z € K.

Jepununmja 3.19. Knacy cBux ckynosa V' pepunnmemo ca
V = {z|z = z}.
Teopema 3.16. Hexa je {x|o(x)} nenpasna knaca. Taoa je

Mizle(@)} € {2vy(oly) = = € )}

CKyn.
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Hoxkas. Hexka je mpousBosban ckyn A takas ga Baxu ¢(A). [IpermocraBuMoO 1a CKyII
X npunana xnacu [ {x|p(z)}. Taga 3a cBaku ckyn B Takas na Baxu ¢(B) Baxu U
X € B,nmau X € A. 3nauu x1a je

N{zle(x)} € A
1a je | TO CKYIIL. O
IMpumep 3.2. Heka ca K; 03HaunMoO Kj1acy CBUX CKYIOBa KOjU MMajy €lIeMeHT 1, Tj.
Ky ={z|]1 € z}.

Capa je mpecek CBUX THX CKyIIOBa YIIPaBO

(VKi =zl €z} = {1}

IITO je CKYII.

Ipumep 3.3. Ako cana ca Ind 03HaUNMO KJ1acy CBUX HHIYKTUBHHX CKYIIOBA OHJIA HE-
MOCPEHO CIIE/H J1a j&
ﬂ Ind = w.

4 Opaunanau

OpauHanu cy Hamu "OpojeBu" y Teopuju ckymosa. Kao mro hemo masse BumerH,
CBU TIpUpOIHH OpojeBH cy opauHamu. 1 meo ckyn mpupogHux OpojeBa w je opauHal,
anu nMamo 1 Behe opauHae of Tora, Kao Ha mpumep w + 1. Opaunane hemo Oenexutu
MaJIUM TPYKHM CJIOBUMA «v, 3, 7..., a ca Ord o3HauaBamMo KJ1acy opauHaia.

Jdedununmja 4.1. Ckym je opanHam ako je:
e TpaH3uTuUBaH;
e Ctporo no6po ypehen penanujom npumnanama €.

Ipumep 4.1. Ilpaszan ckyn 0 je opaunan. Takolhe cBaku mpuponan Opoj je OpAUHAI,
jep je 3a cBaku opauHain « u ckyn « | J{«} Takohe opauuan. Jlako ce qokaxe u ja je
CBaKH CJIEMEHT OpIMHAJIA TaKohe OpIHHAIL.

3agarak 4.1. Hexka cy a u 5 opauHamm TakBu 1a je o C 3. Jlokazaru na je wm o = 8
Wi o € (.

Pewere. Tlornenajmo ckyn 5\ «v. AKo je 0Baj CKyII Iipa3aH oHza je o = 3.
TMornenajmo can cinyuaj f\a # ). Taga oBaj CKyIl UMa CBOj €-MUHHMYM, HEKa je TO a.
Hexka je cajia & IpOM3BOJBbAH €IEMEHT CKyINa a. Ako Ou GWiIo & ¢ « OHma OW BAKHIIO
x € f\a 1TO je KOHTpaaUKLKja jep = € a, MUHUMYMY [\« [0 pesalijH NpHUnaiama.
3Haun a C a.

Hoxkaxkumo can aa je o C a. [IpeTmocTaBuMo CympoTHO, Ja HHje, Ma MOCTOjU HEKO
y € atakBo qa y ¢ a. HapaBuo y € 8,y C . Ila kaxo je (3, €) nobpo ypeheme,
THUME U JIMHEapHO, OHJIa ¢ € Y. AJIM KaKo je CKYI « TPAH3UTUBAH, OH/IA M 4 € (v IITO
je y korTpaaukimju ca a € B\, majen a C a.

Camajea=a,mauna € . U
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3aparak 4.2. Heka cy a u § npousBosbHu opanHanu. Tana je o C S wnun S C a.

Pewerve. Yamumo [ C «, ciiydajeBu Cy CUMETPHYHU. AKO je o = [3 JI0Ka3 je TpUBH-
janaH, ma Heka je 8 C a.

ITonoBO, ckym o\ S uMa €-MUHEMYM a. VICTO Ka0 y IPETXOIHOM 3a/IaTKy JI0Ka3yjeMo
naje a = (3,naje S € a, ma U3 TPaH3UTUBHOCTH OpAuHaNa ciean 3 C . 0

Buaumo na cy opaunanu Bpiio 100po ypeheHu cKynoBH, CBaKH OpAMHAN je Y He-
KOj peNaIyju ca CBaKUM JIPYTUM OopAnuHaIoM, mto hemo ¢popmymnucaru y cieaehe nBe
TOCJICIHLIE.

Mocnenuna 4.1. 3a npoussowne opounane o u B éadxcu mauro jeono o0 cuedehee:
1. a=p.
2. BEa.
3. aeg.

Hocaenuna 4.2. buno xoju cmpozo onadajyhu Hu3 opouHana Huje 6eCKOHayaH.

Jlokas. TIpeTnocTaBUMO CYNPOTHO, JIa OBAKAB HU3 OP/MHAIIA TOCTOjH.
o] > Qg > Q3...

Tj. 1a BaXH
o] D Qg DAz D ...

Cana Hexa je f = o + 1, ma 3a cBaKM OpJMHAJI U3 OBOT HU3A je
«; € B.

CaMuM THME je 0Baj HU3 IIOJCKYIl OpANHANIA 5 Te MOpa UMATH €-MUHHMYM, T€ je OBO
KOHTPaIUKIIHja O

3agarak 4.3. Heka je A cKym uuju Cy CBU eneMeHTH opauHani. Taja je u ckyn |J A
OpIUHAI.

Peuierve. Ha 0CHOBY IPeTXOJHMX 3a/1aTaka CBH eJeMeHTH ckyma | J A cy opauHamu u
(U A, €) je nuueapno ypeheme. Heka je X menpasan moxckyn ckyma | J A. Taga 3a
NPOU3BOJBHO © € X mocToju o € A TakBo naje « € o, maje u x C «. AKo je

Xﬂxﬂa:Xﬂxz()

OHJIA je meinX =1
V cympoTHOM je rneinX = mein(X Nx).

TTo TeopeMu TPaH3UTHBHHX CKYIIOBa CIIEJI U TPAH3UTHBHOCT cKyma | J A, ma oH Mopa
OouTtu opauHAIL. O
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Kaxo ce cBaku opamHaN cacToju U3 IPyTUX OpAMHAJNA, OHIa ie M yHHja CBUX THX
opavHasia OuTH CKyn opauHana. Kako cy cBu ouu 100po ypehenu, curypuo hie u yuuja
6utu 100po ypeheHa, Te TOrMIKU MOKEMO J1a 3aKJby4nuMo Ja hie 1 ’uxoBa yHHja OUTH
OpIUHAI.

Teopema 4.3. Hexka je na knacu Ord depunucana 6unapra penayuja < ca
a<fBesacp

u Heka je o < [ axo je o € . Taoa je:

e < 0obpo ypeherwe kaace Ord;

e Ako je x ckyn uuju cy ceu enemenmu opounaiu, onoa je opounan | Jx <-cynpemym
cxyna x y kaacu Ord;

e 3a ceaxu opounan o je unu o = | Jaum o = Ja + 1;

® 3a ceaxu opounan o je oo < a + 1 u usmehy oea 06a opounana nema opyaux op-
ouHana;

 3a ceaku CKyn T NOCMoju OpOUHAL Cx MaKae 0a & & .

OBy TeopeMy najemo 06e3 A0Ka3a, jep je mokaszaHa Kpo3 MPOoIIe 3aJaTKe.
Ako je 3a Heku opauHal | o = «, Bera 30BeMo epanuyHuM OPIMHAIOM. Y CYIPOTHOM
30BEMO T'a OPJMHAIIOM C1e0OEHUKOM.

Mocaenuna 4.4. Cgaxu 000po ypehen ckyn uzomoppan je mauno jeOnom opoOuHay.

VY nornasspy 0 QyHKIMjaMa peKiIH cMO Ja je u3oMophusam uMel)y aBa cKyra, ako
MOCTOjH, jeMHCTBEH. Takohe cMo pexin na n3mel)y 010 Koja iBa CKyIia MOCTOjU WIIN
n3oMopdH3aM WM H30MOopdhH3aM MOCTOjU KaJa jeqHOT O BUX cMamiMo. Te Kako Ha
CBaKH OpIWMHANI JI0/IajeMOo TI0 jeraH exeMeHT (camor cebe) na 6u nodmmu ciaeneher oBo
TBplee HUHTYUTHBHO CTOjH.

Teopema 4.5. (Tpancpunumna undykyuja) Hexa je xnaca A npoussomna nookiaca
xnace Ord. Onoa axo easicu

Va € Ord(a CA = a €A)
je A = Ord.

Teopema 4.6. (Tpancgpunumna pexypsuja) Hexa je F' : V. — V @ynxyuja na ynu-
eepzymy V. Taoa nocmoju jeouncmeena gynxyuja G : Ord — V' maxea oa sasxcu

VYa € Ord(G(a) = F(Gla)).

Jloka3 TpaHC(UHUTHE HHAYKIIH]E U PEKYP3Hje HE Pa3IMKyje Ce MHOTO Ol OOMYHHIX
koje cMo Beh Jokazanu Tako qa hemo caja goka3 H30CTaBUTH.
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Hepununmja 4.2. (OpauHanHa aputMmeruka) Omnepanuje cabupama, MHOXEIIA U
CTENEHOBaka OpArHaNa AeuHuIIeMo Ha cienehu HauuH (peKyp3UBHO):

a+0=aq;
at+(B+1)=(a+pB)+1;
a+ 3= |J a+,ako je 3 rpaHUdHHE OpIMHALL;

vEB
a-0=0;

a-B+1)=a-8+1;
a-f = a-7,ako je § rpaHAYHHE OpHHAT;
vEB

a® =1;

aPtl =ab . q;

a? = |J a7, ako je 3 rpaHnuHM OpMHALL

veB

Ipumep 4.2. Tpeba HarIaCUTH Ja onepawLyje cabupama U MHOXKEHha OpAHHAIA HUCY
KOMYHHKATHBHE Y OPJMHAJIHO] apMTMETHIHM. Petumo

l+tw=w#w+1

UITH
2rw=wHw-2=w+w.

Jepunnnmmja 4.3. Hekaje § > 0 mpousBosbaH rpaHu4HH opauHai. Taaa je d-Hu3 Ouio
Koja pyHKIHja a ca JJOMEHOM 0.

Husose o6uino 03nauaBamo ca (ag ¢ < J), u noxpasymesamo ag = a(§).
3a HHU3 OpMHAJIA Ka)XKEMO JIa je HenpeKuoaH ako 3a CBaKH rpaHnyaH opauHan 3 < 6

BaXXH1
ap = U Oé,y.

YEB

Teopema 4.7. Hexa cy A u B ckynosu u nexa cy ¢pynkyuje f : A — Bug: B — A
1-1, Taoa nocmoju 6ujexyuja usmehy osa 06a ckyna.

Jlokas. Axo je jenna on f, g Oujekunja oHaa je TBpheme TPUBH]jaIHO.
[IpermocTaBUMO CYNOPTHO HU f HH ¢ HUCY CypjeKIHje.

PekypsusHo neduunmiemo Huzose (A, |n < w) n (By|n < w) Ha cnexehn HaunH:
° AO = A,

e B=y[B];

o A =glf[An]);

® Bni1=g[f[Bx]].

Jasbe 13 KOHCTPYKIHje CIEIIH 3a CBAKO 1L € w

An+1 g Bn g An

Takohe Baxku na je dyHkumja (go f)| A, : Ap — App1 OMjeKIHja, KaKo je KOMIIO3HIIN]ja
nse 1-1 ¢pynkumje Takohe 1-1, a ckyn A, 11 je AepuHHCaH Kao CiaHKa cKyma A, Te je
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Crnuxka 1: Cnuka y3 Teopemy 4.7.

Ha.
Hame nedunumemo dyukuujy F': A — By xao

g(f(x)), In € w(z € A,\By)
x, In € w(x € A,\B,).

Oyukuuja F je oujexiuja, na je rpaxxena gpynkuuja h : A — B nedunucana ca h =
g loF. 0

Oga Teopema 30Be ce Kanrtop-bepuuirajHoBa. OHa je mo3Hara U pyrom OOJIUKY
(A] < |B| A |B| < |A| = |A| = |BJ), tae npu4a o KapAHHAIHOCTH CKYIOBa, ajli Cy
OBE JIBE TEOpEMe Y CYLITHHH HCTE.

Ha kpajy oBor moraBsba HaBOIUMO 3a1mky akcuoMy [Id Teopuje, akcuoMmy peryiap-
HOCTH.

Axcuoma 7. (AKcHOMAa peryJiapHOCTH)

Vl’o(l‘o 7é 0= (31331 S l‘o)(xl mIO = 0))
V npeBomy cBaku CKyII KM@ CBOj €-MUHHUMAIIHH EJIEMCHT, Tj. CBAKH CKYIl HMa eJie-
MEHT KOjH He Cap XK HHUjelaH APYTH €JIEMEHT TOT CKyTIa.

OBakBe CKyIOBE Ha3UBaMO 000pO 3ACHOBAHUM.

OBuMe 3aBIIaBaMO ITOTIIABJkE 0 OpauHamuMa. HakoH oBora OaBuliemo ce u kapounanu-
Ma, 3a Koje heMo BOUIETH Ja Cy camo ITOIKJIaca OpAnHAa.
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5 Akcuoma usdopa

AxcroMa u300pa je jeHa 0f1 HajIIO3HATHjUX U KOHTPABEP3HUJUX TeMa y HCTOPHjH
Teopuje ckynoge. Iby je 1904. ronune Gopynucao maremarndap Eprct Liepmeno. Ona
HaM Kake J1a ako UMaMoO CKyTI MOJIeJbeH Y 0e30poj Hermpas3HUX MOACKYIoBa (KOHAYHO
WM OECKOHAYHO), MOYKEMO M3 CBAKOT y3€TH 10 TAYHO jefiaH exeMeHT. Vinu ¢popmanHuje
na octoju GyHKuja u3dopa.

Hepunuumja 5.1. Heka je A npoussosban ckyi. Oyuxuuja f : P(A) — A je ¢yux-
yuja uzbopa cxymna A ako Baxu

VX CAX #0 = f(X) € X).

3a Heke CKymoBe 3HaMo Ja (PyHKIMja n30opa MoCToju U 0e3 Ja je MOCTYINPaMo
AKCHOMOM.

3agarak 5.1. Heka je (A, <4) nobpo ypeheme. [Tokasaru na taga ckyn A uma QyHK-
1Mjy u3bopa.

Pewerve. 3a cBako 100po ypeheme A 3HaMO 1a CBaKH K>ETOB MOACKYIT KMa MUHHMYM.
Koncrpyucahemo ¢yHnkuujy nzbopa ynpaso kopucrehu Ty unmenuny. Heka je gpyHk-
muja f : P(A) — A nedununcana ca

f(X) =minX.

<a

Capa 3a cBaku HenpasaH noackyn X Baxu f(X) € X, naje f gpynxuuja m36opa ckymna
A. O

Moryhe je ma BuIIe MOACKYIIOBa CKyIla IMa jeTHAKe MHHUMYME, aly (QyHKI[H]ja U3~
Oopa ckyna He Mopa OutH Oujexunja. lllta Buie oHa HuKkaga He Moxe Outu 1-1 jep
j€ KapJMHAJIHOCT NapTUTHBHOTI CKyIa yBeK Beha oJ] KapAWHAIHOCTH caMOoT CKyIIa, ITO
hemo kacHUje U JOKa3aTH.

3aparak 5.2. Heka je A HempasaH CKyIl, a (v OpAMHAJ TaKaB Ja MOCTOjH OMjeKLKHja
f+ A — «. Tlokasaru 1a ce ckyn A Moxe 100po ypeauTu.

Pewerve. 3HaMo 1a HaM je Ha CBaKOM OpIUHAITY J0Opo neduHrCcaHa OMHapHA peralija
<ca
a<Bealp.

Hasbe hemo Ha ckyny A nebunucaru GuHapHy penauujy < 4 ca
Yo,y € Az <ay e flz) € f(y)

Cana u3 moGpor ypehema opaunana ciean u jaa je (A, <,4) KOPEeKTHO NehHHHCAHO
nobpo ypeheme. O

Teopema 5.1. (Xapmozcoeé opounan) 3a ceaxu ckyn A nocmoju Hajmarsu OpOUHA 0 5
maxas 0a Hu jeona ynuxyuja f : 04 — A nuje 1-1.
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Jlokas. Axo je ckyn A kOHa4aH OH/IA je TPAXKEHO 04 = n + 1 TIe je n jeNuHCTBEeH Opoj
3a Koju mocroju oujexiuja f : n — A, mo 3amarky 3.4. U3 NOMIaB/ba O MPUPOIHUM
OpojeBuMa.

Hexka je ckyn A 6eckonavan. Jledpunummmo ckyn H ca

heH<3X CAIRC X*(h=(X,R)

e je (X, R) no6po ypeheme. [lajbe Heka je 3a cBaku eieMeHT h € H opauHai oy,
Takas J1a je h = («y, <). Ha OCHOBY cXxeMe 3aMeHe TI0CTOjU CKYII

O = {an|h € H}

7 HeKa je

0, = sup O.

Ord

Kaxo je ckynm A GeckoHauaH, crequ 1a je 04 > w. Caa HaM je JOBOJBHO J1a TIOKaKEMO
nao, ¢ O.
[pernocraBumMo cynpoTHO, 04 € O. Taga no nedpurnnmju ckyna O MOCTOjU HENpa3aH
nozackyn X C A TakaB ja nocroju oujekuuja f : 04 — X.
Kako je 0o, > w MOXeMo KOHCTpyHcaTh GpyHKIHU]Y g : 04 + 1 — 04 ca

0, T = 04
glx)=<qx+1, r<w
x, w<x<oy

TaKBy Ja je g Oujexnuja.
A, Taza je u QyHKIHja
fogion+1—=X

Takohje OMjeKInja, IITO je KOHTPAAUKIIHja jep je 04 cynpemyM ckymna O. O

Mocnenuua 5.2. Axo je ckyn A beckonauan ckyn, oHOdA je we206 Xapmoacos 6poj o 4
2PAHUYAH OPOUHA.

OBy moceanity fajeMo 0e3 ToKasa, jep CMO je TOKa3ald y IPEeTXOAHO] TEOPEMH.
Axko je 04 = v+ 1 3a HEKO (v OHJIa TIOCTOjU OHjeKnrja u3mMel)y 04 U @ YMMe 10JIa3UMO
JI0 KOHTPAHKIIH]E.

Axcuoma 8. Axcuoma u3oopa
Vao(3f : P(xo) — xo) (Va1 € P(xo))(z1 # 0 = f(z1) € 21).
Peunma, 3a cBaku ckym mocToju (GyHKIHja n3060pa TOT CKyTIa.
Teopema 5.3. Cneoefia mepherva cy exeusanrenmua:
1. Axcuoma uzoopa Ceaxu ckyn uma Qyukyujy uzoopa;

2. Xaycoopghoe cmae maxcumannocmu Ceaxu nanay y npou3eo/bHoOM napyujai-
HOM ypelery ce mooice nPooyICUmu 00 MAKCUMATHO2 1AHYd,
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3. 3opnoea nema Axo y Hexom ypehery ceaku naHay uma mMajopanmy, oHOd mo
ypeherbe uma MaKkCUMAanan eiemMenm,

4. Ilepmenosa meopema Ceaxu cKyn ce modce 000po ypeoumu.
OBy Teopemy hieMo oka3zaT KOpak Mo KOPaK y OCTaTKy OBOT ITOTJIaBJba.

Teopema 5.4. Hexa npoussoman ckyn A uma ghynrxyujy uzoopa. Taoa ce ckyn A moogwce
000po ypedumu.

Hoxasz. Hekacy f : P(A) — Auo, penom GyHKIHja n360pa 1 XapTorcos 6poj cKyma
A. Pexyp3ujoM nedunUIIIEMO (yHKIH]Y

g:oa— AU{A}
Ha cienehy HaumH:

ooy = FAg@)lE <o} Ag(O)l <a} £0
4, A\{g(&)| < a} =0.

Capa, ako 6u 3a cBako @ < 04 6mno g(a) # A ouna 6u dysxumja g 6una 1-1 mro je
HeMoryhe 1o geduunuju o 4. Ciean, MOCTOju HajMabU OPIUHAT (v 4 < 04 TaKaB Ja je

g(aa) = A.
Cana je dynkumja glag @ aqa — A Gujexuuja, u3 vera 1o 3amarky 5.2. Cleau ja ce
ckyn A Moxe 00po ypeauTH. O

Jpyru cmep exBuBanennuje (Llepmenona Teopema = Akcruoma u30opa) goKazain
CMO y 3aaatky 5.1.

VY cnenehe nBe TeopemMe mojaBibyje ce Mojam JIaHIa KOjH joIl HUCMO Jie(hUHUCANH, TTa
hemo To ypanurtu caza.

Hedunuumja 5.2. Hexka je (A, < 4) mapumjanso ypeheme. 3a ckyn X C A kaxemo 1a
je nanay axo je ypehemwe (X, < 4) nuHEapHO.

Teopema 5.5. [Ipemnocmasumo oa nenpasan ckyn A uma gyxyujy uzbopa. Taoda 3a
NPOU3BOBHY penayujy nopemra < o Ha ckyny A u npousgoman 1anay X y napyujaiom
ypehery (A, < 4) nocmoju maxyumanan aanay M maxas oa X C M.

Hoxkas. Hexa je f : P(A) — A ¢yukumja usbopa, a 04 XaprorcoB 6poj ckyma A.
Heduunimemo npenukar ¢ (S) kao "S je manan y ckymy R". Cama hemo nedunucarn
¢byuxuyjy h : P(A) — P(A) Ha cnenehu HauuH:

hY) = {z € A\Y|pa(Y [ J{z})}

rae je Y npousBosban naHal ypehema (A, < 4).

IMpumehyjemo na je Y makcumanan nanan akko h(Y) = (.

Cana hemo pexyp3uBHO nedunucaru GyHkiujy g : 04 — A|J{A} ca
f(h(X)), a=0

g(@) = (X Uglal)), a>0ARXUgle]) #0
A, a>0ANR(XUgla]) =0.
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CiMYHO Ka0 y IIPETXOIHOM JI0Kasy, ako OH 3a CBako @ < 04 Baxmio g(«) # A oHma
6u oBa dynkiuja Ouna 1-1 wro je Hemoryhe.

Oxasle ciey J1a OCTOjU HajMarbu OPIMHAN (vq < 04 TakaB Ja je g(aa) = A, ma je
TpaXkeHH MaKCHMAJIaH JaHall KOPEKTHO ne(pHHKCaH ca

M= XUg[aA].
O

Teopema 5.6. [Ipemnocmasumo oa ckyn A uma gynryujy uz6opa u neka je < 5 peia-
yuja nopemxa na ckyny A maxea oa ceaxu aanay y A uma majopanmy. Taoa ypehere
(A, <4) uma maxcumananu enemenm.

Hoxkas. Tlonoso, Heka je dynkumja f : P(A) — A dynkumja usbopa, a 4 Xaprorcos
6poj ckyna A. Nebunnmmmo ¢yukumjy h : P(A) — P(A) ca

h(X)={yc ANz e X(xz <ay)}

rae je X nponsBosbad JaHal ckyna A. Ckyn h(X) je no qerHALIjH CKYIT CBUX Majo-
paHTH ckyna X.

[Ipumeruhemo na je no nepuHUIMjU MajopaHTe CKyNa OHA YIOPEANBa Ca CBAaKUM eJle-
MEHTOM TOT CKYIIa, a BaXKH

Va € h(X)(pa(X | J{z}))

7€ je  MpeauKar UcTo Ae(hUHUCAH Kao Y JJOKa3y MPETXOAHE TeopeMe.
Axo ckyn A HeMa HUjelaH JlaHall TBPHEbE j& TPUBHU]ATHO.
IIpernocraBumo 1a ckyn A uma 6apeMm jeiaH jaHail, Heka je 10 X,
Cana nedunumumo Qyskumjy g : o4 — A|J{A} Ha cnenehn Haunn:

f(R(X)), a=0
g(@) = f(M(X Ugla])), a>0AXglo] #A
A, a>0ANXgla] = A

Caja ako 61 3a cBako o < 04 Baxmwio g(a) # A ouma 6u dyuximja 6una 1-1 mro je
MIPOTUBPEYHO XapTOrCOBOM OpOjy.

Oxasne cieau na IMoCToju HajMame vy TakBo ja je g(a4) = A, Ia Kako W Taj naHaig
“Ma MajopaHTy, Koja mpumana ckymy A, Teopema je qoka3aHa. O

Bparumo ce canx Ha Teopemy 5.3. Buaumo nma cmo nmoxaszanu cuenehe: 1 < 4,1 =
2,1 = 3. Ocraje Ham, mTO hemo cana J0Ka3ary, cnydajeBu 2 = 3 u 3 = 4.

Teopema 5.7. U3 Xaycoopgoeoe cmasa maxcumannocmu ciedu 30pHosa iema.

Jlokas. Hexka je A mpou3BosbaH CKyI 1 < 4 penaiyja moperka Ha ckymy A.

3namo ma cBaku JaHam X C A MOKeMO IPOLYKHTH 10 MakcuMmaiHor jianna M. Ca-
Ia je MajopaHTa naHia M OuYMIIEeNHO W MakcHMaiaH eneMeHT ypehema (A, <4) (y
CYIPOTHOM OW MOIJIM Jia IPOyKKUMO JiaHar M). U
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Teopema 5.8. Axo eadwcu 3opHosa nema ceaku ckyn ce modxce 006po ypeoumu.

Jlokas. Hexka je A npousBosbaH HerpasaH ckyil. Jedunummmo ckyn W kao ckyr cBux
ypehennx naposa (X, R) taksux na X C A u naje R C X? no6po ypeheme ckyna
X.

Ha ckyny W nedunnmenmo penanujy <y ca

(X,R) <w (X', R) & X CX' ARCR.

Jlaxo ce mpoBepasa 11a je <y penamyja mopetka Ha cKyiry W kao u 1a 3a CBaKkH JaHaI[
M C W nap (Jdom(M),|Jmg(R)) merosa majopantay W.

Capa ckyn W nMa MakciManaH eJeMeHT, Ha3oBuMo ra (X, R). Tpeba Ja mokaxemo aa
Baxu X = A.

Ipetnocrasumo cynporao A\ X # (. Ouna 3a veko a € A\ X Baxku

<X7 R> <w <X U{a}vRU(X X {a})>

IITO je KOHTPAAUKIIH]a. O

Jedununmja 5.3. Heka je f : I — X mpousBospHa (DyHKIM]jA M HEKa 3a CBAaKo ¢ € [
Baxu X; = f(4). Taza je:

.+ UXi=UJIn
. 1;[1)( ={g:1— LgJIX,;M € I(g9(i) € X;)}.

IToce6Ho mpojexuuje, y o3uamm 7; : [[ X; — X; nedunumemo ca 7;(g) = g(j).
iel
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6 Kapaunaau

Kapaunanu cy jenan on Hajlmo3HaTHjUX IOjMOBa TEOPH]j€ CKYIIOBa, Ca KOJUM je 1iefa
OBa IpaHa MaTeMaTHKE U 3aro4eTa.
OHH cy, Kao LITO CMO ITpe HaBeJH, IOJKIIaca OpIHHAIIA.
VIHTYHTHBHO KapIHAJIHOCT CKyTIa j€ Fher0oBa BEJIMYMHA WM OpOj eJIeMeHaTa ToT CKyIIa.

Jepununmja 6.1. 3a nporn3BosbaH ckyn X KaKeMo Ja je 006po ypeher OpIMHAIIOM (¢
ako moctoju oujekimja f : o — X.

Jedpununmja 6.2. Heka je X npousBosbaH ckym. Kapounaninu Opoj ckyna X, y o3Haiu
| X |, je HajMarbH OpAMHAI KOjUM ce CKyIl X MOXe J00pO ypEAUTH.
OpauHan « je KapouHai ako BaXu o = |al.

ITo camoj newHUIMjK KapAWHAIIA BUIUMO J1a Cy CBH ITPUPOIHHU OPOjeBH, OTHOCHO
HyMepaiy, kapauaain. Takohe je w KapauHai.
Aum, peruMo, opArHAI w + 1 HUje KapauHa jep nocroju oujeximja f :w+ 1 — w

0, a=w
fla) =
a+1, a € w.
CiM9HO MOXKEMO [1a TIOKaXeMO 13 38 CBaKH OeCKOHAYHM OpMHAT o BaXH |a+1| = |al.

Capna hiemo okasari KaHTOpOBY TeopeMy Kojy CMO CIIOMEHYJIH Y IIPOLIIOM MOIIABIBY.
Teopema 6.1. 3a ceaxu ckyn x saxcu |x| < |P(x)|.

Hoxkas. Hexka je X npoussosban ckyi. Oyukuuja f : X — P(X) nedunucana ca

fx) = {x}

je 1-1, ma 3axspyuyjemo na je | X| < |P(X)].
TMokaxkxumo cana na | X| # |P(X)].
IIpernocrasumo cynporro. OHma noctoju oujekiunja g : X — P(X). Tama 61 mocro-
jao ckym
A={ze Xz g(a)}

Kaxko je dynkumja g na onzma nocroju € X takso za je g(x) = A.
Cana je 0BO KOHTpaJHUKITHja jep,

reAsxeyg(r)erd A

O

Kao 1 opnuHanu 1 kapauHamu Mory OUTH KOHauHHM U OSCKOHAYHH, a KJIacy Kap/u-
Hana o3auaBamo ca Card.
Kako Bakxu KantopoBa Teopema u opanHaiu ¢y 100po ypeheHu 3akibydyjeMo j1a Baku
I1a 3a CBaKH KapAWHAJ Kk MOCTOjH HajMambU KapAUHAI Behu of mera, y o3Ham £ .
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Hedpununmja 6.3. Axo 3a Mpon3BOJBAH KapIUHAI K MOCTOJH KapIUHAI A TakaB Jaa
je Kk = AT, oHna K 30BeMO KapJMHAIOM credbenukom. Y CYNPOTHOM je K 2DaHUYHU
KapIuHAal.

CBakyl KapJMHaJI UMa CBOI' KapAuHaja ciea0cHuKa W u3Mel)y Ta 1Ba KapauHaia
HEMa JPYTUX KapAHHAIA.

Jedununmja 6.4. TpanchunutHM HU3 anedha GeCKOHAYHUX KapauHaa AeGuHHUIIEMO
Ha cienehn HauuH:
e RNyp=wy=w;
° No¢+1 = Wa+1 = N(t7
o N, =w, = |J Ng,ycnydajy rpaHH9HOT OpAUHAIA (V.
Bea

Cana hemo meprurMCaTH IT0jaM KOPHHATHOCTH KapAWHANA, KOJY MOXXEMO CMaTpaTH
Ko MMOACKYH KOjH OfipKaBa KapIHMHAIHOCT, ITO heMo cana v BUIETH.

Hepununuja 6.5. Heka je (A, <, ) nponsBossHO napuujanto ypeheme. Ckyn X C A
je kopunanan'y (A, < 4) ako Baxu:

Va € A(Jr € X)(a <4 x).

Mo kopuHanHouhy napuujansor ypehema (A, < 1),y o3naiwm ¢ f (A, <4) nu ca-
Mo cf A, mofpasyMeBaMo HajMamb| KapIuHaI off CBUX KopuHATHKX cKynoBay (A, < 4).

N3 nedunumyje xopuHATHOCTH CKyTIa MOXKEMO J1a 3aKJbYIHMO Ja 32 CBaKH OeCKOHAY-
HU KapIUHAJl K BAXU:

o cfcfk = cfk;

o w<cfk <k.

Jedununmja 6.6. beckoHauyHM KapAUHAI K je peaynapan ako je cfk = K.Y cynpoTHoM
OH je& CuHeynapaH KapauHall.

3aparak 6.1. [loka3atu 1a 3a CBaku OpIAMHAN (v BaXKH
a < N,.

Jlokas. Hexka je A ki1aca cBUX OpJIMHAIIA 33 KOj€ OBO BaXKH, a (¢ IIPOU3BOJbAH OPIMHAI
TakaB 1a o C A.

Tapga Baxu
VB < a(B < Ng)
Kao u
UB<an R <X
B<a B<a
U3 oBora ympaso cienu v € A, na je no TpancGuHuTHOj MEAYKIMjH A = Ord. O

3aparak 6.2. ITokasaru na HU3 aneda UMa NPOU3BOJHHO BEJMKE (PUKCHE TAUKe.
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Jlokas. Hexka je aw mponsBospan opanHai. [Tokazahemo 1a 3a cBaKko «v MOCTOjM KapAWHAI
K KojH je (hpMKCHa Ta4uka Hu3a aneda, TjT. 32 KOjH BaKH

K =N,
HebuHAIIMMO PeKyp3UBHO HU3 KapAuHana (K, |n € w) Ha cnenehu Hauuu
® Ko = Na;
® Kpyl = N/{n~
Hekaje k = |J fp. Ounmnenso je « < N, < K U BaXH
new
k= k=R, =Ry n, =Re
new new new
TE je 3aJaTaK 3aBpIICH. O

Jedununuuja 6.7. 3a npoussosbHe ckynoe X u Y ckyn XY jedMHHIIEMO Kao CKyI
CBUX (YHKIHja YHjH je ToMeH X, a KOIOMEeH Y, TjT.

Y ={zeP(X xY)z: X - Y}

Jedpunummja 6.8. Heka cy < u A npousBosbHU KapauHanu. Kapaunane K + A\, k- A u
x neduHMIIEMO Ha cienehy HAUMH:

o n+A=|(kx{s}HUNx{A}]
o K-A=|rk XAl

o =]}

K.

Waxo cy kapauHanm yjenHo ¥ OpAWHAIM, KapAWHaIHA U OpJUHAIHA aDUTMETHKA
ce Pa3NHKyjy KaJa paauMo Ha OECKOHAaYHUM CKyIIOBHMa.

Ipumep 6.1. Kanga pagumo ca OpIuHATHOM apUTMETUKOM BaXKU

2v=J 2" =,

new
JIOK je y Kap/IMHANHOj apuTMeTHIm 250 > Rg.

Teopema 6.2. Heka je o npouszgoman opounan. Taoa je

3a nokas cienehe Teopeme morpedaH HaM je HOBH I10jaM, KaHOHCKa OHMjeKIHja op-
JMHaa.
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Hedpununmja 6.9. TpancHUHUTHOM PEeKyp3HjoM NePHHUAMIIEMO KAHOHCKO ITPECIHKA-
Bame | Ki1ace CBUX MapoBa OpJMHalla y KJIacy CBHX OpJiMHaja Ha cienehu HaumH:

SE+E+ D) +a a<pB
_ ) geB
Tle f) = SE+E+)+a+8 , a>B>0.
fea

Hoxaz. HekajeI' : Ord x Ord — Ord xanoHcka Oujekiuja. Younmo kiacy A cBUX
OpIWHANA (v 33 KOje je
MNwa X Wa] = wa.

Heka je o C A.
Ha ocHoBy koHCcTpyKtmje I' cnenm na je

wWo C Twa X wa-
Jajpe mpeTrnocTaBuMo Ja IIoCToje OpAHHAIH &, 1) < W, TaKBH 1a je
we =T(€ x 7).
Cana je curypHo
| max{¢, n}| < Ra,
TE TIOCTOjU OpIHMHAN [ < v TaKaB Ja je

| max{&,n}| = Ng.

HWnak tazga je | max{&, n} x max{&,n}| = Ng, maz6or w, C I'max{{,n} x max{{,n}|
caequ Ng > N, ITO je KOHTPaJUKIH]a.
Haxie o € A, na je no npuniuny Tpaichuanthe uaayknuje A = Ord. O

Mocaenuna 6.3. Heka cy Kk u \ npousgomHu KapouHau 00 Kojux je bapem jedawn bec-
xonayan. Taoa je
K+ A=k-X=max{k,\}.

Jlokas. be3 ymamema onmTocT Heka je A < k. Tana je
K<K+A< Kk A<K-K=K
YHME CMO JIOKa3alid TBpherbe. O

Hedununmja 6.10. 3a npousBosbHe ckynoBe X U I U NpOU3BOJbHE KapIUHANE K U
ki, € I cnenehe kapauHaNe U CKynoBe Ie(UHHUIIEMO ca:

o [X]"={re Xl =r)
o [X]<" = {o € X|ja| < x};

o D omi=|Umix{i})l;

iel i€l
o [[wi=Wl{f:T—= UGcrilVielI(f(i) €k}
i€l i€l
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Hageuthemo Heke nprMepe u3pasza KapAnHaJIHe apUTMETHKE KOje cajia 3HaMO

IMpumep 6.2. 1. Hexka je f : I — I oujexkunja. Tama Baxu:

o D K= K

i€l i€l
o [lri=1Tlrraus
iel iel
2. Hekaje A;, j € J nponssossHa naptunuja ckyma /. Tana je

[Iw =TI ] =

iel jeJicA;

>N
3. [[ v = kit
i€l

4. Heka Baxu k; > 1,7 € I. Tana je

> ki <] s

icl i€l
5. 3a cBaku OeCKOHAYHH KapIuHAT X je
28 = g"

YV Be3u ca KapAWHAITHOM apUTMETHKOM Hapenthemo jour jenHy 6utHy Teopemy, Ky-
HHUTOBY JIEMY.

Teopema 6.4. Hexka je k; < \;,i1 € I. Taoa je

Z Ky < H ;-

il iel
Hoxaz. Hexkaje A= |J \sunekaje P ={f: 1 — M\Vie I(f(i) € \)}.

iel
VYounmo nipousBosbHy yukimjy F : | J (k; x{i}) — P.J[0BOJbHO HaM je Jia HOKa)eMO
i€l
na pyaxumja F' HEjE Ha.
Hexka je 3acBako ¢ € I F; = m; o F. VI3 unmeHwmIe fa 3a CBaKo ¢ € [ BaXH K; < A
OHJIa BaXKH
Vi € I(Ja; € M\ Fi[k; x {i}]).

Capa nakoM mpoBepoM BuauMo 1a byrkuuja (a;|i € I) ue npunaga P, camum tum F'
HUje Ha ¥ JTOKa3 je 3aBpIleH. O

Mocaenuna 6.5. 13 Kynueoge neme mosicemo 0a uzeedemo ciedeha ceojcmea xapou-
Hana:
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1. Vz(|z| < |P(x)])
Haxo cmo 060 mepherse doxasanu armepHamueny 0okas 21acuo ou:

2| => 1< [[2=2"=|P()].

1ET 1€ET

2. Va(cf2® > R,)
Hexa je ki, i € Ny nu3 kapounana marux 00 28, Taoa je

D ki< [[2% = (@%)Re = 2%,
iel el
3. VavB(cfRy® > Ng).
4. YRR > R,
IlITo ce TMue pajga ca KapAMHAIUMA U KapAWHAIHOM apUTMETHKOM OBJE 3a caja
crajemo. OcTao je joi jenan OMTaH MojaM ca KOjUM 3aBpIIIaBaMO OBaj Pajl.
6.1 OOu4Ha M reHepa/INcaHa KOHTHHYM XHIIOTe3a

Jedununmja 6.11. 3a kapauHaN Kk KaXKEMO Ja j€ jaKo epanuuan ako 3a CBako A < K
BakH 20 < K.

Jla 6ucMo Ha JaKIIM HaYWH yYBEIH KOHTHHYM XHIIOTE3y yBemheMo HOBU HH3 Kap-
JIMHAJA 33 Koju hie ce MOXK/1a MCIIOCTABUTH U J1a HHje HOBH.

Jdedpununmja 6.12. Hus xapaunana 6emu pekyp3uBHO aedunuinemMo Ha cinenehu Ha-
YUH:

e Ty =N
i :a+1 = 23@;

e 1, = | 3p,y cayuajy rpaHH4HOT OpAHHATA (.
B<a

U3 nedunuimje BUIMMO 14 j€ 3a CBAKU TPAHUYHK OPIUHAI o KapIUHAI ., YIPABO
jaKo TpaHUYHH.

Kapaunan
¢=73; = |P(w)]
30BEMO B KOHMUHYM.
KonTuHy™M Xunoresa
:1 = Nl.
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FeHepaJmcaHa KOHTUHYM XHIIOTE3a

Hwus aneda je nam cranapany HU3 OECKOHAUHUX KapIMHAJA I7I€ je CBaKH WiIaH Kapu-
HAaJI CIIEJOCHUK TIPETXOIHOT.

IpBu unaH Hu3a GeTH je 3ampaBo 280, MTO je ynpaBo KapaHMHATHOCT CKyNa PEaTHHX
Opojena.

KoHTHHYM XUMOTE3a HaJaXe J1a je KapJAnHAI CKyIa peaaHux OpojeBa 3ampaBo Kapiau-
HaJl cie0eHUK CKyTa MPUPOJHUX OpojeBa, Tj. 1a HeMa OECKOHAuHOT CKyTa KapIuHaI-
HoctH u3mel)y oBe JBe.

leHepanucana KOHTHHYM XHIIOTE3a MPOLINPY]je OBO, KaXKe /1a C€ CBAKH KapJHHAI CIIe/I-
GeHuK 106Mja TaKo MTO Y3MEMO CTENeH JBOjHKE MPETXOMHOT, Ny 1 = 2%, u 1a u3-
Mmel)y Hema apyrux xKapauHasia.

40



Jluteparypa

[1] Anekcannap Ileposuh, Anekcannap Josanosuh, boban Bennukosuh, Teopuja Cky-
nosa, Maremarnuku akynrert, beorpan, 2010.

[2] Kapen Xp6auek, Tomac Jex, Introduction to Set Theory, Marcel Dekker Inc., 1999.

[3] Bummjam A. P. Bajc, An Introduction to Set Theory, Yausep3uret y Toponty, 2008.

41



