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1 Uvod

Iako su deterministiqki algoritmi uglavnom dovoǉno efikasni, pos-
toje odre�eni problemi koji su prespori ili qija implementacija mem-
orijski, ili iz nekih drugih razloga, nije zadovoǉavaju�a. Takve prob-
leme mo�emo rexiti upotrebom randomizacije. Randomizacijom mo�emo
posti�i da se vreme izvrxavaǌa programa drastiqno smaǌi, ili da pro-
gram troxi maǌe memorije.

Probabilistiqki ili randomizirani algoritam je algoritam koji
u svojoj logici koristi odre�eni stepen sluqajnosti. Takav algoritam
obiqno koristi uniformno raspore�ene nasumiqne brojeve. U praksi to
se posti�e korix�eǌem pseudonasumiqnog generatora brojeva. Takva
implementacija mo�e odstupati od teorijskog oqekivanog ponaxaǌa,
ali to je u ve�ini nama korisnih sluqajeva zanemarǉivo.

Kako su problemi koje rexavamo raqunarima sve slo�eniji, u pro-
tekle dve decenije su probabilistiqki algoritmi do�iveli veliku ekspanz-
iju. Ovi algoritmi imaju veliku primenu u mnogo industrija jer ubrzavaju
klasiqne, deterministiqke algoritme sa verovatno�om taqnosti koja
je nama prihvatǉiva. Ponekad korix�eǌe probabilistiqkih algori-
tama ne dovodi do poboǉxaǌa u efikasnosti rada programa u pore�enu
sa deterministiqkim, ali su ovakva rexeǌa uglavnom jednostavnija za
razumevaǌe i implementaciju pa je vredno rexavati probleme na taj
naqin.

Probabilistiqke algoritme mo�emo podeliti u tri kategorije. Monte
Karlo algoritmi su algoritmi koji taqan rezultat daju sa odre�enom
verovatno�om, ali su uvek brzi. Las Vegas algoritmi su algoritmi
koji su brzi sa odre�enom verovatno�om ali uvek daju taqan rezultat.
Atlantik Siti algoritmi su na neki naqin kombinacija prethodna dva,
oni i taqnost i slo�enost algoritma daju sa odre�enim verovatno�ama.
U ovom radu, akcenat �emo staviti na najrasprostraǌenije algoritme,
konkretno Monte Karlo i Las Vegas algoritme, u zadacima sa pro-
gramerskih takmiqeǌa.
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2 1. Uvod



2 Elementi teorije verovatno�e

Ako je skup Ω = {ω1, ω2, ..., ωn} konaqan prostor elementarnih doga�aja
nekog eksperimenta, onda se svaki podskup A skupa Ω zove sluqajan do-
ga�aj ili kratko doga�aj. Za ishod ω, tj. elementarni doga�aj ω, za koji
va�i ω ∈ A ⊂ Ω, ka�emo da je povoǉan ishod za doga�aj A.
Ω jox zovemo i siguran doga�aj, skup ishoda. Ø je nemogu� doga�aj.
Doga�aj A = Ω \A je doga�aj komplementaran doga�aju A. A ∪B je unija
doga�aja A i B, dok je A ∩ B, ili skra�eno AB, presek doga�aja A i B.
Doga�aji A i B su disjunktni, ako va�i AB = Ø.

Verovatno�u nekog doga�aja A obele�avamo sa P (A) i va�i:

- P (A) ≥ 0

- P (Ω) = 1

- P (A) = 1− P (A)

- P (Ø) = 0

- Za svaki niz (konaqan ili prebrojiv) doga�aja koji su me�usobno dis-
junktni u parovima va�i: P (

⋃
i

Ai) =
∑
i

P (Ai)

Neke osobine verovatno�e su:

- P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB)

- P (AB) = P (A)P (B), ako su doga�aji A i B nezavisni.

- P (A) < P (B), ako je A ⊆ B.

- P (
⋃
i

Ai) ≤
∑
i

P (Ai), ako je A1, A2, ...Ak konaqan ili prebrojiv niz do-

ga�aja.
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4 2. Elementi teorije verovatno�e

Preslikavaǌe X : Ω → R zadato sa X(ω) = 1, za ω ∈ A i X(ω) = 0, za
ω ∈ A je sluqajna promenǉiva, indikator sluqajnog doga�aja A.

IA :
(

0
P (A)

1
P (A)

)
Ako je X diskretna sluqajna veliqina sa konaqnim skupom vrednosti,
qija je raspodela data sa:

X : (x1
p1

x2
p2 · · · xm

pm)

onda se matematiqko oqekivaǌe sluqajne veliqine X definixe sa:

E(X) =
m∑
i=1

xipi

Ako su X i Y sluqajne veliqine definisane na istom prostoru verovatno�a
i imaju konaqna matematiqka oqekivaǌa, a a i b su realni brojevi, onda
va�i:

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y )

Ova osobina naziva se linearnost oqekivane vrednosti.
Mo�emo primetiti da je oqekivana vrednost indikatora doga�aja A jed-
naka P (A).

Uslovna verovatno�a doga�aja A u odnosu na doga�aj B definixe
se kao verovatno�a da je ispuǌen doga�aj A ako je ispuǌen doga�aj B.
Zapisuje se kao P (A|B).

P (A|B) =
P (AB)

P (B)

Pri raqunu sa uslovnom verovantno�om qesto se koristi Bajesova for-
mula. Za konaqno mnogo disjunktnih doga�aja Ai, A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An = Ω:

P (Ai|B) =
P (B|Ai)P (Ai)

n∑
j=1

P (B|Aj)P (Aj)

=
P (B|Ai)P (Ai)

P (B)

Bajesova formula za dva sluqaja A i B svodi se na:

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)



3 Brzo sortiraǌe i brzo selek-
tovaǌe

U ovom poglavǉu �emo se baviti najkorisnijim probabilistiqkim algo-
ritmima u takmiqarskom programiraǌu, brzim sortiraǌem (eng. quicksort)
i brzim selektovaǌem (eng. quickselect). Brzo sortiraǌe slu�i za sor-
tiraǌe elemenata niza u neki poredak, dok brzo selektovaǌe odgovara
na pitaǌe koji element bi se nalazio na k-toj poziciji u sortiranom
nizu? Iz tog razloga ovi algoritmi su usko povezani i zasnivaju se na
istim principima.

3.1 Brzo sortiraǌe
Razmotrimo ideju sortiraǌa skupa S u nekom redosledu. Postoje razni
deterministiqki algoritmi koji rexavaju ovaj problem. Najjednos-
tavniji takav algoritam zove se Babl sort, koji radi u slo�enosti
O(N2). Neki od naprednijih algoritama koji posti�u vremensku slo�enost
O(NlogN) su Sortiraǌe spajaǌem i Hip sort. Postoje pojedini al-
goritmi koji posti�u vremensku slo�enost O(N) sa nezanemarǉivim
konstantnim faktorom, ali su ǌihove primene uglavnom ograniqene na
izuzetno specijalne sluqajeve.
Algoritam brzog sortiraǌa predlo�io je Britanski nauqnik Toni Hor
1959. godine. ǋegov algoritam posti�e proseqnu vremensku slo�enost
O(NlogN), kao i gore navedeni algoritmi, ali se u praktiqnoj primeni
pokazao kao najbr�i, pogotovo na velikim skupovima podataka. To je
algoritam tipa podeli pa vladaj i ne zahteva dodatnu memoriju, tj. sve
radi u mestu.
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6 3. Brzo sortiraǌe i brzo selektovaǌe

3.1.1 Opis rada algoritma

Radi lakxeg razumevaǌa i dokaza slo�enosti algoritma, pretpostavimo
da ne postoje dve iste vrednosti elemenata u nizu.
Neka je element na poziciji i u nekom nizu oznaqen sa ai. Ukoliko bi
svi elementi sa ǌegove leve strane bili maǌi od ǌega, a svi elementi
sa desne strane ve�i, onda bi se ovaj element nalazio na onoj poziciji
na kojoj bi bio i u sortiranom nizu. Taj element �emo u daǉem tekstu
zvati pivot.
Da bismo sortirali niz koristi�emo datu ideju na slede�i naqin.
Sluqajno biramo pivot element. Poredimo ga sa ostalim elementima i
odre�ujemo koja bi bila ǌegova pozicija u sortiranom nizu. Ostale el-
emente postavǉamo na pozicije levo, odnosno desno u odnosu na poziciju
pivot elementa u zavisnosti od pore�eǌa vrednosti pivot elemenata sa
vrednostima ostalih elemenata. Time smo postigli odgovaraju�u pozi-
ciju pivot elementa. Ponavǉamo isti postupak za podniz levo i desno
od pivota, za svaki podniz du�ine ve�e od 1.

3.1.2 Biraǌe pivota i particija

Ukoliko je du�ina niza maǌa od 2, niz je sortiran, pa se vra�amo iz
poziva particije.
Neka je niz du�ine N indeksiran od 0. Pivot element se bira na-
sumiqno, uniformno, koriste�i pseudonasumiqan generator brojeva. Raz-
meǌuju se vrednosti pivota i posledǌeg elementa niza. Brojaq b se
postavǉa na vrednost 0 i ponavǉa se slede�i proces za svako i od 0 do
N − 2.
Ukoliko va�i ai < aN−1, razmeǌuju se vrednosti ab i ai i pove�ava se
vrednost brojaqa b za 1.
Nakon toga, razmeǌuju se vrednosti ab i aN−2. Time je zavrxen proces
biraǌa pivota i particije. Pivot se nalazi posle svih elemenata sa
maǌom ili jednakom vrednox�u, a pre svih elemenata sa ve�om vrednox
�u. Time se posti�e da je pivot na svojoj poziciji u sortiranom nizu.

3.1.3 Podeli pa vladaj

Nakon particije niza, rekurzivno pozivamo isti algoritam biraǌa piv-
ota i particije za podniz koji qine elementi levo od pivota i za podniz
koji qine elementi desno od pivota.



3.1. Brzo sortiraǌe 7

3.1.4 Analiza vremenske slo�enosti
Algoritam particije niza du�ine N ima slo�enost O(N), jer se svaki
element niza poredi i razmeǌuje najvixe jednom.
Oznaqimo sa T (N) vremensku slo�enost algoritma brzog sortiraǌa niza
du�ine N .

Kada je element koji je izabran kao pivot na prvoj ili posledǌoj pozi-
ciji u nizu, mo�e se pokazati da rekurentna jednaqina slo�enosti ima
ovakvu formu:

T (N) = T (N − 1) +O(N)

iz toga dobijamo:
T (N) = O(N2)

Kada je element koji je izabran kao pivot medijana u nizu, mo�e se
pokazati da rekurentna jednaqina slo�enosti ima slede�u formu:

T (N) = 2T

(
N − 1

2

)
+O(N)

iz toga dobijamo:
T (N) = O(NlogN)

Proseqan sluqaj analiziramo na slede�i naqin:

Teorema 1. Oqekivani broj pore�eǌa elemenata u randomiziranom brzom
sortiraǌu je najvixe 2NlnN .

Dokaz. Veliqinu koja nas zanima (ukupan broj pore�eǌa), predstavi�emo
kao sumu jednostavnijih, sluqajnih veliqina i onda ǌih pojedinaqno
analizirati.
Veliqina Xij uzima vrednost 1 ukoliko algoritam poredi i-ti i j-ti
najmaǌi element, u suprotnom uzima vrednost 0. Neka je X ukupan broj
pore�eǌa. Kako nikad ne poredimo neki par indeksa vixe od jedanput
imamo:

X =
N−1∑
i=0

N−1∑
j=i+1

Xij

E[X] = E[
N−1∑
i=0

N−1∑
j=i+1

Xij]
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zbog linearnosti oqekivane vrednosti:

E[X] =
N−1∑
i=0

N−1∑
j=i+1

E[Xij]

Razmotrimo Xij kada je i < j. Zamislimo da je niz ve� sortiran. Neka
je ai i-ti najmaǌi element u nizu i aj j-ti najmaǌi element u nizu. Ako
je indeks pivota p i i < p < j, ai i aj se ne�e porediti. Ako je p < i ili
p > j, ai i aj �e biti u istom nizu u slede�em algoritmu particije, pa
ponovo biramo pivot. Ako je p = i ili p = j, ti elementi se porede.
Mo�emo zamisliti ovaj proces kao igru pikada. Bacamo strelicu uni-
formno, nasumiqno u niz. Ako pogodimo levo od i ili desno od j bacamo
ponovo. Ako pogodimo indekse i ili j, Xij postaje 1 i igra se zavrxava.
Ako pogodimo izme�u ta dva elementa, Xij postaje 0 i igra se zavrxava.
U svakom koraku verovatno�a da je Xij = 1 jednaka je 2

j−i+1
.

Drugim reqima, element sa indeksom i poredi�e se sa elementom na i+1
sa verovatno�om 1, sa elementom na i+ 2 sa verovatno�om 2

3
, sa elemen-

tom na i+ 3 sa verovatno�om 2
4
...

Na osnovu prethodnog zakǉuqka mo�emo izvesti izraz za oqekivanu vred-
nost:

E[X] =
N−1∑
i=0

2(
1

2
+

1

3
+

1

4
+ ...+

1

N − i
)

Veliqina 1 + 1
2
+ 1

3
+ 1

4
+ ...+ 1

N
, oznaqena sa HN , jeste N-ti harmonijski

broj i nalazi se u intervalu [lnN, lnN + 1]. Iz toga sledi:

E[X] < 2N(HN − 1) ≤ 2NlnN

Kako je ukupan broj pore�eǌa direktno proporcionalan vremenu izvr-
xavaǌa algoritma, dobija se proseqna vremenska slo�enost brzog sor-
tiraǌa O(NlogN)

3.2 Brzo selektovaǌe

Razmotrimo ideju nala�eǌa k-tog najmaǌeg elementa u nizu du�ine N .
Oqigledno rexeǌe bilo bi da za svaki element pro�emo kroz niz i bro-
jimo koliko elemenata ima maǌu vrednost od ǌega xto se mo�e posti�i
u vremenskoj slo�enosti O(N2). Boǉe rexeǌe bilo bi da sortiramo niz
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nekim brzim algoritmom, npr. brzim sortiraǌem i onda samo izdvojimo
k-ti element. Ovaj pristup zahteva sortiraǌe koje radi u slo�enosti
O(NlogN).
Algoritam brzog selektovaǌa posti�e proseqnu slo�enost O(N), dok u
najgorem sluqaju radi u O(N2).

3.2.1 Opis rada algoritma
Kao i kod brzog sortiraǌa, radi lakxeg razumevaǌa i analize pret-
postavimo da nema istih vrednosti elemenata u nizu.
Koristimo istu ideju o pivotu kao i kod brzog sortiraǌa. Da bismo
naxli k-ti najmaǌi element koristimo tu ideju na slede� naqin. Sluqa-
jno biramo pivot element. ǋega poredimo sa ostalim elementima i
odre�ujemo poziciju na kojoj bi bio u sortiranom nizu. Sve elemente
koji imaju maǌu vrednost od pivota premextamo levo, a sve elemente
koji imaǌu ve�u vrednost od pivota premextamo desno od pivota. Time
smo postigli da se pivot nalazi na pravom mestu u sortiranom nizu.
Ako se pivot posle algoritma particije nalazi na poziciji k, to je k-ti
najmaǌi element. Vra�a se vrednost pivota i zavrxava se rad algo-
ritma.
Ako se pivot nalazi na poziciji i > k, k-ti najmaǌi element se sigurno
nalazi levo od pivota, pa se ponavǉa algoritam za sve elemente levo od
pivota.
Ako se pivot nalazi na poziciji i < k, k-ti najmaǌi element se sig-
urno nalazi desno od pivota, pa se ponavǉa algoritam za sve elemente
desno od pivota, sa izmenom da �e vrednost k u slede�em izvrxavaǌu al-
goritma particije umaǌiti za broj elemata maǌih ili jednakih pivotu.

Biraǌe pivota i particionisaǌe identiqno je kao i kod algoritma br-
zog sortiraǌa, sa izmenom rekurzivnog pozivaǌa algoritma kao xto je
prethodno naglaxeno.

Algoritam se izvrxava u mestu, pa ne zahteva dodatnu memoriju. Uko-
liko nam je bitno da ne izmenimo poredak elemenata u nizu, potrebno je
da napravimo novi niz i da na ǌemu izvrxavamo algoritam, xto zahteva
dodatnu linearnu potroxǌu memorije.

3.2.2 Analiza vremenske slo�enosti
Najboǉi sluqaj se dexava kada je pivot element u prvoj particiji bax
k-ti najmaǌi element. Tada se algoritam particije izvrxava jedanput
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pa je slo�enost O(N).

Kao i kod algoritma brzog sortiraǌa, najgori sluqaj dexava se kada
je element koji je izabran kao pivot najmaǌi ili najve�i element u nizu.
Mo�e se pokazati da rekurentna jednaqina slo�enosti ima slede�u
formu:

T (N) = T (N − 1) +O(N)

iz qega dobijamo:
T (N) = O(N2)

Za proseqnu slo�enost, kao kod algoritma brzog sortiraǌa, va�i rekurentna
relacija:

T (N) = T

(
N − 1

2

)
+O(N)

T (N) = O(N)



4 Fingerprinting i Freivaldsova
tehnika

U raqunarstvu, fingerprinting (eng. fingerprinting) ili tehnika digi-
talnih otisaka, je tehnika kojom se elementi nekog velikog skupa mapi-
raju u skup dosta maǌe kardinalnosti. Ovakve tehnike koriste se kada
je prenos podataka skup ili kada je po�eǉno izbe�i pore�eǌe velikih
podataka. Neka od standardnih primena je u sluqaju kada internet pre-
tra�ivaq ili proksi server proverava da li je neki fajl izmeǌen tako
xto �e samo porediti fingerprint fajla sa prethodno saquvanom kopi-
jom fingerprinta. Fingerprinting funkcije se mogu posmatrati kao
hex funkcije visokih performansi koje se koriste za identifikaciju
blokova podataka u situaciji kada kriptografske hex funkcije nisu
neophodne.
U ovom poglavǉu radi�emo na nenaznaqenom poǉu F. Deo razloga za-
xto poǉe nije naznaznaqeno je jer tehnike koje slede uglavnom zahtevaju
uniformno biraǌe iz nekog konaqnog podskupa poǉa F. Iz toga razloga,
nije bitno da li je to poǉe konaqno ili ne. Radi lakxeg razumevaǌa
po�eǉno je posmatrati poǉe F kao Q, poǉe racionalnih brojeva ili u
sluqaju kada je naglaxeno da je F konaqno mo�emo ga posmatrati kao Zp,
poǉe celih brojeva po modulu nekog prostog broja p [1].

4.1 Freivaldsov algoritam

Freivaldsov algoritam je probabilistiqki, randomizirani algoritam
koji se koristi za verifikaciju mno�eǌa matrica.
Date su tri matrice dimenzija N×N . Potrebno je proveriti da li va�i
AB = C. Naivnim deterministiqkim algoritmom dolazimo do rexeǌa u
vremenskoj slo�enosti O(N3), jednostavnom proverom u slo�enosti O(N)
za svako od N2 poǉa matrice C .
Najbr�i deterministiqki algoritam za rexavaǌe ovog problema otkriven

11
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je 2022. godine i radi u vremenskoj slo�enosti O(N2.37188) [4]. Ovaj
pristup je izuzetno komplikovan, pa takav algoritam nije mogu�e imple-
mentirati u ograniqenom vremenskom intervalu kao xto je takmiqeǌe
iz programiraǌa.
Freivaldsov algoritam koristi qiǌenicu da nije potrebno izraqunati
vrednost AB, ve� samo proveriti AB = C i rexava ovaj problem u
slo�enosti O(N2) uz verovatno�u taqnosti P ≥ 1/2.

4.1.1 Opis rada algoritma

Algoritam bira vektor r ∈ {0, 1}N . Svaki od elemenata vektora r se
bira nezavisno i uniformno iz skupa 0, 1, gde su 0 i 1 aditivni odnosno
multiplikativni neutral poǉa F, respektivno. Raqunaju se x = Br,
y = Ax = ABr i z = Cr koji se mogu dobiti u slo�enosti O(N2). Ukoliko
je y = z, algoritam �e vratiti da je AB = C. U suprotnom algoritam �e
vratiti da AB ̸= C. Algoritam se ponavǉa proizvoǉan broj puta nezav-
isnim generisaǌem vektora r pri svakoj iteraciji kako bi se poboǉxala
taqnost.

Slika 1: C ++ kod Freivaldsovog algoritma

4.1.2 Analiza taqnosti
Jednostavno je zakǉuqiti da AB = C ⇒ y = z. Potrebno je dokazati da
u sluqaju AB ̸= C, P (y ̸= z) ≥ 1

2
.

Lema. Odabir vektora r = (r0, r1, ..., rN−1) uniformno sluqajno je ekviva-
lentno odabiru svakog ri nezavisno i uniformno iz {0, 1}.



4.1. Freivaldsov algoritam 13

Dokaz. Ako je svaki od ri izabran nezavisno i uniformno, tada je svaki
od 2N mogu�ih vektora izabran sa verovatno�om 2−N .

Teorema 2. Neka su A, B i C matrice dimenzija N ×N nad poǉem F. Tada
za uniformno izabran vektor r iz {0, 1}N va�i P (ABr = Cr) ≤ 1

2
.

Dokaz. Neka je D = AB − C ̸= 0. Tada ABr = Cr implicira Dr = 0. Kako
D nenula matrica, mora imati nenula element. Bez umaǌeǌa opxtosti,
neka je taj element D00.[8] Da bi Dr bilo jednako 0 mora da va�i:

N−1∑
j=0

D0jrj = 0

ili ekvivalentno:

r0 = −
∑N−1

j=1 D0jrj = 0

D00

Ovde mo�emo primeniti princip odlo�enih odluka [1]. Umesto da
razmatramo vektor r, zamislimo da biramo ǌegove koordinate, ri, neza-
visno i uniformno poqevxi od koordinate rN−1 do koordinate r0, redom.
Po lemi, to je ekvivalentno kao i odabir vektora uniformno sluqa-
jno. Potrebno je posmatrati trenutak direktno pre odabira r0. U ovom
trenutku, desna strana gorǌe jednaqine je odre�ena i postoji najvixe
jedna vrednost za r0 tako da jednakost bude taqna. Kako postoje 2 izbora
za vrednost r0, jednakost �e biti taqna sa verovatno�om koja je maǌa
ili jednaka od 1

2
.

Ponavǉaǌem Freivaldsovog algoritma k puta nezavisnim generisan-
jem vektora r pri svakoj iteraciji verovatno�a grexke je maǌa ili jed-
naka od 2−k.

Za izvrxavaǌe algoritma potrebno je izdvojiti dodatnih O(N) mem-
orije za svaki od x, y i z.

4.1.3 Analiza vremenske slo�enosti

Raqunaǌe matrica x, y i z se izvrxava u O(N2). Pore�eǌe y i z je
tako�e O(N2). Iz toga sledi ukupna slo�enost celog algoritma O(N2).
Ukoliko se algoritam ponavǉa k puta vremenska slo�enost je O(kN2).



14 4. Fingerprinting i Freivaldsova tehnika

Freivaldsovu tehniku mo�emo primeniti za verifikaciju bilo kog ma-
triqnog identiteta X = Y . Naravno, ako su X i Y eksplicitno dati, jed-
nostavnim pore�eǌim ǌihovih elemenata posti�emo slo�enost O(N2).
U nekim sluqajevima kao xto je mno�eǌe matrica, raqunaǌe matrice X
je nepraktiqno ili qak nemogu�e, ali je raqunaǌe Xr jednostavno.

4.2 Verifikacija polinomskih identiteta

Freivaldsova tehnika mo�e se koristiti za razne vrste provera iden-
titeta, kao xto je na primer, provera identiteta polinoma. Provera
identiteta polinoma je generalizacija mnoxtva sluqajeva, kao xto su,
na primer, provera jednakosti celih brojeva, ili uopxteno, provera
jednakosti stringova nad nekim fiksnim alfabetom. To posti�emo tako
xto k-ti karakter u stringu posmatramo kao koeficijent k-tog stepena
simboliqne promenǉive x. Ka�emo da su polinomi P (x) i Q(x) jednaki
ako imaju iste koeficijente ispred odgovaraju�ih stepena x-a.

Razmotrimo problem verifikacije proizvoda polinoma. Dati su poli-
nomi P1(x), P2(x), P3(x) ∈ F[x]. Potrebno je proveriti da li va�i P1(x)P2(x) =
P3(x). Pretpostavimo da su polinomi P1(x) i P2(x) stepena najvixe n.
Prema tome, P3(x) je stepena najvixe 2n.
Proizvod P1(x)·P2(x) najbr�om deterministiqkom metodom mo�emo izraqu-
nati pomo�u brzih Furijeovih transformacija u slo�enosti O(nlogn),
dok raqunaǌe vrednosti polinoma u fiksnoj taqki zahteva O(n).

4.2.1 Opis rada algoritma
Ideja za probabilistiqki algoritam sliqna je ideji za verifikaciju
proizvoda matrica. Neka je S ⊆ F skup kardinalnosti ≥ 2n+ 1. Bira se
r ∈ S uniformno sluqajno. Raqunaju se P1(r), P2(r) i P3(r) u slo�enosti
O(n). Algoritam vra�a da je polinomski identitet P1(x)P2(x) = P3(x)
taqan ukoliko va�i P1(r)P2(r) = P3(r), u suprotnom vra�a da nije taqan.

4.2.2 Analiza taqnosti algoritma
Definixemo polinom Q(x) = P1(x)tP2(x) − P3(x) stepena 2n. Ka�emo da
je polinom P identiqki jednak nuli, P ≡ 0, ukoliko su svi ǌegovi ko-
eficijenti jednaki nuli. Polinom Q(x) ≡ 0 akko je proizvod polinoma
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taqan. Algoritam �e vratiti netaqan rezultat samo u sluqaju kada je
Q(r) = 0, a proizvod polinoma nije taqan za svako x. Pokaza�emo da je
u sluqaju kada je Q(x) ̸≡ 0, verovatno�a p(Q(r) = P1(r)P2(r) − P3(r) ̸= 0)
ograniqena odozdo.
Poxto polinom stepena n mo�e imati najvixe n razliqitih nula, uko-
liko Q(x) ̸≡ 0, postoji najvixe 2n razliqitih vrednosti r takvih da
je Q(r) = 0. Zbog toga je verovatno�a grexke ograniqena sa 2n

|S| . Ova
verovatno�a se mo�e smaǌiti izborom dovoǉno velikog skupa S. Tako�e,
mogu�e je smaǌiti verovatno�u nezavisnim ponavǉaǌem ovog algoritma

k puta, qime se posti�e verovatno�a grexke
(

2n
|S|

)k

.

Ukoliko su polinomi P1(x), P2(x) i P3(x) dati eksplicitno, potrebno
je izdvojiti samo O(1) memorije za vrednosti P1(r), P2(r), P3(r) i P1(r) ·
P2(r) = P3(r).

4.2.3 Analiza vremenske slo�enosti
Vremenska slo�enost za svaku od evaluacija vrednosti polinoma P1(r),
P2(r) i P3(r) je O(n), pa je slo�enost celog algoritma O(n).
Ukoliko se algoritam ponavǉa k puta vremenska slo�enost je O(kN).

Ovakav proces verifikacije polinomskih identiteta nije ograniqen
samo na proveru proizvoda polinoma, ve� se mo�e primeniti na proveru
bilo kog identiteta P1(x) = P2(x), transformisacijom Q(x) = P1(x) −
P2(x) ≡ 0.
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5 Fixer-Jejc algoritam za na-
sumiqnu permutaciju

Razmotrimo problem generisaǌa nasumiqne permutacije prvih N prirod-
nih brojeva.
Naivna metoda rexavaǌa ovog problema je da svaki element razmenimo
sa elemntom niza koji je nasumiqno izabran. Razliqite permutacije
dobijene ovim algoritmom ima�e razliqite verovatno�e da budu gener-
isane. Za svako N > 2, broj razliqitih permutacija N ! ne deli uku-
pan broj nasumiqnih nizova generisanih algoritmom NN . Konkretno, po
Bertranovom postulatu, postoji barem jedan prost broj izme�u N/2 i N
koji deli N ! a ne deli NN . Iz tog razloga, ovakva metoda pristrasno
generixe permutacije.
Fixer i Jejc su predlo�ili algoritam za generisaǌe sluqajnih per-
mutacija sekvenci konaqne du�ine koji rexava ovaj problem [2]. Al-
goritam proizvodi nepristrasne permutacije tj. svaka permutacija je
jednako verovatna. Savremena verzija algoritma je efikasna, vreme
potrebno za izvrxavaǌe programa proporcionalno je du�ini sekvence i
razmeǌuje elemente u mestu.
Algoritam je tako�e poznat kao Knut-xafl, po Donaldu Knutu. Vari-
janta Fixer-Jejc algoritma, poznata kao Satolov algoritam, koristi
se za generisaǌe cikliqnih permutacija du�ine N , umesto nasumiqnih
permutacija.

5.1 Originalna metoda

Ova metoda predlo�ena je 1938. godine u kǌizi Statistiqke metode za
bioloxka, agrokulturna i medicinska istra�ivaǌa. ǋihova metoda se
izvodila pomo�u papira i olovke.
Koraci originalne metode za generisaǌe nasumiqne permutacije prvih

17
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N prirodnih brojeva:

1. Napisati brojeve od 1 do N u listu s1.

2. Izabrati sluqajan broj k izme�u 1 i broja elemenata u listi s1.

3. Brojaǌem sa leve strane, u listu s2 upisati k-ti element iz liste
s1, zatim izbrisati k-ti element iz s1.

4. Ponavǉati od 2. koraka dok lista s1 ne postane prazna.

5. Lista s2 je rezultantna permutacija.

5.1.1 Analiza vremenske slo�enosti
U svakoj od iteracija potrebno je prona�i k-ti element, i ǌega izbrisati
iz liste s1. To zahteva O(|s1|) vremenske slo�enosti.
Kako se izvrxava N iteracija, ukupna vremenska slo�enost je O(N2).
Ova metoda tako�e zahteva dodatnih O(N) memorije zbog liste s2.

5.2 Moderni algoritam

Kako naivna implementacija originalne metode radi u vremenskoj slo�enosti
O(N2), bilo je potrebno prilagoditi je modernim raqunarima u to vreme.
Modernu verziju koju danas koristimo prelo�io je Riqard Durstenfeld
1964. godine a Donald Knut uqinio popularnom [3].
Moderna verzija razlikuje se od originalne metode jer razmeǌuje ele-
mente u mestu, umesto da ih brixe i stavǉa u drugu listu, konkretno:

1. Napisati brojeve od 1 do N u niz a, koji je indeksiran od 0.

2. Postaviti brojaq i na N − 1.

3. Izabrati sluqajan broj j izme�u 0 i i.

4. Razmeniti vrednosti ai i aj.

5. Smaǌiti vrednost i za 1.

6. Ponavǉati od 3. koraka ukoliko je brojaq i > 0.
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5.2.1 Analiza vremenske slo�enosti
Za izvrxavaǌe svakog od navedenih koraka potrebno je O(1) vremena.
Algoritam �e iterirati N puta pa je ukupna vremenska slo�enost O(N).
Poxto se sve izvrxava u mestu, algoritam ne zahteva dodatnu memoriju.

5.3 Analiza taqnosti

Razmotrimo verovatno�u da broj k bude izvuqen u nekom koraku. Verovatno�a
da broj k bude prvi izvuqen jednaka je 1

N
. Da bi broj k bio izvuqen

drugi, neophodno je da neki drugi broj bude izvuqen prvi i da u slede�em
koraku bude izvuqen broj k, pa je verovatno�a da k bude izvuqen drugi
jednaka N−1

N
1

N−1
= 1

N
. Ovaj pristup raqunaǌa verovatno�e se mo�e uop-

xtiti za svako i ∈ [1, N ] slede�om formulom:

Pi = (
i−1∏
j=1

n− j

n− j + 1
)

1

n− i+ 1

nakon unakrsnog skra�ivaǌa qlanova ovog proizvoda, dobijamo:

Pi =
1

n

Kako su svi Pi = 1
N
, i ne zavise od broja k, rezultati algoritma su

nepristrasni, tj. svaka permutacija je jednako verovatna.
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6 Trip

Trip (eng. treap) je randomizirano samobalansiraju�e binarno stablo
pretrage. Ime je dobijeno spajaǌem engleskih reqi tri (eng. tree) i hip
(eng. heap). Struktura u svakom qvoru quva ure�eni par (kǉuq, prior-
itet). Inorder obilaskom stabla dobija se niz sortiran po kǉuqevima
(binarno stablo pretrage). Tako�e, za svaki qvor va�i da je prioritet
ve�i od prioriteta ǌegove dece (hip). Zbog jednostavnije analize pret-
postavimo da su kǉuqevi i prioriteti jedinstveni.

Slika 2: Vizuelna reprezentacija tripa gde su kǉuqevi predstavl-
jeni gorǌim brojem u qvoru, a prioriteti doǌim.

Teorema 3. Neka je S = {(k1, p1), (k2, p2), ..., (kn, pn)} bilo koji skup takav da
su kǉuqevi k i prioriteti p jedinstveni. Tada je trip T (S) jedinstveno
odre�en.

Dokaz. Teoremu dokazujemo konstruktivno. Teorema oqigledno va�i za
n < 2. Za n ≥ 2 bez umaǌeǌa opxtosti pretpostavimo da p1 ima na-
jve�u vrednost prioriteta. Tada zbog osobine hipa element (k1, p1) mora
biti koren tripa T (S). Svi elementi skupa S sa kǉuqem maǌim od k1

21
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se nalaze u levom podstablu qvora (k1, p1). Analogno, va�i da se ele-
menti sa kǉuqem veqim od k1 nalaze u desnom podstabu qvora (k1, p1). Na
taj naqin se rekurzivno generixu levi i desni podtrip koji su tako�e
jedinstveno odre�eni.

6.1 Osnovne operacije

6.1.1 Pretraga po kǉuqu
Pretraga po kǉuqu se izvodi kao i pretraga u obiqnom binarnom stablu
pretrage. U ovom sluqaju se prioriteti ignorixu.

6.1.2 Dodavaǌe elementa
Operacija dodavaǌa kǉuqa x se sastoji iz tri koraka. Prvi korak je
biraǌe vrednosti prioriteta y, uniformno nasumiqno, koji �e se upar-
iti sa k u neki qvor i. Drugi korak je dodavaǌe qvora i po vrednosti
kǉuqa kao kod binarnog stabla pretrage. Posle prvog koraka element i
�e se nalaziti na poziciji lista i trip �e ispuǌavati uslove binarnog
stabla pretrage. Tre�i korak slu�i da se ispune uslovi hipa. Sve dok
i nije koren tripa i ima ve�i prioritet od svog roditeǉa j, izvrxava
se rotacija izme�u i i j.
Rotacija je operacija zamene mesta nekog qvora i ǌegovog roditeǉa.
Konkretno, u binarnom stablu pretrage, ako je neki qvor a levo dete
svog roditeǉa b, posle rotacije �e b biti desno dete qvora a. U suprot-
nom smeru, ako je a desno dete svog roditeǉa b, posle rotacije �e b biti
levo dete qvora a. Tako�e, ǌihova podstabla se meǌaju na naqin kao na
slici 3.

Slika 3: Vizuelna reprezentacija rotacije dva qvora u tripu.
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Rotacijom se odr�ava poredak po kǉuqevima, ali meǌa poredak pri-
oriteta rotiranih qvorova. Primetiti da se rotacija izvrxava u kon-
stantnom vremenu jer se manipulixe sa nekoliko pokazivaqa.

6.1.3 Brisaǌe elementa
Ako je qvor koji treba obrisati list tripa, ukloniti ga.
Ako qvor x koji treba obrisati ima taqno jedno dete z , staviti qvor z
na mesto gde je bio qvor x (postaviti z na mesto deteta x-ovog roditeǉa
ili ga postaviti na mesto korena ukoliko x nema roditeǉa) i ukloniti
qvor x.
Ako qvor x koji treba obrisati ima dva deteta, zameniti x sa detetom
koje ima ve�i prioritet.

Jasno je da je vremenska slo�enost svih navedenih operacija propor-
cijalna dubini stabla.

6.2 Napredne operacije

6.2.1 Razdvajaǌe
Data je vrednost kǉuqa x, potrebno je razdvojiti trip na dva tripa,
jedan sa vrednostima kǉuqeva strogo ve�im, i jedan sa vrednostima
kǉuqeva strogo maǌih od x.
U trip se ubacuje element (x,∞). Jasno je da �e taj qvor sigurno biti
koren tripa zbog vrednosti prioriteta. Zbog osobine binarnog sta-
bla pretrage, ǌegovo levo podstablo ima�e kǉuqeve maǌe od x, a ǌe-
govo desno podstablo kǉuqeve ve�e od x. Ta dva podstabla su tra�eni
tripovi.

6.2.2 Spajaǌe
Data su dva tripa T1 i T2 takvi da je najve�a vrednost kǉuqa iz T1 maǌa
od najmaǌe vrednosti kǉuqa iz T2, potrebno je spojiti ih u jedan trip.
Pravi se qvor i koji ima vrednost (x,−∞), x > max(p ∈ T2) ∧ x < min(p ∈
T2), i postavǉa se na mesto korena u novom tripu. Za ǌegovo levo pod-
stablo postavǉa se T1, a T2 za desno. Za ovakav trip va�e osobine
binarnog stabla pretrage ali nisu ispuǌene osobine hipa. Zbog toga
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je potrebno ponavǉati operacije rotacije izme�u i i ǌegovog deteta sa
ve�im prioritetom, sve dok i ne postane list, kada se uklaǌa.

Kao i osnovne operacije, napredne operacije tako�e imaju slo�enost
proporcijalnu dubini stabla. Kombinacijom navedenih operacija mogu
se efikasno implementirati i operacije unije, preseka i razlike.

6.3 Analiza slo�enosti

Teorema 4. Oqekivana vrednost dubine qvora u tripu proporcionalna je
logaritmu broja elemenata tripa.

Dokaz. Zamislimo da su qvorovi sortirani po veliqini kǉuqa. Neka
je i qvor sa i-tim najmaǌim prioritetom. Dubina nekog qvora u stablu
jednaka je broju qvorova koji su ǌegovi direktni preci. Oznaqimo sa di
dubinu qvora i i sa Iji indikator doga�aja da je qvor j direktan predak
qvora i.

di =
n∑

j=1,j ̸=i

Iji

E[di] = E[
n∑

j=1,j ̸=i

Iji ]

zbog linearnosti oqekivane vrednosti imamo:

E[di] =
n∑

j=1,j ̸=i

E[Iji ]

Indikator doga�aja ima oqekivanu vrednost jednaku verovatno�i da se
taj doga�aj ostvari. Iz toga sledi:

E[di] =
n∑

j=1,j ̸=i

pij

Analizirajmo pij. Ako neki element sa kǉuqem k ima ve�i prioritet
i od i i od j, i k je strogo maǌi ili strogo ve�i od kǉuqeva i i j, takav
qvor ne utiqe na odnos direktan predak-naslednik izme�u i i j. Slede�a
tri sluqaja utiqu na taj odnos [7]:
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1. Element i ima najve�i prioritet
U ovom sluqaju j ne mo�e biti predak i jer se bi va�ila osobina hipa.

2. Jedan od elemenata qija je vrednost kǉuqa izme�u vrednosti kǉuqeva i
i j ima najve�i prioritet (ni i ni j nemaju najve�i prioritet). Neka
je taj element k.
U ovom sluqaju j tako�e ne mo�e biti predak qvora i. Pretpostavimo
suprotno, da je j direktni predak qvora i. U tom sluqaju bi j morao da
bude direktni predak qvora k, xto je nemogu�e iz istih razloga kao u
prvom sluqaju, jer bi direktan predak qvora k imao maǌi prioritet od
svog naslednika, xto ne ispuǌava hip osobine.

3. Element j ima najve�i prioritet
U ovom sluqaju �e j biti direktan predak qvora i, jer bi u suprotnom
postojao qvor sa ve�im prioritetom, xto nije uslov sluqaja.

Poxto su vrednosti prioriteta odabrane uniformno sluqajno, verovatno�a
da u podnizu [i, j] (ili [j, i] ako je j < i) qvor j ima najve�i prioritet
jednaka je 1

|j−i|+1
. Kada ovu formulu za verovatno�u ubacimo u formulu

za oqekivanu vrednost dubine dobijamo:

E[di] =
n∑

j=1,j ̸=i

1

|j − i|+ 1

=
i−1∑
j=1

1

i− j + 1
+

n∑
j=i+1

1

j − i+ 1

= Hi − 1 +Hn−i+1 − 1 < 2ln(n)

Kako je oqekivana vrednost dubine stabla E[d] < 2ln(n), zakǉuqujemo
da je slo�enost svih navedenih operacija O(logn).



26 6. Trip



7 Miler-Rabinov test za proste
brojeve

Miler-Rabinov test za proste brojeve je jedan od najrasprostraǌenih
algoritama za ispitivaǌe slo�enosti brojeva, kako zbog brzine, tako i
zbog jednostavnosti implementacije. Otkrio ga je Geri L. Miler 1976.
godine. ǋegova verzija algoritma je deterministiqka, ali je taqnost
algoritma upitna jer se oslaǌa na proxirenu Rimanovu hipotezu, koja
nije dokazana. Majkl O. Rabin je algoritam prilagodio u probabilis-
tiqki algoritam 1980. godine.

7.1 Matematiqki koncepti

Miler-Rabinov test zasniva se na proveri da li neki broj ispuǌava
odre�ena svojstva koja va�e za proste brojeve.

7.1.1 Jaki verovatno prosti brojevi
Neka je dat neki neparan broj n > 2. Tada broj n − 1 mo�emo zapisati
kao 2Sd, gde je S > 0 i d neparan broj. Neka je broj a uzajamno prost sa
n. Taj broj �emo zvati baza. Broj n nazivamo jakim verovatnim prostim
brojem za bazu a ako je taqna neka od slede�ih kongruentnih relacija:

- ad ≡ 1 (mod n)

- a2
rd ≡ −1 (mod n) za neko 0 ≤ r < S

Iz male Fermaove teoreme imamo an−1 − 1 ≡ 0 (mod n), odnosno:

(ad − 1)(ad + 1)(a2d + 1)(a4d + 1) · · · (a2S−1d + 1) ≡ 0 (mod n)

Ideja je da ako je n neparan prost broj, pro�i �e ovaj test jer su 1
i −1 jedini kvadratni koreni jedinice po modulu n.
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Po principu kontrapozicije, ako n nije jak verovatno prost broj za
bazu a, onda sa sigurnox�u znamo da je n slo�en broj. Tada se a zove
svedok. Ako je n slo�en broj, mogu�e je da pro�e ovaj test, tj. da bude
jak verovatno prost broj za bazu a. Takav broj zovemo jak pseudoprost
broj, a broj a zovemo jak la�ni svedok.

7.1.2 Izbor baze
Ni jedan slo�en broj ne mo�e biti jak pseudoprost broj za sve baze.
Me�utim, ne postoji jednostavan naqin da se svedok prona�e. Naivno
rexeǌe bilo bi da se n proveri za svaku bazu, ali ovaj pristup rezul-
tuje sporim deterministiqkim algoritmom. Rexeǌe ponu�eno u Miler-
Rabinovom algoritmu jeste da se baza bira uniformno sluqajno, xto
znaqajno ubrzava postupak provere na uxtrp taqnosti. Taqnost mo�emo
poboǉxati nezavisnim ponavǉaǌem algoritma.

7.2 Algoritam

Slika 4: C ++ kod za Miler-Rabinov algoritam koji se nezavisno
ponavǉa k puta
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7.3 Analiza taqnosti

Grexka pri izvrxavaǌu Miler-Rabinovog testa se dexava kada jak pseu-
doprost broj pro�e test. Mo�e se pokazati da ako je n slo�en broj, pos-
toji najvixe n

4
jakih la�nih svedoka. Zbog toga je verovatno�a grexke

jednaka:

p =
n
4

n
= 4−1

Ako test nezavisno ponavǉamo k puta, verovatno�a grexe jednaka je
4−k.
Oznaqimo sa P doga�aj da je broj koji testiramo prost, i sa MRk doga�aj
da broj koji testiramo prolazi Miler-Rabinov test nezavisno ponovl-
jen k puta. Tada mo�emo izraquati p(¬P |MRk) korix�eǌem Bajesove
formule.

p(¬P |MRk) =
p(¬P ∧MRk)

p(¬P ∧MRk) + p(P ∧MRk)

=
1

1 + p(MRk|P )
p(MRk|¬P )

p(P )
p(¬P )

=
1

1 + 1
p(MRk|¬P )

p(P )
p(¬P )

U posledǌoj jednaqini se koristi qiǌenica da �e prost broj sigurno
pro�i test, pa je p(MRk|P ) = 1.

p(¬P |MRk) < p(MRk|¬P )

(
1

1 + p(P )
− 1

)
< 4−k

(
1

1 + p(P )
− 1

)
Ova formula je korisna kada su nam poznate informacije o raspodeli
prostih brojeva na ulazu. [6]
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8 Qesti tipovi zadataka

U ovom poglavǉu opisani su qesti tipovi zadataka koji se pored prethodno
navedenih algoritama qesto pojavǉuju na takmiqeǌima. Za sve zadatke
podrazumevaju su standardna vremenska i memorijska ograniqeǌa.

8.1 Zadatak 1

(SIO 2021/22 Prvi zadatak) - Interaktivni zadatak -
U skupu od n ǉudi, svako od ǌih ili uvek la�e, ili uvek govori istinu.
Potrebno je otkriti jednog od la�ǉivaca. Mogu�e je postaviti q pi-
taǌa. Svako od pitaǌa postavǉa se nekoj osobi i ta osoba odgovara na
pitaǌe da li u skupu S = {s1, s2, ..., sk} postoji neparno la�ǉivaca. Skup
S mo�e da bude prazan, a mo�e i da sadr�i osobu kojoj se postavǉa pi-
taǌe.

Ograniqeǌa:
n = 1000, q = 30

8.1.1 Analiza rexeǌa

Primetimo da ako pitamo neku osobu, neka je to osoba sa indeksom 1
radi jednostavnosti, da li u praznom skupu ima neparan broj la�ǉi-
vaca, mo�emo da zakǉuqimo da li je ta osoba la�livac ili ne. Ukoliko
je ona la�ǉivac, vra�amo indeks 1. U suprotnom znamo da se la�ǉivac
nalazi na intervalu [2, n]. Koristi�emo odgovore osobe 1 kako bismo
pronaxli la�ǉivca.
Pretpostavimo da znamo koji skup ima neparno la�ǉivaca. Tehnikom
polovǉeǌa tog intervala, binarnom pretragom, mo�emo prona�i skup
kardinalnosti 1 koji ima neparan broj la�ǉivaca, odnosno na�i konkretnog
la�ǉivca. Ta tehnika zahteva najvixe 10 koraka, jer je ⌈log2n⌉ ≤ 10.
Ostaje nam 19 koraka za nala�eǌe tog podskupa koji ima neparno la�ǉi-
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vaca. To mo�emo uradili probabilistiqki. Svaki element ubacu-
jemo u nax podskup sa verovatno�om 1

2
. Samim tim je verovatno�a da

taj podskup ima neparno mnogo la�ǉivaca 1
2
. Ukoliko podskup koji

konstruixemo ima paran broj la�ǉivaca, generixemo novi podskup.
Verovatno�a da �e za to trebati preko 19 pokuxaja je maǌa od 1

219
, xto

je dovoǉno precizno.

Vremenska slo�enost je O(qn), a memorijska O(n).

8.2 Zadatak 2
- Interaktivni zadatak -
Dat je prirodan broj N . Potrebno je pogoditi string s du�ine N koji
se sastoji samo od karaktera A, C, T i G, pomo�u interakcije sa gre-
jderom. Grejderu se postavǉa pitaǌe funkcijom prefix(t), koja vra�a
true ukoliko je t prefiks stringa s, a false u suprotnom. String s je na
poqetu fiksiran, odnosno grejder nije adaptivan.

Ograniqeǌa:
N = 100000
Dozvoǉeni broj pitaǌa Q = 250000

8.2.1 Analiza rexeǌa
Analizirajmo oqekivani broj pitaǌa potrebnih da bismo pogodili prvo
slovo. Fiksirajmo redosled karaktera A, C, T i G nasumiqno, npr.
koriste�i Fixer-Jejc algoritam. Neka je dobijeni redosled g1, g2, g3 i
g4. Sada postavǉamo pitaǌe prefix(g1). Ukoliko je s1 = g1, znamo da je g1
prvo slovo stringa s. U suprotnom ponavǉamo postupak sa g2, pa g3. Ako
je prefix(g1) = prefix(g2) = prefix(g3) = false, nema potrebe da postavǉamo
pitaǌe za g4, jer je to jedina preostala mogu�nost, pa sigurno znamo da
je s1 = g4. Oqekivana vrednost broja pitaǌa je:

E(broj pitanja) = p(s1 = g1) · 1 + p(s1 = g2) · 2 + p(s1 = g3) · 3 + p(s1 = g4) · 3

Kako je redosled g1, g2, g3 i g4 uniformno sluqajna permutacija, imamo:

E(broj pitanja) =
1

4
1 +

1

4
2 +

1

4
3 +

1

4
3 = 2.25

Kada smo pogodili prefiks du�ine k, pk, prethodno navedeni postupak
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ponavǉamo za svako slede�e slovo, redom, tako xto funkciju prefix pozi-
vamo sa parametrom pk + gi, gde je + operacija konkatenacije stringova.

Oqekivani broj postavǉenih pitaǌa jednak je N · 2.25 = 225000 < 250000.

Vremenska i memorijska slo�enost je O(N).

8.3 Zadatak 3

Dat je broj N i niz a od N celih brojeva. Potrebno je odgovoriti na
pitaǌe koliko ima uzastopnih podnizova tako da se svaka vrednost u
podnizu pojavǉuje paran broj puta?

Ograniqeǌa:
N ≤ 105

1 ≤ ai ≤ N

8.3.1 Analiza rexeǌa
Nazovimo ekskluzivnu disjunkciju svih elemenata nekog niza xor vred-
nox�u. Tada svaki podniz koji zadovoǉava uslov zadatka ima xor vred-
nost jednaku nuli, jer je a xor a = 0, a svaka vrednost se pojavǉuje paran
broj puta. To znaqi da ako posmatramo uzastopni podniz al, al+1, ..., ar
qija je xor vrednost jednaka nuli, levi prefiksni xor niz, niza a, oz-
naqimo ga sa A, zadovoǉava Ar = Al−1.
Ako samo izbrojimo koliko intervala (l, r) zadovoǉava Ar = Al−1, mo�e
se desiti la�no pozitivan interval, i samim tim netaqan rezultat, Na
primeru niza 1, 2, 5, 6 mo�emo da vidimo da je xor vrednost tog niza jed-
naka nuli, a ni jedan element se ne pojavǉuje u paru.
Kako bismo to izbegli, napravimo niz b, bi = X1ai, gde je X1 neka sluqa-
jno generisana permutacija prvih N brojeva. Poxto se iste vrednosti
niza a slikaju u istu vrednost u nizu b, uslov za jednak prefiksni xor
za niz b tako�e mora biti zadovoǉen. Neka je prefiksni xor niz, niza
b, oznaqen sa B. Sada na sliqan naqin brojimo intervale (l, r), tako da
va�i (Ar, Br) = (Al−1, Bl−1). Time smo smaǌili verovatno�u da se la�no
pozitivan interval (l, r) dogodi i u A, i u B.
Kako bismo dovoǉno smaǌili verovatno�u grexke, umesto generisaǌa
jednog niza, potrebno je generisati 4, gde se za svaki niz koristi druga,
nasumiqno generisana permutacija Xi. Zadatak na sliqan naqin re-
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xavamo broje�i intervale (l, r), tako da va�i:
(Ar, Br, Cr, Dr, Er) = (Al−1, Bl−1, Cl−1, Dl−1, El−1).
Ovo najbr�e rexavamo koriste�i mapu, koja za svaku ure�enu petorku
(Ai, Bi, Ci, Di, Ei) quva koliko puta se pojavila. Detaǉnije, iteriramo po
desnom kraju intervala r, dodamo na rezultat vrednost iz mape za kǉuq
(Ar, Br, Cr, Dr, Er). Nakon svake iteracije u mapu dodajemo 1 na vrednost
za kǉuq (Ar, Br, Cr, Dr, Er). Pre svih iteracija u mapu je potrebno ubac-
iti vrednost 1, za kǉuq (0, 0, 0, 0, 0).

Vremenska slo�enost je O(NlogN), a memorijska O(N).

8.4 Zadatak 4

Date su celobrojne (x, y) koordinate N taqaka u ravni. Potrebno je
odgovoriti na pitaǌe koliko se maksimalno taqaka nalazi na nekoj
pravoj. Garantuje se da je rexeǌe ve�e od n

4
.

Ograniqeǌa:
N ≤ 105

8.4.1 Analiza rexeǌa
Prava je odre�ena sa dve taqke. Ako uniformno sluqajno izaberemo dve
taqke, verovatno�a da su obe na rezultantnoj pravoj jednaka je 1

4
· 1
4
= 1

16
,

odnosno, verovatno�a da one ne obrazuju rezultantnu pravu jednaka je
15
16
. Za konkretnu pravu p, potrebno je pro�i kroz sve taqke i izbrojati

koliko ǌih se nalazi na ǌoj. Nezavisnim ponavǉaǌem ovog postupka k
puta, verovatno�a da ni jedan nije dao taqnan rezultat jednaka je (15

16
)k.

Ograniqeǌa dozvoǉavaju da k bude oko 500, xto zadovoǉava taqnost.

Vremenska slo�enost je O(kN), a memorijska O(N).



9 Zakǉuqak

U ovom radu predstavili smo neke od najznaqajnih algoritama, struk-
tura podataka i tipova problema koji u svojoj logici koriste sluqajne
veliqine i verovatno�u. Oni su korisni kako u takmiqarskom programi-
raǌu tako i u praktiqnim industrijskim primenama. Neke od najqex�ih
su korix�ene za predvi�aǌe ishoda nekih procesa, statistiqke analize,
razne fiziqke simulacije, procene tr�ixta, maxinsko uqeǌe, a nalaze
primenu i u medicinskoj hemiji za generisaǌe jediǌeǌa, u navigaciji,
teoriji grafova, kriptografiji i mnogim drugim oblastima.
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