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0 Uvod

Glavni ciǉ ovog rada je da uvedemo teoriju koja se koristi za pravǉe-
ǌe i razvoj interaktivnih dokazivaqa teorema, kao i kucaǌe programa.
Interaktivni dokazivaq teorema je program koji mo�e proveriti matem-
atiqki dokaz. Korisnik pixe kod, koji predstavǉa dokaz neke teoreme,
a program proverava da li je rezonovaǌe bilo taqno.

Osnova mnogih modernih dokazivaqa, kao xto su Coq i Lean, je lambda
raqun. Lambda raqun ima svoje terme koji se svi istovremeno mogu
posmatrati i kao funkcije. Prvo uvodimo lambda raqun bez tipova i
dokazujemo ǌegova svojstva, a zatim svakom termu lambda raquna pri-
dru�ujemo tip. Taj tip �e malo ograniqiti kako mo�emo da gradimo
terme, ali to i �elimo. Ispostavǉa se da ako mo�emo na�i term bilo
kog tipa, onda mo�emo dokazati bilo koju teoremu, xto svakako ne �e-
limo. Svojstvo stroge normalizacije terama (da se ni jedan term ne
mo�e beskonaqno redukovati) igra�e kǉuqnu ulogu u dokazu konzistent-
nosti sistema.

Na kraju, ukratko opisujemo implementaciju programa i predstavǉa-
mo nekoliko dokaza koji su kompjuterski provereni.

Tako�e, �eleo bih da se zahvalim svom mentoru i profesoru ge-
ometrije, Zoranu Petri�u, na velikoj pomo�i u otkrivaǌu i razumevaǌu
ove oblasti, kao i u pisaǌu rada.

1



2 0. Uvod



1 Lambda raqun

1.1 Lambda raqun bez tipova

Lambda raqun prvi je uveo Alonzo Qerq. Ideja mu je bila da na neki
naqin opixe izraqunavaǌe nekog programa. Ovde �emo navesti defini-
ciju i neka osnovna svojstva ovog sistema. Zanimǉivo je da �e on biti
Tjuring kompletan, mada se ovom qiǌenicom ne bavimo ovde.

Definicija 1. Skup svih terma, Λ, definisan je induktivno:

1. Prebrojivo beskonaqno promenǉivih: v1, v2, · · · ∈ Λ,

2. Ako je x promenǉiva, a M ∈ Λ, onda je λx.M ∈ Λ,

3. Ako su M,N ∈ Λ, onda je (M N) ∈ Λ.

Drugo pravilo zovemo apstrakcija, a tre�e primena. Apstrakcija
ima ulogu pravǉeǌa funkcije od terma, dok �e primene omogu�avati da
primenimo tu funkciju (kada uvedemo β−redukciju, bi�e jasnije).

Notacija. Definixemo nekoliko pravila kako bi nam bilo lakxe da
zapisujemo terme.

� Kada je term (M N) dobijen primenom, mo�emo skloniti spoǉne
zagrade, pa dobijamo M N .

� Smatramo da primena asocira na levo, odnosno A B C je isto xto
i ((A B) C).

� U sluqaju da imamo λx.A B, smatramo da je to λx.(A B), a ne
(λx.A B).

Primer 1. Funkciju f(x) = x2−3 mo�emo predstaviti preko terma λx.x2−
3. Mo�emo qak re�i: λx.(λa.x2 − a) 3 (3 �e da se zameni umesto a preko
β−redukcije koju �emo kasnije definisati). Sada ako �elimo da vidimo
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4 1. Lambda raqun

koliko je f(5), uradimo primenu i dobijemo (λx.x2 − 3) 5 = 52 − 3 = 22
(5 se ponovo zamenilo umesto x preko β−redukcije). U ovom primeru
smo pretpostavili da nam je stepenovaǌe i oduzimaǌe definisano preko
nekih terma - inaqe λx.x2−3 uopxte nije term. Kasnije �emo videti kako
je ovo mogu�e uraditi.

Jox istiqemo da termi koji predstavǉaju funkcije nemaju ograniqen
domen. Domen im je ceo skup Λ. Mogu�nost za funkcije sa odre�enim
domenom dobi�emo u lambda raqunu sa tipovima.

Primer 2. Term I = λx.x predstavǉa identiqko preslikavaǌe. Terme
T = λx.λy.x i F = λx.λy.y �emo zvati taqno i netaqno, redom (to je
samo konvencija). Termi (y λz.x) ili (x y) tako�e postoje, ali nisu
,,zatvoreni’’ , to jest promenǉive x i y su slobodne u ǌima.

Definicija 2. Podtermi terma dobijenog apstrakcijom λx.M su M i
svi podtermi od M . Podtermi terma dobijenog primenom (M N) su M ,
N , svi podtermi od M i svi podtermi od N . Jedini podterm promenǉive
x je x.

Sada uvodimo slobodne i vezane promenǉive terma. Sa FV (M) oz-
naqavamo skup slobodnih promenǉivih terma M , a sa BV (M) skup vezanih
promenǉivih terma M .

Definicija 3. Skup slobodnih i vezanih promenǉivih definixemo in-
duktivno:

� Ako je term x promenǉiva onda je FV (x) = {x}, a BV (x) = ∅;

� Ako je λx.M term dobijen apstrakcijom, onda je FV (λx.M) = FV (M)\
{x}, a BV (λx.M) = BV (M) ∪ {x};

� Ako je M N term dobijen primenom, onda je FV (M N) = FV (M) ∪
FV (N), a BV (M N) = BV (M) ∪BV (N).

Dodatno, definixemo V AR(A) = FV (A) ∪BV (A) za svaki term A.

Va�no je naznaqiti da FV (M) ∩ BV (M) ne mora biti prazan skup,
na primer u termu M = x λx.x imamo da je FV (M) = {x} i BV (M) =
{x} jer je prvo pojavǉivaǌe promenǉive x zapravo slobodno, a drugo je
vezano. Onda �emo u termu λx.M imati FV (λx.M) = ∅ i BV (λx.M) = {x}.
Primetimo da je ovde promenǉiva x vezana dva puta - to je dozvoǉeno.
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1.1.1 α−konverzija
U ovom poglavǉu navex�emo i dokaza�emo osnovna svojstva α−konverzije,
odnosno preimenovaǌa vezanih promenǉivih. Intuitivno, �elimo da
iska�emo jednakost nekih terma. Na primer, nema razloga da pravimo
razliku izme�u λx.x i λy.y.

Sa M [x/N ] oznaqavamo term koji je dobijen tako xto je svako slobodno
pojavǉivaǌe promenǉive x u termu M zameǌeno termom N .

Definicija 4. Za svaki term N i promenǉivu x, definixemo operaciju
[x/N ] nad termima induktivno:

� x[x/N ] = N ,

� y[x/N ] = y (za y ̸= x),

� (λx.M)[x/N ] = λx.M ,

� (λy.M)[x/N ] = λy.(M [x/N ]) (za y ̸= x),

� (A B)[x/N ] = A[x/N ] B[x/N ].

Lema 1. Va�i slede�e:

� M [x/x] = M .

� M [x/N ] = M kada x /∈ FV (M).

� M [x/y][y/N ] = M [x/N ] kada y /∈ FV (M).

� M [x/X][y/Y ] = M [y/Y ][x/X[y/Y ]] kada x /∈ FV (Y ).

� Ako x ∈ FV (M), onda V AR(M [x/N ]) = V AR(M) ∪ V AR(N) kada x ∈
BV (M), odnosno V AR(M [x/N ]) = (V AR(M) \ {x}) ∪ V AR(N) kada x /∈
BV (M).

Dokaz. Dokaza�emo samo tre�e svojstvo, ostala se tako�e dokazuju in-
dukcijom po slo�enosti terma M . Mo�emo pretpostaviti y ̸= x. Za
bazu nam treba x[x/y][y/N ] = x[x/N ] = N (primenom definicije va�i) i
z[x/y][y/N ] = z[x/N ] = z za z ̸= x, y (ponovo samo definicija). Daǉe,

� (λx.M)[x/y][y/N ] = (λx.M)[y/N ] = λx.(M [y/N ]) = λx.M (jer je y /∈
FV (M)).

� (λz.M)[x/y][y/N ] = (λz.(M [x/y]))[y/N ] = λz.(M [x/y][y/N ]) = λz.(M [x/N ]) =
(λz.M)[x/N ]
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� (A B)[x/y][y/N ] = (A[x/y][y/N ] B[x/y][y/N ]) = (A[x/N ] B[x/N ]) = (A B)[x/N ].

Definicija 5. Za terme A i B definixemo α−konverziju induktivno.
A ∼α B va�i ako:

� A = (C D), B = (C D′) i D ∼α D′,

� A = (C D), B = (C ′ D) i C ∼α C ′,

� A = λx.C, B = λx.D i C ∼α D ili

� A = λx.C, B = λy.(C[x/y]) i y /∈ FV (C).

Lema 2. Relacija ∼α je simetriqna.

Dokaz. Dokazujemo A ∼α B =⇒ B ∼α A indukcijom po slo�enosti terma
A. Ako je A primena dovoǉna nam je jedna induktivna pretpostavka. Ako
je A = λx.C apstrakcija, imamo 2 sluqaja za B.

1. B = λx.D, pa je C ∼α D, a po induktivnoj pretpostavci D ∼α C i
B ∼α A.

2. B = λy.(C[x/y]) i y /∈ FV (C). Sada x /∈ FV (C[x/y]), pa je B ∼α

λx.(C[x/y][y/x]) = λx.C = A.

Definicija 6. ≡α je refleksivno-tranzitivno zatvoreǌe relacije ∼α.

Lema 3. ≡α je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Direktno iz definicije i leme 2.

Lema 4. Ako je A ≡α B, onda va�i nexto od slede�eg:

� A i B su promenǉive i A = B,

� A = (M N), B = (M ′ N ′) i M ≡α M ′, N ≡α N ′,

� A = λx.C, B = λy.D i C[x/y] ≡α D i jox y /∈ FV (C), x /∈ FV (D).

Dokaz. Iz definicije relacija ∼α i ≡α.

Teorema 1. Ako je A term i X proizvoǉan konaqan skup promenǉivih,
onda postoji term A′ takav da je A ≡α A′ i BV (A′) ∩X = ∅.
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Dokaz. Indukcijom po slo�enosti terma A. Ako je A promenǉiva, onda
BV (A) = ∅. Ako je A = (M N) primena, onda po induktivnoj pretpostavci
postoje M ′ i N ′ takvi da je M ≡α M ′, N ≡α N ′, BV (M ′)∩X = ∅ i BV (N ′)∩
X = ∅, pa je (M ′ N ′) ≡α A tra�eni term. Ako je A = λx.M apstrakcija,
mo�emo po induktivnoj pretpostavci da na�emo term M ′ ≡α M takav da
je BV (M ′) ∩ (X ∪ {x}) = ∅. Sada odaberemo promenǉivu t tako da t /∈ X ∪
V AR(M ′) (oba ta skupa su konaqna, pa t zaista postoji). Tra�eni term
�e biti λt.M ′[x/t]. Mo�emo proveriti da je M ′[x/t] ≡α M [x/t], odakle
�e slediti λt.M ′[x/t] ≡α λt.M [x/t] ≡α λx.M (zbog izbora promenǉive t
nemamo probleme).

Prethodno svojstvo dokazali smo zato xto �emo kasnije implementi-
rati funkciju koja meǌa imena promenǉivih, po potrebi.

U budu�e, kada napixemo term A, misli�emo na klasu ekvivalencije
relacije ≡α u kojoj je A. Poistove�ujemo sve terme koji su isti po toj
relaciji, odnosno sve terme koji se razlikuju samo u imenima vezanih
promenǉivih.

1.1.2 β−redukcija
β−redukcija �e nam omogu�iti ,,izraqunavaǌe’’ terma, ili primeǌi-
vaǌe funkcije.

Term zovemo redeksom ako je oblika (λx.M) N .

Definicija 7. Za terme A i B pixemo A →β B ako i samo ako va�i
nexto od slede�eg:

� A ≡ (λx.M) N je redeks i B ≡ M [x/N ], gde je N uzeto tako su ǌegove
vezane promenǉive razliqite od svih promenǉivih terma M ;

� A ≡ λx.M , B ≡ λx.N i M →β N ;

� A ≡ (M N), B ≡ (M N ′) i N →β N ′;

� A ≡ (M N), B ≡ (M ′ N) i M →β M ′.

Drugim reqima, A →β B ako smo mogli od A da dobijemo B primenom
jednog pravila β−redukcije.

Primer 3.
(λx.x) t →β t

(λx.y) t →β y

(λx.(λa.x2 − a) 3) 5 →β (λa.52 − a) 3 →β 52 − 3 = 22
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Definicija 8. Relacija ↠β je refleksivno-tranzitivno zatvoreǌe relacije
→β.

Posledica 1. Ako A ↠β B onda postoji n i termi A1 ≡ A,A2, . . . , An ≡ B
takvi da je Ai →β Ai+1 za svako 0 < i < n.

Slede�a teorema prvi put je dokazana u [4], a mi �emo predstaviti
dokaz iz [7].

Teorema 2 (Qerq-Roser). Ako su A,B i C termi tako da va�i A ↠β B,
A ↠β C, onda postoji term D tako da B ↠β D i C ↠β D. Drugim reqima
↠β zadovoǉava ,,svojstvo romba’’ .

Dokaz. Posmatrajmo induktivno definisanu relaciju ⇒β:

� M ⇒β M ;

� Ako M ⇒β M ′, onda λx.M ⇒β λx.M ′;

� Ako M ⇒β M ′ i N ⇒β N ′, onda (M N) ⇒β (M ′ N ′);

� Ako M ⇒β M ′ i N ⇒β N ′, onda (λx.M) N ⇒β M ′[x/N ′].

Mo�emo dokazati indukcijom da A ⇒β B =⇒ A ↠β B. Tako�e mo�emo
zakǉuqiti da A →β B =⇒ A ⇒β B. Sada imamo da je refleksivno-
tranzitivno zatvoreǌe relacije ⇒β zapravo ↠β.

Mo�da nije odmah jasno zaxto je ⇒β slabija od ↠β. Uzmimo za
primer term A = (λx.x x) λx.x. Imamo da je A ⇒β (λx.x) (λx.x) i imamo
A ↠β λx.x, ali nemamo A ⇒β λx.x.

Dokaza�emo jox jedno svojstvo pre nego xto nastavimo:

Lema 5. M ⇒β M ′, N ⇒β N ′ =⇒ M [x/N ] ⇒β M ′[x/N ′] (x nije vezana u M).

Dokaz. Indukcijom po slo�enosti terma M . Ako je M = x promenǉiva,
onda je M [x/N ] = N ⇒β N ′ = M ′[x/N ′]. Inaqe imamo sluqajeve kada je
M apstrakcija ili primena. Jedini zanimǉiv sluqaj je kada je M =
(λy.M1) M2 redeks i M ′ = M ′

1[y/M
′
2]. Mo�emo uzeti y tako da y /∈ FV (N ′).

Sada je M ′[x/N ′] = M ′
1[x/N

′][y/(M ′
2[x/N

′])]. Po induktivnoj pretpostavci
imamo da je M1[x/N ] ⇒β M ′

1[x/N
′] i M2[x/N ] ⇒β M ′

2[x/N
′], pa po definiciji

imamo da je M [x/N ] = (λy.(M1[x/N ])) (M2[x/N ]) ⇒β (λy.(M ′
1[x/N

′])) (M ′
2[x/N

′]) ⇒β

M ′
1[x/N

′][y/(M ′
2[x/N

′])] = M ′[x/N ′].

Dokaza�emo da za svaki term M postoji term M∗, takav da za sve N
va�i M ⇒β N =⇒ N ⇒β M∗. Definiximo operaciju ∗ induktivno na
slede�i naqin:
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� Za promenǉive x∗ = x;

� (λx.M)∗ = λx.M∗;

� Ako (M N) nije redeks, onda (M N)∗ = (M∗ N∗);

� Za redekse ((λx.M) N)∗ = M∗[x/N∗].

Na neki naqin, M∗ predstavǉa istovremeno redukovaǌe svih redeksa
koji postoje u M (ali dobijeni term mo�e da sadr�i redekse).

Indukcijom po M dokazujemo da za svako N va�i M ⇒β N =⇒ N ⇒β

M∗. Ako je M promenǉiva jasno je da va�i. Sada razdvajamo po sluqa-
jevima za slo�enije M :

� Ako je M = λx.M1 apstrakcija, onda iz definicije ⇒β, dobijamo da
je i N = λx.N1 za neko N1 tako da M1 ⇒β N1. Sada je po induktivnoj
pretpostavci N1 ⇒β M∗

1 , pa po definiciji imamo λx.N1 ⇒β λx.M∗
1 =

M∗;

� Ako je M = (M1 M2) i M nije redeks, sliqno kao u proxlom sluqaju
ima�emo N = (N1 N2) gde va�i M1 ⇒β N1 i M2 ⇒β N2. Odatle �e
slediti N ⇒β M∗;

� Ako M = (λx.M1) M2 jeste redeks, onda je M∗ = M∗
1 [x/M

∗
2 ] i postoje

dve mogu�nosti za N :

– N = (λx.N1) N2, gde je M1 ⇒β N1 i M2 ⇒β N2. Po induktivnoj
pretpostavci imamo da je N1 ⇒β M∗

1 i N2 ⇒β M∗
2 . Sada je po

definiciji N ⇒β M∗
1 [x/M

∗
2 ] = M∗

– N = N1[x/N2] za neke N1 i N2, gde va�i M1 ⇒β N1 i M2 ⇒β N2.
Po induktivnoj pretpostavci je N1 ⇒β M∗

1 i N2 ⇒β M∗
2 . Po

lemi 5 imamo da je N ⇒β M∗
1 [x/M

∗
2 ] = M∗.

Sada relacija ⇒β zadovoǉava svojstvo romba. Ostatak dokaza teo-
reme 2 je samo tvr�eǌe da ako proizvoǉna relacija zadovoǉava svojstvo
romba, onda ga i ǌeno tranzitivno raxireǌe zadovoǉava. Dajemo samo
skicu.

Pretpostavimo da je A ↠β B i A ↠β C. Kako je ↠β tranzitivno
zatvoreǌe relacije ⇒β, imamo da postoje A1,1 = A,A2,1, ..., An,1 = B i
A1,1 = A,A1,2, ..., A1,m = C tako da je Ai,1 ⇒β Ai+1,1 i A1,j ⇒β A1,j+1. Sada
�e nam svojstvo koje smo dokazali za ⇒β napraviti mre�u terma Ai,j u
qijim �e se �oxkovima nalaziti termi A, B, C i D = An,m. Odatle �e
biti jasno da va�i B ↠β D i C ↠β D.
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Definicija 9. Ka�emo da je term A u normalnoj formi ako nijedan
ǌegov podterm nije redeks. Dodatno, normalna forma terma X je term
A (koji je u normalnoj formi), ako je X ↠β A.

Normalna forma ne mora uvek da postoji, na primer kod terma
(λx.x x) (λx.x x) koliko god β−redukcija da uradimo, ne�e se promeniti.

Teorema 3 (Jedinstvenost normalne forme). Ako term X ima normalnu
formu, onda je ona jedinstvena.

Dokaz. Pretpostavimo da su A i A′ normalne forme terma X. Tada je
X ↠β A i X ↠β A′. Po teoremi 2 imamo da postoji term Y tako da
A ↠β Y i A′ ↠β Y . Kako su i A i A′ u normalnoj formi, ne smeju
sadr�ati redekse, odnosno mora va�iti A = Y = A′.

Definicija 10. Term x je normalizibilan ako postoji niz β−redukcija
koji dovodi do normalne forme. Term x je strogo normalizibilan ako
ne postoji beskonaqan niz β−redukcija (dakle svaki niz β−redukcija u
nekom trenutku dovodi do normalne forme).

Definicija 11. =β je najmaǌa relacija ekvivalencije koja je nadskup
relacije ↠β.

Teorema 4 (Konfluencija). Ako je M =β N , onda postoji R tako da M ↠β

R i N ↠β R.

Dokaz. Ako je M =β N , onda postoji niz A1 = M,A2, . . . , An = N tako da
za svako 0 < i < n va�i Ai ↠β Ai+1 ili Ai+1 ↠β Ai. Indukcijom po i ≥ 1
pokazujemo da postoji R tako da A1 ↠β R i Ai ↠β R. Kada pravimo korak,
netrivijalan sluqaj je kada Ai ↠β Ai+1. Tada po induktivnoj hipotezi
uzmemo R tako da A1 ↠β R i Ai ↠β R, a onda po teoremi 2 uzmemo R′ tako
da R ↠β R′ i Ai+1 ↠β R′.

Navex�emo nekoliko primera kako bismo ilustrovali β−redukciju,
mada nam ovi primeri ne�e mnogo znaqiti kasnije.

Primer 4 (Qerqovo kodiraǌe prirodnih brojeva). Uzimamo prirodne
brojeve da budu oblika λf.λx.fn x, odnosno:

0 = λf.λx.x

1 = λf.λx.f x

2 = λf.λx.f (f x)

. . .
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Mo�emo definisati i operacije na ovim brojevima. Primetimo da je
m = λf.λx.m f x za svaki broj m. Ako promenimo f ili x mo�emo dobiti
razne stvari. Da bismo dobili m + n u termu m �emo ,,pomeriti’’ x za
n primena funkcije f :

p = λm.λn.λf.λx.m f (n f x).

Mo�emo proveriti da se recimo p 2 2 redukuje u 4:

p 2 2 ↠β λf.λx.2 f (2 f x)

↠β λf.λx.2 f (f (f x))

↠β λf.λx.f (f (f (f x))).

Ranije smo rekli da �e nam taqno i netaqno biti termi T = λx.λy.x
i F = λx.λy.y redom. Da li mo�emo definisati term iszero za koji va�i
iszero 0 ↠β T i iszero n ↠β F za n > 0? Mo�emo:

iszero = λn.λf.λx.n (λu.x) f.

Dobra je ve�ba proveriti da ovo zapravo radi. Trik je bio da ako se
f pojavi u n, onda postavimo da f bude funkcija koja uvek vra�a x. Preko
ovoga mo�emo dobiti i term isone, ali je postupak malo komplikovaniji
jer moramo da proverimo da li se f pojavǉuje taqno jednom. Uvedimo
slede�e terme:

A = λa.λb.λc.a

B = λa.λb.λc.b

C = λa.λb.λc.c.

Neka je f = λx.x B C C. Primetimo da je f A =β B, f B =β C i
f C =β C. Ako je n prirodan broj, onda je B =β n (λx.x B C C) A ako i
samo ako je n = 1. Konaqno, dobijamo:

isone = λn.n (λx.x B C C) A F T F

Primer 5 (Rekurzija). Posmatrajmo term Y = λf.(λx.f (x x)) (λx.f (x x)).
Ako ga primenimo na neko g imamo slede�e:

Y g ↠β (λx.g (x x)) (λx.g (x x))

↠β g ((λx.g (x x)) (λx.g (x x)))
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=β g (Y g)

Ovo nam omogu�ava da definixemo rekurziju i ovo nam daje zanimǉiv
beskonaqan spust. Ovaj term mo�e imati normalnu formu, recimo za
g = λu.λv.v imamo da je Y g ↠β λv.v. Ipak, nije taqno da se svaki
niz β−redukcija zavrxava u normalnoj formi, pa ovaj term nije strogo
normalizibilan.
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1.2 Lambda raquni sa tipovima

1.2.1 Definicija PTS

�elimo da termima lambda raquna pridru�imo tipove. Pre, u pri-
meni (m n), nismo tra�ili nikakve posebne uslove za n, dok �emo sada
zahtevati da ono ima odre�en oblik, odnosno tip (taj tip �e zavisiti
od terma m). Kasnije �emo videti da odre�ene tipove mo�emo pois-
tovetiti sa iskazima u nekoj logici, a terme koji imaju te tipove sa
dokazima tih iskaza. Postoji vixe naqina da ovo uradimo, pa �emo
definisati celu klasu lambda raquna sa tipovima koje �emo zvati PTS
(Pure type system). Oni su se prvi put pojavili, u malo drugaqijem
obliku, u [2].

Definicija 12. PTS specifikacija je triplet skupova (S ,A,R ), gde je
S skup sorti, A ⊆ S × S skup aksioma i R ⊆ S × S × S skup pravila.

Svaka specifikacija S �e nam indukovati PTS λS.

Definicija 13. Pseudotermi u λ(S ,A,R ) definisani su induktivno na
slede�i naqin:

� Promenǉive x1, x2, . . . su pseudotermi,

� Sorte s ∈ S su pseudotermi,

� Za pseudoterme T i M i promenǉivu x imamo da je λx : T.M pseu-
doterm (λ−apstrakcija)

� Za pseudoterme T i M i promenǉivu x imamo da je Πx : T.M pseu-
doterm (Π−apstrakcija)

� Za pseudoterme M i N , (M N) je pseudoterm (primena).

Ova definicija pseudoterma je sliqna definiciji terma u obiqnom
lambda raqunu od ranije. λx.M prexlo je u λx : T.M , dobili smo novu
apstrakciju i dobili smo sorte. Π−apstrakcije bi�e termi koji �e
biti tipovi λ−apstrakcija, a sorte �e biti ,,tipovi tipova’’ odnosno
tipovi Π−apstrakcija.

Slobodne i vezane promenǉive definisane su isto kao ranije - jedina
razlika je xto �e sada i Π da vezuje promenǉive. Tako�e, u λx : T.M ,
raqunamo i promenǉive iz T i promenǉive iz M (ali x nije vezano u T ,
ve� samo u M). Sliqno za Π.
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α−konverzija i β−redukcija za λ−apstrakcije rade isto kao ranije
(kod β−redukcije, tip u redeksu se ,,brixe’’ ). Za Π−apstrakciju, defin-
ixemo samo α−konverziju (koja naravno u sluqaju Πx : T.M , ne meǌa slo-
bodna x u T ). Sva svojstva koja smo do sada dokazali za obiqan lambda
raqun prenosi�e se, pa ih ne�emo ponovo dokazivati. Ono xto �e biti
novo je da �e za neke PTS svaki term imati normalnu formu. Ovo svo-
jstvo bi�e nam kǉuqno da doka�emo da sistem nije kontradiktoran.

Pre nego xto definixemo pravila za dodelu tipova, prvo defin-
ixemo pseudokontekste i sekvente.

Definicija 14. Za promenǉivu x i pseudoterm T , izraz x : T zovemo
deklaracijom. Ka�emo da x ima tip T .

Definicija 15. Za pseudoterme A i B, izraz A : B zovemo dodelom.
Ka�emo da A ima tip B.

Definicija 16. Pseudokontekst je (ure�ena) lista deklaracija: x1 :
T1, x2 : T2, . . . , xn : Tn.

Definicija 17. Domen pseudokonteksta Γ = x1 : A1, x2, A2, . . . , xn : An je
dom(Γ) = {x1, x2, . . . , xn}.

Definicija 18. Γ ⊢ A : B je sekvent, gde je Γ pseudokontekst, a A : B je
dodela.

Za izvo�eǌe sekvenata, koristi�emo pravila izvo�eǌa. Ona su data u
slede�oj formi:

P1 P2 . . . Pn

P
r

Ovde su P1 . . . Pn premise, dok je P posledica pravila qije je ime r.
Za naxe potrebe, posledica mo�e biti samo sekvent (oblika Γ ⊢ A : B),
dok premise mogu biti oblika a ∈ A, a /∈ A (gde je A neki skup) ili
sekventi.

Od sada, pa nadaǉe smatramo da radimo u opxtem PTS, λ(S ,A,R ),
osim ukoliko ne naglasimo drugaqije.

Definicija 19. U narednom smatramo da je Γ proizvoǉan pseudokon-
tekst, x je promenǉiva, A,B,C,D su pseudotermi, a s, s1, s2, s3 su proizvoǉne
sorte. Pravila izvo�eǌa su:

(s1, s2) ∈ A
⊢ s1 : s2

aksiom
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Γ ⊢ A : s x /∈ dom(Γ)

Γ, x : A ⊢ x : A
poqetak

Γ ⊢ A : s Γ ⊢ B : C x /∈ dom(Γ)

Γ, x : A ⊢ B : C
slabǉeǌe

Γ ⊢ A : s1 Γ, x : A ⊢ B : s2 (s1, s2, s3) ∈ R
Γ ⊢ Πx : A.B : s3

Π−pravilo

Γ ⊢ A : s1 Γ, x : A ⊢ C : s2 Γ, x : A ⊢ B : C

Γ ⊢ λx : A.B : Πx : A.C
λ−pravilo

Γ ⊢ A : Πx : C.D Γ ⊢ B : C
Γ ⊢ (A B) : D[x/B]

primena

Γ ⊢ B : C Γ ⊢ C ′ : s C =β C ′

Γ ⊢ B : C ′ konverzija

Da�emo kratko pojaxǌeǌe za svako pravilo redom, jer ona na prvi
pogled ne deluju toliko intuitivno.

� Pravilo aksiom i skup A daje nam tipove za sorte (koji su uvek
ponovo sorte). Primetimo da jedna sorta ne mora imati jedin-
stveni tip, u zavisnosti od skupa A.

� Pravilo poqetak nam omogu�ava da u kontekst dodamo novu deklaraciju.
Mo�emo dodati samo deklaracije ukoliko je tip u deklaraciji u
nekoj sorti.

� Pravilo slabǉeǌe tako�e nam omogu�ava da u kontekst dodamo novu
deklaraciju, ali da ne promenimo ve� dobijenu dodelu.

� U Π−pravilu je definisano koji tip �e imati Π−apstrakcije. Taj
tip zavisi od skupa R . Kao i u pravilu aksiom, tip Π−apstrakcije
ne mora biti jedinstven.

� U λ−pravilu definixemo koja je taqno Π−apstrakcija tip λ−apstrakcije.

� U pravilu primena definixemo tip primene. Mo�emo primetiti
da, kada bismo imali definisanu β−redukciju za Π−apstrakcije,
onda bi taj tip bio β−jednak pseudotermu (Πx : C.D) B. U pravilu
primena smo odmah uzeli redukovanu formu bax da ne bismo imali
potrebe da definixemo β−redukciju za Π−apstrakcije.
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� Konverzija omogu�ava da poistovetimo sve sekvente koji dobijaju
dodele sa β−jednakim tipovima.

Definicija 20. Izvo�eǌe sekventa Γ ⊢ A : B je drvo qiji su qvorovi
pravila izvo�eǌa, listovi su aksiome, a koren je Γ ⊢ A : B.

Definicija 21. Sekvent Γ ⊢ A : B je izvodiv ako postoji ǌegovo izvod-
jeǌe.

Definicija 22. Pseudokontekst Γ je kontekst ako postoji izvodiv sekvent
Γ ⊢ A : B za neke pseudoterme A i B.

Definicija 23. Pseudoterm A je term ako postoji izvodiv sekvent Γ ⊢
A : B ili Γ ⊢ B : A za neki pseudokontekst Γ i pseudoterm B.

Primer 6. Uzmimo PTS λ({s}, {(s, s)}, {(s, s, s)}). Kao prvo, u svakom kon-
tekstu Γ �e sekvent Γ ⊢ s : s biti izvodiv (primenom pravila poqetak
i vixe pravila slabǉeǌe). Sada je i sekvent Γ, x : s ⊢ s : s izvodiv,
pa primenom Π−pravila dobijamo da je Γ ⊢ Πx : s.s : s izvodiv za svaki
kontekst Γ. Sliqno je i Γ ⊢ Πx : s.x izvodiv, ali Γ ⊢ Πx : x.s nikada nije
izvodiv. Mo�emo izvesti da term λx : s.x ima tip Πx : s.s. Ispostavi�e
se da u ovom PTS, svaki term ima jedinstven tip (do na β−redukciju).

Primer 7. Neka je sada PTS u kome radimo dat sa λ({s1, s2, s3}, {(s1, s2), (s1, s3}, ∅).
Odmah je jasno da su sekventi ⊢ s1 : s2 i ⊢ s1 : s3 izvodivi, ali tada tip
od s1 nije jedinstven. Tako�e, zbog praznog skupa R , ne�emo mo�i da
uradimo gotovo nixta sem primene prva tri pravila (aksioma, poqetak
i slabǉeǌe). Zaista, Π−pravilo zahteva trojke iz skupa R , dok primena
i λ−pravilo zahtevaju postojaǌe terma sa Π−apstrakcijom.

1.2.2 Osnovna svojstva PTS

Ovde �emo navesti va�na tvr�eǌa koja se odnose na sve PTS. Neka �emo
ostaviti bez dokaza jer oni nisu nixta epohalno. Puni dokazi i jox
neka svojstva mogu se prona�i u [6].

Lema 6. Za kontekst Γ = x1 : A1, x2 : A2, . . . , xn : An,

� FV (B) ∪ FV (C) ⊆ {x1, . . . , xn},

� xi = xj =⇒ i = j,

� Γ ⊢ a : A za sve (a,A) ∈ A,

� Γ ⊢ xi : Ai za sve i ≤ n.
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Prvo svojstvo nam ka�e da su se sve slobodne promenǉive u termima
morale pojaviti u kontekstu (inaqe izvo�eǌe ne bi bilo pravilno).
Drugo svojstvo je posledica toga da u pravilima izvo�eǌa poqetak i
slabǉeǌe zahtevamo x /∈ dom(Γ). Tre�e i qetvrto se mogu dokazati pri-
menom pravila slabǉeǌa i pravila za aksiome.

Lema 7 (Supstitucija). Neka su Γ1 i Γ1, y : A,Γ2 konteksti, A,B,C,D
termi i y promenǉiva. Tako�e neka su sekventi Γ1 ⊢ D : A i Γ1, y : A,Γ2 ⊢
B : C izvodivi. Tada je i Γ1,Γ2[y/D] ⊢ B[y/D] : C[y/D] izvodiv.1

Kǉuqno u prethodnoj lemi je da smo promenǉivu tipa A zamenili
termom tipa A i izvedeni sekvent je ostao izvodiv.

Dokaz. Indukcijom po izvo�eǌu sekventa Γ1, y : A,Γ2 ⊢ B : C pod pret-
postavkom da imamo Γ1 ⊢ D : A. Ako je Γ2 prazan i posledǌe pravilo je
poqetak, onda mora biti B = y i C ≡ A. Gotovi smo jer je y[y/D] = D.
Ako je Γ2 prazan i posledǌe pravilo je slabǉeǌe onda va�i Γ1 ⊢ B : C
Po lemi 6, y /∈ FV (B) ∪ FV (C). Tada je B[y/D] : C[y/D] = B : C.

Ako je posledǌe pravilo nasle�ivaǌa bilo Π−pravilo, λ−pravilo,
konverzija ili je Γ2 prazno i posledǌe pravilo je bilo poqetak ili
slabǉeǌe, iz induktivne pretpostavke i primene pravila dobi�emo ono
xto nam treba. Recimo, za λ−pravilo:

Γ ⊢ T : s1 Γ, x : T ⊢ M : s2 Γ, x : T ⊢ R : M

Γ ⊢ λx : T.R : Πx : T.M
λ−pravilo

U prethodnom je Γ = Γ1, y : A,Γ2, a B = λx : T.R i C = Πx : T.M . Po
induktivnoj pretpostavci imamo izvodive sekvente:

� Γ1,Γ2[y/D] ⊢ T [y/D] : s1,

� Γ1,Γ2[y/D], x : T [y/D] ⊢ M [y/D] : s2 i

� Γ1,Γ2[y/D] ⊢ R[y/D] : M [y/D].

. Primenom λ−pravila dobijamo

Γ1,Γ2[y/D] ⊢ λx : T [y/D].R[y/D] : Πx : T [y/D].M [y/D]

.
Ostao je samo sluqaj kada je posledǌe pravilo primena. Neka je

B = B1 B2 i C = C2[x/B2]. Jox va�i:

1Kada napixemo Γ2[y/D] mislimo na (pseudo)kontekst dobijen kada se u svakom tipu
koji se pojavǉuje u Γ2 slobodna promenǉiva y zameni termom D.
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Γ ⊢ B1 : Πx : C1.C2 Γ ⊢ B2 : C1

Γ ⊢ B1 B2 : C2[x/B2]
primena

Sliqno kao u proxlom sluqaju, po induktivnoj pretpostavci i jednom
pravilu primene dobijamo da je Γ1,Γ2[y/D] ⊢ B[y/D] : C2[y/D][x/B2[y/D]].
Mo�emo pretpostaviti da x ̸= y i x /∈ FV (D), pa je C2[y/D][x/B2[y/D]] =
C2[x/B2][y/D] = C[y/D]. Time je indukcija gotova.

Lema 8 (Proxireǌe). Ako su Γ i Γ1 konteksti, gde je Γ ⊆ Γ1 (dakle, skup
deklaracija Γ je podskup skupa deklaracija Γ1) i jox je Γ ⊢ B : C, onda
je i Γ1 ⊢ B : C.

Lema 9. Neka je Γ = x1 : A1, x2 : A2, . . . , xn : An kontekst i neka su M,N,P
termi. Tada va�e slede�e implikacije:

� Γ ⊢ s : P , gde je s ∈ S =⇒ P =β s1 ∈ S ∧ (s, s1) ∈ A za neko s1,

� Γ ⊢ x : P , gde je x promenǉiva =⇒ ∃i ≤ n.x = xi i P =β Ai i
1x1, . . . xi−1 ⊢ Ai : s za neko s ∈ S ,

� Γ ⊢ Πx : M.N : P =⇒ Γ ⊢ M : s1 i Γ, x : M ⊢ N : s2 i P =β s3 za neko
(s1, s2, s3) ∈ R ,

� Γ ⊢ λx : M.N : P =⇒ Γ ⊢ M : s1 i Γ, x : M ⊢ B : s2 i Γ, x : M ⊢ N : B
i Γ ⊢ Πx : M.B : s3 i P =β Πx : M.B za neki term B i neko pravilo
(s1, s2, s3) ∈ R ,

� Γ ⊢ M N : P =⇒ Γ ⊢ M : Πx : A.B i Γ ⊢ N : A i P =β B[x/N ] za neke
terme A i B i neku promenǉivu x,

� Γ ⊢ M : P =⇒ ∃s ∈ S .(P = s ∨ Γ ⊢ P : s).

Ovu lemu �emo tako�e ostaviti bez dokaza. Kada pogledamo pravila
postaje intuitivno jasno zaxto ona va�i. Recimo, term oblika λx : M.N
mogli smo dobiti samo ako su ve� bili ispuǌeni neki uslovi, na primer
da je M : s1. Tip tog terma je uvek prvo neka Π−apstrakcija, pa je
zato P =β Πx : M.B (moramo staviti =β jer smo tip mo�da promenili
konverzijom).

Lema 10 (Permutacija). Ako su Γ1 i Γ1, x : A, y : B,Γ2 konteksti, a P i Q
termi i va�i:

Γ1, x : A, y : B,Γ2 ⊢ P : Q

i jox je Γ1 ⊢ B : s za neko s ∈ S , onda je:

Γ1, y : B, x : A,Γ2 ⊢ P : Q.
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Zbog qiǌenice da je Γ1 ⊢ B : s, znamo da je Γ1, y : B, x : A zaista
validan kontekst. Koriste�i lemu 8 o proxireǌu, mo�emo dobiti da je
Γ1, y : B, x : A,Γ2 tako�e validan kontekst. Tada je, ponovo po istoj lemi,
i Γ1, y : B, x : A,Γ2 ⊢ P : Q.

Lema 11 (Redukovaǌe). Neka su su Γ i Γ′ konteksti, B, B′ i C termi i
neka je Γ ⊢ B : C. Ako je Γ ↠β Γ′ i B ↠β B′ onda va�i:

� Γ ⊢ B′ : C,

� Γ′ ⊢ B : C.

Dokaz. Dokazujemo oba tvr�eǌa jednom indukcijom, po dubini stabla
izvo�eǌa sekventa Γ ⊢ B : C. Mo�emo pretpostaviti da se desila taqno
jedna β−redukcija.

Neka se β−redukcija desila u kontekstu. Ukoliko je posledǌe pri-
meǌeno pravilo λ−pravilo, Π−pravilo, primena ili konverzija, po in-
duktivnoj hipotezi smo dokazali da Γ′ ⊢ B : C. Ukoliko je posledǌe
pravilo poqetak ili slabǉeǌe i redukcija se nije desila u posledǌoj
deklaraciji u Γ, tako�e smo gotovi po induktivnoj pretpostavci. Neka
je Γ = Γ1, x : A i Γ′ = Γ1, x : A′ gde je A →β A′ i neka je posledǌe pravilo
bilo poqetak. Po lemi 9, Γ1 ⊢ A : s za neko s ∈ S . Induktivni korak
nam ka�e da je tada i Γ1 ⊢ A′ : s, pa primenom pravila poqetak dobijamo
Γ1, x : A′ ⊢ x : A′. Primenom pravila konverzije dobijamo Γ′ ⊢ x : A.
Sluqaj kada je posledǌe pravilo bilo slabǉeǌe se radi sliqno, samo
nam ne treba konverzija na kraju.

Sada razmatramo xta se dexava ako se β−redukcija desila u termu B.
Ukoliko je posledǌe pravilo bilo λ−pravilo, Π−pravilo, konverzija,
poqetak ili slabǉeǌe zavrxavamo primenom induktivne pretpostavke.
Razmatrajmo sluqaj kada je posledǌe pravilo bila primena. Tada je
B = B1 B2, C = C2[x/B2], gde je Γ ⊢ B1 : Πx : C1.C2 i Γ ⊢ B2 : C1 (lema 9).
Ukoliko se redukcija desila unutar B1 ili B2, zavrxavamo primenom
induktivnog koraka. Pretpostavimo da je onda B1 = λx : C1.B3, gde je
Γ ⊢ B3 : C

′
2 (C ′

2 =β C2) i da je B′ = B3[x/B2]. Primenom leme 7 na Γ ⊢ B3 :
C ′

2 dobijamo Γ ⊢ B3[x/B2] : C
′
2[x/B2]. Jox jednom konverzijom, dobijamo:

Γ ⊢ B3[x/B2] : C2[x/B2].

Prethodna tvr�eǌa va�e za sve PTS. Na�alost, tip nekog terma u
jednom kontekstu nije jedinstveno odre�en, ali ako dodamo jedan jednos-
tavan uslov bi�e.
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Definicija 24. PTS je funkcijski ako je A ⊆ S × S funkcija i R ⊆
(S × S)× S funkcija.2

Lema 12 (Jedinstvenost dodele tipova funkcijskih PTS). U funkcijskom
PTS, za kontekst Γ i terme B, C i C ′ gde va�i Γ ⊢ B : C i Γ ⊢ B : C ′ je
C =β C ′.

Jedino mesto gde smo zapravo mogli suxtinski da promenimo tip
nekog terma je primenom pravila aksiome ili Π−pravila, ali funkci-
jski PTS nam to ne dozvoǉava.

Lema 13 (Jaqaǌe sa redukcijom za funkcijske PTS). Neka je Γ = Γ1, x :
A,Γ2 kontekst, B i C su termi za koje va�i Γ ⊢ B : C, a x je promenǉiva
i va�i x /∈ FV (Γ2) ∪ FV (B). Tada postoji term C ′ za koji Γ1,Γ2 ⊢ B : C ′ i
C ↠β C ′.

Intuicija iza ovog tvr�eǌa je da bi term B trebao da ima jedin-
stven tip u kontekstu koji ima sve ǌegove slobodne promenǉive. Tada,
dodavaǌe deklaracije x : A ne bi trebalo ixta da promeni (dakle, C ne
bi trebalo da zavisi od x). Ipak, x mo�e da se pojavi u C, ali �e se
izgubiti nekim β−redukcijama.

Dokaz. Radimo indukciju po izvo�eǌu sekventa Γ ⊢ B : C. Zanimǉivi
sluqajevi su kada je posledǌi korak λ−pravilo i primena.

Recimo da je B = λy : B1.B2, C = Πy : B1.C2. Tada je Γ ⊢ B1 : s1,
Γ, y : B1 ⊢ C2 : s2 i Γ, y : B1 ⊢ B2 : C2. Po induktivnoj pretpostavci je
Γ1,Γ2 ⊢ B1 : s1 i Γ1,Γ2, y : B1 ⊢ B2 : C

′
2 za neko C2 ↠β C ′

2.
Po lemi 9, C ′

2 =β s ∈ S i s : s2 ∈ A ili C ′
2 : s ∈ A i s = s2 po jedin-

stvenosti tipova. Primenom λ−pravila, dobijamo Γ1,Γ2 ⊢ λy : B1.B2 :
Πy : B1.C

′
2.

Neka je sada B = B1 B2 i C = C2[y/B2]. Kako je posledǌe pravilo
primena, Γ ⊢ B1 : Πy : C1.C2 i Γ ⊢ B2 : C1. Uz induktivnu pretpostavku,
Qerq-Rosera i jednu konverziju, dobijamo da postoje C1 ↠β C ′

1 i C2 ↠β C ′
2

tako da je Γ1,Γ2 ⊢ B1 : Πy : C ′
1.C

′
2 i Γ ⊢ B2 : C ′

1. Sada pravilom primene
dobijamo Γ1,Γ2 ⊢ B1 B2 : C

′
2[y/B2]. Time je indukcija gotova.

Posledica 2 (Jaqaǌe za funkcijski PTS). U funkcijskom PTS, neka su
Γ1, x : A,Γ2 kontekst, B i C promenǉive i va�i x /∈ FV (Γ2)∪FV (B)∪FV (C).
Va�i jox da Γ1, x : A,Γ2 ⊢ B : C. Tada je Γ1,Γ2 ⊢ B : C.

2Ne tra�imo da je domen funkcije A zapravo skup S niti da je domen skupa R zapravo
skup S × S , samo da su domeni podskupovi tih skupova (redom).
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Dokaz. Iz leme 13 znamo da Γ1,Γ2 ⊢ B : C ′ gde je C ↠β C ′. Iz leme 9 je
C = s ∈ S ili Γ1, x : A,Γ2 ⊢ C : s. U prvom sluqaju je C = C ′. U drugom
sluqaju je Γ1,Γ2 ⊢ C : s po lemi 13, pa smo gotovi uz jednu konverziju.

1.2.3 Svojstva nekih PTS

Za potrebe ovog poglavǉa, uze�emo da je skup sorti S = {∗,□}, a skup
aksioma A = {(∗,□)} (odnosno A = {∗ : □}). Intuitivno gledano, ∗ �e
nam glumiti univerzum logiqkih iskaza. Zato �emo i koristiti oznaku
Prop umesto ∗ kada priqamo o iskazima u ovom sistemu.

Kako bismo malo olakxali zapis, uvex�emo jox notacije. Za Πx : A.B
pixemo A → B kada x /∈ FV (B). Po dogovoru, iterirana → je asocirana
udesno, xto znaqi da A → B → C = A → (B → C).

Sistem F

Kako bismo stekli intuiciju za rad u nekom PTS, predstavi�emo ovde
Sistem F . U ovom delu, dava�emo vixe primera nego dokaza (deo tih
primera preuzet je iz [9]). Kasnije �emo se vratiti dokazivaǌu teorema
o drugim sistemima (prvo jednim jednostavnijim od Sistema F , a zatim
i raqunu konstrukcija koji �e biti kǉuqan za nax program).

Sistem F (qesto i λ2) bi�e PTS sa skupom pravila RF = {(∗, ∗, ∗), (□, ∗, ∗)}.
Ovakav skup pravila omogu�ava Π−apstrakcije oblika Πa : A.B gde

su A : ∗ i B : ∗ (pravilo (∗, ∗, ∗)), ali i oblika ΠX : ∗.Y gde je Y : ∗
(pravilo (□, ∗, ∗)).

Xta ovo znaqi za logiku koja �e biti izomorfna naxem sistemu?
Setimo se da je ∗ = Prop tip predikata ili iskaza. Π−apstrakcija
glumi�e nam kvantifikator ∀. Tip Πa : A.B prevodimo kao ,,Za svaki
dokaz a iskaza A, va�i B’’ . Generalno, B ne�e zavisiti od a, pa �e ovo
biti prosta implikacija i zapisiva�emo A → B. S druge strane, tip
ΠX : Prop.Y ka�e nam da za svaki iskaz X va�i iskaz Y . Ovo je, dakle,
kvantifikator drugog reda jer priqa o svojstvu nekog iskaza.

Primer 8. ΠA : Prop.A je tip koji bi se u logici preveo kao ,,Za svaki
iskaz A va�i A’’ . Ovo, naravno, ne sme biti taqno inaqe je nax sis-
tem kontradiktoran. Bax zato ovaj tip zovemo kontradikcija i oz-
naqava�emo ga sa False. Recimo da je f : False neki dokaz kontradikcije.
Tada je A : Prop ⊢ (f A) : A, odnosno (f A) je dokaz iskaza A za bilo koji
iskaz. Ovo odgovara pravilu ,,sve sledi iz kontradikcije’’ prirodne
dedukcije.
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Primer 9. Term λA : Prop.λa : A.a ima tip ΠA : Prop.Πa : A.A (odnosno
ΠA : Prop.A → A) u svakom kontekstu. Ovaj tip odgovara�e reqenici ,,Za
svaki iskaz A, A =⇒ A,’’ koja je, naravno, uvek taqna.

Jox jedna jaka strana ovog sistema bi�e mogu�nost pravǉeǌa tipova
poput Bool, parova, prirodnih brojeva... Sada �emo ilustrovati to.

Uze�emo da je Bool = ΠX : ∗.X → X → X. Oznaqimo dva terma tog
tipa sa:

T = λX : ∗.λx : X.λy : X.x

F = λX : ∗.λx : Xλy : X.y

Tvrdimo, bez celog dokaza, da su to jedina dva terma tog tipa (u
praznom kontekstu). Zaista, ako posmatramo samo terme u normalnoj
formi, moramo da uradimo 3 λ−apstrakcije (λX : ∗, λx : X i λy : X) i
na kraju moramo navesti nexto tipa X, a jedino su nam na raspolagaǌu
x i y. Terme koji nisu u normalnoj formi rexavamo strogom normal-
izacijom (koju ne�emo dokazati za ovaj sistem, mada �e ona va�iti).

Recimo da je B tipa Bool, a u i v neki termi tipa U . Da li postoji
naqin da razlikujemo kada je B = T , a kada je B = F? Preciznije, da
li mo�emo napraviti ,,if-else’’ komandu koja vra�a u kada je B = T , a v
kada je B = F? Ispostavǉa se da je to veoma jednostavno ako pogledamo
definiciju ovih terma. Ono xto tra�imo je B U u v. Posmatrajmo beta
redukciju ovog terma kada je B = T :

T U u v = (λX : ∗.λx : X.λy : X.x) U u v

↠β (λx : U.λy : U.x) u v

↠β (λy : U.u) v

↠β u

Sliqno �e biti kada je B = F :

F U u v = (λX : ∗.λx : X.λy : X.y) U u v

↠β (λx : U.λy : U.y) u v

↠β (λy : U.y) v

↠β v

Jox jedan veoma znaqajan tip bi�e tip prirodnih brojeva. Proba�emo
da motivixemo kako bismo doxli do tog tipa. Standardni naqin da ih
definixemo je da imamo objekat 0 i funkciju S : N → N, a svaki broj �e
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biti oblika S(S(. . . (S(0)) . . . )). U duhu lambda raquna rekli bismo da
je:

N : ∗, 0 : N, S : N → N ⊢ S (S (. . . (S 0) . . . )) : N.

Ako sada ,,ispraznimo’’ kontekst, dobijamo:

⊢ λX : ∗.λo : X.λs : X → X.s (s (. . . (s o) . . . )) : ΠX : ∗.X → (X → X) → X.

Iz ovog razloga uze�emo da je tip prirodnih brojeva bax Int = ΠX :
∗.X → (X → X) → X. Ponovo, bez dokaza, tvrdimo da �e jedini termi da
budu oblika λX : ∗.λo : X.λs : X → X.s (s (. . . (s o) . . . )) i ǌih �emo zvati
prirodnim brojevima. Broj n bi�e predstavǉen onim termom u kome se
s ponavǉa n puta, dakle:

0 = λX : ∗.λo : X.λs : X → X.o

1 = λX : ∗.λo : X.λs : X → X.s o

2 = λX : ∗.λo : X.λs : X → X.s (s o)

. . .

Sa ovako definisanim prirodnim brojevima mo�i �emo da defin-
ixemo i operacije sabiraǌa i mno�eǌa. Posmatrajmo slede�i term:

λX : ∗.λo : X.λs : X → X.n X (m X o s) s,

gde su m i n neki brojevi tipa Int. Dobijeni term odgovara�e termu
koji odgovara broju n+m. Ideja je bila da u termu n gde se s ponavǉa
n puta, pomerimo poqetak (to jest o) za m:

m X o s ↠β sm(o)

n X sm(o) s ↠β sn(sm(o)) ≡ sn+m(o).

Primer 10. Uzmimo n = 1 i m = 2 i posmatrajmo redukciju naxeg terma
(ignorixu�i apstrakcije na poqetku):

n X ((λX2 : ∗.λo2 : X2.λs2 : X2 → X2.s2 (s2 o2)) X o s) s ↠β n X (s (s o)) s

(λX1 : ∗.λo1 : X1.λs1 : X1 → X1.s1 o1) X (s (s o)) s ↠β s (s (s o)).

Kada vratimo apstrakcije ovo �e biti term koji odgovara broju 3.

Mo�emo dobiti i zatvoreni term koji predstavǉa sabiraǌe:

p = λx : Int.λy : Int.λX : ∗.λo : X.λs : X → X.x X (y X o s) s.
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Sliqnom idejom mo�emo dobiti i mno�eǌe. Ovaj put, umesto da men-
jamo o, meǌa�emo s. Za brojeve m i n, ǌihov proizvod mo�emo pred-
satviti kao:

λX : ∗.λo : X.λs : X.n X o (λx : X.m X x s).

Term λx : X.m X x s predstavǉa funkciju koja za neko x vra�a ǌegov
m−ti sledbenik, pa kada tu funkciju primenimo n puta na o zaista
dobijamo mn−ti sledbenik broja o.

Na�alost, ne�emo mo�i da postavimo neke teoreme o ovim brojevima.
Tip iskaza o nekom m : Int bi bio Int → Prop. Da bismo formirali takav
term, potrebno nam je pravilo (∗,□, s) za neku sortu s. Ovime �emo se
baviti kasnije, a za sada �emo skloniti pravilo (□, ∗, ∗) kako bismo
dokazali neka svojstva o tom, jednostavnijem, sistemu.

Lambda raqun sa prostim tipovima

Definicija 25. Lambda raqun sa prostim tipovima dat je specifikaci-
jom λ(S ,A,Rλ→), gde je Rλ→ = {(∗, ∗, ∗)}. Oznaqavamo ga jox sa λ→.

Ovaj sistem prvi put je uveo Qerq [5].
Poxto nam je skup pravila tako ograniqen, jedine Π−apstrakcije u

λ→ bi�e oblika Πx : A.B gde je A : Prop i B : Prop. Samim tim, bi�e
nemogu�e da B zavisi od x, pa je Πx : A.B = A → B, odakle i dolazi
oznaka λ→. Kasnije dajemo i dokaze za ova tvr�eǌa.

Ispostavǉa se da �e jedini izvodiv sekvent koji ima prazan kontekst
biti ⊢ ∗ : □. To nam ve� pokazuje koliko je ovaj sistem slabiji od
Sistema F , ali u nepraznom kontekstu ipak mo�emo nexto uraditi.

Teorema 5. U kontekstu A : Prop, B : Prop va�i:

A → (A → B) → B

(ili A =⇒ (A =⇒ B) =⇒ B za svaka dva iskaza A i B).

Dokaz. Potrebno je samo da na�emo term koji ima navedeni tip. Za
poqetak, pretpostavimo da imamo dokaz od A i dokaz od A → B i oz-
naqimo ih sa a i ab redom. Dakle a : A i ab : A → B. Sada lako mo�emo
na�i term tipa B jednom primenom: (ab a) : B (ovaj term nam ilustruje
modus-ponens). Kada sve to spojimo u jedno, dobijamo λa : A.λab : A →
B.ab a : A → (A → B) → B.
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Nismo mogli re�i ,,Za svako A : Prop i za svako B : Prop va�i A →
(A → B) → B’’ zato xto bi se to prevelo u tip ΠA : Prop.ΠB : Prop.A →
(A → B) → B koji nam nije dozvoǉen naxim skupom pravila (u Sistemu
F je dozvoǉen pravilom (□, ∗, ∗)).

Mogu�nosti ovog sistema nisu velike. Jedini iskazi koje �emo mo�i
da posmatramo u ǌemu bi�e oni koji se grade iz iskǉuqivo implikacija.
Ipak, bax zbog svoje ograniqene mo�i, λ→ bi�e prvi sistem u kome �emo
mo�i da doka�emo jaku normalizaciju. Ono xto sledi je dokaz stroge
normalizacije za λ→, koji je preuzet iz [13].

Lema 14. Jedini term tipa □ je ∗.

Dokaz. Prvo, primetimo da ne mo�emo uvesti promenǉivu tipa □. Po
pravilima za odre�ivaǌe tipa, jedina mogu�nost ostaje neka sorta od-
nosno ∗.

Definicija 26. Term P je tip u λ→ kada je Γ ⊢ P : ∗ za neki kontekst
Γ.

Lema 15. Svaki tip je promenǉiva ili je oblika Πx : A.B za neke tipove
A i B.

Dokaz. Po pravilima izvo�eǌa, svi termi tipa ∗ su sorte, promenǉive
ili Πx : A.B. Ne postoji sorta qiji je tip ∗, pa ostaju promenǉive i
Π−apstrakcije. Kako je jedino dozvoǉeno pravilo (∗, ∗, ∗), mora biti
A : ∗ i B : ∗.

Lema 16. Neka je T tip. Tada je T promenǉiva ili je T = A → B za neke
tipove A i B.

Dokaz. Indukcijom po slo�enosti terma T , dele�i na sluqajeve po lemi
15.

Posledica 3. Tipovi su strogo normalizuju�i.

Za dokaz stroge normalizacije za sve terme, naivna indukcija po ter-
mima na�alost ne prolazi. Potrebno je da znaqajno ojaqamo induk-
tivnu pretpostavku. Prvo �emo za svaki tip T uvesti skup jako nor-
malizuju�ih terma L(T ). Zatim �emo dokazati da za svako t : T va�i
da kada u t supstituixemo slobodne promenǉive nekim termima dobi-
jamo element skupa L(T ). Specijalno, identiqkom supstitucijom tih
promenǉivih dobi�emo da je t ∈ L(T ), to jest da je strogo normalizabi-
lan.

Definicija 27. Skup SN je skup strogo normalizuju�ih terama.
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Definicija 28. Za svaki tip A uvodimo skup L(A) koji je definisan
induktivno:

� Za promenǉive P , L(P ) je skup svih strogo normalizuju�ih terma
p za koje postoji kontekst Γ tako da Γ ⊢ p : P ,

� Za A → B, L(A → B) = {m | ∀n ∈ L(A).(m n) ∈ L(B)}.

Lema 17.
L(P ) ⊆ SN.

Dokaz. Indukcijom po P . Ako je P promenǉiva, iz definicije L(P ) ⊆
SN . Neka je P = A → B. Sada je L(A → B) = {m | ∀n ∈ L(A).(m n) ∈
L(B)}. Kako je (m n) ∈ L(B) za svako m ∈ L(A → B) i n ∈ L(A), mo�emo
zakǉuqiti da je (m n) strogo normalizuju�. Odatle sledi da je i m
strogo normalizuju� i dokaz je zavrxen.

Lema 18.
m ∈ L(P ) ∧m ↠β m′ =⇒ m′ ∈ L(P ).

Dokaz. Indukcijom po P . Ako je P promenǉiva, onda je m ∈ SN . Tada
je i m′ ∈ SN i m′ : P , pa je po definiciji m′ ∈ L(P ). Ako je P = A →
B, dobijamo da za svako n ∈ L(A) va�i (m n) ∈ L(B). Po induktivnoj
pretpostavci je i (m′ n) ∈ L(B), pa dobijamo da je m′ ∈ L(A → B).

Slede�a lema ka�e da mo�emo da ,,obrnemo’’ jednu β−redukciju i
ostanemo u skupu L(T ), xto �e nam kasnije dati mogu�nost da doka�emo
da su λ−abstrakcije u odgovaraju�em skupu L(A → B).

Lema 19.
∀t.(∀t′.t →β t′ =⇒ t′ ∈ L(T )) =⇒ t ∈ L(T )

Dokaz. Indukcijom po T . Ako je T promenǉiva, onda je svaki t′ dobijen
jednom redukcijom od t jako normalizuju� term tipa T , pa je i t jako
normalizuju� term tipa T . Po definiciji, t ∈ L(T ).

Ako je T = A → B stvari se malo komplikuju. Po induktivnoj pret-
postavci imamo:

∀t.(∀t′.t →β t′ =⇒ t′ ∈ L(B)) =⇒ t ∈ L(B). (1.1)

Fiksirajmo neko m za koje va�i ∀n.m →β n =⇒ n ∈ L(A → B). �e-
limo da doka�emo m ∈ L(A → B). To je ekvivalentno sa ∀n ∈ L(A).(m n) ∈
L(B). Po induktivnoj pretpostavci, dovoǉno je dokazati:

∀n ∈ L(A).∀w.(m n) →β w =⇒ w ∈ L(B).
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Za ovo tvr�eǌe koristimo indukciju po nizu beta redukcija od n:
znamo da je n ∈ L(A), pa je n ∈ SN , to jest svaki niz redukcija se zavr-
xava u nekom n0. Dokazujemo da je:

∀w.(m n∗) →β w =⇒ w ∈ L(B)

za n ↠β n∗.
Po lemi 18 je n∗ ∈ L(A). Posmatratrajmo najdu�i niz redukcija od

n∗ i neka je on du�ine N . Ako je N = 0 onda je n∗ = n0, pa imamo da
je w = (m′ n∗) gde je m →β m′. To nam daje da je m′ ∈ L(A → B), pa je
po definiciji tog skupa (m′ n∗) ∈ L(B). Daǉe indukcijom po N . Ako
je w = (m′ n∗) dokaz radi isto kao u bazi. Sada je w = (m n′) gde je
n∗ →β n′. Najve�i broj redukcija od n′ do n0 je svakako maǌi od N , pa
po induktivnoj pretpostavci imamo:

∀w′.w →β w′ =⇒ w′ ∈ L(B).

Sada je, po induktivnoj pretpostavci 1.1 primeǌenoj na w, i w ∈ L(B)
qime smo zavrxili obe indukcije.

Lema 20. Ako za svako a ∈ L(A) va�i b[x/a] ∈ L(B), onda je λx : A.b ∈
L(A → B).

Dokaz. �elimo da doka�emo da je za svako a ∈ L(A): (λx : A.b) a ∈ L(B).
Znamo da je x ∈ L(A), pa je b[x/x] ∈ L(B), to jest b ∈ L(B), pa je b ∈ SN .
Tako�e je a ∈ SN . Sada radimo indukciju po zbiru maksimalnog broja
redukcija a i b i dokazujemo:

∀w.(λx : A.b) a →β w =⇒ w ∈ L(B).

Ako je w = b[x/a] po uslovu leme imamo da je w ∈ L(B). Ako su a i
b u normalnoj formi, mora biti w = b[x/a], pa smo ovime dobili bazni
sluqaj. Ako je w = (λx : A.b′) a gde je b →β b′, po induktivnoj pretpostavci
imamo da je:

∀w′.w →β w′ =⇒ w′ ∈ L(B)

xto po lemi 19 daje w ∈ L(B). Sliqno mo�emo uraditi sluqaj kada je
w = (λx : A.b) a′ gde je a →β a′.

Sada, uz primenu leme 19 dobijamo (λx : A.b) a ∈ L(B).

Konaqno, dolazimo do tvr�eǌa koje smo pomenuli nakon posledice 3.

Teorema 6. Neka je FV (b) = {x1, x2, . . . , xn}, ai ∈ L(Ai) i xi : Ai ∈ Γ za
i = 1, 2, . . . , n. Tada Γ ⊢ b : B =⇒ b[x1/a1][x2/a2] . . . [xn/an] ∈ L(B).
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Dokaz. Indukcijom po strukturi b:

� Ako je b = x1, onda je Γ ⊢ b : A1 i b[x1/a1] = a1 ∈ L(A1).

� Ako je b = (m n) mora biti Γ ⊢ m : A → B i Γ ⊢ n : A za neki tip
A. Po induktivnoj pretpostavci je m′ = m[x1/a1][x2/a2] . . . [xn/an] ∈
L(A → B) i n′ = n[x1/a1][x2/a2] . . . [xn/an] ∈ L(A), pa je po definiciji
skupa L(A → B) i (m′ n′) ∈ L(B). Onda je i (m n)[x1/a1][x2/a2] . . . [xn/an] ∈
L(B).

� Ako je b = λx : A.m, onda Γ, x : A ⊢ m : M i B = A → M . Sada, po
induktivnoj pretpostavci, za svako a ∈ L(A) va�i

m[x1/a1][x2/a2] . . . [xn/an][x/a] ∈ L(M).

Po lemi 20 dobijamo da je λx : A.(m[x1/a1][x2/a2] . . . [xn/an]) ∈ L(B).
Kako se promenǉive xi ne mogu pojavǉivati u tipu A, ovaj term je
identiqan termu b[x1/a1][x2/a2] . . . [xn/an].

Time je indukcija gotova.

Teorema 7. Svaki term m je strogo normalizuju�.

Dokaz. Recimo da je Γ ⊢ m : M . Sada je, po teoremi 6,

m[x1/x1][x2/x2] . . . [xn/xn] ∈ L(M),

gde su x1, x2, . . . , xn slobodne promenǉive u m. Dakle, m ∈ L(M), pa je
m ∈ SN .

Raqun konstrukcija

Raqun konstrukcija (ponekad λC) je najkompleksniji PTS koji �emo ovde
razmatrati. Uveo ga je Kokan [11] i ǌegova varijanta qini osnovu za
dokazivaq Coq. Dat je skupom pravila RC = {(∗, ∗, ∗), (□, ∗, ∗), (∗□,□), (□,□,□)}.
Dakle, praktiqno sve Π− apstrakcije su nam dozvoǉene i ne moramo vixe
da pazimo na to.

Ispostavǉa se da, uprskos tome xto je ovaj sistem toliko bogat, on
i daǉe zadovoǉava strongu normalizaciju. Navodimo ovo tvr�eǌe bez
dokaza, koji se mo�e prona�i u [6].

Teorema 8. Svi termi raquna konstrukcija su strogo normalizuju�i.

Ovo svojstvo bi�e kǉuqno u dokazu slede�eg.
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Teorema 9. Sekvent ⊢ f : ΠA : ∗.A nije izvodiv.

Tip ΠA : ∗.A predstavǉa tip False xto smo naveli ranije. Ako bi
postojalo f : False, onda bi svaki iskaz bio dokaziv, jer ovaj term zaista
govori ,,za svaki iskaz A postoji term tipa A’’ .

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Po teoremi 8, mo�emo pretpostaviti
da je f u normalnoj formi (dakle, ne sadr�i redekse). Tako�e, f nema
slobodnih promenǉivih jer je kontekst prazan. Sada je f = λA : ∗.f ′, gde
je A : ∗ ⊢ f ′ : A i jedina slobodna promenǉiva u f ′ je A. Indukcijom
po strukturi terma f ′ dokazujemo da ovo nije mogu�e. Ako je f ′ = A,
onda je A : ∗ ⊢ A : A. Po jedinstvenosti tipova, mora biti A =β ∗,
xto nije mogu�e. Ako je f ′ = λx : X.Y , tada je A : ∗ ⊢ λx : X.y : Πx :
X.Y , pa je ponovo po jedinstvenosti tipova Πx : X.Y =β A xto opet nije
mogu�e. Ako je f ′ = M N , onda je A : ∗ ⊢ M : Πx : X.A. Kako je M u
normalnoj formi, M je ili λ−apstrakcija, ili je M = A. Prvi sluqaj
daje M = λx : X.f ′′ gde je A : ∗ ⊢ f ′′ : A xto nije mogu�e po induktivnoj
pretpostavci. Drugi sluqaj daje Πx : X.A =β ∗, xto ponovo nije mogu�e.
Konaqno, ako je f ′ neka Π−apstrakcija, onda je A : ∗ ⊢ f ′ : s gde je s sorta,
pa je A =β s, xto ponovo nije mogu�e. [8]

Raqun konstrukcija bi�e osnova za nax program koji treba da prover-
ava teoreme. Sada �emo u par primera ilustrovati kako to radi.

Primer 11. Recimo da �elimo da definixemo prirodne brojeve. Uze�emo
tip prirodnih brojeva nat : ∗ i to prvo stavǉamo u kontekst. Razlog
xto ih stavǉamo u ∗ je xto zaista nemamo drugu sortu u koju bismo
mogli da ih smestimo (□ nema svoj tip, pa samim tim ne mo�e sadr�ati
promenǉive). Daǉe, �elimo da prevedemo Peanove aksiome na raqun
konstrukcija. Prvo nam treba jednakost, koja jox nije nigde definisana
- takozvanu Lajbnicovu jednakost.3 Ideja je da ako su dva broja ista,
onda u svakom iskazu mo�emo jedan da zamenimo sa drugim. Objekat koji
predstavǉa Lajbnicovu jednakost bi�e eq : nat → nat → Prop. Dakle, ona
uzima 2 prirodna broja i vra�a iskaz (o ǌima). Sada dodajemo prve
aksiome, koje glase:

eqi : Πx : nat.eq x x,

eqe : ΠP : nat → Prop.Πm : nat.Πn : nat.(eq m n) → P m → P n.

Prva od ovih je sasvim jasna - ka�e da je svaki broj x jednak samom
sebi. Druga aksioma ka�e da za svaki predikat tipa nat → Prop i sve

3Ova jednakost je razliqita od =β. Relaciji =β zapravo ne�emo mo�i da
,,pristupimo’’ kada dokazujemo teoreme, ona je tu za proveru ispravnosti dokaza.



30 1. Lambda raqun

prirodne brojeve m i n, ako su m i n jednaki i va�i P m onda va�i i
P n. Ovo �e nam omogu�iti da doka�emo neka osnovna svojstva, recimo
da je jednakost komutativna. To tvr�eǌe predstavǉeno je tipom Πm :
nat.Πn : nat.(eq m n) → (eq n m). Term koji dokazuje dato tvr�eǌe poqe�e
sa λm : nat.λn : nat.λp : (eq m n). gde je p zapravo pretpostavka da su m i n
isti. Sada �elimo da primenimo eqe da dobijemo eq n m. Za P uze�emo
λx.eq x m. Term koji dokazuje komutativnost bi�e:

eqc = λm : nat.λn : nat.λp : (eq m n).eqe (λx.eq x n) m n (eqi m)

Zaista, P m =β eq m m je dokazano termom (eqi m) odakle sledi
P n =β eq n m. Lepota ovoga je xto mi raqunaru ne moramo nixta
da objaxǌavamo - mi samo unesemo term za koji ka�emo da je dokaz, a
ǌegov zadatak je da izraquna tip tog terma. U budu�nosti mo�emo ko-
ristiti eqc kao skra�enicu za nax dokaz. Tako�e, pisa�emo x = y kao
skra�enicu za eq x y.

Sada bismo da dodamo nulu i funkciju sledbenika: 0 : nat, s : nat →
nat. Aksiome koje vezuju ova dva objekta bi�e slede�e:

snotzero : Πn : nat.s n = 0 → False

sinj : Πx : nat.Πy : nat.s x = s y → x = y

Gore se pojavilo p → False gde je p : Prop neki iskaz. Ovo zapravo
predstavǉa negaciju - ako va�i p, dobijamo kontradikciju.

Ostalo je jox dodati indukciju i operacije. Indukciju dodajemo na
slede�i naqin:

ind : ΠP : nat → Prop.P 0 → (Πn : nat.P n → P (s n)) → Πn : nat.P n.

Operacije + i · ne�emo razmatrati ovde zato xto termi ve� postaju
priliqno veliki.

Ovim pristupom mo�emo uraditi mnogo. Mo�emo dodati logiqke
operatore ∧ i ∨, kvantifikator ∃ i iskǉuqeǌe tre�eg: Πp : Prop.p ∨
(p → False) (koje nije dokazivo u praznom kontekstu). Ipak, postoje neki
problemi.

Sistemi ve�i od raquna konstrukcija

Prvi problem koji se pojavǉuje kada koristimo raqun konstrukcija je
xto mi naxe skupove objekata stavǉamo u ∗, iako oni nemaju veze sa
iskazima. Posledica toga je da �emo ponekad mo�i da doka�emo vixe
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stvari nego u, recimo, logici vixeg reda sa istim kontekstom. Rex-
eǌe bi bilo dodati sortu koja �e biti sorta objekata i prvi kandidat
nam je □. Ako bismo dodali aksiomu □ : □, mogli bismo da uvodimo
promenǉive tipa □. Na�alost, takav sistem ve� ne zadovoǉava strogu
normalizaciju. Ne samo to, ve� postoji term tipa False (naravno, taj
term nije u normalnoj formi). [10]

Drugi naqin je dodati sorte ,,iznad’’ □. Neki dokazivaqi teorema
uzimaju ovaj pristup - imaju beskonaqnu hijerarhiju sorti Typei gde
je Typei : Typei+1 i Prop : Type0. Tada su sorte iznad Prop nameǌene
za objekte, dok Prop dr�i samo iskaze. Jox jedna mogu�nost je dodati
sortu △ i aksiomu △ : □ sa odgovaraju�im skupom pravila. Razmixǉao
sam o tome, ali nisam uspeo da doka�em da �e takavi sistemi biti
konzistentni, pa sam odluqio da se zadr�im na raqunu konstrukcija.

Neki dokazivaqi imaju i dodatne tipove - takozvane induktivne tipove.
Ideja je da se u tipu definixu samo konstruktori, a sistem sam doda
xta je potrebno. Na primer, kod prirodnih brojeva u primeru 11, mi
bismo samo definisali 0 : nat i s : nat → nat, a sistem bi po odre�enom
algoritmu zakǉuqio xta sve treba da doda.
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2 Implementacija

U ovom poglavǉu �emo ukratko opisati implementaciju interaktivnog
dokazivaqa i dati par primera nekih dokaza.

Jezik koji je korix�en za implementaciju je C#. Glavne klase u
programu su LambdaTerm, PTSDe�nition, Context i TypingRules.

LambdaTerm

Zadatak ove klase je da od niza karktera napravi drvo koje predstavǉa
terme lambda raquna (sa tipovima). Jox jedan, mnogo te�i zadatak,
je da uradi sva preimenovaǌa promenǉivih, proverava jednakost terma
(preko β−normalne forme) i pazi da nemamo ,,ilegalne’’ terme. Ova
klasa je najbitnija jer se u ǌoj odvijaju sve transformacije terma i
ceo program zavisi od ǌe. Zato je kucana sa posebnom pa�ǌom i tra�i
veoma specifiqan format u kome se termi unose, da sigurno ne bi doxlo
do grexke.

PTSDe�nition

Klasa u kojoj se definixe PTS, odnosno ǌoj dajemo skup sorti, aksioma
i pravila. Ova klasa ne bi bila potrebna kada bismo hteli da se
ograniqimo samo na raqun konstrukcija, ali ovako je mnogo lakxe pre-
baciti se na neki drugi PTS i dobiti rezultate u ǌemu.

Context i TypingRules

Ove dve klase zajedno quvaju kontekst i proveravaju tip svakog terma.
Provera tipa ura�ena je rekurzivno i drvo izvo�eǌa tipa se ne izvodi
eksplicitno, mada je uvek mogu�e rekonstruisati ga.

Ove qetiri klase zajedno nam daju sve xto je u teoriji potrebno da mi
dokazujemo neke teoreme. Ipak, za qoveka je gotovo nemogu�e da unosi
svaki term sam za sebe. Dokazi nekih teorema mogu imati i hiǉade
karaktera, pa nam je potreban neki naqin da generixemo sav taj kod.
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Zato je implementiran sistem u kome je mogu�e pisati funkcije koje �e
prevesti tekst koji qovek napixe u odgovaraju�e terme. Taj sistem se
u mnogome bazira na lambda raqunu bez tipova, gde nam qiǌenica da je
on Tjuring kompletan daje veliku slobodu.

Primer 12. Predstavi�emo kod koji je povezan sa primerom 11.

axiom nat : Prop ;
axiom eq : nat=>nat=>Prop ;
i n f i x eq =;
axiom eq_intro : #n : nat . n=n ;
axiom eq_elim : #A: nat=>Prop.#x : nat .#y : nat . x=y=>(A x)=>(A y ) ;

# predstavǉa Π−apstrakciju dok �e @ predstavǉati λ−apstrakciju.
Komanda axiom a:A dodaje u kontekst deklaraciju a:A, dok in�x eq = ka�e
da svi x=y treba da se pretvore u eq x y. Slede�i kod je dokaz komuta-
tivnosti za jednakost.

theorem eq_comm : #x : nat .#y : nat . x=y=>y=x
{

l e t x : nat{
l e t y : nat{

l e t k : x=y{
eq_elim @n: nat . n=x x y k ( eq_intro x ) ;

}
}

}
}

Komanda let a:A dodaje u kontekst deklaraciju a:A ali samo u bloku
ograniqenom vitiqastim zagradama. Sve let komande se sklaǌaju λ−pravilom
i proverava se tip dobijenog terma. Ako je taj tip isti kao onaj nave-
den u teoremi, onda se dodaje pravilo koje svaki put kada se napixe
eq_comm zameni term koji dokazuje komutativnost. Ceo term izlgeda
ovako:

@x: nat .@y : nat .@k : ( ( eq x ) y ) .
( ( ( ( ( eq_elim @n: nat . ( ( eq n) x ) ) x ) y ) k ) ( eq_intro x ) )

Recimo da imamo term koji dokazuje p:x=y. Mo�emo definisati funkcije
bin_left p i bin_right p koje vra�aju redom x i y. Sada mo�emo iz p odmah
dobiti dokaz za y=x definisaǌem jox jedne funkcije:

func make_eq_comm t=eq_comm ( b in_l e f t t ) ( bin_right t ) t ;
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U ovoj liniji func uzima ime funkcije i parametre pre znaka =.
Zatim ide kod u kome se eventualno pojavǉuju ti parametri. Kada u
budu�nosti napixemo make_eq_comm p dobi�emo odmah dokaz od y=x,
umesto da pixemo svaki put eq_comm x y p. Ovo je posebno korisno kada
su x i y neki slo�eniji izrazi.

Navodimo sada i dokaz tranzitivnosti.

theorem eq_trans : #x : nat .#y : nat .#z : nat . x=y=>y=z=>x=z
{

l e t x : nat{
l e t y : nat {

l e t z : nat {
l e t a : x=y{

l e t b : y=z{
eq_elim ( eq x ) y z b a ;

}
}

}
}

}
}

Ponovo mo�emo uvesti skra�enicu kao za komutativnost:

func make_eq_trans l 1 l 2=
eq_trans ( b in_l e f t l 1 ) ( bin_right l 1 ) ( bin_right l 2 ) l 1 l 2 ;

Navex�emo jox definiciju sabiraǌa i dokaza�emo asocijativnost.
Du�ina koda koji generixe taj dokaz nam govori da verovatno ima dosta
prostora za automatizaciju. S druge strane, term koji dokazuje asocija-
tivnost ima skoro 2000 karaktera, tako da smo ipak sebi dosta olakxali
posao.

axiom plus : nat=>nat=>nat ;
i n f i x p lus +;
axiom plus_succ : #a : nat .#b : nat . a+(succ b)=( succ a+b ) ;
axiom plus_zero : #a : nat . a+zero=a ;
theorem a_plus_one : #a : nat . a+(succ zero )=( succ a ) ;

Teoremu a_plus_one naveli smo ovde bez dokaza. Sada sledi dokaz
asocijativnosti. U dokazu se pojavǉuje jox par stvari o kojima nismo
diskutovali, mada ǌihova imena daju sasvim dobro objaxǌeǌe o tome
xta se dexava. Jox nexto xto koristimo su ugǌe�dene teoreme. Kada
navedemo teoremu unutar teoreme i doka�emo je, onda je mo�emo koris-
titi u ostatku dokaza.
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theorem plus_assoc : #a : nat .#b : nat .#c : nat . ( a+b)+c=a+(b+c )
{

l e t a : nat{
l e t b : nat{

theorem l1 : ( a+b)+zero=a+(b+zero )
{

theorem l11 : b+zero=b{plus_zero b ; }
theorem l12 : a+(b+zero )=a+b{

apply_f_to_eq @x: nat . a+x l11 ;
}
theorem l13 : a+b=(a+b)+zero
{eq_comm (a+b)+zero a+b ( plus_zero a+b ) ; }
theorem l14 : a+(b+zero )=(a+b)+zero
{ eq_trans a+(b+zero ) a+b ( a+b)+zero l12 l13 ; }
make_eq_comm l14 ;

}
theorem l2 : #c : nat . ( a+b)+c=a+(b+c)=>

(a+b)+( succ c)=a+(b+(succ c ) )
{

l e t c : nat{
l e t h : ( a+b)+c=a+(b+c ){

theorem l21 : ( a+b)+( succ c )=( succ ( a+b)+c )
{plus_succ a+b c ; }
theorem l22 : a+(b+(succ c ))=a+(succ b+c )
{apply_f_to_eq @x: nat . a+x ( plus_succ b c ) ; }
theorem l23 : a+(b+(succ c ))=( succ a+(b+c ) )
{make_eq_trans l22 ( plus_succ a b+c ) ; }
theorem l24 : ( a+b)+( succ c )=( succ ( a+b)+c )
{plus_succ a+b c ; }
theorem l25 : ( succ ( a+b)+c)=( succ a+(b+c ) )
{apply_succ_to_eq h ; }
theorem l26 : ( a+b)+( succ c )=( succ a+(b+c ) )
{make_eq_trans l24 l25 ; }
make_eq_trans l 26 (make_eq_comm l23 ) ;

}
}

}
ind @c : nat . ( a+b)+c=a+(b+c ) l 1 l 2 ;

}
}

}



37

Ceo kod sa jox nekoliko teorema i svim definicijama mo�e se na�i
u fajlu koji je prilo�en pod imenom proof.txt.

Primer 13. Ranije smo pomenuli da dodavaǌe aksiome □ : □ ruxi
konzistentnost naxeg sistema. Ipak, mi u programu mo�emo definisati
takav sistem i proveriti da zaista postoji term tipa False. Dakle, u
narednom �emo raditi u raqunu konstrukcija sa □ : □ kao dodatnom
aksiomom. Slede�i kod daje term naveden u [14], koji program taqno
proverava kao dokaz kontradikcije u ovom sistemu.

func f a l s e=#r : Prop . r ;
func not r=r=>f a l s e ;
func p A=A=>Prop ;
func U=#x : Type . ( ( ( p (p x))=>x)=>(p (p x ) ) ) ;
func tau t=@X: Type . @f : ( ( p (p X))=>X) .

@P: ( p X) . ( t @x :U. (P ( f ( ( x X) f ) ) ) ) ;
func sigma s=(( s U) @t : ( p (p U) ) . ( tau t ) ) ;

func Delta=@y:U. ( not #P: ( p U) .
( ( ( sigma y ) P)=>(P ( tau ( sigma y ) ) ) ) ) ;

func Omega=reduced ( tau @P: ( p U) .#x :U. ( ( ( sigma x ) P)=>(P x ) ) ) ;

func fp=(@0 :#P: ( p U) . ( (#x :U. ( ( ( sigma x ) P)=>(P x)))=>(P Omega ) ) .
( ( ( 0 Delta ) @x:U.@2 : ( ( sigma x ) Delta ) .@3 :#P: ( p U) .
( ( ( sigma x ) P)=>(P ( tau ( sigma x ) ) ) ) . ( ( ( 3 Delta ) 2)
@P: ( p U) . ( 3 @y:U. (P ( tau ( sigma y ) ) ) ) ) )
@P: ( p U) . ( 0 @y:U. (P ( tau ( sigma y ) ) ) ) )
@P: ( p U) .@1 :#x :U. ( ( ( sigma x ) P)=>(P x ) ) . ( ( 1 Omega)
@x:U. ( 1 ( tau ( sigma x ) ) ) ) ) ;

theorem f : f a l s e
{

fp ;
}
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3 Zakǉuqak

Definisali smo lambda raqune sa i bez tipova i dokazali mnoga ǌi-
hova svojstva. Najbitniji dokazi bili su dokazi Qerq-Roser teoreme
o jedinstvenosti β−normalne forme i dokaz stroge normalizacije za
lambda raqun sa jednostavnim tipovima. Pokazali smo da stroga nor-
malizacija, zajedno sa Qerq-Roserom, daje konzistentnost sistema, u
smislu da je tip ΠA : ∗.A prazan. Predstavili smo raqun konstrukcija
i na osnovu ǌega smo napravili program koji omogu�ava dokazivaǌe
teorema sa automatskom proverom.

Postoji dosta prostora za napredak. Ve� smo pomenuli probleme
raquna konstrukcija i mogu�e popravke. Tako�e, xto se same imple-
mentacije tiqe, svakako ima mnogo stvari koje bi mogle da se dodaju kao
na primer automatizovaǌe dokaza koji su qisto algoritamski.
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