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1 Uvod

Geometrija je jedna od najstarijih nauka, koja prouqava forme i odnose figura u

ravni i prostoru.

Geometrija se razvijala i usavrxavala vekovima, tako da sada predstav	a izgra�enu

matematiqku disciplinu.

Oko 300. godine pre nove ere nastalo je najsistematiqnije delo iz geometrije tog vre-

mena pod naslovom ,,Elementi", koje je napisao Euklid. U 7. aksiomi ,,Elemenata"koja

glasi:,,One koje se me�usobno mogu dovesti do poklapa�a jednake su me�u sobom", prvi

put se upotreb	ava kreta�e geometrijskih figura. Tu ve� vidimo da �e izometrijske

transformacije omogu�iti da definixemo podudarnost bilo kojih figura u prostoru.

Danas, izometrije su xiroko korix�ene u mnogim disciplinama matematike i pri-

me�enih nauka, i nastav	aju da se razvijaju sa napretkom tehnologije.
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2 Izometrijske transformacije ravni

Postoje razni tipovi izometrijskih transformacija Euklidske ravni: Osna re-

fleksija, Centralna rotacija, Centralna simetrija, Translacija, Klizaju�a reflek-

sija. Za klasifikaciju izometrija znaqajna je orijentacija preslikane figure, kao i

broj fiksnih (invarijantnih) taqaka.

2.1 Direktne i indirektne izometrijske transformacije

Svaka izometrija mo�e biti direktna ili indirektna.

Definicija 2.1 Izometrijska transformacija J : E2 → E2 je direktna, ako quva

orijentaciju ravni E2, tj. svaki trougao te ravni preslikava u trougao iste orijen-

tacije. J : E2 → E2 je indirektna ako svaki trougao te ravni preslikava u trougao

suprotne orijentacije.

Slika 1:

Teorema 2.1 Neka su AB i A1B1 podudarne du�i ravni E2. Tada postoje taqno dve

izometrije te ravni koje slikaju taqke A i B u A1 i B1, jedna direktna, a druga

indirektna.

Teorema 2.2 Direktna izometrija ravni E2 sa bar dve invarijantne taqke je koin-

cidencija.

Teorema 2.3 Neka je J izometrija sa invarijantnom pravom p kojoj me�a orijenta-

ciju. Tada na pravoj p postoji fiksna taqka pri izometriji J .
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2.2 Osna refleksija

Definicija 2.2 Neka je p prava ravni E2. Izometrijska transformacija ravni koja

nije koincidencija i za koju je svaka taqka prave p fiksna (invarijantna) naziva se

osna refleksija ravni, u oznaci Sp. Prava p je osa te refleksije.

Svojstva osne refleksije

Teorema 2.4 Sve fiksne taqke osne refleksije su na osi refleksije.

Teorema 2.5 Osna refleksija je indirektna izometrija.

Teorema 2.6 Ako je Sp osna refleksija ravni i za neku taqku X te ravni va�i

Sp(X) = X1 ̸= X, tada je osa p te refleksije medijatrisa du�i XX1.

Teorema 2.7 Jedine invarijantne prave osne refleksije Sp su osa p i sve prave te

ravni koje su normalne na p.

Ako dva puta primenimo istu osnu refleksiju, svaku taqku ,,vra�amo"na svoje me-

sto. To znaqi da je kompozicija osne refleksije sa sobom koincidencija i inverzna

transformacija osne refleksije je ista ta refleksija. Transformacije koje imaju ovo

svojstvo zovu se involucije.

Teorema 2.8 Osna refleksija je involucija, tj. S2
p = E.

Teorema 2.9 Indirektna izometrija sa bar jednom fiksnom taqkom je osna reflek-

sija, qija osa sadr�u tu taqku.

Narednom teoremom razmotri�emo transmutaciju osne refleksije bilo kojom izo-

metrijskom transformacijom. Transmutacijom(preobra�ava�em) osne refleksije Sp

nekom transformacijom J nazivamo kompoziciju: J ◦ Sp ◦ J −1.

Teorema 2.10 (o transmutaciji) Neka je Sp osna refleksija ravni, a J izometrija

ravni koja slika pravu p u pravu p1. Tada J ◦ Sp ◦ J −1 = Sp1.

Teorema 2.11 Osne refleksije ravni komutiraju ako i samo ako su im ose upravne ili

jednake. Tj. Sp ◦ Sq = Sq ◦ Sp ⇔ p = q ∨ p ⊥ q.

Teorema 2.12 Neka su p i q razne komplanarne prave. Jedina fiksna taqka izometri-

je Sp ◦ Sq je preseqna taqka pravih p i q, tj. va�i: Sp ◦ Sq(X) = X ⇔ X = p ∩ q.

Kompozicija dve osne refleksije je direktna izometrija, kao kompozicija dve indi-

rektne izometrije. Ako su ose tih refleksija jednake, onda ta kompozicija predstav	a

koincidenciju. Na osnovu prethodne teoreme, ako se ose tih refleksija seku, onda kom-

pozicija Sp ◦ Sq ima samo jednu fiksnu taqku (to je �ihova preseqna taqka), a ako su

ose tih refleksija paralelne, onda kompozicija Sp ◦ Sq nema fiksnih taqaka.

Podudarnost likova

Osna refleksija ravni omogu�uje da u geometriji te ravni ustanovimo specifiqnu

relaciju podudarnosti, tzv. relaciju osnosimetriqne podudarnosti likova.
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Definicija 2.3 Prava s je osa simetrije figura F i F ′ ako je Sp(F) = F ′. Speci-

jalno ako je F = F ′, tj. Sp(F) = F , ka�e se da je figura F osnosimetriqna i da je s

osa simetrije lika F .

Teorema 2.13 Svaka izometrija koja slika J : E2 → E2 mo�e se predstaviti kao

kompozicija (slaga�e) konaqnog broja osnih refleksija, pri qemu se mo�e posti�i da

broj osnih refleksija u kompoziciji ne bude ve�i od tri.

Primena osne refleksije u konstrukciji

Svojstva osne refleksije prime�uju se u nizu konstruktivnih zadataka, pa se qesto

lako mo�e do�i do rexe�a zadatka samim presavija�em jednog dela slike oko neke

prave tako da on zauzme simetriqan polo�aj s druge strane prave.

1. Neka su A i B dve taqke sa iste strane prave p. Odrediti taqku X na pravoj p

tako da zbir |AX|+ |XB| bude minimalan.

1. Analiza: Osnom refleksijom du�i AB oko prave p taqka A se slika u taqku A1

koja je simetriqna taqki A u odnosu na pravu p. Tada je odstoja�e taqke A do bilo koje

taqke prave p jednako odstoja�u taqke A1 do iste taqke prave p.

Dakle,|AX| + |XB| = |A1X| + |XB| i|AX1| + |X1B| = |A1X1| + |X1B1| ali �e zbir

biti minimalan kada su taqke A1, X i B kolinearne.

Konstrukcija: 1) Konstruixemo A1 = Sp(A)

2) Konstruixemo {X} = BA1 ∩ p. Taqka X je tra�ena taqka.

Dokaz: Neka je X1 proizvo	na taqka prave p razliqita od X. Kako je Sp izometrija,

va�i X1A ∼= X1A1. Odavde, na osnovu nejednakosti trougla za trougao BX1A1 sledi:

|AX1|+ |X1B| = |A1X1|+ |X1B| > |A1B| = |A1X|+ |XB| = |AX|+ |XB|

Diskusija: Rexe�e je jedinstveno, jer su jedinstvene taqke A1 i X. □

Slika 2: Zadaci 1 i 2

2. Data je prava XY i dve taqke A i B sa iste strane prave XY .Odrediti na pravoj

XY taqku C tako da ∠ACY bude dva puta ve�i od ∠BCY , .
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2. Analiza: Pretpostavimo da je taqka C odre�ena i da krug sa centrom u taqki

B i polupreqnikom BA seqe pravu p, odre�enu taqkama X i Y , u taqkama P i Q. Taqka

koja je simetriqna taqki A u odnosu na pravu BC je taqka Q koja pripada pravoj XY

pa je: |BQ| = |BA| Isto va�i i za taqku P .

Konstrukcija: 1) Konstruixemo krug k sa centrom u taqki B i polupreqnikom

AB ; Krug k seqe pravu XY u taqkama P i Q;

2) Konstruixemo simetrale du�i AP i AQ ;

3) {C} = sAQ ∩XY , {C1} = sAP ∩XY ;

4) Taqke C i C1 su tra�ene taqke .

Dokaz: Kako su prave CB i C1B simetrale redom uglova ∠ACQ i ∠AC1Q, to je

∠ACY = 2∠BCY i ∠AC1Y = 2∠BC1Y .

Diskusija:

Ako je |AB| < |BD| zadatak nema rexe�a.

Ako je |AB| = |BD| zadatak ima jedinstveno rexe�e.

Ako je |AB| > |BD| zadatak ima dva rexe�a.

3. Neka su k i l krugovi sa raznih strana prave p. Konstruisati pravilan trougao

ABC tako da temena B i C pripadaju krugovima k i l redom, a prava p sadr�i visinu

trougla iz temena A.

Slika 3: Zadatak 3

3. Analiza: Visina pravilnog trougla iz temena A je medijatrisa ivice BC, tj.

prava p je medijatrisa ivice BC. Osnom refleksijom du�i AB u odnosu na pravu p

taqka B se slika u taqku C. Kako taqka B pripada krugu k to �emo osnom refleksijom

kruga k dobiti krug k1 , a u �enom preseku sa krugom l �emo dobiti taqku C.

Konstrukcija: 1) Konstruixemo k1 = Sp(k);

2) C ∈ k1 ∩ l; 3) B = S−1
p (C);

4) A ∈ k2(C, |CB|) ∩ p.

Dokaz: Taqka C pripada krugu l, taqka B krugu k = S−1
p (k1), a taqka A pravoj p, sve

direktno po konstrukciji.
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Sp(AB) = AC, pa je AB ∼= AC.

Tako�e, iz konstrukcije sledi CB ∼= CA, xto znaqi da je trougao ABC pravilan.

Diskusija:

Ako je |k1 ∩ l| = 0 zadatak nema rexe�a.

Ako je |k1 ∩ l| = 1 zadatak ima dva rexe�a, jer krug k2(C, |CB|) dva puta seqe pravu
p.

Ako je |k1 ∩ l| = 2 zadatak ima qetiri rexe�a, po dva za svaki od preseka k1 i l.

Ako je k1 ≡ l zadatak ima beskonaqno mnogo rexe�a.

2.3 Pramenovi pravih u ravni

Me�u raznim uzajamnim polo�ajima pravih u ravni, ovde posebno izdvajamo slu-

qajeve kada se sve prave seku u jednoj taqki, odnosno kada su me�usobno paralelne.

Tim uzajamnim polo�ajima pravih odgovaraju dva razliqita pramena pravih: pramen

konkurentnih pravih i pramen paralelnih pravih.

Definicija 2.4 Skup svih pravih ravni E2 koje sadr�e taqku S naziva se pramen

konkurentnih pravih sa sredixtem S, u oznaci χS. Skup svih pravih ravni E2 koje su

paralelne pravoj s te ravni naziva se pramen paralelnih pravih, u oznaci χs.

Pramen konkurentnih pravih jednoznaqno je odre�en sredixtem S tog pramena, dok

je pramen paralelnih pravih jednoznaqno odre�en bilo kojom svojom pravom s.

Najva�nija svojstva pramenova pravih koja se odnose na osne refleksije:

Teorema 2.14 Ako prave p, q, r ravni E2 pripadaju istom (konkurentnom ili para-

lelnom) pramenu χ kompozicija Sr ◦ Sq ◦ Sp predstav	a osnu refleksiju Ss, s ∈ χ.

Teorema 2.15 Ako kompozicija Sr ◦Sq ◦Sp osnih refleksija ravni E2 predstav	a osnu

refleksiju Ss, tada prave p, q, r, s pripadaju istom pramenu χ.

Uvex�emo relaciju izogonalnosti parova pravih koja proistiqe iz relacije

Sr ◦ Sq ◦ Sp = Ss

Definicija 2.5 Ako za qetiri osne refleksije ravni E2 va�i Sr ◦ Sq ◦ Sp = Ss,

ka�emo da je par pravih p, r izogonalno spregnut sa parom q, s (kao i da je par q, s

izogonalno spregnut sa parom p, r).

Teorema 2.16 Neka su a, b, c, d qetiri prave istog pramena χ. Tada je par a, c izogo-

nalno spregnut sa parom b, d ako i samo ako se �ihove ose simetrije poklapaju. Dakle,

ako je Ss(a) = c i St(b) = d tada Sc ◦ Sb ◦ Sa = Sd ⇔ s = t.

Teorema 2.17 Ako su p, q, r prave istog (konkurentnog ili paralelnog) pramena χ

ravni E2 tada va�i Sr ◦ Sq ◦ Sp = Sp ◦ Sq ◦ Sr.
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Slika 4:

Primena pramenova pravih u ravni u konstrukciji

1. Neka je k(O, r) krug, a a, b, c prave neke ravni. Konstruisati trougao ABC upisan

u krug k, qije su ivice BC, CA, AB paralelne pravama a, b, c redom.

1. Analiza: Neka su a1, b1, c1 prave pramena χO, gde je O centar opisanog kruga

k(O, r) trougla ABC, i neka je a1 ⊥ a, b1 ⊥ b, c1 ⊥ c.

Tada je, po teoremi 1.14, poxto prave a1, b1, c1 pripadaju pramenu χO kompozicija

Sc1 ◦ Sa1 ◦ Sb1 = Sp, za neku pravu p ∈ χO. Tako�e, po teoremi 1.16 va�i Ss(a1) = p,

Ss(c1) = b1, tj. ista prava s je osa simetrija para a1, p i para c1, b1. Pravu p je onda

mogu�e konstruisati. Sp je osna refleksija sa fiksnim taqkama O i A. Presek prave p

sa krugom je jedno od temena tra�enog trougla.

Konstrukcija:

1) Konstruixemo prave a1, b1, c1 ∈ χO, tako da a1 ⊥ a, b1 ⊥ b, c1 ⊥ c.

2) Konstruixemo pravu s, Ss(c1) = b1 (osu simetrije pravih b1 i c1)

3) Konstruixemo pravu p = Ss(a1)

4) A ∈ p ∩ k(O, r)

5) B = Sc1(A), C = Sb1(A)

Dokaz: A ∈ p ∩ k ⇒ A ∈ k (po konstrukciji)

O ∈ c1 ⇒ Sc1(OA) = OB ⇒ OA ∼= OB ⇒ B ∈ k.

O ∈ b1 ⇒ Sb1(OA) = OC ⇒ OA ∼= OC ⇒ C ∈ k.

Dokazali smo da temena trougla ABC pripadaju datom krugu.

Jox treba pokazati da li su odgovaraju�e ivice trougla paralelne pravama a, b, c.

Najpre, direktno po konstrukciji, na osnovu Sc1(A) = B i Sb1(A) = C, imamo:

AB ⊥ c1 ∧ c1 ⊥ c ⇒ AB ∥ c

AC ⊥ b1 ∧ b1 ⊥ b ⇒ AC ∥ b

Za ivicu BC ne mo�emo ovako. Ali, iz Sc1 ◦ Sa1 ◦ Sb1 = Sp slaga�em sa Sc1 s leva,

odnosno sa Sb1 s desna dobijamo: Sa1 = Sc1 ◦ Sp ◦ Sb1 . Za ovu izometriju va�i:

Sc1 ◦ Sp ◦ Sb1(C) = Sc1 ◦ Sp(A) = Sc1(A) = B, odnosno Sa1(C) = B, xto znaqi da

BC ⊥ a1. Kako je i a1 ⊥ a, konaqno dobijamo i BC ∥ a.

Diskusija: Ako prave a, b, c nisu paralelne, zadatak ima dva rexe�a; po jedno za
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svaki od preseka prave p i kruga k. □

2.4 Centralna rotacija

Svaka direktna izometrija ravni se mo�e predstaviti kao kompozicija dve osne

refleksije. Ako se ose poklapaju ta kompozicija predstav	a koincidenciju. Razmo-

tri�emo sluqaj kada se ose seku i uvex�emo novu vrstu izometrija: centralnu rotaciju.

Slika 5:

Definicija 2.6 Neka su p i q dve prave ravni E2 koje se seku u taqki S. Kompozicija

Sq ◦ Sp naziva se centralna rotacija (ili kra�e rotacija) ravni E2, u oznaci RS,ω,

gde je ω = 2 pSq. Taqka S je centar, a ω ugao rotacije.

Svojstva centralne rotacije:

Teorema 2.18 Rotacija je direktna izometrija.

Teorema 2.19 Jedina fiksna taqka rotacije je centar te rotacije.

Teorema 2.20 Neka je RS,ω = Sq◦Sp rotacija ravni E2, S = p∩q. Neka je X proizvo	na

taqka ravni razliqita od S. Tada va�i: RS,ω(X) = X1 ⇔ XSX1
∼= ω ∧ SX ∼= SX1.

Teorema 2.21 Rotacija RS,ω je jednoznaqno odre�ena centrom S i orijentisanim

uglom ω, i mo�e se predstaviti kao kompozicija proizvo	nih osnih refleksija qije

se ose p i q seku u S, a pSq = ω/2.

Teorema 2.22 Direktna izometrija sa jedinstvenom fiksnom taqkom je rotacija.

Teorema 2.23 Neka je RS,ω rotacija ravni E2, a J izometrija ravni koja slika taqku

S u S1. Tada je J ◦ RS,ω ◦ J −1 = RS1,ω1, gde je ω1 = ω, ako je J direktna, a ω1 = −ω,

ako je J indirektna transformacija.

Transformacija inverzna rotaciji predstav	a tako�e rotaciju sa istim centrom,

za podudaran ugao suprotne orijentacije.

Kompozicija dve rotacije:
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Teorema 2.24 Neka su RA,α i RB,β rotacije ravni, takve da α+β /∈ {−360◦, 0◦, 360◦}.
Tada kompozicija RB,β ◦ RA,α predstav	a rotaciju RC,α+β, pri qemu je CAB = α/2

i ABC = β/2.

Primena centralne rotacije u konstrukciji

1. Date su tri paralelne prave a, b i c. Konstruisati pravilan trougao ABC tako

da �egova temena A, B i C pripadaju pravama a, b i c redom.

Slika 6: Zadatak 1

1. Analiza: Neka je A proizvo	na taqka na pravoj a i teme tra�enog trougla. Tada

rotacijom oko taqke A za ugao od 60◦ taqka B se preslikava u taqku C i dobijamo jednu

stranicu trougla.

Konstrukcija: 1) Odredimo proizvo	nu taqku A na pravoj a

2) b1 = RA,60◦(b); 3) C ∈ b1 ∩ c;

4) B = R−1
A,60◦(C).

Dokaz: C ∈ b1 ∩ c ⇒ C ∈ c (po konstrukciji).

R−1
A,60◦(b1) = b ⇒ R−1

A,60◦(C) ∈ b ⇒ B ∈ b.

R−1
A,60◦(AC) = AB odakle sledi AC ∼= AB i ∠CAB = 60◦.

To je dovo	no da zak	uqimo da je trougao ABC pravilan.

Diskusija: Zadatak ima dva rexe�a, pri nasumiqnom izboru taqke A. Rotacijom

prave b oko taqke A za ugao −60◦ dobija se jox jedan trougao koji je podudaran sa

konstruisanim.

2. Konstruisati kvadrat ABCD ako je data taqka A, a temena B i D pripadaju

datom krugu k.

2. Analiza: Rotacija RA,90◦ preslikava taqku B u taqku D. Kako taqka B pripada

kru�nici k, rotira�emo kru�nicu k oko taqke A za ugao od 90◦ . Ta rotirana kru�nica

k1 �e se�i kru�nicu k u taqki D i dobi�emo stranicu tra�enog kvadrata.

Konstrukcija: 1) RA,90◦(k) = k1;

2) D ∈ k1 ∩ k;
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Slika 7: Zadatak 2

3) R−1
A,90◦(D) = B;

4) SBD(A) = C.

Dokaza�emo da qetvorougao ABCD ispu�ava uslove zadatka.

Dokaz: D ∈ k1 ∩ k ⇒ D ∈ k (po konstrukciji).

R−1
A,90◦(k1) = k ⇒ R−1

A,90◦(D) ∈ k ⇒ B ∈ k.

R−1
A,90◦(AD) = AB odakle sledi AD ∼= AB i ∠DAB = 90◦.

To znaqi da je trougao DAB jednakokrako-pravougli, sa pravim uglom kod temena

A.

Refleksijom tog trougla u odnosu na osu BD zaista dobijamo ceo kvadrat.

Diskusija: Ako je |k1 ∩ k| = 0 zadatak nema rexe�a.

Ako je |k1 ∩ k| = 1 zadatak ima jedno rexe�e.

Ako je |k1 ∩ l| = 2 zadatak ima dva rexe�a.

Ako je k1 ≡ l zadatak ima beskonaqno mnogo rexe�a (ako je A centar datog kruga, pa

se taj krug rotacijom slika u samog sebe). □

2.5 Centralna simetrija

Specijalan sluqaj rotacije kada je ω = 180◦ naziva se centralna simetrija.

Definicija 2.7 Centralna rotacija RS,ω za ugao ω = 180◦ zove se centralna sime-

trija sa centrom O, u oznaci SO.

Centralna simetrija SO ravni E2 predstav	a centralnu rotaciju te ravni oko taqke

O za opru�eni ugao. Ona predstav	a direktnu izometrijsku transformaciju ravni

E2 sa jedinstvenom fiksnom taqkom O. Svaku drugu taqku X ravni ona preslikava u

taqku X1 te ravni takvu da je taqka O sredixte du�i XX1. Centralna simetrija je

jednoznaqno odre�ena taqkom O.

Kako je po definiciji centralna simetrija vrsta rotacije, za �u va�e sva opxta

svojstva koja va�e za centralnu rotaciju.
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Slika 8:

Centralna simetrija SO se mo�e predstaviti kao kompozicija dve osne refleksije

qije su ose me�usobno upravne. Te osne refleksije komutiraju, tj. SO = Sq ◦ Sp = Sp ◦ Sq

gde je p ⊥ q i {O} = p ∩ q.

Posledica toga je:

Teorema 2.25 Centralna simetrija je involucija.

Teorema 2.26 Kompozicija tri centralne simetrije je 
entralna simetrija. Ako

su centri tih triju simetrija nekolinearne taqke, te tri taqke i centar rezul-

tuju�e simetrije predstav	aju temena paralelograma.

Definicija 2.8 Taqka S je centar simetrije figure F ako je Ss(F) = F ′. Ako neka

figura ima centar simetrije ka�e se da je ona centralnosimetriqna.

Primena centralne simetrije u konstrukciji

1. Neka je A jedna od dveju preseqnih taqaka krugova k i l. Konstruisati pravu koja

sadr�i taqku A i seqe krugove k i l redom u taqkama B i C, tako da BA ∼= AC.

Slika 9: Zadatak 1

1. Analiza: Centralna simetrija SA preslikava taqku B u taqku C.

Kako taqka B pripada krugu k, ako centralnom simetrijom u odnosu na taqku A

preslikamo krug k dobijamo krug k1 = SA(k) koja seqe krug l u taqki C.
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Konstrukcija: 1) k1 = SA(k);

2) {A,C} = k1 ∩ l;

3) B = S−1
A (C).

Dokaza�emo da prava BC ispu�ava uslove zadatka.

Dokaz: C ∈ k1 ∩ l ⇒ C ∈ l (po konstrukciji).

S−1
A (k1) = k ⇒ S−1

A (C) ∈ k ⇒ B ∈ k

S−1
A (AC) = AB odakle sledi AC ∼= AB i ∠CAB = 180◦.

Dakle, prava BC zaista sadr�i taqku A, koja je sredixte du�i BC.

Diskusija: Zadatak ima jedinstveno rexe�e, poxto je taqka C jedinstvena.

2. Na ma�oj stranici pravougaonika data je taqka M . Upisati u taj pravougaonik

novi pravougaonik, kome je jedno teme taqkaM , a ostala 3 temena pripadaju preostalim

stranicama polaznog pravougaonika.

2. Analiza: Neka je na stranici AD pravougaonika ABCD data taqka M i neka je

MPNQ tra�eni pravougaonik. Kako je pravougaonik centralnosimetriqna figura u

odnosu na taqku O (presek dijagonala pravougaonika), to se slika taqke M , tj. taqka N ,

u odnosu na taqku O nalazi na stranici BC pravougaonika ABCD. Druga dva temena

P i Q pripadaju kru�nici qiji je polupreqnik du� MN .

Slika 10: Zadatak 2

Konstrukcija: 1) N = SO(M);

2) konstruisati krug sa centrom u taqki O i preqnikom MN ;

3) P ∈ AB ∩ k;

4) Q = SO(P );

Dokaz: M ∈ AD po uslovu zadatka.

CB = SO(AD) i SO(M) ∈ CB pa onda N ∈ CB.

P ∈ AB po konstrukciji, a CD = SO(AB) i SO(P ) ∈ CD pa onda Q ∈ CD.

Jox treba dokazati da je MPNQ zaista pravougaonik.

SO(MP ) = NQ. Tako�e i SO(Q) = P , pa je i SO(MQ) = NP . Odavde sledi da jeMNPQ

paralelogram jer su mu naspramne strane paralelne i jednake. Kako je ∠MPN = 90◦

po konstrukciji(kao ugao nad preqnikom), onda je MNPQ pravougaonik.
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Diskusija: Zadatak ima dva rexe�a, poxto kru�nica k seqe stranicu AB u dve

taqke, kao i stranicu CD.

3. Neka su O, P , Q nekolinearne taqke neke ravni. Konstruisati u toj ravni kvadrat

ABCD, qiji je centar taqka O, a taqke P i Q pripadaju pravama AB i CD redom.

3. Analiza: Centralna simetrija SO preslikava pravu AB u pravu CD i obrnuto.

Prema tome, slika taqke P u odnosu na centar simetrije O nalazi�e se na pravoj CD,

a slika taqke Q na pravoj AB. Neka je p prava odre�ena taqkama P i Q1. Rotacijom

prave p oko taqke O za ugao od 90◦ dobi�emo pravu p1. Presek pravih p i p1 je taqka B

(teme tra�enog kvadrata).

Slika 11: Zadatak 3

Konstrukcija: 1) P1 = SO(P ), Q1 = SO(Q);

2) p = PQ1, q = QP1;

3) p1 = RO,90◦(p);

4) {B} = p1 ∩ p;

5) A = R−1
O,90◦(B); 6) C = SO(A), D = SO(B).

Dokaz: Pre svega, jasno je da su P i Q1 razliqite taqke (inaqe bi O bila sredixte

du�i PQ, tj. taqke O, P . Q bile bi kolinearne), te odre�uju pravu p. Ta prava svakako

ne sadr�i O, jer bi tad O, P , Q bile kolinearne. Ali, sadr�i taqke A i B:

{B} = p1 ∩ p ⇒ B ∈ p

R−1
O,90◦(p1) = p ⇒ R−1

O,90◦(B) ∈ p ⇒ A ∈ p

Xtavixe, taqke A i B su razliqite, jer je jedina fiksna taqka ove rotacije centar

O, pa i one ,,odre�uju"pravu p. Kako P ∈ p, taqka P pripada pravoj AB.

Centralna simetrija SO slika taqke P , Q1 u P1, Q, koje su tako�e razliqite i

odre�uju pravu q. Drugim reqima, SO(p) = q. Ni prava q, naravno, ne sadr�i taqku O

i disjunktna je sa pravom p.

No, po konstrukciji SO(A) = C, SO(B) = D. Iz A,B ∈ p i SO(p) = q sledi C,D ∈ q.

Ali i taqke C i D su razliqite (jer su takve A i B), pa i one "odre�uju"pravu q,

tj. Q pripada pravoj CD.

Preostaje da poka�emo da je konstruisani qetvorougao zaista kvadrat.

Najpre,R−1
O,90◦(B) = A odakle sledi OB ∼= OA i ∠BOA = 90◦, pa je AOB jednakokra-

ko-pravougli trougao, sa pravim uglom kod temena O. Poxto je SO(AOB) = COD, sledi
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da je i COD jednakokrako-pravougli trougao, sa pravim uglom kod O.

Taqke A, O, C su kolinearne, pa je ∠BOC = 90◦. Du�i OA, OB, OC, OD su podu-

darne, pa su takvi i trouglovi AOB, BOC, COD, DOA, sa pravim uglovima kod O.

Odavde sledi AB ∼= BC ∼= CD ∼= DA, pri qenu su uglovi ∠ABC, ∠BCD, ∠CDA,

DAB svi pravi (∠ABC = ∠ABO + ∠OBC = 45◦ + 45◦ = 90◦, i sl.).

To upravo znaqi da je ABCD kvadrat.

Diskusija: Svi koraci u konstrukciji su jedinstveno izvodivi pri ma kakvom

polo�aju nekolinearnih taqaka O, P , Q, xto znaqi da zadatak ima jedinstveno rexe�e.

2.6 Translacija

Translacija ravni predstav	a direktnu izometriju i kao takva se mo�e predstavi-

ti kao kompozicija dve osne refleksije, s tim xto su kod translacije ose tih reflek-

sija paralelne i razliqite.

Definicija 2.9 Neka su p i q paralelne prave ravni E2 i P , Q taqke tih pravih

redom, takve da je PQ ⊥ p. Kompozicija Sq ◦Sp zove se translacija te ravni za vektor
−→v = 2

−→
PQ, u oznaci T−→v .

Teorema 2.27 Neka je T−→v = Sq ◦ Sp translacija ravni E2 za vektor −→v = 2
−→
PQ (P ∈ p,

Q ∈ q, PQ ⊥ p), a X proizvo	na taqka te ravni. Tada: T−→v (X) = X1 ⇔
−−→
XX1 =

−→v .

Slika 12:

Teorema 2.28 Translacija T−→v jednoznaqno je odre�ena vektorom −→v i mo�e se pred-

staviti kao kompozicija dvaju proizvo	nih osnih refleksija kojima su ose paralelne

prave p i q, takve da za neke dve taqke P ∈ p, Q ∈ q, PQ ⊥ p, va�i 2
−→
PQ = −→v .

Teorema 2.29 Direktna izometrija ravni bez fiksnih taqaka je translacija.

Teorema 2.30 Neka je T−→v translacija ravni za vektor −→v = 2
−→
PQ. Tada: T−→v = SQ◦SP .
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Dakle, translacija je direktna izometrija, kao kompozicija dve osne refleksije

i nema fiksnih taqaka. Jasno je da je inverzna transformacija translacije tako�e

translacija za suprotan vektor, kao i da je kompozicija dve translacije translacija

za zbirni vektor.

Primena translacije u konstrukciji

1. Neka su A, B dve taqke i k, l dva kruga neke ravni. Konstruisati paralelogram

ABCD, tako da C ∈ k, D ∈ l.

1. Analiza: Translacija T−→
AB

preslikava taqku D u taqku C. Poxto taqka D pri-

pada krugu l, translacijom kruga l za vektor
−→
AB dobijamo krug l1 koji u preseku sa

krugom k daje taqku C. Na taj naqin smo dobili drugu stranicu paralelograma BC.

Slika 13: Zadatak 1

Konstrukcija: 1) l1 = T−→
AB

(l); 2) C ∈ l1 ∩ k; 3) D = T −1
−→
AB

(C).

Dokaz: C ∈ l1 ∩ k ⇒ C ∈ k (po konstrukciji).

T −1
−→
AB

(l1) = l ⇒ T −1
−→
AB

(C) ∈ l ⇒ D ∈ l

Dakle, taqke C i D pripadaju krugovima k i l. Tako�e va�i:

T −1
−→
AB

(C) = D ⇒
−−→
DC =

−→
AB ⇒ DC ∼= AB ∧DC ∥ AB.

Time smo pokazali da je ABCD paralelogram.

Diskusija: Ako je |l1 ∩ k| = 0 zadatak nema rexe�a.

Ako je |l1 ∩ k| = 1 zadatak ima jedno rexe�e.

Ako je |l1 ∩ k| = 2 zadatak ima dva rexe�a.

Ako je l1 ≡ k zadatak ima beskonaqno mnogo rexe�a

Osim toga, mo�e se dogoditi da neka od preseqnih taqaka krugova l1 i k bude koli-

nearna sa A i B. Takva situacija ne daje paralelogram.

2. Neka je p prava, a k i l dva kruga neke ravni. Konstruisati pravu paralelnu

pravoj p, tako da krugove seqe u taqkama koje odre�uju podudarne tetive.

2. Analiza: Neka je prava q paralelna sa pravom p i neka seqe krugove k(O1, r1) i

l(O2, r2) u taqkama A,B i C,D, tako da AB ∼= CD.
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Slika 14: Zadatak 2

Neka su M i N podno�ja upravnih iz centara krugova k i l na pravu p. Translacija

T−−→
MN

preslikava tetivu AB u tetivu CD koje pripadaju pravoj q.

Konstrukcija: 1) Konstruixemo prave m ∋ O , m ⊥ p; n ∋ S , n ⊥ p;

2) {M} = m ∩ p, {N} = n ∩ p;

3) k1 = T−−→
MN

(k);

4) {C,D} = k1 ∩ l;

5) T −1
−−→
MN

(C,D) = A,B;

6) q = CD.

Dokaza�emo da je prava q paralelna sa p i da na krugovima odseca podudarne tetive.

Dokaz: Prema konstrukciji je: {C,D} = k1 ∩ l ⇒ C,D ∈ l.

Tako�e C,D ∈ k1 ⇒ T −1
−−→
MN

(C,D) ∈ k ⇒ A,B ∈ k.

Xtavixe, izometrija quva rastoja�a, pa va�i i AB ∼= CD.

S obzirom da su prave m i n po konstrukciji upravne na pravu p, one su upravne i

na vektor translacije
−−→
MN , pa translacija T−−→

MN
slika m u n, a taqku O ∈ m u taqku

O1 ∈ n, koja je centar kruga k1.

Krugovi k1 i l seku se u C i D, pa je O1S ⊥ CD (centri pripadaju medijatrisi

du�i CD).

No O1S ≡ n ⇒ n ⊥ CD.

Kako je i n ⊥ p, sledi CD ∥ p, tj. q ∥ p.

Konaqno, M,N ∈ p, pa je T−−→
MN

−1(q) = q, xto znaqi da T −1
−−→
MN

(C,D) ∈ q ⇒ A,B ∈ q.

Time je dokaz zavrxen.

Diskusija: Ako je |k1 ∩ l| = 0 zadatak nema rexe�a.

Ako je |k1 ∩ l| = 1 zadatak nema rexe�a.

Ako je |k1 ∩ l| = 2 rexe�e je jedinstveno (presek krugova je jedna od tetiva).

Ako je k1 ≡ l zadatak ima beskonaqno mnogo rexe�a (To �e se dogoditi ako su krugovi

k i l podudarni i OO1 ∥ p).

3. Neka su a i b dve paralelne prave, c prava koja ih seqe i l du� neke ravni.

Konstruisati pravilni trougao ABC qija temena pripadaju datim pravama redom, a
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ivica je podudarna datoj du�i l.

Slika 15: Zadatak 3

3. Analiza: Najpre odredimo taqke A1 ∈ a i B1 ∈ b tako da je A1B1 = l, a zatim

i taqku C1 tako da je trougao A1B1C! pravilan. Potom kroz taqku C1 konstruixemo

pravu c′ paralelnu sa pravama a i b. Presek pravih c i c′ je taqka C. Zatim transliramo

trougao A1B1C! za vektor
−−→
C1C

Konstrukcija: 1) Biramo proizvo	nu taqku A1 ∈ a;

2) {B1} = k(A1, l) ∩ b ;

3) RA1,60◦(B1) = C1;

4) Konstruixemo pravu c1 ∋ C1, c1 ∥ a ;

5) {C} = c1 ∩ c

6) T−−→
C1C

(A1, B1, C1) = A,B,C

Dokaz: Prema konstrukciji je: A1 ∈ a, B1 ∈ b, |A1B1| = l.

Tako�e imamo RA1,60◦(B1) = C1, odakle sledi da je A1B1
∼= A1C1 i ∠B1A1C1 = 60◦,

tj. da je trougao A1B1C1 pravilan, sa du�inom ivice l.

Kako je c1 ∥ a vektor
−−→
C1C je kolinearan pravama a i b pa su one invarijantne pri

translaciji T−−→
C1C

.

To znaqi da �e slike taqaka A1 i B1 pripadati pravama a i b, tj. A ∈ a i B ∈ b.

Tako�e je prema konstrukciji C ∈ c

Poxto izometrije slikaju figure u podudarne figure, to je trougao ABC pravilan.

Diskusija: Neophodan uslov da bi konstrukcija trougla A1B1C1 bila mogu�a je da

je du�ina stranice l ve�a ili jednaka rastoja�u d(a, b).

Ako je l = d(a, b) zadatak ima dva rexe�a (rotacija dodirne taqke je mogu�a u dva

smera).

Ako je l > d(a, b) zadatak ima qetiri rexe�a (po dva rexe�a za svaki smer rotacije).

Translacija trougla A1B1C1 u trougao ABC je jednoznaqno odre�ena.

4. Konstruisati qetvorougao ABCD kada su poznate du�ine svih �egovih stranica

i du�ina du�i EF koja spaja sredixta dve suprotne stranice.
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Slika 16: Zadatak 4

4. Analiza: Neka je taqka E sredixte stranice AB, a taqka F sredixte stranice

CD i neka je −→a =
−→
AE. Tada je:

T−→a (AD) = ED1 ⇒
−−→
DD1 =

−→
AE ⇒ DD1

∼= AE ∧DD1 ∥ AE.

T −1
−→a (BC) = EC1 ⇒

−−→
C1C =

−−→
EB ⇒ C1C ∼= EB ∧ C1C ∥ EB.

Iz prethodnog zak	uqujemo da je: DD1
∼= CC1 ∧DD1 ∥ CC1, pa su trouglovi DD1F

i CC1F podudarni i ∠D1FD = ∠C1FC, pa sledi da su taqke D1, F i C1 kolinearne.

Trougao EC1D1 je mogu�e konstruisati.

Konstrukcija: 1) E ′ = SF (E);

2) Konstruixemo paralelogram EC1E
′D1 (poznata dijagonala i sve qetiri strani-

ce);

3) Konstruixemo trougao D1DF i trougao C1CF ;

4) Konstruixemo taqke A i B;

Dokaz: Na osnovu analize i konstrukcije zasniva se dokaz.

Diskusija: Rexe�e je jedinstveno.

2.7 Klizaju�a refleksija

Ostalo nam je jox da razmotrimo sluqaj kompozicije tri osne refleksije ako ose

tih refleksija ne pripadaju jednom pramenu.

Definicija 2.10 Neka je T−→v translacija za vektor −→v = 2
−→
PQ, a SPQ osna refleksija

ravni E2. Kompozicija T−→v ◦ SPQ zove se klizaju�a refleksija ravni E2 sa osom PQ i

za vektor 2
−→
PQ, u oznaci G

2
−−→
PQ

. G
2
−−→
PQ

= T
2
−−→
PQ

◦ SPQ

Klizaju�a refleksija je jednoznaqno odre�ena svojom osom i vektorom. Translacija

i osna refleksija komutiraju jer imaju zajedniqku osu PQ, a tako�e i odgovaraju�e

osne refleksije komutiraju jer je p ⊥ PQ i q ⊥ PQ

T−→v ◦ SPQ = Sq ◦ Sp ◦ SPQ = Sq ◦ SPQ ◦ Sp = SPQ ◦ Sq ◦ Sp = SPQ ◦ T−→v
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Dakle, klizaju�a refleksija se mo�e predstaviti kao kompozicija tri osne reflek-

sije, pri qemu je osa jedne osne refleksije upravna na druge dve.

S obzirom da je translacija ravni direktna, a osna refleksija indirektna izome-

trija, �ihova kompozicija je indirektna izometrija.

Teorema 2.31 Klizaju�a refleksija je indirektna izometrija bez fiksnih taqaka.

Teorema 2.32 Neka su p, q, r prave ravni E2 koje ne pripadaju istom pramenu. Tada

kompozicija Sr ◦ Sq ◦ Sp predstav	a klizaju�u refleksiju te ravni.

Teorema 2.33 Svaka indirektna izometrija ravni bez fiksnih taqaka je klizaju�a

refleksija te ravni.

Primena klizaju�e refleksije u konstrukcijama

1. Neka je p prava, A i B taqke sa iste strane te prave i l du� neke ravni. Odrediti

na toj pravoj taqke X i Y tako da XY ∼= l i zbir |AX|+ |XY |+ |Y B| bude minimalan.

Slika 17: Zadatak 1

1. Analiza: Neka je vektor
−→
PQ qiji je intenzitet du�ina du�i l, pravac odre�en

pravom p , a smer polo�ajem taqaka A i B.

Klizaju�om refleksijom du�i AX sa osom p za vektor
−→
PQ du� AX se slika u A1Y .

Inverznom klizaju�om refleksijom G−1
−−→
PQ

taqka Y se slika u taqku X.

Konstrukcija: 1) Konstruixemo taqke A′, B′ ∈ p , AA′ ⊥ p , BB′ ⊥ p ;

2) Odaberemo proizvo	nu taqku P ∈ p;

3) Konstruixemo taqku Q ∈ p,
−→
PQ = |l|

−−→
A′B′

|A′B′|
4) A1 = G−−→

PQ
(A); 5) {Y } = BA1 ∩ p; 6) X = G−1

−−→
PQ

(Y ).

Dokaza�emo da ovako odre�ene taqke zadovo	avaju tra�eni zahtev.

Dokaz: Pre svega, iz konstrukcije je oqigledno da X, Y ∈ p i XY ∼= PQ ∼= l.

Treba odmah primetiti da izbor taqke Q na pravoj p ne odre�uje samo du�ina du�i

l, ve� i pozicija taqaka A i B. Naime, vektor kliza�a mora da nas vodi ,,ka"taqki B, a
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ne da nas od �e uda	ava, xto obezbe�uje tre�i korak u konstrukciji, odre�uju�i taqku

Q tako da vektori
−→
PQ i

−−→
A′B′ budu isto usmereni. (

−−→
A′B′/|A′B′| je ort vektora

−−→
A′B′).

Neka je Y1 proizvo	na taqka prave p, a X1 = G−1
−−→
PQ

(Y1). Na osnovu osnovnih osobina

izometrija i nejednakosti trougla imamo (kao xto se tra�ilo):

|AX1|+ |X1Y1|+ |Y1B| = |G−−→
PQ

(AX1)|+ |l|+ |Y1B| = |l|+ |A1Y1|+ |Y1B|
≥ |l|+ |A1B| = |l|+ |A1Y |+ |Y B|
= |XY |+ |G−1

−−→
PQ

(A1Y )|+ |Y B| = |AX|+ |XY |+ |Y B|

Diskusija: Zadatak ima jedinstveno rexe�e, jer je taqka A1 jednoznaqno odre�ena

klizaju�om refleksijom, a presek du�i A1B i prave p je jedinstven.

2.8 Razni zadaci

1. Neka su k i l krugovi sa raznih strana prave p neke ravni. Konstruisati kvadrat

ABCD kome temena A i C pripadaju pravoj p, a temena B i D krugovima k i l.

1. Analiza: Dijagonale kvadrata su me�usobno podudarne, normalne i polove se u

centru kvadrata O. Ako kraj�e taqke dijagonale BD pripadaju krugovima k i l, redom

onda je prava p, kojoj pripadaju kraj�e taqke dijagonale AC, medijatrisa du�i BD

(taqke B i D su osno simetriqne u odnosu na pravu p). Osnom refleksijom du�i AB u

odnosu na pravu p taqka B se slika u taqku D. Kako taqka B pripada krugu k, to �emo

osnom refleksijom kruga k dobiti sliku k1, a u preseku krugova k1 i l taqku D.

Slika 18: Zadatak 1 i zadatak 2

Konstrukcija: 1) Konstruixemo k1 = Sp(k) ;

2) D ∈ k1 ∩ l ;

3) B = S−1
p (D) ;

4) O = BD ∩ p ;

5) RO,90◦(B,D) = A,C.

Dokaz: D ∈ l, po konstrukciji.
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B = S−1
p (D) ⇒ B ∈ S−1

p (k1 ∩ l) ⇒ B ∈ S−1
p (k1) = k.

Refleksija Sp slika B u D, pa je p medijatrisa du�i BD i p ⊥ BD.

Taqka O pak pripada pravoj p, pa rotacija RO,90◦ slika taqke B i D u taqke A i C

na pravoj p.

S obzirom da je O i sredixte du�i BD, na osnovu osobina rotacije RO,90◦ va�i

OB ∼= OD ∼= OA ∼= OC, kao i ∠BOA = ∠DOC = 90◦, pa je i ∠COB = ∠AOD = 90◦

tj. trouglovi BOA, DOC, COB i AOD su me�usobno podudarni i svi jednakokrako-

pravougli, xto znaqi da qetvorougao ABCD zaista predstav	a kvadrat.

Diskusija: Ako je |k1 ∩ l| = 0 zadatak nema rexe�a.

Ako je |k1 ∩ l| = 1 zadatak ima jedno rexe�e.

Ako je |k1 ∩ l| = 2 zadatak ima dva rexe�a.

Ako je k1 ≡ l zadatak ima beskonaqno mnogo rexe�a .

2. Neka su p i q prave, l du� i O taqka jedne ravni. Konstruisati krug k sa centrom

u O tako da na pravama p i q odseca du�i AB i CD redom, takve da je AB + CD ∼= l.

2. Analiza: Pretpostavimo da je zadatak rexen. Neka su P i Q podno�ja upravnih

iz taqke O na prave p i q, d1 i d2 rastoja�a taqke O do pravih p i q, a ω konveksni ugao

∠POQ. Neka je d1 ≤ d2 ne uma�uju�i opxtost.

RotacijaRO,ω slika krug u samog sebe, a tetivu AB u tetivu A1B1, paralelnu tetivi

CD, tj. qetvorougao A1B1DC je trapez.

Neka je P1 slika taqke P , R sredixte du�i P1Q, a RS sred�a linija trapeza

P1B1DQ. Ona ima du�inu
l

4
i mogu�e ju je konstruisati.

Tako�e B1D ⊥ OS, pa se do taqke D lako dolazi, u preseku normale na OS u S i

prave q.

Konstrukcija: 1) Konstruixemo prave m i n, m ⊥ p, m ∋ O, n ⊥ q, n ∋ O ;

2) P = m ∩ p, Q = n ∩ q ;

3) p1 = RO,ω(p), P1 = RO,ω(P ) ;

4) Konstruixemo taqku R, kao sredixte du�i P1Q ;

5) Konstruixemo taqku S, RS ⊥ P1Q, RS ∼=
l

4
;

6) Konstruixemo pravu s, s ∋ S, s ⊥ OS ;

7) D = s ∩ q ;

8) Konstruixemo krug k(O, |OD|).
Dokaza�emo da ovaj krug zadovo	ava tra�eni zahtev.

Dokaz: Izbor ugla rotacije obezbe�uje da prave p1 i q budu paralelne. Krug k

seqe pravu p1 u taqkama B1 i A1, a du� RS je sred�a linija trapeza P1B1DQ, pa je

P1B1 +DQ ∼=
l

2
, tj. A1B1 +DC ∼= l, gde je C druga preseqna taqka kruga k sa pravom q.

Kako je p = R−1
O,ω(p1), a rotacije quvaju du�ine i preseke, taqke A i B �e, kao

inverzne slike taqaka A1 i B1, biti u preseku kruga k i prave p, pri qemu AB+DC ∼= l.

Diskusija: Da bi obe du�i AB i CD postojale, trebalo bi da se taqke D i S na�u

sa iste strane prave OQ. U graniqnom sluqaju D ≡ Q, a krug k na pravoj p odseca du�
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AB ∼= l, a drugu pravu dodiruje. Ukoliko je du� l kra�a od one koja posti�e graniqni

sluqaj, krug ne�e imati dodirnih taqaka sa pravom q.

3. Date su nekolinearne taqke P , Q, R. Konstruisati trougao ABC, tako da P , Q, R

budu sredixta kvadrata konstruisanih nad ivicama trougla u �egovoj spo	ax�osti.

Slika 19: Zadatak 3

3. Analiza: Pretpostavimo da trougao ABC zadovo	ava uslove zadatka. Trougao

ABC i trougao PQR su isto orijentisani.

RR, 90◦−1(A) = B; RP, 90◦−1(B) = C; RQ, 90◦−1(C) = A; J = RP, 90◦ ◦ RQ, 90◦ ◦
RR, 90◦(B) = B

Slaga�e RP, 90◦ ◦ RQ, 90◦ ◦ RR,90◦ (pri qemu su svi uglovi pozitivne orijentacije)

predstav	a tako�e rotaciju, koja ima fiksnu taqku B.

Neka su prve r i q takve da r ∋ R, ∠QRr = 45◦ i q ∋ Q, ∠RQq = 45◦ i {S} = r ∩ q

Tada je ∠RSQ = 90◦, pa je trougao QRS jednakokrako-pravougli.

Taqku B je mogu�e konstruisati kao tre�e teme trougla PSB (∠BSP = 90◦, ∠SPB =

45◦).

Konstrukcija:

1) Konstruixemo taqku S, kao tre�e teme trougla QRS, sa pozitivno orijentisanim

uglovima SRQ = 45◦, RQS = 45◦;

2) Konstruixemo taqku B, kao tre�e teme trougla PSB, sa pozitivno orijentisanim

uglovima BSP = 90◦, SPB = 45◦;

3) RP, 90◦−1(B) = C; 4) RQ, 90◦−1(C) = A.

Dokaz: Treba pokazati da su P , Q, R zaista centri kvadrata nad odgovaraju�im

ivicama trougla ABC.

Na osnovu konstrukcije je: R−1
P,90◦(B) = C ⇒ PB ∼= PC,∠BPC = 90◦, pa je trougao

BPC jednakokrako-pravougli sa pravim uglom kod temena P , tj. P je centar kvadrata

nad ivicom BC.

Tako�e na osnovu konstrukcije je: R−1
Q,90◦(C) = A ⇒ QC ∼= QA,∠CQA = 90◦, pa je i

trougao CQA jednakokrak, i sa pravim uglom kod temena Q, tj. Q je centar kvadrata

nad ivicom CA.
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Po teoremi o kompoziciji rotacija, za slaga�e RP, 90◦ ◦ RQ, 90◦ ◦ RR, 90◦ va�i:

RP, 90◦◦RQ, 90◦◦RR, 90◦ = RP, 90◦◦(RQ, 90◦◦RR, 90◦) = RP, 90◦◦RS, 180◦ = RB, 270◦ (1)

pri qemu je taqka S tre�e teme trougla QRS ( SRQ = 45◦, RQS = 45◦), a taqka

B tre�e teme trougla PSB ( BSP = 90◦, SPB = 45◦), po konstrukciji.

Konaqno imamo:

RP, 90◦ ◦ RQ, 90◦ ◦ RR, 90◦ = RB, 270◦ ⇔ RR, 90◦ = RQ, 90◦−1 ◦ RP, 90◦−1 ◦ RB, 270◦

⇒ RR, 90◦(B) = RQ, 90◦−1◦RP, 90◦−1◦RB, 270◦(B) = RQ, 90◦−1◦RP, 90◦−1(B) = R−1
Q,90◦(C) = A

odakle RB ∼= RA,∠BRA = 90◦, pa je i trougao BRA jednakokrako-pravougli sa

pravim uglom kod temena R, tj. i R je centar kvadrata nad ivicom AB.

Diskusija: Slaga�e tri rotacije daje jedinstvenu rotaciju RB,270◦ , pa i jedinstve-

no teme B. Konstrukcija druga dva temena je onda iznu�ena, pa je rexe�e jedinstveno.

Zak	uqak

Ci	 ovog rada mi je bio da poka�em kako se uz pomo� izometrija precizno konstrui-

xu dvodimenzionalni objekti. Izometrija olakxava razumeva�e prostornih odnosa i

klasiqna konstrukcija bez �e bi u mnogim navedenim primerima zahtevala vixe truda.
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