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YBog

Y mHpOpMaTUIIVI MHOTY AJITOPUTMM HACTajy pafgy pelllaBarkba KOHKPETHUX IIPO-
Oema. JemaH of TakBUX IpoGiieMa IJIaCH: MMaMO BeJIMKM Opoj eleMeHaTa Mo e/beHIX
y rpyne. Kako ma te rpyme 6p3o crajamo? Kako ma y cBakoM TpeHYTKy 3HaMO [a JI ABa
eJeMeHTa IIPUIajajy UCTOj IPynn?

OBaj mpo6:1eM ce 4ecTo jaBiba y rpadoBCKIM 3aJalIMa, MpesKkaMa, 00paay CIMKa
¥ MHOTMM ApyTruM obsactuMa. Kako je BpeMeHOM pacia KOJIMYMHA II0JaTaKa, jaBibaja

ce cBe Beha morpeba 3a 11TO eduKacHMjUM pelremeM.

Y moueTky cy OBakBM IIPOOJeMM MOIVIM Ja Ce pellaBajy jeqHOCTaBHUjUM, aji
cropujuM nocrynimma. Kana je konmunHa nogaraka Maja, 1 HeepMKacHa pellera Mo-
ry 6utu qoBosbHa. MehyTum, unm nopacre konmumHa Iofataka MM yUecTaJIoCT YIINTa,
jaBipa ce morpeba 3a moceOHOM CTPYKTypOM IogaTaka, mosuarom kao DSU (Disjoint Set

Union), 0MHOCHO Kao CTPYKTypa JUCjyHKTHUX CKyIIOBa.

IIpBu 3HauajaH KOpaK y pellaBaly OBOI IIpo0iieMa YUMHIUINM CY aMepUUKM Ma-
tematnuapu n nHpopmatuyapu Bepuapn A. Tanep (Bernard A. Galler) u Majkn Llon
®uiriep (Michael John Fischer) 1964. ronquHe, Kafa Cy IIpeACTaBUIN TICjyHKTHE CKyIIOBE
nomohy mryme crabana. OBa npeja 6mia je BayKHa jep je 1o IpBU IIyT oMoryhmuia fa ce
1po6iieM pellraBa ypeheHOM CTPYKTYpOM.

TFommue 1973. Ilon Exsapn Xonkpodt (John Edward Hopcroft) u Lledppu [dejBun
Ynwmas (Jeffrey David Ullman) nanu cy 605by aHann3y BpeMeHCKe CII0KEHOCTI OBe CTPYK-
type. Hekonmko rognua kacuuje, 1975. roguHe, amepuyky nHGopMaTyap 1 MaTeMaTu-
uap Pob6eprt Tapjau (Robert Endre Tarjan) nao je ny6spy aHaan3y oBe CTPYKType U II0Ka3ao
Jla ce IPUMeHOM KIbYUHIX ONTMMM3alllija BpeMeHCKa CI0KEHOCT MOyKe 3HATHO CMarblI-

TU, 0O CKOPO KOHCTAHTHE aMOPTIM30BaHE CIIOKEHOCTIU.

Taxko ce 13 jeqHOCTABHOT IIpobOIeMa pa3BuIIa ycaBplileHa CTPyKTypa Koja je Imocra-
JIa jeJaH of KJbyUHUX ajlaTa y Teopuju ainropuraMa. tbeH sHauaj BpeMeHOM ce IIpOIIN-
puo 1 Ha MHoTe Apyre npobieme, ma ce DSU ganac kopucty y OpojHUM aIropurMmma

U pa3iMuNUTIM IIpVIME€HaMa.

HajmosnaTuja npumMeHa jaBba ce y KpycKajoBOM ajirOpUTMY 3a HaJIaKeHhe M-
HMMAaJIHOT pasanuibyher crabia, alropUTMy Ha3BaHOM II0 aMEPUUKOM MaTeMaTudapy
n napopmaruuapy [lozedy Kpyckany (Joseph Kruskal).

ITopen Tora, DSU ce xopuctu 3a npaherme noBe3aHnx KOMIOHEHTH y rpady, Ipo-
Bepy II0CTOjara HUKIyca y rpady, y alropurMmuma 3a o6pay cimka Kao o je XoIeH-
--Konesimanos anroputam (Hoshen--Kopelman) obenexxaBarba KiiacTepa Ha MPEXI, Kao
Uy pa3HUM 3aJalIMa Ifie je MOTPeOHO AMHAMMIUKY OAPKABATU IPyIIe eJleMeHaTa Koje

ce TOKOM pajia CIajajy.



Y oBoM pany 6mhe nmpukasaHo kako ce goruuio o epukacHe Bep3uje DSU cTpyk-

Type, KOje Cy ONTUMU3alllje YBeaeHe I Koje Cy lbeHe HajBaKHIje IIpUMEHE.

2

OcHOBHU NTOjMOBHU

[la 61 ce CTpyKTypa AVMCjYHKTHIX CKYIIOBA jaCHO pasyMeia, HOTpebHO je yBecTu
HeKe KJbyuHe ojMoBe. OBM II0jMOBU IIPEICTaBIbajy MaTeMaTIUKy OCHOBY Ha K0jOj JIeKI

0Baj AJITOPUTAM.

2.1 CkymnoBu, mapTHUllMje U pelanije eKBUBaJIeHIIHje

Ckym ce kao mojam o6uuyHO He AedpuHuUIIe, Beh ce y3uMa Kao OCHOBHHU IojaM. 3a

norpebe OBOT pajia JOBOJBHO je HaBeCTV HeKa OCHOBHA CBOjCTBA M O3HAKe:
+ & - 03HAKa 3a Ipa3aH CKyI;
« T € A- eneMeHT x npumnaza ckymy A;

A ={x| P(z)} - ckyn A ce cacToju o1 CBUX eJleMeHAaTa X KOju UMajy OCOOUHY
P;

« AC B -ckyn A je noackym ckyma B;
« AN B - mpecek CKyIoBa;
« AU B - yHnja ckynosa.

Jenman ox HajBaKHUjUX I10JMOBA 3a OBY TEMY jecTe MapTuLuja ckymna. [laprunuja

ckyna A je pammnnja Henpasuux nopackymnosa { Ay, As, ..., A, } TakBuUx na Baku:
1. A, #+ o,
2. AiUAU---UA, = A
3. AinA; =@3ai # .

Kao npumep, Heka je
A={1,2,3,4,5,6}.

Jenua moryha maprunmja ckymna A je

{{1,4,6},{3,5},{2}}.



)
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Crnuxa 1. [Ipumep nmaprunuje ckymna

Ca nmojMoM mapTunuje ycko je IoBe3aH I II0jaM penalnyje ekBuBaneHiuje. Pe-

Janumja p je:
1. pediekcuBHA aKO BaXU T p T;
2. CUMeTpMYHA aKo U3 T p Y CIeaAN Y p T;

3. TPAaH3UTHUBHA AKO U3 T PY U Y P 2 CIEOU T P 2.

Penanuja je penamuja ekBuBaseHIMje ako je pedieKCUBHA, CUMETPUYHA U TPaH-
3auTHBHA. Peanuje ekBuBaneHI11je Aesle CKyII Ha Kjlace eKBUBAJIEHIIje, a OHe UMHe I1ap-

THLMjY CKyIla. YIIPaBO je OBa Be3a CYLITMHA CTPYKTYpe AMICjYHKTHUX CKYIIOBa.

2.2 TI'padoBu 1 TOBe3aHE KOMIIOHEHTE

I'pad je amcTpakTHM MaTeMaTHMUKM 00jeKaT KOjU Ce CacTOju O CKyIla YBOpOBa U

CKyIla rpaHa Koje II0Be3yjy HeKe IlapoBe uBopoBa. ['pad ce o3HauaBa ca
G=(V.E),

rae je V' ckyn uBOpoBa, a F/ cKyII rpaHa.

Y oBoM papmy mocMmarpajy ce HeycMepeHU rpadoBu. 3a ABa UBOpa KaKeMO aa Cy
IIOBE3aHM aKO IIOCTOjU IIyT KOjU CIIaja Ta ABa uBopa. [loBe3aHa KOMIIOHEHTA HeyCMepe-
HoT rpada IpeacTaBba MaKCMMaJIaH CKYII YBOPOBa TaKo Ja je yHyTap TOT CKyIa Moryhe

nohu ox jemHOr 0 CBMX OCTAIMX UBOPOBA.

KomnoneHTe rpada umHe mapTHIMjy CKyIla lberoBuX uBopoBa. CBaKM YBOp IpU-
Iajia Ta4HO jeJHOj] KOMIIOHEHTH, JOK pasjIMuNTe KOMIIOHEHTEe He Jejie HUjeJaH YBOp.

36or Tora je DSU cTpykTypa IpMrpoaH anar 3a OBaKBe IIpodiieMe.

Kana ce y rpad mona HoBa rpaHa, IIOCTOje ABe MOTyhHOCTH:
« IBa uBOpa Beh mpumnanajy 1croj KOMIOHEHTH;
+ JIBa YBOpa MpUIAJajy pasaIM4UTIM KOMIIOHEHTAaMa, I1a C€ T€ KOMIIOHEHTE CIla-
Jajy.

YpaBo Ha TOM IPUHLONITY PYHKUVOHNIIIE CTPYKTypa AVICjYHKTHIX CKYIIOBA.



Cnuxka 2. [IpuMep noBesaHNx KOMIIOHEHTH y HeycMepeHOM rpady
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CTpyKTypa OMCjyHKTHHX CKYIIOBa

3.1 OcHoBHe omepanuje

Y npeTxomgHOM IIOIVIaBIbYy OIMCAH je IpobieM crajara KoMroHeHTH. CTpyKTypa
IVICjYHKTHUX CKYIIOBa CIIy>KVI 32 OJIpKaBarbe II0/iesle HEeKOT CKyIla eJleMeHaTa Ha BIIIIe
mehycobno qucjynkTHUX nmoackynosa. OCHOBHA Heja OBe CTPYKType je da CBaKM IOA-
CKYII MIMa CBOT IIpeICTaBHNUKA. TakaB IIPUCTYII OJIaKIlIaBa ¥ CIIajalbe CKyIIOBa I IIPOBEPY
NIPUIIAJHOCTH ABa eJIeMeHTa JICTOM CKYIIy, jep ce cBe CBOAM Ha paj ca IIpeJCcTaBHILIMA.
YBomyuIMO TpM OCHOBHE OIlepaljije CTPYKType AVICjYHKTHIX CKYIIOBa: IIPaBJberhe jeTHO-
YJIAaHOT CKYIIa, IPOHATaKeHe IIpeICTABHIKA I CIIajarbe ABa CKyIIa.

napravi_skup(x)

IIpaBu HOBU CKYII KOjU CAAP>KM CaMO €JIEMEHT .

spoji_skupove(x, y)

Cmaja ckymoBe y KojuMa ce Hajase eJIeMeHTU T 1 §.

nadji_predstavnika(x)

Bpaha nmpencraBHuka ckyma y KoMme ce Hajasy eJIeMeHT .

3.2 PempesenTanuja momohy myme crabama

Ckynosu he 6urn nmpencraBbeHM y o6MKy crabana, Ipy 4eMy CBaKoO CTabiIo
IpefcTaBba jegaH ckyIl. KopeH cra6ma mpencraBba IpefCcTaBHMKA TOT CKyIIa.

3a MMILIEMEHTAlNjy je BaXKHO Ja ce oAp:KaBa HU3 roditel j Koju 3a cBaku 4BOp
yyBa eJIEeMEHT KOju ce y cTabily Hajxas3y HeIloCpeTHO M3HAT Hera.

[IpencraBHUK cKymla JoOmja ce Tako LITO ce, IIOUEB OJ JATOT YBOpA, IIpaTU HU3

poauTesba CBe AOK ce He Johe 1o KopeHa crabia.



Ha ciium je mpukasas npuMep U3BpllaBama ollepalija cliajama, Kao ¥ IpoMeHa

Hu3a roditelj.

roditelj[1] =1 roditelj[1] =1
roditelj[2] = 2 roditelj[2] = 1
roditelj[3] =3 roditelj[3] =3
roditelj[4] = 4 roditelj[4] = 4

OO - OWOO® -0 © —

®

®

roditelj[1]1=1
roditelj[2] = 1
roditelj[3] =3
roditelj[4] = 3

roditelj[1]=1
roditelj[2] = 1
roditelj[3] =1
roditelj[4] = 3

®

Cnuxka 3. [IpumMep n3BpilIaBama onepanyja ciajama 1 ogrosapajyhux mpomena Husa roditelj

3.3 HamBHa umMImuieMeHTauja

dyHKIMja Yy TporpaMcKoM je3uky C++ Moske U3IJIeJaT! OBAKO:

10

11

12

13

14

15

16

18

19

20

21

22

23

Ha OCHOBY IIPpE€TXOOHO OIIMCAaHUX I/IJ_Ieja, HaVIBHa I/IMHJIeMeHTaLII/Ija HaBE€OEHUX

void napravi_skup(int x)
{
roditelj[x] = x;

int nadji_predstavnika(int x)
{

if(x == roditelj[x])

{

return Xx;

}

return nadji_predstavnika(roditelj[x]);

void spoji_skupove(int x, int y)

x = nadji_predstavnika(x);
y = nadji_predstavnika(y);
if (x !=y)
{

roditeljly]l = x;



Henmocrarak oBe MMIIIeMeHTaIHje je TO IITO IPOLEC HalaXeka IIpeCTaBHIKA
MO>Ke OMTM BeoMa cIIop. Y HajropeM Cirydajy cTabiio MoKe OMTM JIaHAIl OJ] 72 YBOPOBA.
Tama Ou BpeMeHCKa CII0KEeHOCT Tpakera IpeacraBHuKa 6yuia O(n), jep 6u 6uito morpe6-
HO 1pohu Kpo3 ckopo cBe uBopose. IToro je cioxeHoct cBakor nosusa O(n), yKynHa
ciIoKeHoCT 3a ¢ ynura usHocu O(ng). Y ciepehem norasipy 6uhe npukasane onrumu-

3alyje Koje OTKJIamajy 0Baj HeJoCcTaTakK.

4

Ontumusanuje DSU cTpykrype

Y nperxomHUM ITOTJIaB/bMIMA BIIEJI CMO 1a HalBHA MMILIeMeHTalI/ja MOKe Ou-
TH CIIOpa y HEIIOBOJBHIM CJIy4ajeBuMa. Y OBOM IIOIIaBJbY Ouhe yBeqeHe Tpy HajBayKHUj€

ONTUMMI3alyje:
« Union by size (yHuja npemMa BeJIUUNHNK),
+ Union by rank (yHuja no pauky),

« Path compression (komrpecuja nyrame).

4.1 Union by size (YHUja mpeMa BETUUYUHH)

Y oBoj onnTMM3anuju Mermwa ce pyHKuMja spoji_skupove. [IpermsHuje, Mema ce
IIpaBMIIO 10 KoMe ce oapebyje koje ce cTabmio npmuapysxyje Apyrom. Y HauBHOj MMILIe-
MEeHTAaIj/ APYTo cTabJIo ce yBeK MPUAPYKMBAIIO IIPBOM, IIITO ¥ IPAKCYU MO>KE TOBECTU
1o crabana Koja cy JaHiu gyxuHe 1. OBOM ONTMMM3aLjOM TO ce n30eraBa CUCTeMar-
cKuM u36opoM ctabia kKoje he 6UTH IpUAPYKEHO APYTOM.

YBek ce CKyn ca MamuM OpojeM UBOpOBa IPUApPYXKyje cKymny ca Behum Gpojem
YBOpOBa. 3a CBaKM CKyIl ITaMTH ce Opoj uBOpoBa y meMy momohy Hmu3a velicina. ¥
¢byHKUUj1 napravi_skup cBakoM eleMeHTY ce HOoelbyje BpeTHOCT 1, jep y TOM TpeHyT-
Ky UMHMU jeqHOuIaHU cKyIL [Ipu cnajamy ce ogpebyje xoju ox ennemenara x n y npunana
MameM CKYILY, I1a ce Taj CKyIl IpUApyXKyje Behem.

OBOM ONTMMHU3ALMjOM BpeMeHCKa ClIoKeHoCT 1o ynuty nocraje O(logn), mrro

je 3HAaTHO 0O0Jbe OJI HAMBHE MMILIEMEHTALI]€.



1 void napravi_skup(int x)

2 {
3 roditelj[x] = x;
4 velicinal[x] = 1;
5}

7 void spoji_skupove(int x, int y)

s {

9 X = nadji_predstavnika(x);

10 y = nadji_predstavnika(y);

11 if(x !=y)

12 {

13 if (velicina[x] < velicinaly])
14 {

15 swap(x, y);

16 }

17 roditeljly]l = x;

18 velicina[x] += velicinaly];
19 }

20}

BennumnHa: 3 BennYmnHa: 5 HOBa BeNnymMHa: 8
e é

Cnuxa 4. [Ipumep ontumusanuje union by size. Crabio ca mamum 6pojeM UBOpOBa IPUAPYIKYje Ce
crabiy ca Behum 6pojem uBoposa. HakoH criajama, BeJmumHa HOBOT CKyIIa jeJHAKa je 30Mpy BeIuumHa
IIpeTXO/HAa JBa CKyIIa.

4.2 Union by rank (YaHuja o paHky)

OBa onTmMm3anuja pagy o CIMYHOM NPUHIUIY Kao IPETXOAHA, C TUM IITO
ce YMecTO BeJMYMHe CKyIla IaMTM paHr. PaHTr He Mopa yBek fa Oyae cTBapHa qyOmHa
cTabiya; OH CIIy)KM Kao ropia I'paHuIa BUCHHe cTabja ¥ Kao IIoMOhHa BpeIHOCT Ipn
cnajamy. [Ipu crajamy ce KOpeH cTabiia Mamer paHra Kauu Ha KopeH crabya Beher paHra.
Panr HOBotoOMjeHOT KOpeHa Meba Ce CaMo aKo Cy JBa CII0jeHa CTabJia MMaJla UCTY PAHT;
y TOM CJIy4ajy paHT HOBOT KopeHa mmoBehasa ce 3a 1. Y cynpoTHOM, paHT OCTaje jeqHaK

Behem on nBa mperxogHa panra.



1 void napravi_skup(int x)

2 A

3 roditelj[x] = x;
4 rang[x] = 0;
5}

7 void spoji_skupove(int x, int y)

s {

9 X = nadji_predstavnika(x);
10 y = nadji_predstavnika(y);
11 if(x !=y)

12 {

13 if (rang[x] < ranglyl)
14 {

15 swap(x, y);

16 }

17 roditeljly]l = x;

18 if (rang[x] == rangly])
19 {

20 rang [x]++;

21 }

22 }

23}

fy6uHa cTabna: 3 Ay6uHa cTabna: 3 HOBa Aiy6uHa cTabna: 4

Cnuxka 5. [Ipumep onTuMusanuje union by rank y ciyuajy kaga nBa crabia uMajy uctu pasr. Jenan
KOpEeH ce II0CTaBJba Kao POANTels JPYTOM KOpeHyY, a paHT HOBOT KopeHa rosehasa ce 3a 1.

4.3 Path compression (Komnpecuja nyrame)

Hneja oBe ontmMusanuje je ma yopsa Ipoliec HajJa’kema IIpeCTaBHMKA CKyIIa.
Kana ce mosmBa ¢yukiuja nadji_predstavnika 3a uBop x, 3ampaBo ce IpoOHATIA3U
IpeJCTaBHIIK 32 CBE UBOPOBE Ha IIyTY 01 YBopa T 00 KopeHa. OCHOBHa 1€ja je 1a ce 3a
CBaKI OJ1 TMIX UBOpPOBa CKpaTH ITyTarba TaKo IIITO Ce HIXOB POANTEb II0CTAaBIba JUPEKTHO

Ha IIpeaCTaBHUKaA.



1 int nadji_predstavnika(int x)

2 A

3 if (x == roditelj[x])

4 {

5 return x;

6 }

7 return roditelj[x] = nadji_predstavnika(roditelj[x]);
s}

Kombnuarmjom oux ontummsanuja DSU cTpykrypa mocraje usysetHo eduka-
cHa. Union by size (mnu union by rank) cupeuaBajy HacTaHak gyO0KMX crabaya MpuiIn-
KOM cIHajama, 7ok path compression nogatHo ckpahyje nmyramwy npuiInkom ImpoHanaxe-
a IIpeicTaBHUKA. 300T TOra ce OBe ONTMMM3alyje y IIpaKkcu Kopucre 3ajexHo. Tama
BpeMeHCKa CJI0KEHOCT II0 YIUTy II0CTaje CKOpO KOHCTaHTHA, TauHMje, aMOPTM30BaHa

BpeMmeHcKa cinoxeHoct nsHocu O(a(n)), rae je a(n) naseps AkepmaHoBe QyHKUL]E.

SO e OO

Cnuka 6. [Ipumep KoMIpecuje myTame HakoH 1mo3uBa ¢pyHkuuje nadji_predstavnika (7). Ysoposu
Ha IIyTy Of YBOpa 7 IO IIpeCTaBHUKa CKyIla IVPEKTHO ce IT0Be3Yjy ca IPefCTaBHIKOM, UlIMe Ce
ckpahyjy 6ynyhe mperpare.

Baxno. KombnHanmjom ontummnsanuja union by rank u path compression mobuja ce

amMopTU30BaHa BpeMeHcKa ciokeHoct O(a(n)).

4.4 Konauyna umnnemenTtanuja DSU cTpykrype

Hakon yBohemwa ontummsauuja union by rank n path compression, nobuja ce xo-
HauHa 1 epukacHa ummuieMeHTanuja DSU cTpykrype. Y 10j cBakm eleMeHT MMa CBOT
poauTesba, TOK ce HU3 rang KOPYUCTY 3a OJpKaBarbe paHra KopeHa. KomOuHaujom oBe
IBe OITMMU3alje Ko0nja ce BeoMa epuKacHa CTPYKTypa ITofaTaka IIOrOqHa 3a IIpaK-

TUYHY IPUMEHY.



1 void napravi_skup(int x)

2 A

3 roditelj[x] = x;
4 rang[x] = 0;
5}

7 int nadji_predstavnika(int x)

s {

9 if(x == roditelj[x])

10 {

11 return x;

12 }

13 return roditelj[x] = nadji_predstavnika(roditelj[x]);
14}

16 void spoji_skupove(int x, int y)

17 {

18 x = nadji_predstavnika(x);
19 y = nadji_predstavnika(y);
20 if(x !'= y)

21 {

22 if (rang[x] < ranglyl)
23 {

24 swap(x, y);

25 }

26 roditeljly]l = x;

27 if (rang[x] == ranglyl)
28 {

29 rang[x]++;

30 }

31 }

32}

dynkumjanapravi_skup npasu HOBU jeqHOWwIaHM cKyIl. PyHknujanadji_predstavnika
IIpOHAaJIa3) IpeACTaBHIKA CKyTIa Y3 KOMIIpeCHjy IIyTame, oK QyHKIuja spoji_skupove

craja mBa ckyma Bogehu pauyna o panry crabaia.

5

Bpemencka cinoxxkeHoct DSU cTpykType

Heka je n 6poj enemeHara, a ¢ yKyIa Opoj yrmuTa Ha CTPYKTyPOM.

10



5.1 HauBHa mMmuieMeHTanuja

Kao m1To je panuje HarloMeHyTO, HaBHA MMILIEMEHTAllMja IIPIJIMKOM CIIajamba
IBa CKyIla He BOQM pauyHa O BUCUHU cTabana. 360T Tora ce y HajropeM CIIydajy MOKe

DOOMTU cTAabJIO KOje je JIaHall Ty KUHE N.

Axo je eleMeHT ¥ Ha JHY TaKBOT JlaHIa, omepauuja nadji_predstavnika(x)
Mopa [a mpohe Kpo3 cBe IIpeTKe ejlleMeHTa I HOK He CTUTHe [0 KopeHa. Y Hajropem
ciyuajy 6poj mpehenux usopoBa rmpomnopiinoHaaH je 6pojy eleMeHara, I1a je BpeMeHCKa
cioskeHoct oBe omeparyje O(n).

Ilomrro omeparmja spoji_skupove(x,y) Hajupe mo3uBa OBe olepaluje
nadji_predstavnika, u oHa y HajropeM ciyuajy uma ciaoxenoct O(n).

Haxie, HauBHa uMILieMeHTaunja DSU cTpyKType nMa IMHeapHy BpeMeHCKY CJI0-

JKEHOCT I10 OIlepalijiI Y HajTOPEM CIIy4dajy.

3akipyuak. Hansua nmmnementanuja DSU crpykType uma BpeMeHCKy cioxkeHoct O(n)

110 oIlepaliji y HajrTOpeM CIIydajy.

5.2 Union by size

Kox ontumusanuje union by size, IpuankoMm crajarsa ABa ctabiia, KOpeH Marber

crabia mmocraje qete KopeHa Beher crabina.
Hoxasahemo na je my6mHa cBakor uBopa Hajsuie log, n.

ITocmaTpajmo mpousBospaH uBop . [y6mHa uBOopa r MOKe Ja ce mmoBeha camo
Kaja ce cTabJIo Koje cagp Ky * Kaunm 3a qpyro, Behe, crabuo. ITo1To ce yBek Mambe cTabIio
Be3yje 3a Behe, HaKOH TakBOT cItajara BelMuyHa cTabla y KoMe ce Hajlasu T OapeM ce
YABOCTPYYIL.

Axo ce ny6uHa uBopa x nosehasna d myTa, OH/Ia ce BeIMUMHa cTabia Koje CagpsKiu

x 6apeM d myTa yOBOCTpyUMIa. 3aTO BasKI:
20 < .
JloraputMoBamweM qobujaMo:
d < log, n.

IIpema Tome, myOuHa cBakor uBopa je HajBuIe log, n. Onepanmjanadji_predstavnika

[IpaTy IIyT Of YBOPA [0 KOpeHa, Ia je weHa ciokeroct O(logn).
ITomro onepanuja spoji_skupove kKopuctu ABe onepanuje nadji_predstavnika,

u weHa cnoxerocr je O(logn).
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Haxie, DSU ca ontuMmusauujom union by size, anu 6e3 KoMIipecuje IyTame, MMa
CJIOKEHOCT

O(logn)

110 oIlepanMji Y HajTOpeM CIydajy.

5.3 Union by rank

Kox ontummsanuje union by rank, cBakoM KOpeHy HpUAPYXKYyje ce paHr. Panr
IpeJCcTaB/ba TOPHY IpaHMIly BucuHe crabna. [Ipm crmajamy nmBa crabma, KopeH crabia
Mamber paHTa II0CTaje JeTe KopeHa cradsa Beher paHra. AKo Cy paHTOBU jeTHAKM, jeTaH
KOpeH II0CTaje [eTe APYToT, a paHT HOBOT KopeHa rosehasa ce 3a 1.

Hoxasahemo na kopeH paHra r uma 6apem 2" YBOpoBa y CBOM CTa0Iy.

Ilokas ce M3BOAYM MHAYKIMjOM.

3ar = 0, crabio nma Gap jemaH UBOp, I1a BaXKIL:
1 =2

[IpermocTaBUMO fa cBako ctabiio paHra r mma 6apem 2" uBoposa. Panr crabia ce
noBehaBa ca r Ha 1 + 1 camo Kaja ce croje aBa ctabma ucror paHra r. [Io MHAYKTUBHO]
IIPETIIOCTaBLIM, CBAKO O Ta JBa cTabja mMa 6apeM 2" uBopoBa. 3aTO HOBO CTabJIO MMa
OapeMm

or 4 or — 2r+l

YBOpOBA.

Haxkie, TBpherbe Baky 3a cBaku paHr r. AKO je yKymaH Opoj 4BopoBa 1, OHIa 3a
CBaKM KOPEH PAHTra 7" BaXKU:
2" < n.

Omartne cienn:
r < log, n.

ITormrTo je paHr roprma rpaHmIila BUCHHe cTa0ja, BUCUHA CBaKOr cTabia je HajBuU-
ute O(logn). 3aro je BpemeHcka cioskeHoCT onepanyje nadji_predstavnika jemHaka
O(logn), a camuM TuM je 1 BpeMeHCKa CI0KEHOCT ollepanuje spoji_skupove jeqHaxa
O(logn).

Haxie, DSU ca ontumusanujom union by rank, anu 6e3 koMIpecuje myTarbe, MMa

CJIIOKEHOCT

O(logn)

110 oIlepalMji y HajrOpeM CIydajy.
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5.4 Kommpecwuja mytame y3 union by rank mmu union by size

Kox xommpecuje nmyTame, IpMINKOM U3BplllaBaiba onlepannje nadji_predstavnika,
CBI YBOPOBM Ha IIyTy OJ IIOCMaTpaHOT YBOpa O KOpeHa AMPEKTHO ce II0Be3syjy ca
KopeHoM. Ha Taj HaumH cTpyKTypa crabja ce Mema Tako nga Oymyhe omepanuje
nadji_predstavnika mocrajy Opixe.

Axo ce KOMIIpecHrja ImyTame KOPUCTU 3ajeIHO ca onTuMm3sanujom union by rank
nnu union by size, no6uja ce MHOro 60Jpa aMmopTu3oBaHa cioxeHoct O(a(n)), rae je a(n)
MHBep3Ha AKepMaHOBa QyHKIIja.

dyukumja «(n) pacte u3y3eTHO CIOpPO. 3a CBe MPAKTUUHE BPEIHOCTU Gpoja n,
IbeHa BPeTHOCT je Majla KOHCTaHTa. 3aTo ce y mpakcu DSU ca 06e onTiMusanije moxHarra
CKOpO Kao CTPYKTypa ca KOHCTAHTHOM CJIOKEHOILThy I10 OIlepariijiu.

OBaj pe3ynrar je 3HaTHO TeXM 3a OKa3UBabe OJf IIPETXONHMX oLleHa. PopmarHu
JOKa3 KOPVCTY aMOPTU30BaHy aHAJIM3y U MHBEpP3HY AKepMaHOBY (PyHKIM]y, a KIacu-
YyaH pesyJsTaT noruue o TapjaHa. 3aTo je y OBOM pajy HaBedeHa Ujeja pesyiiTaTa U

BEroBa ITIoCjIe I, 0e3 IIOTIIYHOT q)OpMaJIHOI‘ JOKa3a.

Tab6ena 1. ITopeherse BpeMeHCKUX CII0KEHOCTH pasnmuutux umiurementanuja DSU cTpykrype

VMmimeMeHTaIMja BpeMeHCKa CII0)KEHOCT II0 OIepaniju
HanBHa nMIuIeMeHTaNMja O(n)

Union by size O(logn

Union by rank O(logn

)
)
), aMOPTU30BAHO
)

(

(
Union by rank + path compression O(a(n

( , aMOPTU30BAHO

(n)
Union by size + path compression ~ O(a(n)

W3 Tabese 1 jacHO ce BUAM KOJIMKY HaIlpedaK ce IIOCTIKE YBOhermeM ONTuMm3a-

Luja y CTPYKTYpPy AVICJyHKTHMX CKyIIOBa.

6

ITpumene DSU cTtpykType

CTpyKTypa AMCjyHKTHUX CKyIIOBa IMa 3HAUajHy NIPUMeHY Y pasinmunTuM obJra-
ctuMa nHpopmaTuKe, jep omoryhasa epukacHo ofp;kaBarme Ipylla eJleMeHaTa Koje ce
TOKOM pafa crajajy. Iloce6Ho je xopucHa y mpobiaeMmuMa y KojuMa je moTpebHO 6p30
OApeONUTH [a JIU IBa eJeMeHTa IIpUIlajfajy JCTOj LieJINHN, Kao ! Yy CUTyalijaMa Kaja ce
T€ LIeJIMHE IIOCTEIIEHO Membajy.

Y oBoM noruaBiby 6uhe npnkasane Heke o HajBakHMjuX npuMena DSU ctpykry-
pe. I[Tocebna naxkmwa 6uhe mocsehena Kpyckamosom anropurmy, jep je To Hajmo3HaTuja

U Haj3HauUajHUja IpUMeHa OBe CTPYKType y Teopuju rpadosa.
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6.1 Ilpaheme moBe3aHUX KOMIIOHEHTH y Irpady

Jenua ox ocHoBHuX npuMeHa DSU cTpykType jaBmba ce rpu npahermwy moBesaHnx
KOMIIOHEHTH Y HeycMepeHoM rpady. Kao 1ro je Beh o6jammeHo, moBesane KOMIIOHEeH-
Te rpada umHe MapTULNjy cKyla uBopoBa. CBaKyu UBOp IIpUITafa TAYHO jeqHOj KOMIIO-
HEHTH, a JoaBameM HOBe IpaHe Moryhe je ma ce ABe pasimunre KOMIIOHEHTE CIIOje y
jenHy.

Ymopaso y takBum curyarmjama DSU mpencraBiba IpupogHo U eUKaCHO perire-
we. Ha moueTky ce cBaku uBop Hanasu y 3aceOHOM ckyny. Kama ce oOpaam rpaHa xoja
CIIaja YBOpPOBe U M v, HajIIpe ce IIpoBepaBa Ja JiM Ta ABa yBopa Beh nmpumnanajy mcroj kom-
IIOHEHTU. AKO IIpUIIafajy, CTPYKTypa ce He MeHa. Y CYIIPOTHOM, IbIXOBe KOMIIOHEHTe
ce CIajajy onepauujom spoji_skupove.

Ha Taj HaunH Moryhe je quuammuxu oxpskaBatu MHGOPMAIjy O IIOBE3aHOCT
rpacga, 6e3 mmoTpebe a ce Imocie cBake HOBe I'paHe IIOHOBO IpeTpaxkyje 1eo rpad. OBo
je HapouMTO Ba)KHO KOJ BeJMKUX rpadoBa, rae OM HaMBHY IIOCTYIII OMJIM IIpeBUIIIe

CIIOpIL.

6.2 IIpoBepa 1mocrojara IIUKIIyca y HeycMepeHoM Irpady

DSU cTpykTypa ce MoKe KOPUCTATH U 3a IIPOBepPy Aa JIM y HeycMepeHoM rpady
HacTaje HMKIyC IPUINKOM 0JaBalba HOBUX I'paHa.

[TocmaTpajmo o6paay rpaHa jemHy IO jexHy. 3a CBaKy IpaHy Koja CIiaja YBOpOBe
u M v, HajIpe ce oapehyjy mpencraBHULIM CKyIIOBa KOjuIMa Ta IBa YBOpA IpUMaAajy. AKO
je

nadji_predstavnika(u) = nadji_predstavnika(v),

TO 3HAUNM Oa Cy UBOPOBUM U M U Beh moBe3aHM HEKUM IIyTEM. HOJIaBaH)eM HOBE I'paHE

n3mehy mux Taga ce 3arBapa IMKIyC.

Axo YBOPOBUM U NI VU npmnanajy Pa3INMUYNUTIIM CKYIIOBIIMA, OHOA C€ IbUXOBE KOM-

IIOHEHTe CIIajajy 1 LUKIyC ce He popMupa.

OBa mpuMeHa je BeoMa 3HauajHa jep oMmoryhasa jeqHocTaBHY U e(pMKaCHY IIpOBe-
PY LIMKJIIyca TOKOM IIOCTEIIeHOT KOHCTpyucamba rpada. Yipaso ce oBa ujeja KOPUCTU U Y

KpyckanoBom asropurmy, re je morpedHo JOJaBaTU TpaHe TaKo Ja He HacTaHe IMKIYC.

6.3 Kpyckanos anropuram

Hajnosnatuja npumena DSU cTtpykrype jaBipa ce y KpyckanoBom anroputmy 3a

HaJIa’>K€HhE€ MITHMIMAJIHOT pasanmrbyher crabiia TeXMHCKOT rpa(ba.

Heka je mar mosesan HeycMmepen texuncku rpadp G = (V, E). Pasanumyhe cra-

6110 ToOr Tpada jecre moarpad Koju cagpKu CBe UBOpoBe rpada, IoBesaH je ¥ HeMa LM-
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Kiryca. AKO je CBaKoj IpaHM IPUAPY’KEHA TEXNMHA, OHJA je MIHUMAJIHO pasalumpyhe

crabio oHo pasanumyhe cTabio unju je 30Mp TeXMHA TpaHA HajMabU.

Kpyckanos anropuram panu Ha ciaenehnu nHauns:
1. cBe rpaHe rpada copTupajy ce 1o pacryhoj TexxmHu;
2. rpaHe ce 3aTM pasMaTpajy TUM PeaoM;
3. ako rpasa CcIiaja AB€ pa3jIMumuTe KOMIIOHEHTE, OHA Ce NOMaje y pellelhe;

4. axo 6u mojaBame IpaHe CTBOPIIJIO LMKIIYC, Ta TPaHa ce IpecKaye.

Ia 6u ce 6p30 ompenmiIo [Aa M ABa Kpaja rpaHe MPUIIANAjy UCTOj KOMIIOHEHTH,
kopuctu ce yrpaso DSU crpykrypa. Ha mouetky je cBaku uBop y moce6HoM ckymy. Kamga

ce HeKa I'paHa NPUXBATH, CKYIIOBM KOjHU caJip;Ke lbeHe KpajeBe ce CIajajy.

3axBaspyjyhu ToMe, mpoBepa fa jii Ou HeKa rpaHa GopMupaina HUKIYC IOCTaje

BeoMa edukacHa. Bea DSU cTpykrype, oBaj anropuram 6u 6110 3HATHO CIIOPM]IL.

Cymrruna mpumene. Y Kpyckanosom anropurmy DSU crpykrypa omoryhasa epukacuy
IIpOBepy Aa JIU ABa UBOpa Beh IpuUIafajy MCTOj IOBe3aHOj KOMIIOHEHTH, YiMe ce 6p3o

OJUIyUyje [1a I rpaHa cMe Ja ce qoja y pasanmibyhe cradio.

YKynHa BpeMeHCKa c10KeHOCT KpycKkasmoBor alropuTMa JOMMHAHTHO 3aBUCH O
copTupama rpaHa, mro aaje ciaoxkenoct O(mlogm), roe je m 6poj rpana. Onepanuje

Hag DSU ctpykrypom He nmoBehaBajy 3HauajHO OBY CJIOKEHOCT, jep Cy BeoMa edUKacHe.

6.3.1 Nmnnemenranuja Kpyckamosor anropurma

Y macTaBKy je mpmMKasaH IOjeJHOCTaBbeH NnpumMmep Kpyckamosor aiaropmrma y
nporpaMckoM je3uky C++, y3 ynorpe6y DSU crpykrype. [Iperrioctasipa ce mga cy rpa-

He rpada Beh yunrane y Hus grane, xao u ga cBaka rpata uma oouk {u, v, tezinal.

1 struct Grana
2 {
3 int u, v, tezina;

4}
6 bool uporedi(Grana a, Grana b)

7 o

8 return a.tezina < b.tezina;

11 int kruskal(vector<Grana>& grane, int broj_cvorova)

12 o

13 sort(grane.begin(), grane.end(), uporedi);
14 for(int i = 1; i <= broj_cvorova; i++)

15 {

15



16 napravi_skup(i);

17 }

18 int ukupna_tezina = 0;

19 for(Grana g : grane)

20 {

21 if (nadji_predstavnika(g.u) != nadji_predstavnika(g.v))
22 {

23 spoji_skupove(g.u, g.v);
24 ukupna_tezina += g.tezina;
25 }

26 }

27 return ukupna_tezina;

28}

Haxon copTupama rpaHa II0 TeXXIHIU, AITOPUTaM UX pasMarpa pegoM. AKo Kpa-
jeBU Heke rpaHe NpUIANAjy pasjMUUTIM CKyIIOBMMa, TpaHa ce JoAaje y pasanuiyhe
cTabJIo M CKYIIOBMU Ce CIIajajy. ¥ CyIIpoTHOM, IpaHa ce IpecKaue jep 01 IeHO [0oJaBaibe

CTBOPIJIO LIMKIIYC.

6.4 IIpumep npumene y KpyckanoBom anropurmy

Ha cnunm je mpukasan Te>xuHCKY rpad Hax KojuM ce npuMemnyje Kpyckanos ai-
ropuraM. ['pane ce paamaTpajy peoM 1o pactyhoj TexkxmHu. Y cBaKOM KOpaky IpoBepasa
ce J1a JI KpajeBy IIoCcMaTpaHe TpaHe IPUIIANAjy PasiINIuTIM II0Be3aHNM KOMIIOHEeHTa-
Ma. AKO IpuIangajy, rpaHa ce qojaje y MMHIMAJHO pasanuibyhe cTabio; y CyIIpoTHOM,
IIpecKaue ce KaKo He OM HacTao LUKIYC.

Y nmpmkaszaHoM npuMepy aaropuram Oupa Hajiiakiie rpaHe Koje He 3aTBapajy -
xiyc. DSU crpykrypa omoryhasa na ce eukacHo mpoBepu fa jm cy JBa Kpaja rpaHe
Beh y ucTOj KOMITOHEHTH, I1a je Ha Taj HaumH Moryhe 6p30 oipeIuTH KOje TpaHe yJiase

y MIHUMAJIHO pasanumyhe crabio.

Cnuxka 7. [Ipumep tesxuHcKor rpada 3a npumeny Kpyckanosor anropurma
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6.5 O6papa cnuka U rpynucame ITHKcera

Jou jenna BaskHa nmpumena DSU cTpykType jaBiba ce y o6paau cimka, HApOUUTO
y 3afanymMa y KojuMa je IoTpeGHO IIpeIrio3HaTy II0Be3aHe 00IacTy IMKcea.

ITocmaTpajMo OMHApHY CIMKY y KOjOj Cy HEKV IIMKCENV O3HAUeHM Kao aKTVBHU,
a ocTaynM Kao HeakTuBHU. Llypb MOoXe OUTM Ja ce ompene CBe IOBe3aHe IpyIle aKTUB-
HUX NuKcesa. Tama ce cBakM aKTMBHU IMKCEJ MOKe ITIOCMATpaTy Kao eJIeMeHT CKyIIa, a
CyCeIHM) aKTVBHI IMKCEJN Ce CIIajajy Y UCTY KOMIIOHEHTY.

DSU crpyxrypa omoryhasa na ce oBo crajame usBonu epukacHo. Kamga ce Tokom
aHalIM3e CIMKe YTBPAU Aa Cy ABa IMKCeJa CyceJHa M aKTUBHA, HIXOBU CKYIIOBU Ce
cnajajy. Ha kpajy oOpane cBaka ImoBesaHa 00JIaCT OJJroBapa jeJHOM AMCjyHKTHOM CKYIIy.

OsBa mnpeja KopucTu ce, Ha IpUMep, y aJIrOPUTMIIMa 3a O3HauaBame KjlacTepa y

MpeXH, Kao ITO je XolleH--KoneiMaHOB ajJiropUTaM.

6.6 [IuHaMU4YKO rpymnucame ejleMeHara

DSU ctpykTypa je KopucHa 1 y IIMpeM KOHTEKCTY, KaJ roJ je IOTpeOHO oxp:Ka-

BaTHU TpyIle eJeMeHaTa Koje ce TOKOM BpeMeHa CIIajajy.

Ha npumep, Moxke ce mocMaTpaTy CUCTeM KOPUCHUKA Y AIPYILUTBEHO] MPEXI, Te
ce TokOM BpeMeHa popmupajy Behe sajemunne. CamuHo ToMe, y pauyHapCKUM MpeKa-
Ma MoyKe OUTU ITOTpeOHO MpaTUTH Koje cy MammHe Mehyco6Ho moBesaHe, a y pasHUM

cUMyJaljaMa Koje uecTulie min o0jeKTy MpuIaaajy UCToj eIuHN.

Y cBuMm tum curyanujama DSU omoryhasa:
+ edukacHo crajame nocrojehux rpymna,
+ Op3y IIpoBepy [a JIu ABa eJIeMeHTa IIPUIIafajy UCTOj TPYIIN,
* jeIHOCTaBHO OApIKaBaibe CTPYKType ITofaTaKa TOKOM BeJIMKOT Opoja omepanija.

360r Tora je DSU jenHa of mpakTUMUYHKX CTPYKTypa IIOgaTaKa y aJIrOPUTaAMCKIM

3amalyma.

7

3aKibyJdak

Y oBoM pany mpeacraBibeHa je CTPYKTypa AMCjyHKTHUX CKYIIOBa Kao jegHa Of
BaXHIX CTPYKTYpa II0JlaTaKa y TeOpMjy AJITOpUTaMa U IpaKTNUHoj nHpopmaruiy. ITo-
smasehy o1 oCHOBHUX ITOjMOBa Kao IITO Cy MapTHUIlMja CKyIla, pejlalija eKBUBaJICHIje
7 II0OBe3aHe KOMITOHeHTe rpada, IoKa3aHo je Ha K0joj ce MaTeMaTIUKOj OCHOBU 3aCHIBA

OBa CTPYKTypa.
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Y HacTaBKy cy onycaHe OCHOBHE ollepalije CTPyKType AVICjyHKTHUX CKyIlOBa:
IIpaBJbeEbe HOBOT CKYyIIa, IPOHAJIAKeHhe IIpeICTaBHIKA U CIIajarbe ABa CKyIla. 3aTuM je
IprKa3aHa perpe3eHTaluja moMohy iryme crabaia, Kao U HalBHA MMILIEMEHTAIN]a,
4YMjH je TJIaBHM HeIOCTaTaK BesIMKa BpeMeHCKa CJI0KEHOCT Y HeIIOBOJbHIUM CJIydajeBIMa.

ITocebna naxmwa nocBehena je onrumusanumjama union by size, union by rank u
path compression, jep ynpaso one unHe DSU n3ysetHo edpukacHoM cTpykTypoMm. [loka-
3aHO je 1a 6e3 KoMIIpecuje myTame ciaokeHocT onepaunja usnocu O(logn), mox kombu-

Haluja oarosapajyhux ontumusanuja foBoau 1o amoprusosane ciokenoctu O(a(n)),
IIITO je y IPaKCU CKOPO KOHCTAHTHO BPEME.

Ha xpajy cy npukasane u Hajsaxuuje npumene DSU ctpykrype. [Toce6Ho je us-
IBOjeHa IbeHa yJiora y npahemwy IoBe3aHnx KOMIIOHEHTY, IIPOBEPU II0CTOjamba IIUKIIyca
n KpyckanoBom ajaroputmy 3a Hajakxere MIUHUMAJIHOT pasanuyher crabia. Takohe
je mokasaHO a CTPYKTypa OVICjYHKTHUX CKYIIOBa MMa IPUMEHY U Y 00paan CIMKa, Kao
7 'y pasHIM IIpo0OJjieMUMa AMHAMIYKOT IPyICamkha eJleMeHaTa.

Ha ocHoOBy cBera nsnoxeHor Moxe ce 3axkbyuntn ga je DSU jennocTtaBHa, ann

BeoMa MohHa CTpyKTypa noparaka. Ibena jeqHocraBHa mnpeja, 1oopa epmKacHOCT I IIIN-
pOKa IIpMMeHa YIMHe je BAKHUM aJIaTOM Y aJITOPUTMIUMA.
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