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1

Uvod

Posmatrajmo niz prirodnih brojeva koji su potupni stepeni: 1, 4, 8, 9, 16, 25, 27, ...
Ovaj niz nema neku posebnu pravilnost - naravno, kvadrati su u �emu najzas-
tup	eniji, pa zatim kubovi, i tako da	e. Interesantno je uoqiti da su brojevi
8 i 9 susedni stepeni, ali da li postoji jox takvih parova?
Belgijski matematiqar E�en Xarl Katalan je 1844. godine objavio pret-
postavku da su 8 i 9 jedini susedni stepeni. Ovaj problem zainteresovao je
mnoge matematiqare koji su doprineli �egovom rexava�u, sve dok rumunski
matematiqar Preda Mihajlesku nije konaqno stavio taqku na �ega 2002. go-
dine.
U svom dokazu, Mihajlesku je koristio razne rezultate koji su ranije otkriveni,
ali i uspeo da ih pove�e sa svojim zak	uqcima i time rexi ovaj zahtevan prob-
lem.
U ovom radu bavi�emo se jednaqinom xp−yq = 1, gde su sve nepoznate prirodni
brojevi ve�i od 1, a p i q brojevi ve�i od 1.
Primetimo da mo�emo pretpostaviti da su p i q prosti brojevi. Nada	e �emo
koristiti taj uslov.
Analizira�emo rexe�e i �emu povezane sluqajeve. Glavni deo rada je dokaz da
je broj 9 jedini potpun kvadrat susedan prirodnom stepenu, odnosno rexi�emo
jednaqinu kada je neki od p i q jednak 2.
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2 1. Uvod

Slika 1: Tvr�e�e hipoteze

Slika 2: Slikovit prikaz i stepeni koji su ,,blizu"
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O rexe�u

Poznato nam je rexe�e (x, y, p, q) = (3, 2, 2, 3). Nekoliko stvari mo�emo uoqiti.
Na primer, da su x i y prosti. Pada nam na pamet da generalizujemo dokaz da
je to jedino rexe�e kad je neki od x i y prost, ili stepen prostog broja.

2.1 Rexe�e uz uslov da je y stepen prostog broja

Neka je y = rk, gde je r prost, a k prirodan broj. Smenom kq = l naxa jednaqina
se svodi na:

xp − rl = 1

Ova jednaqina mo�e se rexiti rutinskom primenom �igmondijeve teoreme.
Me�utim, nema smisla koristiti ,,texku arti	eriju", s obzirom na to da pos-
toji jednostavno rexe�e koje navodimo ispod.

Razdvajamo dva sluqaja:

1◦ r = 2. Znamo da je:

xp − 1 = (x− 1)(xp−1 + xp−2 + ...+ x+ 1) = 2l

Odavde je jasno da je x neparno. Me�utim, ukoliko je p neparan prost
broj, drugi qinilac je neparan jer je on zbir p neparnih sabiraka. On je
oqito ve�i od 1, pa ne mo�e biti stepen dvojke, odnosno delilac broja 2l.
Dakle, mora biti p = 2. Sada je:

(x− 1)(x+ 1) = 2l,
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4 2. O rexe�u

pa su x−1 i x+1 stepeni dvojke koji se razlikuju za 2, odakle je jasno da
je x = 3. Dakle, ovde dolazimo do rexe�a poqetne jednaqine: 32− 23 = 1.

2◦ r > 2. Ponovo �emo zapisati:

xp − 1 = (x− 1)(xp−1 + xp−2 + ...+ x+ 1) = rl,

odakle su oba qinioca stepeni broja r. Primetimo da za svaki �ihov
zajedniqki delilac d va�i:
x ≡ 1 (mod d) ⇒ xp−1 + ... + x + 1 ≡ p (mod d), pa ako oni nisu uzajamno
prosti mora va�iti d = p.

Ako su qinioci uzajamno prosti, mora biti x− 1 = 1 i xp−1 + ...+ 1 = rl.
Odavde je x = 2 i 2p − 1 = rl. Ovo je specijalni sluqaj za ,,sluqaj kad je
x stepen dvojke", koji vixe odgovara delu 2.2 i bi�e naveden tu.

Pretpostavimo sada da qinioci imaju neki zajedniqki prost delilac.
Po prethodnom, on mora biti p, a oba su stepeni broja r, odakle je p = r.
Naxa jednaqina se svodi na:

xp − 1 = (x− 1)(xp−1 + ...+ x+ 1) = pl

Iz Male Fermaove teoreme jasno je da je xp− 1 ≡ x− 1 (mod p), odakle je
x ≡ 1 (mod p).

Kako su oba qinioca stepeni broja p i nisu 1, a drugi oqigledno ve�i od
prvog, drugi qinilac mora biti de	iv sa p2. Me�utim, pokaza�emo da
ovo nije mogu�e.

Neka je x = sp + 1. Izraquna�emo
p−1∑
i=0

xi =
p−1∑
i=0

(sp + 1)i po modulu p2 uz

pomo� slede�e leme:

Lema 2.1. (sp+ 1)i ≡ isp+ 1 (mod p2)

Dokaz: Po binomnoj formuli je:

(sp+ 1)i =
i∑

j=0

(
i

j

)
(sp)j = 1 + isp+

(
i

2

)
s2p2 + ... ≡ 1 + isp (mod p2),

jer su svi qlanovi sume nada	e de	ivi sa p2. �
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Sada je po Lemi:

p−1∑
i=0

xi =
p−1∑
i=0

(sp+1)i ≡
p−1∑
i=0

(1+ isp) = p+
p−1∑
i=0

isp = p+ sp
p−1∑
i=0

i = p+ spp(p−1)
2

=

p+ sp2 p−1
2
≡ p (mod p2),

jer 2 | p−1 (ovo ne bi va�ilo u 1◦, pa smo zato i napravili ovakvu podelu
sluqajeva).

Dakle, osim (3, 2, 2, 3) ne postoji drugo rexe�e (x, y, p, q) naxe jednaqine
xp − yq = 1 ako je y stepen prostog broja. �

2.2 Rexe�e uz uslov da je x stepen prostog broja

Sliqno kao u prethodnom sluqaju, naxa jednaqina se svodi na rl−yq = 1, gde je
r prost, a l ≥ 2 prirodan broj. Sliqno kao u prethodnom, izdvoji�emo posebno
sluqaj kad je r = 2.

1◦ r = 2, va�i 2l − 1 = yq.

Primetimo da je q 6= 2, jer 4 | 2l i 4 - y2 + 1 ni za jedan prirodan broj y.
Dakle, q je neparno.

Sliqno prethodnom delu, zapisa�emo naxu jednaqinu u slede�em obliku:

2l = yq + 1 = (y + 1)(yq−1 − yq−2 + ...− y + 1)

Iz jednaqine je oqito y neparno, pa je ovde drugi qinilac neparan, jer
on predstav	a zbir q neparnih brojeva. Kako on deli 2l i oqito je pozi-
tivan, on mora biti 1. Me�utim, y > 1 i q ≥ 3, odakle je

(yq−1 − yq−2 + ...− y + 1) = 1 + (y2 − y) + ...+ (yq−1 − yq−2) > 1,

pa u ovom sluqaju nema rexe�a.

2◦ r je neparan prost broj.



6 2. O rexe�u

Primetimo da za neparno q mo�emo rastaviti yq +1 na proste qinioce i
ma�e-vixe postupati na isti naqin kao u drugom sluqaju dela 2.1. (pos-
matra�em najve�eg zajedniqkog delioca, ako je ve�i od 1 onda je q = r, pa
su oba qinioca stepeni broja r, drugi qinilac ve�i sem za y = 2 koje je
ve� analizirano u 2.1, a nikad nije de	iv sa r2 - dokaz isti kao u 2.1).

Sada se postav	a pita�e: xta ako je q = 2?

Naxa jednaqina se tada zapisuje kao rl − 1 = y2.

Izraz rl − 1 mo�emo rastaviti na qinioce, ali to xto je r prost broj
nam nixta dodatno ne govori o najve�em zajedniqkom deliocu qinilaca.
Samim tim, ovaj uslov nam ne deluje nimalo jaqi od jednaqine xp− y2 = 1
za bilo koji prirodan broj x (nebitno da li je stepen prostog broja).

Dakle, rastav	a�e rl − 1 ne poma�e nam puno. S druge strane, y2 + 1 ne
mo�emo rastaviti, bar ne u skupu prirodnih brojeva.

Sama qi�enica da se jednaqina xp−y2 = 1 ne mo�e rexiti elementarnom
teorijom brojeva nam govori koliko je Katalanov problem zahtevan.

U nastavku rada, rexava�emo slo�enije sluqajeve i izvoditi zak	uqke
za x i y u zavisnosti od p i q.
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Sluqaj q = 2

U ovom poglav	u analizira�emo sluqaj kada je q = 2, odnosno ma�i stepen
kvadrat. Ovom jednaqinom bavio se francuski matematiqar Viktor-Amede
Lebeg i rexio je 1850. godine.

Po�imo od jednaqine xp = y2 + 1. Kako je p ≥ 2, leva strana je de	iva sa 4
ukoliko je x paran broj, a lako se proverava da desna strana ne mo�e biti
de	iva sa 4 ni za jedan ceo broj y. Dakle, x mora biti neparno, a samim tim
y parno.

Posmatrajmo jednaqinu u prstenu Z[i] Gausovih celih brojeva:

(yi+ 1)(1− yi) = xp

Poznato je da De	e�e sa ostatkom (DSO) i Osnovna teorema aritmetike (OTA,
odnosno jedinstvensot rastav	a�a na proste qinioce do na jediniqne elemente)
va�e u Z[i] (videti [4]). Tako�e, lako je proveriti da su±1,±i jedini jediniqni
elementi ovog prstena. Sada raqunamo najve�i zajedniqki delilac qinilaca
sa leve strane:

d = (yi+ 1, 1− yi) =⇒ d | 2

pa ukoliko oni nisu uzajamno prosti, zbog OTA moraju biti de	ivi nekim
prostim deliocem broja 2 u Z[i]. U Z[i] se 2 rastav	a kao (1 + i)(1− i). Poxto
znamo da je y parno od ranije, samim tim de	ivo sa 2 u Z[i], zak	uqujemo da
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8 3. Sluqaj q = 2

yi + 1 nije de	ivo nijednim od ovih qinilaca, jer oni dele yi, a oqito ne je-
diniqni broj 1. Samim tim, yi+ 1 i 1− yi su uzajamno prosti, odnosno oni su
ekvivalenti p−tim stepenima iz Z[i].

Primetimo da p nije 2, jer razlika dva kvadrata ne mo�e biti 1. Zbog toga
va�i: (±1)p = ±1, (±i)p = ±i ili (±i)p = ∓i, u zavisnosti od ostatka broja p
pri de	e�u sa 4. Zato su ekvivalenti p−tim stepenima u Z[i] ujedno i p−ti
stepeni.

Kako su yi+1 i 1−yi konjugati u Z[i], oni su p−ti stepeni me�usobno konjugovanih
brojeva. To znaqi da za neke cele brojeve a i b va�e slede�e dve jednaqine:

(a+ bi)p = yi+ 1

(a− bi)p = 1− yi

Jasno je da je b 6= 0, jer je y prirodan broj. Sabira�em jednaqina zak	uqujemo:

(a+ bi)p + (a− bi)p = 2

Znamo da 2a = (a+ bi)+(a− bi) | (a+ bi)p+(a− bi)p = 2, jer je p neparno, odakle
je a = ±1.

Sada se naxa jednaqina svodi na (1 + bi)p + (1− bi)p = ±2.

Setimo se da a+bi nije de	ivo nijednim od 1+ i i 1− i, a znamo da je a neparan
broj. Samim tim je b paran (u suprotnom 1+i | 2 | (a+bi)−(1+i), pa 1+i | a+bi).

Definiximo niz aj = (1 + bi)2j+1 + (1− bi)2j+1.

Doka�imo da za parno b va�i 8 | aj − 2 za svaki nenegativan ceo broj j. Za-
ista, a0 = 2, a1 = 2− 6b2, a iz teorije rekurentnih jednaqina znamo da ovaj niz
ispu�ava relaciju:

an+2 = ((1+ bi)2+(1− bi)2)an+1− (1+ bi)2(1− bi)2an = (2− 2b2)an+1− (1+ b2)2an,

odakle tvr�e�e sledi jednostavnom indukcijom po j.
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Odavde je jasno da je (1 + bi)p + (1− bi)p = 2, jer je p neparan broj.

Raspiximo jednaqinu po binomnoj formuli: 2

p−1
2∑

j=0

(
p
2j

)
(bi)2j = 2, odnosno

p−1
2∑

j=1

(−1)j
(
p

2j

)
b2j = 0.

Dokaza�emo da je ovo nemogu�e preko argumenta de	ivosti stepenom dvojke.

Zaista, ako sa v2(m) oznaqimo najve�i stepen dvojke koji deli ceo broj m ra-
zliqit od nule, prvi sabirak u sumi ima�e strogo ma�i eksponent od svih
ostalih, pa zbir svih sabiraka ne mo�e biti 0, ukoliko postoji vixe od jednog
sabirka. Jednostavno se proverava da za p = 3 mora biti b = 0, xto je nemogu�e
po prethodnom, pa mo�emo smatrati p ≥ 5.

Kako faktor (−1)j ne utiqe na v2, mo�emo uvesti niz:

xj =

(
p

2j

)
b2j,

u ci	u dokaziva�a v2(x1) < v2(xj) za j > 1.

Ovo tvr�e�e ekvivalentno je sa:

0 < v2

(
xj

x1

)
= v2

((
p
2j

)(
p
2

) b2j−2) = v2

((
p− 2

2j − 2

)
b2j−2

j(2j − 1)

)

Kako je j ≥ 2,
(
p−2
2j−2

)
prirodan broj, 2j − 1 neparan, a b paran broj, znamo:

v2

((
p− 2

2j − 2

)
b2j−2

j(2j − 1)

)
≥ v2

(
b2j−2

j

)
= v2(b

2j−2)− v2(j) ≥

≥ 2j − 2− v2(j) ≥ j − v2(j) ≥ j − log2 j ≥ 1,

pa je dokaz zavrxen. Dakle, jednaqina xp − y2 = 1 nema rexe�a. �
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Sluqaj p = 2

U ovom poglav	u bavi�emo se jednaqinom x2 − yq = 1. Ovu jednaqinu prvi je
rexio korejski matematiqar Ke �ao 1965. godine.

Primetimo da rexe�u poqetne jednaqine (x, y, p, q) odgovara rexe�e ove jedna-
qine (x, y, q). Jasno je da je q > 2, jer razlika dva prirodna kvadrata nikad
ne mo�e biti 1. Dokaz �emo razdvojiti na dva sluqaja: specijalno za q = 3 i
q > 3.

4.1 Sluqaj q = 3 - Ojlerov dokaz

Naxa jednaqina se svodi na x2 − y3 = 1. Interesantno je da se Ojler bavio re-
xava�em ove jednaqine, i to u skupu nenula racionalnih brojeva, gde je jedino
rexe�e (x, y) = (±3, 2) (primetimo da to znaqi da ne postoje racionalni bro-
jevi koji nisu celi i zadovo	avaju ovu jednaqinu). Svoj dokaz objavio je 1738.
godine (podsetimo se da je Katalanova pretpostavka objav	ena tek 1844. go-
dine).

U ovom delu demonstrira�emo Ojlerovo rexe�e jednaqine x2 − y3 = 1 u skupu
pozitivnih racionalnih brojeva. Iako naizgled priliqno neintuitivno, ovo
remek-delo zasnovano je na poznatoj ideji: paru (x, y) iz ove jednaqine koji
nije (3, 2) pridru�i�emo par prirodnih brojeva koji zadovo	ava ekvivalentnu
jednaqinu, pa time poqetnu jednakost svesti na odgovaraju�u u skupu prirod-
nih brojeva. Onda �emo paru prirodnih brojeva koji ispu�ava novu jednaqinu
pridru�iti jox ,,ma�i par" (pod ovim podrazumevamo par sa ma�im zbirom)
koji zadovo	ava istu jednaqinu. Ovim procesom sma�ujemo rexe�a, a to ne
mo�e veqno trajati (ova tehnika poznata je kao metod beskonaqnog spusta).
Dakle, ako uspemo da sprovedemo ovu ideju, lako �e slediti da poqetna jed-

11



12 4. Sluqaj p = 2

naqina nema drugih rexe�a u skupu racionalnih brojeva. Ovaj dokaz mo�emo
na�i u originalu na latinskom jeziku u [1].

Neka je x pozitivno i x = a
b
neskrativ razlomak za neke prirodne brojeve a i

b.

Kako je a3

b3
+ 1 kvadrat racionalnog broja, mno�e�em sa b4 (koji je kvadrat)

zak	uqujemo da broj b(a3 + b3) kvadrat prirodnog broja. Dokaza�emo da ovo ne
mo�e va�iti osim za a = 2 i b = 1.

Neka je c = a + b > b. Rastav	a�em zbira kubova na qinioce, zak	uqujemo da
je slede�i izraz potpun kvadrat:

f(b, c) = bc(3b2 − 3bc+ c2)

Ovde postoji oqigledno rexe�e (1, 1), ali ono ne ispu�ava c > b, pa ga zane-
marujemo.

Neka postoji najma�i takav par (b, c) u kom je (b, c) 6= (1, 3), a (b, c) = 1. Iz-
gradi�emo jox ma�i takav par i do�i do kontradikcije.

Primetimo da iz (b, c) = 1 sledi (b, (3b2− 3bc+ c2)) = 1 i (c, (3b2− 3bc+ c2)) | 3.

Ako je drugi najve�i zajedniqki delilac jednak 3, onda 3 | c i c = 3c1. Me�u-
tim, uvrxtava�em u f(b, c) i de	e�em sa 9 dobijamo ma�e rexe�e (c1, b) za koje
je f(c1, b) potpun kvadrat. Oqito je (c1, b) 6= (1, 3), jer bi bilo (b, c) = (3, 3), pa
oni ne bi bili uzajamno prosti. Tako�e, jasno je da su b i c1 uzajamno prosti,
odakle smo dobili ma�i par, pa je ovo nemogu�e.

Odavde su brojevi b, c i (3b2−3bc+c2) uzajamno prosti po parovima, a proizvod
im je potpun kvadrat. Sledi da su svi oni potpuni kvadrati (b > 0, c > 0, pa
i tre�i qinilac mora biti pozitivan).

Kako je 3b2− 3bc+ c2 < c2 i nije 0 (jer 3 - c), to je on kvadrat nekog broja ma�eg
od c, odnosno postoje uzajamno prosti prirodni brojevi m i n za koje je:

(3b2 − 3bc+ c2) = (c− m

n
b)2

Sre�iva�em ove jednaqine i skra�iva�em sa b 6= 0 mo�emo zak	uqiti da je:
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b

c
=

2mn− 3n2

m2 − 3n2

Levi razlomak je po prethodnom neskrativ. Izraqunajmo najve�i zajedniqki
delilac brojioca i imenioca desnog razlomka, znaju�i da je (m,n) = 1.

Neka neki prost broj r deli 2mn− 3n2 = n(2m− 3n) i m2 − 3n2.

Ako r | n, onda r | m2 ⇒ r | m, xto je nemogu�e jer (m,n) = 1.

Dakle, r | 2m− 3n. Jasno je da je r 6= 2, jer bi tada i m i n bili parni.

Iz 2m ≡ 3n (mod r) je 4m2 ≡ 9n2 (mod r) i 3m2 ≡ 9n2 (mod r) va�i iz drugog
uslova, odakle dobijamo r | m, pa r | 3n, odnosno r | 3.

Jasno je da ne mogu oba broja biti de	ivi sa 9, jer bi m i n bili de	ivi sa 3.
Dakle, ovde imamo dva sluqaja:

1◦ NZD (2mn− 3n2,m2 − 3n2) = 3. Tada 3 | m po prethodnom, pa je m = 3k i
(k, n) = 1. Sada je:

b

c
=

2nk − n2

3k2 − n2
,

pri qemu je sada i desni razlomak neskrativ.

Odavde je b = 2nk − n2 i c = 3k2 − n2, ili b = n2 − 2nk i c = n2 − 3k2.

Me�utim, po prethodnom je c potpun kvadrat, a 3k2 − n2 to ne mo�e biti
(jednaqina u2 + v2 = 3w2 nema rexe�a u skupu prirodnih brojeva: �eno
najma�e rexe�e (u, v, w) bi imalo sve komponente de	ive sa 3 (pokazati!),
pa bi (u

3
, v
3
, w
3
) bilo ma�e rexe�e).

Odavde sledi da je b = n2−2nk i c = n2−3k2. Oqito je c kvadrat ma�i od
n2, pa je za neke uzajamno proste brojeve l i s ispu�eno n2−3k2 = (n− l

s
k)2,

pa je:

k

n
=

2ls

3s2 + l2
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Poxto je b potpun kvadrat po prethodnom, b
n2 = 1 − 2k

n
= 3s2−4ls+l2

3s2+l2
=

(l−s)(l−3s)
3s2+l2

mora biti kvadrat racionalnog broja.

Dakle, (l − 3s)(l − s)(3s2 + l2) mora biti kvadrat prirodnog broja.

Odavde su l− 3s i l− s istog znaka (ako je neki od �ih 0, mo�emo prover-
iti da se dobija poqetno rexe�e (b, c) = (1, 1)). Uz smenu u = |l − s| i
v = |l−3s| dobijamo da je izraz f(u, v) potpun kvadrat. Lako analiziramo
�ihov najve�i zajedniqki delilac i skra�ujemo ih po potrebi. Dakle, od
para (b, c) u ovom sluqaju smo izgradili ma�i par ( u

(u,v)
, v
(u,v)

). Rutinskom
proverom zak	uqujemo da je ovaj par zaista ma�i.

2◦ NZD (2mn − 3n2,m2 − 3n2) = 1. Odavde je (b, c) = (2mn − 3n2,m2 − 3n2)
ili (b, c) = (3n2 − 2mn, 3n2 − m2), pri qemu drugi sluqaj odbacujemo iz
istog razloga kao u 1◦.

Dakle, imamo b = 2mn − 3n2 i c = m2 − 3n2. Sliqno kao pre, smenom
c = (m− l

s
n)2 nalazimo:

m

n
=

3s2 + l2

2ls

Sada je b
n2 = 2m

n
− 3 = 3s2−3ls+l2

ls
kvadrat racionalnog broja, pa je i broj

ls(3s2 − 3ls+ l2) = f(s, l) kvadrat prirodnog broja.

Me�utim, nije texko uveriti se da je par (s, l) ma�i od para (b, c). Tako
smo i u ovom sluqaju izgradili novi i ma�i par uzajamno prostih brojeva
koji ispu�avaju zadatu osobinu.

Dakle, jednaqina x2 − y3 = 1 u skupu pozitivnih racionalnih brojeva ima
jedinstveno rexe�e (x, y) = (3, 2). �

4.2 Sluqaj q > 3 - Qejnov dokaz

Ovde �emo dokazati da jednaqina x2 − yq = 1 nema rexe�a u skupu prirodnih
brojeva ako je q prost broj ve�i od 3. Dokaz koji navodimo delo je matematiqara
Jozefa E. Z. Qejna.
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Ako bi x bilo parno, x − 1 i x + 1 bi bili uzajamno prosti, pa bi oba bili
q−ti stepeni prirodnih brojeva. Me�utim, razlika dva q−ta stepena ne mo�e
biti 2 za q > 1. Odavde je x neparno i y parno.

Ako je y = 2y′, imamo (x − 1)(x + 1) = 2qy′q, pri qemu je najve�i zajedniqki
delilac qinilaca sa leve strane 2. Odavde je jedan od qinilaca oblika 2q−1mq,
a drugi 2nq.

Dokaz �e biti direktna posledica slede�e dve leme:

Lema 4.1. Mora va�iti q | x.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, to jest da q - x. Zapiximo jednaqinu kao:

x2 = yq + 1 = (y + 1)(yq−1 − yq−2 + ...− y + 1)

Sliqno kao pre, mo�emo zak	uqiti da ako q - x, onda dva qinioca moraju biti
uzajamno prosti, pa zato oba moraju biti potpuni kvadrati.

Dakle, za neki prirodan broj t je y = t2 − 1.

Iz jednaqine vidimo da je par (x, y
q−1
2 ) rexe�e Pelove jednaqine a2 − yb2 = 1.

Jasno je da je (t, 1) �eno minimalno rexe�e. Kako najma�e rexe�e klasiqne
Pelove jednaqine generixe sva �ena rexe�a (videti [5]), znamo da za neki
prirodan broj m va�i:

x+ y
q−1
2
√
y = (t+

√
y)m

(jasno je da y = t2 − 1 nije kvadrat, pa je predstavla�e u+ v
√
y jedinstveno za

cele brojeve u i v).

Nada	e sve kongruencije radimo u prstenu Z[√y], u standardnom smislu:

s+ t
√
y ≡ u+ v

√
y (mod j) ⇐⇒ ∃k, l ∈ Z, j(k + l

√
y) = (s+ t

√
y)− (u+ v

√
y).
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Posmatra�em naxe jednaqine po modulu y i upotrebom binomne formule, jasno
je da va�i:

x ≡ tm +mtm−1
√
y (mod y)

Sada se lako zak	uquje (poxto su 1 i
√
y linearno nezavisni faktori u Z[√y])

da y | x− tm i y | mtm−1, a kako je (y, t) = (t2 − 1, t) = 1, zak	uqujemo da y | m.

Setimo se da iz prethodnog znamo da je y parno, odakle m mora biti parno,
m = 2m′. Sada naxa poqetna jednaqina ima oblik:

x+ y
q−1
2
√
y = (t+

√
y)m = (t+ y + 2t

√
y)m

′
,

pa redukcijom ove jednaqine po modulu t zak	uqujemo da t | x−ym
′
i t | y q−1

2
√
y.

Iz posled�eg zak	uqujemo da t | yq = (t2 − 1)q, pa je t = 1. Me�utim, tada je
y = 0, xto je nemogu�e.

Na ovaj naqin smo doxli do kontradikcije pretpostavkom da q | x, odakle
sledi tvr�e�e. �

Lema 4.2. x ≡ ±3 (mod q).

Dokaz: Iz naxe jednaqine je x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1) = yq.

Pretpostavimo da je x − 1 = 2q−1mq i x + 1 = 2nq. Dokaza�emo da je ovde
x ≡ 3 (mod q). U drugom sluqaju postupa se analogno i dobija sliqan rezultat
x ≡ −3 (mod q).

Uoqimo slede�u jednakost:

(
x− 3

2
)2 = (

x+ 1

2
)2 − 2(x− 1) = n2q − (2m)q

Pretpostavimo sada da q - x− 3. Sada je t = x−3
2

prirodan broj koji nije de	iv
sa q (jasno je da je x > 3 na poqetku, jer za ma�e x nema rexe�a).

Kako je (x− 1, x+ 1) = 2 i q > 3, jasno je da je n neparno i (m,n) = 1. Sada je
jasno da je (n2, 2m) = 1. Zak	uqujemo da je za uzajamno proste brojeve u = n2,
v = 2m i prirodan broj t ispu�ena jednaqina:

t2 = uq − vq = (u− v)(uq−1 + uq−2v + ...+ vq−2u+ vq−1)
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Sada �emo pokazati da ukoliko q - t, to jest q - u − v mora va�iti da su qin-
ioci s desne strane uzajamno prosti prirodni brojevi, odakle oba moraju biti
potpuni kvadrati.

Zaista, ako neki prost broj r 6= q deli oba qinioca, imamo da je u ≡ v (mod r),
a poxto deli drugi qinilac, imamo:

0 ≡ (uq−1 + uq−2v + ...+ vq−2u+ vq−1) ≡ quq−1 (mod r),

odakle r | u, pa r | v, xto je nemogu�e jer su u i v uzajamno prosti brojevi.

Dakle, u− v = n2 − 2m je potput kvadrat. On je oqito ma�i od n2, pa je:

n2 − 2m ≤ (n− 1)2 ⇒ 2m ≥ 2n− 1⇒ m ≥ n

Me�utim, podsetimo se da je x−1 = 2q−1mq i x+1 = 2nq, odakle je 2q−2mq+1 =
nq, xto je sada nemogu�e jer je 2q−2 > 1 i m ≥ n.

Dakle, naxa pretpostavka q - x− 3 je pogrexna, odakle sledi tvr�e�e. �

Na osnovu ove dve leme zak	uqujemo da q | 3, odakle sledi da naxa jednaqina
x2 − yq = 1 nema rexe�a u skupu prirodnih brojeva za prost broj q > 3.
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Jedan generalan zak	uqak

U dosadax�em delu rada pozabavili smo se sluqajevima kada je neki od p i q
jednak 2. Sada �emo pretpostaviti da su oba broja ve�a od 2.

U ovom poglav	u dokaza�emo da p | y ili q | x. Pomenu�emo jox i da je britan-
ski matematiqar �on V. S. Kasls je 1960. godine dokazao da obe relacije va�e.

Jasno je da su p i q razliqiti prosti brojevi, jer razlika dva p−ta stepena
prirodnih brojeva ne mo�e biti 1. Dokaza�emo da ako je p > q onda q | x,
odnosno da u sluqaju p < q imamo p | y. Ova dva sluqaja su vrlo sliqna, pa
�emo dokazati prvi, a drugi prepustiti qitaocu.

Lema 5.1. Ako je p > q, onda q | x.

Dokaz: Pretpostavimo da je p > q i q - x. Zapisa�emo poqetnu jednaqinu u
obliku:

xp = yq + 1 = (y + 1)(yq−1 − yq−2 + ...− q + 1),

Iz istog razloga kao pre, ako dva qinioca s desne strane nisu de	iva s q,
oni moraju biti uzajamno prosti. To znaqi da su oba potpuni p−ti ste-
peni, pa je za neki prirodan broj t ≥ 2 ispu�eno y = tp − 1. Dakle, imamo
xp = (tp − 1)q + 1 < (tp)q = tpq, odakle je x < tq.

Me�utim, to znaqi da je (tq− 1)p ≥ xp = (tp− 1)q +1 > (tp− 1)q, pa diza�em ove
nejednakosti na stepen 1

pq
zak	uqujemo:

19
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(tq − 1)
1
q > (tp − 1)

1
p

Dokaza�emo da je funkcija f(x) = (tx − 1)
1
x strogo rastu�a za x > 0 i t > 1,

qime dolazimo do kontradikcije jer je p > q.

Lako raqunamo: f ′(x) = (tx−1)
1
x−1

x2 (tx · x · ln t− (tx− 1) · ln(tx− 1)) > 0, jer je prvi
qinilac oqigledno pozitivan, a poxto je tx > tx−1 i x · ln t = ln(tx) > ln(tx−1),
i drugi je pozitivan.

Ovime smo pokazali da q | x. �

Dokaza�emo jox jednu lemu koja govori o tome da x mora biti ,,veliko" u odnosu
na p i q kada je p > q.

Lema 5.2. Ako je p > q, onda je x > q + qp−1. Sliqno, za p < q je y > p+ pq−1.

Dokaz: Pretpostavimo da je p > q i doka�imo da je x > q + qp−1. Nejednakost
u sluqaju p < q se dosta sliqno dokazuje (primetimo da uz uslov da su x i
y prirodni, jednaqina nije skroz simetriqna po p i q, pa ne mo�emo pret-
postaviti �ihov poredak bez uma�e�a opxtosti. Me�utim, ako ka�emo da su
x i y celi, �ihovim negira�em po potrebi to mo�emo uraditi, pri qemu �e
naxe nejednakosti biti |x| > q+ qp−1, odnosno |y| > p+ pq−1), pa je prepuxtamo
qitaocu.

Po prethodnoj lemi, znamo da su y + 1 i yq+1
y+1

de	ivi sa q. Iz dela 2.1 se�amo

se da yq+1
y+1

ne mo�e biti de	iv sa q2.

Poxto je xp de	ivo sa qp, y+1 mora biti de	ivo sa qp−1. Jasno je da su onda y+1
qp−1

i
yq+1
y+1

q
uzajamno prosti prirodni brojevi qiji je proizvod (x

q
)p, pa oni moraju

biti potpuni p−ti stepeni prirodnih brojeva.

Dakle, za neke prirodne brojeve a i b je:

y + 1 = qp−1ap,
yq + 1

y + 1
= qbp i x = qab.
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Odavde je qp−1 | y+1 =⇒ qbp = yq−1−...−y+1 ≡ (−1)q−1−(−1)q−2+...−(−1)+1 ≡
q (mod qp−1) =⇒ qp−2 | bp − 1.

Znamo da je p > 2, pa izme�u ostalog q | bp − 1. To znaqi da je poredak broja b
po modulu q delilac broja p, pa je on 1 ili p. Posled�e je nemogu�e, jer znamo
da taj poredak mora deliti q − 1 < p. Dakle, q | b− 1.

Po Lemi o diza�u na eksponent, znamo da je, zbog q | b−1, zadovo	ena jednakost
vq(b

p − 1) = vq(b − 1) + vq(p) = vq(b − 1), odakle zak	uqujemo da qp−2 | b − 1.
Alternativno, zbog b ≡ 1 (mod q) i qp−2 | (b− 1)(bp−1 + bp−2 + ...+ b+ 1) znamo
da drugi qinilac daje ostatak p pri de	e�u sa q, odakle je drugi qinilac
uzajamno prost sa q, pa qp−2 | b− 1.

Iz posled�e relacije je b ≥ 1 + qp−2 (ne mo�e biti b = 1, jer bi tada bilo
q = yq+1

y+1
= 1+y(y−1)+y3(y−1)+ ...+yq−2(y−1) ≥ 1+ q−1

2
y(y−1) ≥ 1+ q−1

2
2y =

1+(q− 1)y > q za y > 2 - izuzetak y = 2 smo analizirali u prvom sluqaju dela
2.1).

Iz posled�e nejednakosti je sada jasno da je x = qab ≥ qb ≥ q(qp−2+1) = qp−1+q,
qime je lema dokazana. �
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6

Mihajleskuove leme

U ovom poglav	u �emo navesti bez dokaza nekoliko slo�enijih rezultata koje
je Mihajlesku izveo, a koji su bili k	uqni za rexava�e Katalanove pret-
postavke. Tako�e, komentarisa�emo zaxto su oni dovo	ni za sam dokaz.

Posmatrajmo jednaqinu xp−yq = 1 za neparne p i q (podsetimo se da smo sluqa-
jeve kada je neki od p i q jednak 2 ve� diskutovali). Tada va�i:

1◦ (Dokazano 2000.) pq−1 ≡ 1 (mod q2) i qp−1 ≡ 1 (mod p2);

2◦ (Dokazano 2002.) p ≡ 1 (mod q) ili q ≡ 1 (mod p);

3◦ (Dokazano 2003.) p < 4q2 i q < 4p2.

Ovi uslovi dokazani su uz pretpostavku xp − yq = 1. Sada mo�emo ostaviti
tu jednaqinu po strani i iz tri leme zak	uqiti da ne postoje ovakvi parovi
neparnih prostih brojeva.

Bez uma�e�a opxtosti, neka u uslovu 2◦ va�i p ≡ 1 (mod q).

Dokaza�emo da iz ovoga i pq−1 ≡ 1 (mod q2) sledi p ≡ 1 (mod q2).

Naxe tvr�e�e sledi direktno iz Leme o diza�u na eksponent (uz standardne
oznake ispod):

2 ≤ vq(p
q−1 − 1) = vq(p− 1) + vq(q − 1) = vq(p− 1),

zbog p ≡ 1 (mod q), odakle sledi tvr�e�e.

23
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Za qitaoce kojima je Lema o diza�u na eksponent nepoznata, navodimo jox jedan
jednostavan dokaz.

Neka je p = kq + 1. Dovo	no je pokazati da q | k. Izraquna�emo pq−1 preko
binomne formule:

pq−1 = (kq + 1)q−1 =
q−1∑
i=0

(
q−1
i

)
(kq)i = 1 + (q − 1)kq + q2

q−1∑
i=2

(
q−1
i

)
kiqi−2 ≡

≡ 1 + (q − 1)kq (mod q2),

odakle zak	uqujemo da q | k jer je (q, q − 1) = 1.

Sada iz p ≡ 1 (mod q2) i p < 4q2 (iz 3◦), zak	uqujemo da zbog p 6= 1 broj p
uzima neku od slede�ih vrednosti: q2+1, 2q2+1 ili 3q2+1. Kako je q > 2, ono
je neparno, pa prva i tre�a mogu�nost odmah otpadaju jer su to parni brojevi
ve�i od 2, pa p ne bi bio prost.

Dakle, mora biti p = 2q2 + 1.

Me�utim, kako kvadrat prirodnog broja koji nije de	iv sa 3 daje ostatak 1 pri
de	e�u sa 3, ako je q > 3 broj p = 2q2 +1 bio bi de	iv sa 3 i ve�i od 3, pa p ne
bi bio prost.

Odavde zak	uqujemo da je q = 3 i p = 2q2 + 1 = 19.

Me�utim, lako raqunamo: 318 ≡ 7293 ≡ 73 ≡ 343 6= 1 (mod 192 = 361), xto
protivreqi uslovu 1◦.

Dakle, ove leme dovo	ne su za dokaz Katalanove pretpostavke ukoliko su p i
q neparni brojevi. �
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Zak	uqak

Tokom rada smo se bavili rexava�em jednaqine xp − yq = 1, gde su x i y
prirodni brojevi ve�i od 1, a p i q prosti brojevi. U drugoj glavi rexili smo
sluqaj kada je y stepen prostog broja, zatim pokuxali da reximo sluqaj kad je
x stepen prostog broja. Naixli smo na potencijalnu prepreku: kada je q = 2,
ne mo�emo iskoristiti osobinu stepena prostog broja na neki poseban naqin.
Tako smo otvorili sluqaj q = 2 i rexili ga za proizvo	ne x, y ≥ 2 i prost p.
U qetvrtom poglav	u bavili smo se jednaqinom kada je p = 2 i primetili da
se jedino rexe�e (3, 2, 2, 3) nalazi tu. Da	e smo analizirali do�a ograniqe�a
za x i y i dokazali da q | x ili p | y. Na kraju, u xestom poglav	u, naveli
smo leme koje je Mihajlesku dokazao i koje su bile dovo	ne za kompletira�e
dokaza Katalanove pretpostavke.

Iskoristio bih priliku da zahvalim svom mentoru, Stevanu Gajovi�u, na ko-
risnim sugestijama oko rada i pomo�i u izboru literature. Zahva	ujem svim
profesorima Matematiqke gimnazije na nesebiqnoj pa��i i zalaga�u, ko-
jima su doprineli razvoju moje 	ubavi prema matematici. Na kraju, zahva	u-
jem svim svojim drugarima sa kojima sam proveo nezaboravnih xest godina u
Matematiqkoj gimnaziji.
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