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1 Ab6cTpakr

Y oBoM pajiy pa3Marpa ce yJiora Xuja0epTOBUX IPOCTOPA Y MATEMATHYIKO] (POPMYJIAIN]H
KBAHTHE MEXaHUKeE.

[Mus oBor paga jecre ma, mosasehm o OCHOBHEMX II0jMOBa JHHeapHe ajrebpe, gohemMo 1o
MaTEeMATHIKOL je3UKa, Y KOMe ce TPUPOIHO (POPMYJIAITY OCHOBHU IIPUHIIUIA KBAHTHE MEXaHUKE.

[TosrazuMo 07 KOMILIEKCHUX BEKTOPCKUX IIPOCTOPA, MIPOU3BOIA, HOPME, OPTOTOHAJHOCTH, &
3aTUM YBOIMMO JimHeapHe (yHKImMoHase, bra-ket mortamujy m npojekorpe. [lTocebro hemo ce
[IOCBETUTHU OIIEPATOPHUMa ¥ XUJIOEPTOBUM IIPOCTOPHUMA, jepP Ce YIPaBO IIPEKO HUX (DOPMYJIUIILY
dusnke BequUnHe y KBaHTHO] MexaHnuiiu. ObpagunheMo camMoa ijyropaHe, yHUTApHE W [TO3UTUBHE
omepaTope Kao W EbUXOBE COICTBEHE BPEIHOCTH, BEKTOPE, JNjarOHAJM3AINA]y U CIEKTPaJIHY
JEKOMIIO3UTIHU]Y.

3a Kpaj HaAM je ocrajio ja cBe MTOo je obpaheHo j100Mje KOHKPETHY IPUMEHY y KBaHTHO]
MEXaHUIM U TO OHO ITO pajiuMmo y miaBu . Bujgehemo kako ce moryhu pesyinratu meperba
jaB/bajy Kao COIICTBEHE BPEIHOCTU CAMOAJ[jYHTOBAHUX OIEpaTOpa, KAKO Ce BepoBaTHOhe Tux
pesyaTara go0ujajy IMpPOjeKIMjoM cTarba Ha oAroBapajyhe colcTBeHe BEKTOpPE, U KaKO Ce IPEKO
OYEKUBaHEe BPEIHOCTH, JUCIIEP3Hje U KOMyTaTopa (GOPMYJIHIIY OCHOBHE OCOOMHE KBAHTHOT MEpEmha,

ykbyuayjyhn XajsenbeproBy peianujy HeoapeheHOCTH.
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BekTopcku u XnjabepToB HNpoCTOp

[Ipe yBohema XuabepToBUX IPOCTOPa MOTPEOHO je HAjIpe PA3MOTPUTU KOMILIEKCHE BEKTOPCKE

IIPOCTOpPE, Jep OHH HpeﬂCTaBJBajy Opupoilad MaTeMaTUIKU OKBUD KBaHTHE MEXaHUKeE. 3a Pa3J/IUKY

0] peajHIX BEKTOPCKUX IPOCTOPA, KOMILIEKCHH IIPOCTOPH MIPUPOAHO oMoryhaBajy Oomuc aMILin-

Tyna u daza KBAHTHUX CTamba, a YIIPABO Cy pejaTuBHE ¢a3e CYIMITUHCKE 3a I0jaBe Kao IITO je

unrepdepennuja. Ocum tora, u cama IllpennHrepoBa jeHavINHA je KOMIIJIEKCHA, 1A I-eHa PEeIlerha

MPUPOTHO MPUIAJIAJY KOMIIJIEKCHOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY. 3aTO ce Y KBAHTHO] MEXAHUIU [OJIa3H

OJI KOMIIJICKCHHX, a HE CaMO peaJJHUX BEKTOPCKHUX IIPOCTOpA.

2.1 KommiekcHu BEKTOPCKMU IIPOCTOPU M JMMEH3MOHAJIHOCT

Hedununumja: Heka je (F, 4+, ) noswe, npu gemy je F = R wim F = C. Bekropcku mpocrop Hat

no/beMm I je mernpaszan ckymn V' ca jBe omepaiiuje, cabupameM BEKTOPA U MHOXKEHEM BEKTOPa

CKaJIapoOM, KOjU 3a/10BoJbaBa ciiesehe akcuome:

9.

10.

(VuveV)utveV

. (VueV)(VaeF)aueV

Vu,v € V)utv=0v+u

Vu,v,w € V)u+ (v+w) = (u+v)+w
. (Va,b € F)(Yu € V) (ab)u = a(bu)
(FeV)(VueV)0+u=u
FleR(VueV)lu=u
(VueV)(3(—u) €V)u+ (—u) =0

(Va € F)(VYu,v € V) a(u+v) = au + av

(Va,beF)(Yv e V) (a+b)v =av+ bv

(cabuparme je KOMyTATHBHO)
(cabupame je acoujaTuBHO)
(MHOXKEE CKajlapa je acolUjaTUBHO)
(HeyTpaJsiHU eJleMeHT 3a cabuparbe)
(HeyTpaJIHU eJIeMEHT 33 MHOKEIhE)
(cynporan BeKTOD)
(ZuCTPUOYTUBHOCT 110 BEKTOPUMA)

(ICTPUOY TUBHOCT TIO CKaJIapuMa,)

Axko je nosbe ckagnapa F = C, ora V' HA3MBAMO KOMIIJIEKCHUM BEKTOPCKUM ITPOCTOPOM.

13 naBenene mecdunuimje ciene HeKe HEIMOCPeTHE MOCTIEIUIe aKCHOMa BEKTOPCKOT IIPOCTOPA, KOje

HeheMo 1IOCceOHO ITOKA3UBATH:

1

2

3

. Hyna-sexTop 0 je jenuucTseH.
. M eV)ov=0.

. (Va € F)ad=0.

. (Vv € V') cynporan BeKTOp JIaTOI BEKTOPA v je jeJIMHCTBEH U O3HAYABA CE Ca —U.

.M eV)(-1)v=—wv.
. (MweV) —(—v) =w.

. Va e F)(Mv e V) a(—v) = —(av).
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8. (WVaeF)(VveV) (—a)v=—(av).

Hapequmo HEKOMKO OCHOBHUX IpHUMepPa BEKTOPCKUX IIPOCTOPA.:

[Tpumep 1: Ckyn cBux N-KOMIIOHEHTHUX BEKTOPA

ai

a9 .
) a; €R, 1=1,2,... N,

an

YUHU peajiaH BEKTOPCKU 1pocTop. Cabuparme BEKTOPa U MHOXKEHE CKAJIapoM Je(DUHUIITY Ce TI0
KOMIIOHEHTaMa.

OBaj mpocTop ce obmano o3Hagasa ca RY. Anasmorno, moriu cmo ymecro R y3ern ckyn C, u y
TOM CJIydajy OBO IIOCTaje HpHUMep KOMILUIEKCHOT BeKTopckor mpocropa CV.

[Tpumep 2: Heka je P(F) ckyn cBux mosmHOMa 06JIHMKA,
p(x) = ap + a1z + agx® + - + apz™,

rje ¢y ag, a1, ..., a4y € F, a n HeneraruBan 1eo 6poj. Cabuparbe MOJIUHOMA U MHOYKEHE ITOJTMHOMA,
ckasiapoMm JiecbunuIny ce Ha yobuuajed Haunt, na ckyn P(IF) yuHu BEKTOPCKU IIPOCTOD HAJL MO/HEM
F. Tlocebno, ako je F = C, nobuja ce KOMIJIEKCAH BEKTOPCKH IIPOCTOP IIOJIMHOMA €& KOMILJIEKCHUM
KOe(DUIINjeHTUMA.

Y maToM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY MOXKEMO IMOCMATPATH KOHAYHE JIUCTE BEKTOPA.

Hedunnnuja. Jlucra sekropa (vi,ve,...,v,) je ypeheHa n-ropka BekTopa u3 V, upu uemy je n

KOHa4YaH OpOoj.
3a cBaky JIMCTY BEKTOpPa MOXKe ce JePUHUCATU FHeH JIMTHEADHU OMOTad.

Hedunurmja. Jlurneapau omorad jmcre BeKTopa (v1, v, ..., Uy ), Y O3HAIM

span(vy, va, . . ., Un),

jecre CKyIl CBUX JIMHEAPHUX KOMOWHAIIM]ja OBUX BEKTOPA:

a1vi + agvo + - -+ + anUy, a; €T, 1=1,...,n.
Kazkemo 1a je BekTopcku mpocrop V' pazamer smuctom (vi, v, ..., Un) QKO BAXKH
V = span(v1, va, ..., ).

[Topen Tora, 3a JiMCTy BEKTOpPa MOXKEMO HeMpUHUCATH U IOjaM JIMHeapHE HE3aBUCHOCTH.

Hedununuja. Jlucra Bekropa (v1, v, ..., vy ), e je v; € V| je IuHeapHO HE3ABUCHA AKO jeTHATNHA

avy + agva + - -+ apv, =0
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UMa JeJIMHO PEIIeHhe

ai=ay=---=a,=0.

Ha ocnoBy oBux mojmosa medunuiie ce 6a3a BEKTOPCKOT IIPOCTOPA.

Hedunuruja. Baza BekTopckor npocropa V' je smmcra BekTopa n3 V Koja je jinHeapHO HE3aBUCHA

7 KOja pasalliibe 1eo mpocTop V.

Hedununuja. Jumensuja BekTopckor mpocropa V' je 6poj BekTopa y OHI0 KOjoj Herosoj 6asu u
o3nauana ce ca dim V.

[TokazkuMo cajia 1a je TpoCTOp W3 MPBOT TMPUMEpa KOHATHOINMEH3NOHAJAH, JTOK jeé TTPOCTOP
IIOJIMHOMAaQ 6eCKOHa‘—IHO,ZLI/II\IeH31/IOHa.HaH.

Tapheme. IIpocrop CV je konaunomumensuonaan u saxu dim CY = N. (JTokas je uctu u 3a

RY)

ITocmaTpajmo BeKTOpE

1 0
0
€1 = . , €2= A T yEN =
0 0 1
[MTokazahemo ma smcra (e, €9, ..., €exN) OPeJCTaB/ba 6a3y IPOCTOPA CN.

Hajnpe mokakxumo ja oHa pasalmibe 1eo mpoctop. Heka je

ai
a2

v=| ~ | ecC¥.
an

Tana ce oBaj BEKTOpP MOXKe 3aIMCATH Y OOJIUKY

v =aie1 +agez + -+ anNen.

Jakie, ceaxu BekTop n3 CV je numeapna koMGHHAIIjA BEKTOpA €1, €9, . . ., €N, 114 BAKN
N
C" = span(ey,ea,...,en).
Cazta mokaxumo n1a je jmcra (€1, es, ..., ey) JuHeapHO He3aBucHa. Heka Baxkn

are; + ages + - -+ +ayeny = 0.

ITopehemem KoMmImoHEeHaTA T0OMjaMO

IIpema TOMe, jeqUHO pelllerbe je TPUBUjAIHO, ITa CY BEKTOPHU €1, €3, . . . , €N JUHEAPHO HE3aBUCHU.
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[Mommro smcra (eg, e, ..., eN) PasalUbe IPOCTOD CN u smHeapHO je HesaBmCHA, OHa je Gasza
npocropa CV. Baro je
dimC" = N.

Tspheme. IIpocTop cBuX mojuHOMA Ca KOMILJIEKCHUM KOE(PUITHjEHTHMA je OECKOHAYTHO JIUMEH3HO-

HaJIaH.

ITocmarpajmo mpocTop
P(C)={ap+ a1z +---+apz" | a; € C, n € Ng}.

[Tokazahemo s1a 0Baj ITPOCTOP HUje KOHATHOIUMEH3UOHAJIAH.

V3MuMO MPOU3BOJbHY KOHAYMHY JUCTY mojuHoMa. [lomrro je jaucra KoHavuHa, Mehy BUMa IIOCTOju

nosimHoM HajBeher cremena, permmo n. Fbuxosa smHeapra KoMmOuHalmja je

ao + a1z + asx® + - + apa”, a; € C.

+1

Cpaka HUXOBa JIMHeapHa KOMOWHAIM]a WMa, CTETICH HAJBUIIE 1. 3aTO MOJUHOM "7 He MOXKe

MPUMAJIATH ILUXOBOM JIMHEAPHOM oMoTady. JIpyruMm pedmma,

2" ¢ span(1,z, 22, ..., 2").

Kako Hujeqma KoHaYHA JUCTA MOJMHOMA HE MOXKe Ja pasamme 1eo mnpocrop P(C) coenn ma

npocrop P(C) Huje KOHAYHOMMEH3NOHAJIAH.

[Tpema Tome, mpocrop P(C) je GecKOHATHOMMEH3NOHATIAH.

Ha kpajy, HaBeIMMO HEKOJIMKO BayKHUX YUFHEHUIA O KOHAYHOIUMEH3MOHAJTHUM BEKTOPCKUM
npocropuMa. CBakKM KOHAYHOIMMEH3WMOHAJHA BEKTOPCKHM IpocTop uMa 0Oazy. Illrapure, cse
6aze jeIHOT KOHAYHOMMMEH3MOHAJHOT BEKTOPCKOD MPOCTOPa MMajy MCTH Opoj ejemMeHara, Ima
je 3aTo mmMeH3uja mpocropa 106po nedurucana. Takohe, MyKnHa CBaKe JTUHEAPHO HE3ABUCHE
JIUCTE Marba je WM jeqHaKa JIy»KUHU CBaKe JINCTe Koja pasaluibe mpocTop. M3 Tora ciemnu 1a, y
KOHAYHOIMMEH3MOHAIHOM IIpocTopy V| cBaka Jjimcta BekTopa jayxkuue dim V' jecte 6a3a ako je
JINHEAPHO HE3aBHCHA, WU Pa3alliibe Te0 MTPOCTOP.

o caja cMo mmocMaTpalii caMo ajarebapcKy CTPYKTYpPY BEKTOPCKOT mpoctopa. Jla 6ucMo mMoru
Jia, TOBOPUMO O JYKUHU BEKTOpa, YyIIy u3Mely BeKTOpa M OpTOTOHATHOCTH, TIOTPEGHO je YBEeCTH

YHYTPAIIbU IIPOU3BO.

2.2 VYHyTpallihi MIPOU3BOJ, HOPMAa U OPTOTOHAJIHOCT

o cajga ¢cMO BEKTOPCKE IPOCTOPE MOCMATPAJIH IIpe CBera aJredbapCcKu: 3HAJN CMO KaKO ce
BEKTOPU cabupajy U Kako ce MHOXKe ckajiapoMm. MehyTum, 3a npuMene y reoMeTpuju U KBaHTHO]
MEXaHUIN TOTPeOHO je Bulle o Tora. 2KeJmMo j1a MOXKEMO Jia TOBOPUMO O JIy2KHUHU BEKTOPa, O
TOME KaJia Cy JIBa BEeKTOpa ,MelycoOHO ympaBHA 1, Oap y U3BECHOM CMUCIY, O YIVIy u3MeDy Hhux.

Yupaso To omoryhasa yHyTpAIIA TPOU3BO/IL.
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Hedbunurnuja. Heka je V BekTopcku mpocrop Hal ojbeM [, riie je Hajuenthe F = C, a y jeaHo-

craBHIjuM ciaydajesuMma F = R. YryTpammn mponsBo Ha mpocTopy V' je mpecamkaBame
(,):VxV =T,

Koje cBakoM ypelieHoM 1apy BekTopa (u,v) nNpuiapyxyje ckauap (u,v).
Y oBoMm paxy KopucTheMO KOHBEHIM]y yoOMdajeHy y KBAHTHO] MEXAaHWIW: YHYTPAIIHhU
IPOU3BOJ, je JIMHeAapaH y APYroM apryMeHTY, & KOHjyroBaHO-JIMHeApaH y IPBOM apryMenTy. To

3Ha4’ Jia 3a CBe U, v, w € V u 3a cBaku ckajap a € F paxmn:

1. (u,v +w) = (u,v) + (u, w) (aUTUBHOCT y JPYrOM apryMeHTy )
2. (u,av) = a(u,v) (XOMOI'€HOCT y APYroM apryMeHTy)
3. (u,u) >0 3a cBako u # 0 (TTo3uTHBHOCT)
4. (u,u) =0<=u=0 (nosurusHa AeduHATHOCT)
5. (u,v) = (v, u) (koHjyroBaHa cumeTpuja)

[IpBe sBe ocobuHe M3parkapajy JIMHEAPHOCT 110 ApyroM aprymenty. [locsenme Tpu roBope jia
BEKTOp Cca CaMUM CODOM [laje HeHeraTuBaH OpOj M Ja ce IPHU 3aMEHU MEeCTa apryMeHaTa jaBiba
KOMILJIEKCHO KOHjyTroBambe. Y peaaHoM ciydajy, kKaja je F = R, KOMIIEKCHO KOHjyTOBambe HE MEHha
6poj, 1m1a oBa ocobuHa Hpesasu y mo3Hary cumerpujy (u,v) = (v, u).

s HaBeIeHNX aKCHUOMa CJieJe U HEKe KOPUCHE II0oCJIeauIe, KOje hemo KOPpUCTUTHU 0e3 JTOKa3a:

1. (u,0) =0wu (0,v) =0 (mynTu BEKTOP)
2. (u1 +u2,v) = (ug,v) + (ug,v) (aIUTUBHOCT y IIPBOM apryMEHTY )
3. {(au,v) = a(u,v) (KOHjyroBaHa XOMOTEHOCT Y TIPBOM apryMeHTY )

Hpyra o oBux dhopMysa noKasyje Ja je YHyTPaIlbu IPOU3BOM, aIUTUBAH U IO IPBOM ap-
CYMEHTY, ajii 300r KOMILJIEKCHOI KOHjyroBarba OH y IHPBOM apryMeHTY HHje JIMHeapaH HEero
KOHjyroBaHO-JIMHEapaH. YIIPaBo 3aTO je BaXKHO Jia ITayKJbUBO BOJIMMO PadyHa O PEJIOCIeNy apry-
MeHaTa.

Jeman o1 HAajBaXKHUjUX MMOjMOBA KOju J100MjaMO TTOMONY YHYTPAIIEEr ITPOU3BOJIA jeCTe 0pmo-

2onaarocm. Ako 3a BEKTOpE u M U BaxKu

OHJIa, KaKeMO JIa Cy OHHM OopToroHajnu u nuimemo u 1 v. Kama cy w u v HeHyaTH, oBaj ycjaoB
oJIroBapa MHTYUIIUJH Jia Cy BEKTOPH ,10J1 paBuM yriom". HyaTu BeKTOp je opToroHasan CBAKOM

BEKTODPY, &JIU je Te€OMETPUjCKH Haj3aHNMJbUBUjU CIyYaj Kaja cy 00a BEKTOpa Pa3jinduTa OJf HyJIE.

Hedbunumnuja. Ako je Ha mpocTopy V 3aJaT YHyTpaIlbu IPOU3BOI, OHJIA ce HOpMa BeKTopa u € V

nedunuIre GopMysIoM

[ull = v/ {u,w),
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O/THOCHO €KBUBaJICHTHO,

lull* = (u, w).

[Tomrro je (u,u) peanan u HeHeraTuBaH 6poj, OBaj KBaJpaTHU KOpeH je 106po nedunncan. Hopma
IIpeJCTaB/ba AIICTPAKTHY JIy2KUHY BEKTODPA.

Hajpaskuuju npumMep 3a Hac je cTaHJapIHHu yHyTpalbu npoussoj, y npoctopy C". Axko cy
u:(u17u2)"'7un)7 'U:('Ul,’UQ,...,’Un),

OHJA Ce OH 3ajaje POPMYJIOM
n
<'LL, ’U> - Z UKV -
k=1

OBa dopmyiia je y cKIaJIy ca HAIIIOM KOHBEHIIMjOM: JIDYTU apryMEHT ce HOHAIa JIMHEAPHO, a y
IPBOM Ce I0jaBJbyje KOMILIEKCHO KOHjyroBame. ¥ peasiHoMm rnpoctopy R™ ona ce cBomu Ha obudan

CKaJIAPHU ITPOU3BOJ, U3 eJleMeHTapHe aHAJUTHIKe reoMeTpHje.

[Ipumep. Y npocropy C? mocmarpajmo BeKTOpe
u=(1,17), v =(i,1).

Taja je
(u,v) =1i+il=14—1i=0.

[Ipema Tome, BeKTOpH ¢ U v ¢y opToroHajHu. OBaj mpuMep IMoKa3yje Ja y KOMILUIEKCHUM ITPOCTO-
pUMa peIocie]] apryMeHaTa U KOMILIEKCHO KOHjyTroBaihe HUCY (pOpMaJsiHOCT, Beh CyIITHHCKH J1e0
neduHUIje YHYTPAIIEr TPOUM3BOIA. Y MECTO Ja KayKeMO J1a, JIBa MpaBlia 3akjaamajy yrao o 90°,
y alCTPaKTHOM BEKTOPCKOM ITPOCTOPY KaXKeMO Jia je IbUXOB YHYTPAIlhU IPOU3BOJL, jeJIHaK HYJIH.

Y nmajspeM TEeKCTy KOpucTmheMmo JiBe BakHe Hejeauakoctu u [luraropuny teopemy, 6e3 moxasa.
Ome noBe3yjy yHyTpPaIlibd IPOU3BO, HOPMY U OPTONOHAJHOCT W YMHE OCHOBHU I'€OMETPH]jCKH

ajaT y pagay ca XuabepTOBUM IPOCTOPHUMA.

Komu—IIIBapuoBa nejemnakoct. 3a cBe u, v € V Baxkn

[{u, 0)| < ful| [[o]]-

OHa roBopu J1a MO/ YHYTPAIIEr IPOU3BOIa He MOXKe OuTr Belin 01 MPOn3BOIa HOPMHU OJIOBa-

pajyhux BekTOpA.

Hejennakoct Tpoyria. 3a cBe u,v € V Baxu

[+ ol < flull + [|v]

OBo je MOTIIYHO aHAJIOrHO IIO3HATO] YHILEHUIU U3 MeOMEeTPHje Ja Ay KHUHA jeJIHe CTPAHUIE TPOYTJIa

Huje Beha o1 30mpa Iy:KuHa MPeocTaie JIBe.

[Muraropuna Teopema. Ako je v 1 v, oHa Baxn

lu+ol* = [lull® + fJol|*.
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Jlakie, 3a OPTOroHaJIHE BEKTOPE BaKM HCTa Be3a Ka0 3a KaTeTe M XUIIOTEHY3Y Y IIPaBOyIJIOM
Tpoyriry. To je joIn jejaH 3HAK Jla YHYTPAIIBU IIPOU3BO/I 3aMCTa YHOCH NeOMETPHU]Y YV BEKTOPCKH
IIPOCTOP.

Ha oBaj HaYmH BEKTOPCKU IIPOCTOP Ca YHYTPAIIHBUM IIPOU3BOIOM IIOCTaje MHOTO OoraTujn
HEro obmvaH aJredapCcKu IPOCTOP: Y HBEMY MOXKEMO JIa MEPUMO JIy2KUHY, yIopehyjeMo BeKTope
U FOBOPHUMO O OPTOTOHAJHOCTU. YTIPaBO 300T TOra Cy TaKBH IPOCTOPHU MPUPOIHO MECTO 3a
dopmynanmjy KBaHTHE MEXaHUKE, TJie Ce CTambha CUCTEeMa OIHUCY]y BEKTOPUMA, a BepoBaTHOhe u
Meperba 3aBUCE OJI YHYTPAIILEr ITPOU3BOJIA.

Cpaku KOHAYHOIMMEH3UOHAJHI KOMILJIEKCHE BEKTOPCKHU IIPOCTOP €& YHYTPAIIEUM [TPOU3BOIOM
je XuibepToB npocTop. Y OeCKOHAYHOIMMEH3NOHATHOM CJIy4ajy, MeDyTuM, Hije TOBOJHHO MMATH
caMo yHYTpAIIlbU TPou3Bojl, Beh ce Mopa u ucnyutu yciaoB nomnyrocmul : ceaku Komujes Hu3
MOpa JIa KOHBEPTHUPA Ka eJIeMEHTy caMor mpoctopa. OBy ocobuny aeTasbHUje 00jalbaBaMo y

MIOJI0/IE/bKY O TIOTITYHOCTH.

2.3 OpronopMmasiHe 6a3e u pa3BOj BeKTOpa 1o 6a3u

Y IperxomHOM IIOMOHE/bKY BHIEJHM CMO J1a Cy JIBa BEKTOPa OPTONOHAJIHA aKO jeé FhUXOB
VHYTPAIIbI IPOU3BO/L JeJHAK HYJIU, & J1a jé BEKTOpP HOPMaJM30BaH ako My je HOpMa jeIHaka 1,
oziHocHO ako Baxu ||u|| = 1. KomGunanujom oBa jBa nojma jo006ujaMo OpTOHOPMAJIHE BEKTODE, a
OHH CY jeJlaH OJI HAjBarKHHMjUX aJlaTa y KOHAYHOANMEH3MOHAJIHUM XUJIOEPTOBUM IIPOCTOPUMA.

Y 0BOM T0O/0/Ie/bKY TIoCcMaTpalieMo KOHAYHOINMEH3UOHAJHE KOMILJIEKCHE BEKTOPCKE IPOCTOPE
ca YHYTPallllbUM IIPOU3BOIOM. ¥ TaKBHM IIPOCTOPHMa OpTOHOpPMaJIHe Oa3e omoryhasajy ma ce
CBaKHM BEKTOP 3alliIIe Ha BeoMa je,ILHOCTaBaH Ha4YWH, CJIMYHO KaO IITO Ce y PaBHU CBaKH BEKTOD

OINCYyje CBOJUM KOOp/MHATAMA.

Hedununuja. Jlucra Bekropa (€1, €2, . . ., €,) HA3UBA CE OPMOHOPMANHOM aKO CY CBU E-EHH BEKTOPH

HOpMaJin3oBaHu u MehycobHo oproronasnu. To 3Ha4m na 3a cBako i,j € {1,2,...,n} Baxnu
(ei,ej) = dij,
rae je 6;; Kponexepos cumbor, nedunucan ca

L 1=y,

%=

0, i+#j.
Haxie, ycios (e;, e;) = 1 roBopu Ja je e; HopMaJsu30BaH, a ycios (e;, e;) = 0 3a i # j rosopu Ja

Cy Pa3/IMvIuTU BEKTOPU U3 jucte Mel)ycoOHO OpTOroHasHU.

Baxkno je HaracuTu Jia CBaKa OPTOHOPMAJIHA JINCTA, jecTe JIMTHEAPHO HE3aBUCHA, aJId HE MOpa
HykHO 6uTHn 6a3a. OHa mocTaje 6a3a TeK OHMA KaJja pasamnumbe 1eo npocrop V. [locebro, ako je
dimV = n, onja je cBaka OPTOHOPMAJIHA JIKCTA OJ] 1L BEKTOPA ayTOMATCKU OPTOHOPMAaJiHa ba3a

mpoctopa V.
Tepheme. Craka OpTOHOPMAJIHA JIUCTA j€ JIMTHEAPHO HE3aBUCHA.

Joxkasz. IIpermocTaBuMo J1a BaxKu

arel + asex + -+ + apne, = 0.
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®ukcupajmo Heko k € {1,2,...,n} u y3MUMO yHYTpPaIlEbU IPOU3BOJL Ca €)Y IPBOM apryMeHTY.

Taja, 300r JTUHEAPHOCTH Yy JAPYTIOM apryMeHTy, 100ujaMo

n

n
ek,§ a;e; =§ ai(e, ei) = a.
i=1

=1

Ca apyre crpate, jieBa crpana je jennaka (eg, 0). IIpema Tome, ap, = 0. Kako je k 6110 ponsBosbHo,

CJIe/IN JIa Cy CBU KOeDUIM]EHTHU jeIHAKN HYJ/IH, [1a je jucTa (e1, €, . . ., €,) JUHeapHo He3aBucHa. [

Heduaunuja. OproHopmajHa 6a3a mpocropa V je jimcra BEKTOpa Koja je HCTOBPEMEHO OPTOHOD-
MaJjHa u 6asza mnpoctopa V.
Axo je (e1,ea,...,e,) oproHOpMaHa Ga3a npocropa V', oHja cBaku BeKTOp v € V uma

jEIMHCTBEH 3aIuc 00JInKa
n
v = E a;€;.
i=1

OBu KoeUIjeHTH a1, ag, - . . , G, HA3ABA]Y Ce KOOPJMHATE BEKTOpa ¥ Y OfHOCY Ha JaTy 6a3y. Ko
opToHOpMaJIHE Oa3e OHU ce J00ujajy BPJIO jeIHOCTABHO.

3amcra, ako ca 0be cTpaHe Y3MEMO YHYTPAIILU [IPOU3BOJL Ca €; ¥ IIPBOM apryMeHTy, J1001jaMo

n n
(ei,v) = ( e, E ajej ) = E ajlei, ej) = a;.
Jj=1 Jj=1
IIpema Tome, KoeduIjeHTH pa3Boja JaTH Cy HOPMYIOM
a; = (e;,v), 1=1,2,...,n.

3aTo ce cBakKW BEKTOp u3 V MOXKe 3aIlncaThi Kao

n
v = Z(ei,wei.
1=1

OBo je jenmna o1 HajBAXKHUJUX OCOOMHA OPTOHOPMAJHE 6a3e: YHYTPAIIHH TTPOM3BO/T THPEKTHO Jaje
KOODJIMHATE BEKTOpa. 3a Pa3juKy O IPOu3BOJbHE 6a3e, IJe ce KoopaAuHaTe Hajuerrhe Hajaze
pelaBameM CUCTEMa, jeJHAUNHA, ¥ OPTOHOPMAJIHOj 6231 KoOpauHaTe ce 1001jajy JUPEeKTHO oMoy
YHYTPAIIEr ITPOU3BOIA.

W3 opor 3amnmca jako ce mobuja u ¢popMmysia 3a HOpMy. AKO je

n
v = E aie;,
=1

OHJIa BaXKu1
n n n n n
ll* = (v, 0) = (Y aies, Y aje; ) =) Gaglees) = > |ail*.
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

[Tommro cy y oproHopMaiHoj 6as3u koedurmjentu jnaru dopmyaama a; = (e;,v), pobujamo Ja

je KBaJpaT HOpME jeJIHaK je 30upy KBaJipara MOJIyJIa KOOpJuHaTa y opToHOopMasiHoj 6a3u. To
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je TOTIIYHO aHAJIOTHO IMO3HATO] (hOpMy/IM U3 aHAJUTHIKE T'eOMeTpHje 3a JIYXKUHY BEKTOpa y
CTaHIAPIHO] Oas3m.

[TocraB/ba ce MPUPOTHO MUTAHE: IITA AKO HA MMOYETKY MMaMO 0a3y WJIM caMoO JIMHEeAPHO
HE3aBHCHY JIUCTY Koja Huje opronopmasina? Oarosop maje I'pam—Ilmumos nocmynax. On Kaxe
Jla ce OJ CBaKe JIMHEapHO He3aBUCHE JICTe (V1,V2,. .., Uy ) MOXKE KOHCTPYHCATH OPTOHOPMAJIHA
mucra (e1,€g,...,6e,) Koja pa3alnibe UCTH HOTIPOCTOP.

Wneja nmocrynka je cieneha. IIpBo y3meMo BeKTOp 7 M HOPMAaJIU3yjeMO ra. 3aTuM O U2
OJLy3MEMO IeIrOBY KOMIIOHEHTY y IIPABILY €1, I1a J0bujeHn BeKTop HopMaJsuiyjemo. [locse Tora
0J1 V3 OJly3UMaMO KOMIIOHEHTEe y IpaBiinMa Beh J100ujeHux BEKTOpa €] W ez, U Tako pesom. Ha

CBaKOM KOPakKy J100MjaMO HOBHM BEKTOP KOjH je OPTOrOHAJIAH Ha CBe IIPETXOIHE.

I'pam—IIIvmuros nocrymnak. [onasehu oy uneapuo HesaBuche Jicre (v1, v, . . ., Uy ), AedUHAIIIEMO
u1
up = vi, €1 = )
[Juall
azatum 3a k =2,3,...,n
k—1 u
k
U = Vg — E <€j,1)k>€j, €L = 7HU H .
j=1 F

BekTop up mobuja ce Taxo IITO ce O Vi OAy3My IberoBe KOMIIOHEHTe y IpaBiuMa Beh mobu-
jEHUX OPTOHOPMAJIHUX BEKTOpa. 300T TOra je uj OPTOrOHAJIAH CBUM IIPETXOJHUM BEKTOPUMA
€1,€2,...,e_1. Llomrro je modeTHa JIMCTa JTUHEAPHO HE3ABUCHA W HUjeJAH O BeKTOpa up # 0
HOpMaJIn3aliija je Moryha.

Ha kpajy mobujamo opTOHOpMAJIHY JUCTY KOja Pa3alliibe NCTU MOTIPOCTOP KAao IOJa3HA
jimcta. AKo je modeTHa JincTta Oumita 6a3a mpoctopa V', oHJa j100ujeHa OPTOHOPMAJIHA, JIUCTA Takohe
mocTtaje 6asa, JaKje OpToHOpMaJsHa basa.

OpronopmaJine 6aze cy BaxKHe 3aTO IMITO OMOTryhaBajy Jia ce BEKTOPHU OIMUCY]y MOMONY jeHO-
cTaBHUX KoeduiimjeHara, a yrnpaso he Ta mjeja kacuuje obutu Kopurnhera y JlupakoBoj HoTamjum,

IIPOjEKTOPUMAa U KBAaHTHUM MEPEHUMA.

2.4 XwuabepToB IIPOCTOP U I10jaAM MNOTIYHOCTHU

Y nomose/bKy 2.2 yBeJim CMO YHYTPAIbU IPOU3BOJ U HOPMY KOjy oH oxapebyje dopmysmom
]l = v/ (z, z).

To wam je omoryhimio j1a TOBOPUMO O JIy>KUHHU BEKTOPa, OPTOTOHAJHOCTH U PacTojamy u3Mehy mBa
BekTopa. Mnak, XuabepTos mIpocTop HEje CaMO BEKTOPCKH MIPOCTOP Ca YHYTPAIIHUAM ITPOU3BOIOM.
Jla 6u BeKTOPCKHU IpocTop Omno XuadepToB, MOTPEOHO je j1a UCIyEbaBa jOIl jeJHO BaXXHO CBOjCTBO:
nomMnNYHOcm y HOPMH KOja je Jo0ujeHa u3 yHyTPaIlber TPOU3BOIA.

Y KOHAYHOJIMMEH3UOHAJHOM CJIYUajy OBaj YCJIOB je ayTOMATCKU UcyieH. CBaKu KOHAYTHO-
JUMEH3MOHAJIHA BEKTOPCKHU IIPOCTOP Ca YHYTPAIIHLUM IPOU3BOIOM je MOTIYH, & jé CAMUM TUM
1 XuabepToB IPOCTOp. 3aTO I0jaM IOTIIYHOCTH IIOCTaje 3ahcTa BakaH TeK y OeCKOHaYHOIU-
MEH3UOHAJTHUM IIPOCTOPUMA, T/e HHUje JTOBOJHHO CaMO 3aIaTH cabuparbe, MHOXKEIbE CKAJIAPOM U

VHYTPAIIbU TPOU3BO/I.
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Jla bucMo pasymesiu MOTIIYHOCT, Hajupe Tpeba ma medunuiremo mnojMmose KorujeBor nusa u

KOHBEPTIeHIIHje.

Hedununuja. Huz (x,,) y HOpMECAHOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY Ha3uBa ce Kowujesum axo BarKu
(Ve > 0)(3N € N)(Vn,m > N) ||zp, — zm| < e.

WaTynTuBHO, TO 3HAYM Jia YIAHOBU HU3A, KaJa OJEMO JIOBOJHHO JIAJIEKO, [IOCTAjy IIPOU3BOJHHO

OJIMCKY jeJIaH JIPYTOM.

Hedunnnumja. Huz (x,,) koHBeprupa Ka HEKOM BEKTOpPY x € V' aKo BaxKu
(Ve > 0)(IN e N)(Vn > N) ||z, — 2| < e.

NurynrusHO, TO 3HAYM J1a Ce WIAHOBU HU3a CBE BHIIE NPHUOJINKABA]Y jeJIHOM oipeDeHoM ejleMeHTy
Z U3 TIPOCTOPA.

Vamelhy oBa mBa mojMa mocToju BaKHa Be3a: CBAKW KOHBepreHTan uu3 je Kommjes. 3amcra, ako
ce CBU YJIAHOBHU HU3a NMPUOJIMKABAjJY UCTO] I'DAHUIM, OHJA ce u Mel)ycoOHO Mopajy npubJinkaBaTu.
MebhyTum, obpuayTO TBpheme nuje yBek tauno. KomujeB Hu3 He MOpa J1a UMa TPAHUILY Y CAMOM
[POCTOPY aKO Taj MPOCTOP HUje HMOTIIYH.

JermaH nmpuMep HEITOTIIYHOD IIPOCTOPa jecTe CKYI palmoHajHnx OpojeBa Q ca yobuuajeHnMm

pacrojameM. [Tocmarpajmo HEA3
ar =1, as = 1.4, az = 1.41, ag = 1.414, ey

r7e je appanuoHaian 6poj 100ujeH ofcenameM JLIUMAJIHOT 3a1nuca Opoja V21ocse n enMaia.
CBu wiaHOBM OBOI' HM3a Cy paIllMOHAJHU, Na HU3 3aucrta nputasa npocropy Q. Osaj Hus je
Kommujes y Q, jep ce meropu 4IaHOBH CBe Maibe PA3jIUKYy]y jeJlaH O JApyror. Aju merosa rpaHnia
je 6poj V2, a Baxkn v/2 ¢ Q. Baro Q muje normyn. MarynTusmo, Moxkemo pehu ga y mpocropy Q
[OCTOju , pyma’ Ha MecTy rie 6um rpanunia Tpedbaso ga Oyme.Hacymnpor Tome, ckym peaanux 6pojesa
R ca yobuuajenum pacrojameM jecre norunyH. Merun uus y R korseprupa, jep je V2 eR. Ogaj
npuMep Huje mpuMep XuIdepTOBOT MPocTopa, Beh ciIyKu caMo j1a WiIyCcTpyje HojaM MOTIIYHOCTH.

Ciudna 10jaBa jaBjba ce€ U Yy BEKTOPCKUM mpocropuma. Heka je P BEKTOPCKH ITPOCTOP
nounoma. [locmarpajmo Makiopenose mosmuHome byHKIEje sin x:

1‘3 x2n+1

pn(x) =T — g‘f‘"'—i-(—l)nm.

CBu nosimHOMH P, TPHUITAJA]JY pocTopy P.Y ojrosapajyhiemM cMUCIy KOHBEPreHIHje, OBH TOJIMHOMHE
Texke pyuknuju sinzx. Ilomro sinx Huje mosmuHoM, Ta rpaHuna He npumnajga mpocropy P. To
WIyCTpYyje uejy IpocTopa KOju Huje MOTIyH. [Ipenusan mojaM KOHBEPIreHIje 3aBUCH O n3abpaHe

HOPME, & 0Baj IPUMEP OBJIE CJIYKH CaMO Jia HHTYUTUBHO 00jaCcHU CMUCAO MOTIITYHOCTH.

Hedbunuiuja. Hopmucan BekTopcku mpoctop V' HaszuBa ce nomnynum ako cBaku Kommujes HU3 y
V' koHBeprupa Ka HEKOM €JIEMEHTY TOT UCTOT IIPOCTOPA.

CaJta MOXKEMO JIaTH U TJIABHY JIePUHUITH]Y.

Hedbunuruja. XuyibepToB MpocTop je MPOCTOP Ca YHYTPAIIBUM MPOU3BOJAOM KOjHU je MOTIYH
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Yy OIHOCY Ha HOPMY JI00MjeHy W3 TOI YHYTPAIEr MPOU3BOJa. XUIOEPTOB IIPOCTOP ODUYIHO
o3nadaBamo ca H.

Haxkie, ma 6u npocrop 6uo XuiabepToB, HUje TOBOJ/HHO JIa ¥ HBEMY MOXKEMO Ia padyHaMO
VHYTpaIlbu Tpou3Boa u HopMmy. IlorpebHo je m ma rpanure cBux KommmjeBuX HHU30Ba OCTajy
YHyTap CaMor IpocTopa. YIpaBo TO TapaHTyje MOTIIYHOCT.

OBaj ycJIoB je CYyIITUHCKA y KBAHTHO] MEXAHUIIH, jJep Y MaTEeMATHIKAM MOJEINMa KBAHTHE
MeXaHUKe CTamba CUCTEMa YeCTO HIUCY KOHAUHU KOOPJAWHATHM BekTopH, Beh dyHKImje niu 6ecko-
HAYHU HU30BU. 3aT0 XMWJIOEPTOBU IIPOCTOPHU J1ajy OKBUD y KOME I'DAHUIE (DUBUYKH CMUCIEHUX
alpoKCUMallja M JlaJbe OCTajy YHyTap MOCMaTpPaHOr ITPOCTOPA.

36or Tora je MPUPOJIHO Jia Kao MPBU OECKOHAYHOAMMEH3UOHAJHN IPUMEDP TIOCMATPAMO IIPOCTOP

KOjU je HajO/IMK1 KOHAYHOIAUMEH3nOoHAJHOM 1pocTtopy C™.

2.5 IIpocrop (? kao nIpBu 6€CKOHAYHOAMMEH3MOHAJIHA IIPUMeEP

o caga cmo yrimasaHOM mocMaTpaau mpocrope C™) umju eeMeHTHn nMajy KOHAYTHO MHOTO
koopaunara. Ha mpumep, Bexrop u3 C? uma Tpu Koopauzare, a Bektop u3 C™ uMa 1 KOOpAHHATA.
Y KBaHTHO] MEXaHUIIU jaBJba Ce MOTPeda 3a IIPOCTOPUMA ¥ KOjUMa CTarbha MOI'Y UMaTU OECKOHAYHO
MHOI'O KOOPJIMHATA. 3aTO YBOIMMO HPOCTOP £? KAao HajjeIHOCTABHU]U GECKOHATHOIMMEH3HOHATHI

npuMep Koju Beoma juan Ha C".

Hedunmmuja. pocrop £2(C) nedunmme ce kao

o0
2 2
5(C) =z = (z1,22,23,...) : 7 € C, Z]:L“k] < 00
k=1
Jpyrum peunma, ¢2(C) je cKynm CBUX KOMILUIEKCHEX HH30Ba 9Hju je 30Mp KBajpaTa MOJYJIa

KOOpJUHATa KOHAYaH. YCJIOB
o0
2
|zg|” < o0
k=1

3HAYU Jla KOOpJMHATE HU3a HE MOTYy OUTU MPOU3BOJHHO Bejuke, Beh mMopajy J10BOJBHO O6P30 J1a
omnaJiajy Ja 6u oBaj OecKoHATHHU 30D UMAO KOHAYMHY BPEIHOCT.
Kao u y mpocropy C", cabuparme HU30Ba 1 MHOXKEHE CKAJIAPOM JIE(PUHUIILY Ce 10 KOOPIUHATAMA..

Axko cy

IE:(l'l,LEQ,xg,...), y:(ylay2ay37"')a

OHJIa je

z+y=(z1+y1, 22+ y2,23+ys,...),

a 3a a € C Baxn

azr = (axy, axs, axs, . . .).

Ha oBom mpoctopy yHyTpalmby mpou3Bo AedpuHuIne ce hopMyaIoM

oo
k=1
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Komm-IIIBapnosa HejeHaKkocT rapantyje Jia oBaj peji Konseprupa 3a csex,y € £2(C).

1/2 1/2

o o o
Z |zkyk| < Z ER Z Es
k=1 k=1 k=1

Oxrosapajylhia Hopma je
1/2

2]l = Az, 2) = | Y lawl
k=1

n
OsBe dopmyiie cy HNpupoaHn ODECKOHAYHOIMMEH3NOHAHA aHa03u dpopmysia us npocropa C", ¢
THM IITO C€ YMECTO KOHAYHHUX CYMa II0jaBJbyjy OECKOHAYHHU PEIOBU.
VY npocropy £?(C) mocebno BayKHy yJIOry HMa CTaHIapiHa OPTOHOPMAJIHA 6a3a y CMHUCIY

XuabepToBOT MPOCTOPA.
er1 =(1,0,0,...), e2=(0,1,0,...), e3=(0,0,1,...),...
OBu BekTOpH Cy OPTOHOPMUPAHHU, jep BayKu
(eisej) = by

. . . . . . 2
To 3naxn 1a je (e;, €;) = 1, 10K je (e;,€j) = 03ai # j. CBaku ejeMeHT & € {° MOXKEMO OCMATPATH

Kao OeCKOHAYHY JIMHEAPHY KOMOWHAIN]Y OBUX DA3HMX BEKTOPA:

(o)
T = g TLEL.
k=1

Ogie ce oBaj 30up He cxBaTa Ka0 KOHa4YHA JIMHeapHa KoMOUHaIuja, Beh Kao rpaHuia mapIiujajHux
cyma y ¢2 nopmu. Koedumujentn y oBoM 3aImcy ynpaBo Cy KOOPJAUHATE HU3A T = (21,29, 23,...).
Ocraje jomr nurame norinyHoctu. Ujieja moka3a Huje TeIIKa, ©ako MOTIYHO (dropMasian JI0Ka3

saxresa ure naxme. Heka je (z(™) Kommjes uus y €2, rue je

(M = (azgm),azgm), xgm), ce)e

ITomrro je nuz Kormujes y EQ—HopMH, 3a CBaKy (PUKCHY KOODJAWHATY k BaKu
2 — o] < 2™ — ™).

3aro je, 3a cBako (PUKCHO k, HU3 KOMILJIEKCHUX OpojeBa

() e

Kommjes y C. Kako je C mormys npocrop, oBaj Hu3 uMma rpasuily. O3HauuMo je ca

xp = lim xlgm).
m—00
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Tako mobujaMo KaHIUIAT 33 TPAHUTHHU €JIEMEHT:
x = (r1,T2,23,...).

ITorom ce HOKaSyje aa OBaj HU3 3auCTa IIpUIitajia fz, OJHOCHO 1a BazKH

[e.9]

Z |$k’2 < 09,

k=1

u ga (™ — ¢y 2-mopmu. dakie, ceaku Kormmjes au3 y £2 nMa IpaHuIly Koja HOHOBO IIPHIAJA
72, OBo je ocnosHa maeja /Mokasa qa je £2(C) MOTIyH MpocTop Ta je, 3ajeHo ca HaBeJeHHM
VHYTPAIIBLIM ITPOU3BOIOM, XUJIOEPTOB IIPOCTOP.

OBaj mpuMep MMa TPUPOJIHY BE3y ca KBAHTHOM MEXaHWKOM. AKO ce cTarhe pasBuja 1Mo OpTO-

HOPMAaJIHOj 0a3n Kao
oo

) = cxlex),

k=1

OHJIa yCJIOB HOpMAaJIM3aIlije UMa O0JIUK

oo
D el =1.
k=1

36or Tora mu3oBu U3 £2 HpUPOIHO onucyjy KoedUIMjeHTe CTamba KaJla je n3abpaHa [UCKPeTHA

opToHOpMasHa 6asza jep HU3 Koedunmjenata (¢, co, . .. ) TpUIaga mpocTopy 2.

3 Bpa-ker HOTanMja U JiyaJHU IIPOCTOP
3.1 JIuHeapHu PYHKIIMOHAJM U JYAJIHU IIPOCTOP

YV XubepToBOM IIPOCTOPY UECTO KEIUMO 18 BEKTOPY MPUJAPYKUMO jeTaH OPoj: KOOPAUHATY
y OIHOCY Ha HEKH IIpaBall, aMILIATYILy WJIA BPEIHOCT H0OMjeHy IPUMEHOM HEKOI' IpaBuiia. AKo je

TO NPUAPYKUBAIGE JIMTHEAPHO, TOBOPUMO O JITHEAPHOM (DYHKITHOHAJLY.

Hedunuruja. Heka je H womiiekcan XujiabepToB mpoctop. Jluneapau dyHKInoHaa Ha H je
[IPECTTUKABAHE

L:H—C

TaKBO J1a 3a cBe ¥, p € H u cBe o, f € C Baxnu

Ly + pp) = aL(y) + BL(p).

To sHaun ga PYHKIMOHAJ y3UMa BEKTOD Kao yja3, a Kao M3Jia3 Jaje KOMILIEKCaH Opoj.

OBa nedunuimja je GopMaJHO BPJIO CJAMIHA JeDUHUIIU JIMHEAPHOT OIlepaTopa, aJid IOCTOjH
BaXKHa pas/inka. JIuHeapHu orepaTop Hajuernhe pecjnKaBa BEKTOP y JPYTU BEKTOD, JIOK JUHEaAPHH
GYHKIIMOHAJ IIPeCnKaBa BEKTOP y Opoj. 3aT0 (DYHKIMOHAJ MOXKEMO MOCMATPATH KA0 HAYWH J1a
U3 BEKTOpPA ,,A3MEPUMO" HEKY KOMIIOHEHTY MJIM M3BOjUMO HeKy MH(OPMAI]Yy KOja je ommcaHa

JEeJTHUM CKaJIapOM.
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Jenmocrapan mpumMep o6ujamo seh y pasmn. Heka je V = R? u neka je

Hedwurumumo dyuxknuonana L, Tako /1a CBAKOM BEKTOPY MPHUIAPYKYje IETOBY X-KOOPIUHATY:

L, (V) = .
x x
Ako cy U = ! ,U = 2 , 1 «, 3 € R gobujamo
Y1 Y2
azx] + Bxo

La(ail + B7) = Ly, ( ) = az + Brs = aLy (@) + BLy ().

ay1 + By2
ITa je L, muueapuu pyHKIEOHAI.

Y HajjeHOCTABHUjEM CJIydajy DYHKIIMOHAJ caMo ,u3Bjadun’ jenny Koopaunary. Kacuuje he
y Xm16epToBOM MPOCTOPY yJ0ra (byHKImOHA A OUTH 3HATHO /1y0/ba, aju OCHOBHA HEja OCTaje
ncra: PYHKIMOHAJ OJT BEKTOPa IpaBu OpPOj.

YV KoHa4HO] JUMeH3Uju DYHKIMOHAJ MOXKEMO BEOMa, jaCHO IpejcTaBuTu Marpuyku. [lormro

L, y3uma Bekrop u3 R? u Bpaha jeman 6poj, ierosa MaTpuIa je pei-Marpuia tuma 1 x 2

L,=(1 o).

()t af)-

Ha oBaj mauuu ce y KOHAYHO] JUMEH3UjU JIMHEAPDHN (DYHKITUOHAJIU MOTY 3aMUCJIHUTUA Kao PeJl-

Tasa je

BEKTOPHU KOjU Jejyjy Ha KOJOHA-BEKTOPE M Kao pe3ysTar jiajy jeman 6poj. To je kopucHa ciuka
KOjy Tpeba mMaTH y BUIY, jep OHa KaCHUje IIPUPOIHO BOAU Ka pas3jIuiy u3Mehy BeKTopa u objekara
KOjU Ha BEKTOpPUMa JeJyjy.

Cana moxxemo npehu va jeman ommrruju mojam. CKyIl ¢BUX JMHEAPHUX QYHKIIMOHAA HA JIATOM
MPOCTOPY HHUje CaMO CAydajaH CKYIl Pa3JIUuUTUX MPEC/IUKaABarba. 1aj CKYIl U caM UMa CTPYKTYPY
BEKTOPCKOT TipocTopa. 3aucra, ako cy Li, Ly : H — C nuneapun dyukiumonanau u ako je A € C,

OHJIa Ce FhbUXOB 30Up U MHOXKEe CKaJapoM AedUHUIILY (dopMmyIaMma
(L1 + L2)(¥) = L1(¥) + L2(v),

(AL1)(¥) = AL1(¥).

Jlako ce mipoepaBa sa ¢y u Ly + Lo u AL moHOBO JuHeapHu PpyHKIMoHaJU. [Ipema Tome, ca

OBUM oIleparjamMa j100uja ce HOBU BEKTOPCKHU IIPOCTOP.

Hedununuja. lyanau mpocrop rpocropa H o3uadaBa ce ca H* u pedunwuire ce Kao

H*={L:H — C| L je nenpekuian juHeapHu pyHKIUOHA }.
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Peunma, H* je mpocTop CBUX HENPEKUTHUX JIMHEAPHUX (PYHKIIMOHAJA Ha IPOCTOpPy H.

Osnaka H* mariamasa Ja je JyadHH TPOCTOP TECHO Be3aH 3a mojasHu mpoctop H. Ako
MIPOMEHUMO TIPOCTOP, Membajy ce U (PYHKIIMOHAJIN KOje MOYKEMO Ha EbeMy IOCMAaTpaThH. 3aTO CBaKH
XuabepToB IPOCTOP UMa CBOj MPUAPYKEHU JIyaJHU IIPOCTOP. Y TOM JIyAJHOM MPOCTOPY HE >KUBE
BeKTOpHU U3 H, Beh mpecankaBarma Koja Ha THM BEKTOPHMA JIeJ1yjy 1 Bpahajy KoMILIekcHe OpojeBe.

Ogaj mojam je BeoMa 3Ha4YajaH y KBaHTHO] Mexanuiy. Ca je/iHe cTpaHe UMaMO BEKTOpPE KOju
MPEJICTAB/bAjy CTarba, & Ca JIpyre crpaHe mMaMo (pyHKITMOHAJIE KOjU TUM BEKTOPUMA IPUIAPYKY]Y
6pojese. Yupaso Ta Be3a uzMehy BekTopa n DyHKIIMOHAIA OMOryhaBa Jia ce MaTeMAaTHIKN allapaT
XuabepToBUX IPOCTOPA KACHU]jE IIPEBe/ie Y je3UK KOjU je MOrojiaH 3a (pUu3nvKy WHTEPIIPETAIIN]Y.

Ho cana cvo, nakiie, Bujiesn Jia MYHKIMOHAIN KUBE Y JYaJTHOM IIPOCTOPY U Ja BEKTOPUMA,
IpUIAPYXKYjy 6pojese. ¥ XuabepToBOM IPOCTOPY IMOCTOjU JyOOKa Be3a usMely BeKTopa u (PyHK-
[IMoHAaJIa, a by omucyje PucoBa Teopema. YmpaBo Ta Be3a oMmoryhasa yBoheme Gpa-BekTOpa u

JlupakoBe Horarmuje.

3.2 Pucosa Teopema

YV 1IpeTXoHOM IOTIIOIIABJBY YBEJIEHU Cy JinHeapHu (MYHKIMOHAJIA KAO IIPecIuKaBamba Koja
BEKTODPY NPUAPYXKYjy jeran 6poj. [lpuponno nurame je ja jin ce TakBu (DYHKIIMOHATU MOTY

ommcaTy momMohy caMmux BeKTopa XuabepToBOr IpocTopa. ¥ IpaBo Ha TO ofroBapa Pucosa Teopema.

Pucosa Tteopema. Heka je H xomiuiekcuu XuiabepToB IIPOCTOP U HEKA je

L:H—C

HeIpEeKUIaH JImHeapan GpyHKInoHa . Tara mocToju jeIMHCTBEH BEKTOP §Y € H TakaB ja 3a CBaKO

T € H BaxKu
L(z) = (y, x).

Y 0B0j dopMmysu pegocies apryMeHaTa je BakaH. ¥ 0BOM pajy KOPUCTUMO (PU3UIAPCKY KOHBEH-
U]y Jia je YHYTPAIby IIPOM3BOJL JIMHEAPAH O IPYTOM apryMEHTY, T1a je MpecinKaBambe & — (Y, T)
3aKcTa JIMTHEAPHO 10 BEKTOPY .

PucoBa Tteopema kaxke Jia ce CBaKU HENPEKHUAH JIMHEApHU (DPYHKIIMOHAJ Ha XMJIOEPTOBOM
MIPOCTOPY MOYKe 3AIMCATU Kao YHYTPAIUA TPOU3BOJ Ca JeIMHCTBEHUM (DPUKCHUM BEKTOPOM.

OBo je jesian o TJIABHUX pa3jiora 3ammTo je PucoBa Teopema BakHa 3a bra-ket morarmjy. Oma
HaMm oMoryhaBa Jia (pyHKIIMOHAJ KOjU JIeJTyje Ha BEKTOP PadyMeMo MPEKO YHYTPAIHber MIPOu3BoIa
ca HEKUM JPYruM BeKTopoM. Ha Taj HauwmH mpesia3 o BeKTOpa 10 Opoja HUje Mpom3BOJbaH, Beh je
yrpaben y camy reomerpujy XujabepTOBOT IIPOCTOPA.

IToce6Ho jacan mpumep J06uja ce y mpoctopy £2, Koju je yBeJeH Kao HPBH GeCKOHATHOIIMEH-

3MOHAJIHY IIpuMep XuioepTosor npocropa. Heka je
_ 62
a = (ay,as,as,...) € £~

3a cBaku

x = (x1,22,x3,...) € L2
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neduaIIIIEMO
[e.e]

Ly(z) := {(a,z) = Z(Tkmk.

k=1

[Totrro je yHYTpaIskhu TPOU3BO/I JIHHEAPAH 10 IPYTOM apr'yMeHTY, IIpeciinkaBame L, je TuHeapHu
dbynkimonan na £2. Konm-IIsapnosa HejenmnakocT obesbelhyje m1a oBaj 36Up MMa CMECIIA 38 CBE
a,x € (%, kao u j1a ce PpyHKIMOHA J0OPO HOHAIIA IPU MaJUM IIPOMEHaMa BeKTopa . Pucosa
TeopeMa, KazKe JIa CBAKH HEIPEKHIaH JHHeapH: (byHKIMOHAT Ha £ HacTaje yIpaBo Ha OBaj HAYHH,
3a HEKU je/IMHCTBEH BEKTOp a € £2.

Jomr jennocraBHuju npuMep J06MjaMO aKo 3a a y3MeMO jeiaH craniapaan 6asuu BekTop. Heka
je a = ey,. Tana je

Len(l‘) = <€n,3§‘> = Tn-

Hake, ckaylapan Tpou3Bo/I ca Ha3HUM BEKTOPOM €, U3J[Baja n-Ty KoopiauHaTy BekTopa x. OBO je
HecKOHATTHOMMMEH3NOHAIHA Bep3nja mo3HaTe ujeje u3 mpocropa C™: koopamHaTa BeKTOpa M001ja
ce IPojeKInjoM Ha oAroBapajyhu OasHu mpaBail.

Ha xpajy, Pucosa reopema npupojao Boju Ka Jupakosoj Hotaiuju. Bpa-sekrop (y| Moxkemo

pasymern Kao yHKIMOHAJ KOjU KeT-BEKTODY |z) mpuipyxKyje 6poj

(ylz).

Pucosa teopema ompasjaBa 3amito Opa-BEKTOPU U KET-BEKTOPU HUCY JIBA MOTIIYHO HE3ABUCHA
cBera, Beh cy nmoBesaHu CTPYKTYpoM XHUJIOEPTOBOI TPOCTOpa. ¥ KBAHTHO] MEXAHUIU OBO je BAXKHO

jep amutuTye obsuka (e, |1)) mobujamo ynpaso Kao npuMeny (dbyHKIMOHAJIA HA CTambe [1)).

3.3 IumpakoBa HOoTaluja: KeT, Opa u pe3oJiyliija maAeHTUTeTa

ITon Jdupak! yBeo je Horamujy Koja je moceGHO mOrojiHa 3a paJ] ca BEKTOPUMA, JTHHEAPHIM
GYHKIIUOHAINMA U YHYTPAIIBLUM [IPOU3BOAOM Yy KBAHTHO] MEXAHUIIUA. Y MECTO JIa YHYTPAIIHbT

[IPOM3BO/I, TTUIIIEMO Y OOJIUKY

(¢, 9),

y upaxkoBoj HOTAIIMjU TUIIIEMO

(8lY).

Beprukasna mpTa pasnBaja JeBU €0, KOjU Ce€ IMOHAIIA KA0 (DYHKIIMOHAJ, O JECHOT Kiejia, KOju je
BekTOp. Ha Taj HaumH caMm 3ammc jacHo Mmokasyje Ja je ped O JeJ0Bamby jeaHor objeKTa Ha JpPYTH.

To ce MmoxKe cazkeTo NMpUKa3aTu U Ha ciaegehn HATWH:

(1) — (¢| nemyje na |¢)).

bracket bra ket

Enrnecka pea bracket nmpupomio ce pazapaja na bra u ket, ma oryna motudy u Ha3uBU KOju Cce
KOPHCTE Yy OBOj HOTAIIUjU.
YV JlupakoBoj HOTAIUjU 3AIUC

V) € H

on Anpujen Mopuc dupax (Paul Adrien Maurice Dirac, 1902-1984) 6uo je 6purancku Teopujcku dpusndap,
jellaH oJ] OCHHBaYa KBaHTHE MEXaHWKE U KBaHTHE TeOpHje IMOJba.
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O3Ha4aBa KET-BEKTOP, OJJHOCHO BEKTOp XMJIOEPTOBOI' IIPOCTOPA, JOK 3aIUC
(¢ e H*

O3HaYaBa OPa-BEKTOD, OJIIHOCHO JIMHEAPHU (PYHKIIMOHAJ KOjU JejIyje Ha KeT-BeKTOD U Jaje KOM-

mwiekcan 0poj. To mesroBambe 3ammmcyje ce Kao

@ :H—=C, )= (o).

Tako 6pa-KeT 3amuc HUje HUIITA JPYro JI0 HOB HAYWH Ja Ce 3allUllle YHYTPAIbU IPOU3BOJ, KOju
cMo Beh panmje yBesn.

YV KOHAYHO] JUMEH3UjU OBa HOTAIMja UMa BPJIO JACHO MATPHUYKO 3Hademe. AKO je

Qn

oHJIa je ojnropapajyhm 6pa
(¥l = (071 ag e oTn)-

Baxxno je marsacutu ma mpesas m3 Kera y Opa HHje caMO TPAHCIOHOBaibe, Beh KOHjyroBaHO

TPaHCIIOHOBamke. AKO je, IopeJT Tora,

Bn

OHJIa BasKu

(p|Y) = Brov + Pacra + -+ + Bnaun.

OBo je ypaBo UCTHU yHYTPAIbBU IPOU3BOJL KOjU je paHUje YBeJIeH Y KOMILIEKCHOM IIPOCTOPY, CAMO
sanucan y AupakoBoj HOTAIM]jH.
[TocebHa cHara oBe HOTaIMje BUJIU CE KaJla C€ BEKTOP 3allUIlle 10 OPTOHOPMAJIHO] 6a3u. Ako je

{le;)} oproHopmasHa 6a3a, OHIA Ce BEKTOD IHIIIE KAo
) = ailes),
i

a KoeUIIjEeHTH Cy

ai = (ei[).

3aro je

[0) =D (eil)ed).

7
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3aTuM ce 0Baj 3aITMC MOXKE MPENUCATH ¥ OOJIUKY

[v) = Z les) (ei|Y) = <Z ’ei><ez"> V).
ITomro 0BO BaxKm 3a CBaKH |1/)), 3aKJby4yjeMO Jia BarKu
I= Z lei) (€.

OBa ¢dopmysa Ha3zuBa ce pe30sIylinja UJCHTUTETA. YIPABO 0Baj IPUMED II0Ka3yje 3allTo je
HupakoBa HoTaluja MohHa: oHa oMmoryhaBa Jia ce cKaJlapHU IIPOU3BO/IM U OIEPATOPHU 3aIUCY]y
BeoMa KoMmmakTHO. Oneparopu obJnKa |e;)(e;| cy ympaso npojekropu Ha mpasiie ofpelene 6azHum

BEKTOPUMA.

3.4 IIpojekTopu M OpPTOTrOHAJIHE MPOjeKIinje

YV mpeTxoHOM MOTHIOTJIAB/bY BHUIE/N ¢MO ja JlupakoBa HOTalWja jaCHO pasjBaja BEKTOPE
n dyukuuonase. Cajga mocMarpaMo JBe CAUYHE, ajid CYIITHHCKH pa3/IMdduTe BPCTE HU3pasa.

VHyTpalbhu TPOu3BOI,

(Y1)

je 6poj. Ca npyre crpane, uspas

[¥) (@]

Huje 6poj, Beh oneparop. Takas U3pa3 HA3UBA Ce CHOJBAIILU ITPOU3BOJ,. Hberoro 3naveme HajIakime

ce BUJM aKO I'a IPUMEHUMO Ha IIPOM3BOJbAH BEKTOD |U):

([0} (@DIv) = [¥)(|v)-

Osae (¢|v) npBo m3mBaja jejan KOMILUIEKCAH 6pPOj U3 BEKTOPA |v), a 3aTUM ce Taj OPOj MHOXKU
BEKTOPOM |[1)). 3aTo je pe3ysrar BeKTOp y HpaBIly |¢), a He caMo Opoj.

Baxkno je HarmacuTu Ja HHUje CBaKM CIIOJbAIBHU ITPOU3BOJ IIpojekTop. IIpojekTop mobujamo y
OCEeOHOM CJIydajy KaJla y3MeMO MCTU HOPMHUPAHU BEKTOD ca JieBe U JlecHe crpane. Ako je [¢)

HOpMHPpaH BEKTOpP, TO jeCT aKO BaxKM1

(Wly) =1,

Tajla je mpojeKTop Ha mpasarl oapelien BekTopoM [¢) mar dhopmyaom

Py = [¢)(¢].

Hberoso JiesioBame Ha Mpon3BobaH BEKTOD |¢) € H riacu

Pylo) = [¢)(V]9).

Bpoj (1|¢) mokasyje KoMKy KOMIIOHEHTY BEKTOD |¢p) UMa y mpasity |t)). 3aTum ce Taj 6poj MHOKI
BEKTOPOM |[1)), TIa JoOHjaMo yIpaBo Je0 BEKTOPa |¢) KOjU JIEXKU y TOM IIPABILY.

Axo BekTOD [1)) HUje HOpMUPAH, aJIK je PA3JIUIUT OJ1 HyJie, OH/a y (GOPMY/IH MOPAMO HOJIE/UTH



3.4 TIlpojekTopu m opTOrOHATIHE ITPOjEKITH]je 21

ca HeroBoM KBaJ[paTHOM HopMoM. Tajia je npojeKkTop Ha IpaBall BEKTOpa [1)) nar ca

[¥) (Y]

(W)

Nmennnar o6e36ehyje na jy:kuHa BeKTOpa [1)) He yTUUe Ha caM IpaBall Ha KOjU IPOjEeKTyjeMo.

OcnoBHa ocobuHa MPOjEKTOPa jecTe Jia BaXKu
2 _

Peunwma, kaa jeiHOM IPOjeKTyjeMO BEKTOP Ha HEKH IIPABAIl, IIOHOBHA IIPOjEKIINja Ha UCTU IIPaBaIl

BUIIIE HUIIITA HE Meha. 3a HOPMUPAH BEKTOD [1)) TO ce BUJM U3 KPATKOI padyHa

P2 = [)(|w) (¢] = [9)(®] = Py

[Tornemajmo cama naryntuBan npuMep. Heka je BeKTOp |¢) pasBujeH mo OpTOHOPMAJIHOj 6a3w:
|¢) = ciler) + cale2) + csles) + -

Tana npojekTop Ha mpasar |es) gaje

|ea)(eald) = calez).

Ou 6purie cBe ocTaje KOMIOHEHTE U OCTaBJ/ba CAMO KOMIIOHEHTY Y TIPABILY |e2). 3aT0 mpojekTop
MOKEMO 3aMHUCJUTHU KA0 ONEPaTOp KOjH M3 IEJIOT BEKTOpa M3JIBaja caMo OHAj JIe0 KOju IMPUMIaIa
n3a0PAHOM IIPABILY.

Nneja npojekimje MOXKe ce MPOIIMPUTH Ca jeIHOT IPaBIa Ha YUTAB IHOTIPOCTOP. AKO je

IHOTIPOCTOP pa3alleT OPTOHOPMaJTHUM BEKTOPHUMA

|e’i>7

OHJIa je TIPOjeKTOp Ha Taj IMOTIPOCTOP
P=> le)eil.
i

Ceaku wiaH |e;)(e;| u3/1Baja KOMIOHEHTY Y jeJIHOM IIPaBILy, a KUXO0BA CyMa U3/Baja I1ejly KOMIIO-
HEHTY y JIATOM HOTIPOCTOPY.
Ha npumep, ako »KeJiuMo Jia IPOjeKTyjeMO Ha MOTIPOCTOP pasalleT BEKTOPHMa |e2) U |e3),
OHJIa je
P = |ez)(ea| + les)(es].

Axko je
|¢) = ciler) + calea) + c3les) + -,

oHJ1a, 100UjamMo
Plg) = cale2) + csles).
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[TpojekTop je, Jakie, cadyBao KOMIIOHEHTEe y IPaBIUMa |e3) U |e3), a yKIOHHO KOMIIOHEHTE Y
OCTAJIUM TIPABIINMA..
[Toceban ciayuaj qobujamo Kajia OPTOHOPMAJIHKE BEKTOPH |e;) unHe 6a3y 1esor npocropa. Tazua

Cy IbUXOBH IPABIU TOBOJBHU Ja OIHUILY CBAKH BEKTOD, IIa BarKN
I = E leq) (e
i

OBa dopmyiia HasuBa ce pesonaynuja uaeHTuTera. OHA Kaxke J1a je UIEHTUTET CyMa IIPOjeKTopa
Ha CBe MpaBIle OPTOHOpPMaJIHe baze: ako cabepeMo CBe KOMIIOHEHTE BEKTOpa 10 DA3HUM IIPABIUMA,
100ujaMo TIOHOBO IO BEKTOP.

Ha kpajy, IpojeKTopu npuipemMajy IpupojHy Be3y ca KBAHTHUM MepemeM. AKO cy [¢) u |¢)

HOPMUPAHU BEKTOPHU, OH/JIA BarKu

1Ps|o)17 = [(wlo) .

JleBa cTpana mpejcTaB/ba KBaJIpaT JIy>KUHE IIPOjEKTOBAHE KOMIIOHEHTE, a JIECHA CTPaHa KBaJIpaT
Mozysa aMiuTyzae (1|¢). ¥ kpanTHOj Mexanurm oBaj 6poj hie ce TymaunTi Kao BeposarHoha Ja
crame |¢) Oyme nponaljeno y mnpasity [1)).

Camano, ako je P mpojeKTop Ha MOTIPOCTOP pasaneT OPTOHOPMATHAM BEKTOPUMA, |€;), OH/Ia
je

1P} = > I{eile)

OBa dopwmysa nmokazyje ma ce KBaJIpar JIy>KUHe [IPOjeKIije Ha TOTIPOCTOP J100uja cabupameM
KBaJIpaTa MOJLyJIa I0jeIMHATHIX KOMIIOHEHTH. 3aTO IIPOJeKTOPU HUCY CAMO T'€OMETPHjCKHU aJIaT,

Bell mpunpeMajy MaTeMaTuIKN Je3UK Meperha Y KBAHTHO] MEXaHUIIN.

4 Omneparopu y Xuj10epTOBOM HPOCTOPY

4.1 JluHeapHu onmepaTopu U aJIjyHTOBAaHU ONEPATOP

o cama cMO mToCMaTpaju BEKTOpPE, YHYTPAIIbU IPOU3BOJ, AyAJHU MIPOCTOP U IIPOjeKTOPE.
Caenehu npupomaH Kopak jecre yBoheme omeparopa. OmepaTop je mpec/inKaBame Koje jeTHOM
BEKTOPY MPHUIPYKYje JIPYTHA BEKTOP, I1a T'a MOXKEMO IIOCMATPATH Kao IIPABUJIO KOje MEHha BEKTOPE
VHyTap HCTOT IPOCTOpa. Y KBAHTHO] MEXaHUIM OBa Hjeja je moceOHO BaxkKHa, jep Ce MHOTe

BEJINYMHE OIUCYjy YIIPABO OIEepaTOPUMa KOju JIeIyjy Ha BEKTOpe XMJIOEpTOBOI IIPOCTOPA.

Hedunniuja. JInaeapau onepaTop Ha IPOCTOPY H je IPECIuKaBaAE
A:H—-H
TakBO Jia 3a c¢Be u,v € H u ce a, § € C Baxu
A(au + fv) = acAu + SAv.

To 3Ha4m ga omeparTop dyBa JIMHEAPHY CTPYKTYPY IPOCTOpa: JUHEapHa KOMOWHAIN]a BEKTOPA
Ipe JIejCTBA ONePaTopa Mpesia3u y UCTY TaKBYy JMHEAPHY KOMOWHAIN]Y IIOCJE JIejCTBa OlepaTopa.
YV KOHAYHOINMEH3NOHAJHOM CJIydajy OIepaTop MOXKEMO 3aIliCATH MATPUYIKNA UM n3abepeMo

6azy. Hexka je (e1,...,ey,) 6a3a mpocropa. Taa ce 3a cBaknu 6a3HI BEeKTOD e; cinka Ae; Moxke
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pPa3BUTHU KAO JIMHeapHa KoMOuHaluja 6a3HUX BEKTOPA:

n
Aej: E Aijei.
=1

Bpojesu A;; unne maTpuiy oneparopa y Toj 6a3m. AKo 3HaMO KaKO OIepaTop Jellyje Ha cBe OasHe
BEKTODE, OHJ[A 3HAMO KaKO JIeJIyje U Ha CBAKU JIDYTH BEKTOD, j€P Ce CBAKU BEKTOP MOXKE 3alUCATH
Kao JIMHeapHa KoMOWHAIja ejeMeHaTa 6a3e. BaxkHo je HarmacuTu: MaTpuIla HUje caM OIepaTop,
Beh 3ammc oneparopa y nzabpamoj 6a3u.
3a maTpuily omeparopa Be3yjy ce W HeKe BayKHe pejumunHe. T'par marpuile jeduHUIe ce
dopmyIom
trA= Ay + -+ Anp,

U OH je jeaHOCTaBHO 30Up AujaroHaJHuX ejgemMenara. llopea Tora mocmarpa ce U JIeTePMUHAHTA,
Koja ce o3HavuaBa ca det A. Y KOHATHOIUMEH3UOHATHOM CJIy4ajy Baxku ja je ycaos det A # 0
[IOBE3aH Ca MHBEPTUOUJIHOIINY ollepaTopa: Taja OIepaTop uMa WHBEP3. Y OBOM pajay nehemo
JaJbe pa3BHUjaTU OBe MOjMOBE, aJId je KOPUCHO UMAaTH UX Y BUJLY j€pP Ce YeCTO jaB/bajy y pPajly ca
MaTpPHUIAMa U OIEPATOPUMA.

Jeman o7 BaXXHUX TIOJMOBa y TEOPHUjHU OTEpaTopa jecTe TPaHCIOHOBaHa MarTpuia. Ako je

A = (A;j), onza ce TPAHCIIOHOBAHA MaTPHIA O3HATABA CA AT u nedunuie dbopmyiom
(AT)ij = Aji.

Jpyrum pedunma, BpcTe U KOJIOHE 3aMeIbyjy MecTa. Y PeajlHoM IIPOCTOPY TPAHCIIOHOBAHA MATPUILA

MMa IIPUPOJIHO CBOJCTBO Y OJTHOCY HA CKAJIAPHU ITPOM3BOJ:
T
(z,Ay) = (A" 1, y).

To 3Haum 11a ce ejCTBO orepaTopa MOXKE ,IpedaluTn’ ca jeJHOT apryMeHTa CKaJapHOT IPOU3BOIA
HA JIDYT'H TaKO IIITO Ce OIIepaTOpP 3aMEeHM TPAHCIOHOBAHOM MAaTPHUIIOM.

MebhyTum, y KoMIIeKCHOM XUJI0E€PTOBOM IIPOCTOPY CaMO TPAHCIIOHOBAH-E BUIIE HUjE TOBOJHHO,
jep yHYTpaIIbi IPOU3BOJL CAJIP2KI KOMILJIEKCHO KOHjyTroBame. 300r Tora ce YBOJU I0jaM aJijyHro-
BAaHOTr orepaTopa. ¥ OECKOHAYHOIUMEH3MOHAJHOM CJIYYajy I0jaBJbyjy Ce U TEeXHUYKA IMUTAba Y
BE3U Ca JIOMEHOM OIIEPATOPA, AJIi Ce Y OBOM PaJly 3a/IpXKaBaMO Ha OCHOBHO] HJIEjU W OCMATPAMO

cuTyalnuje y KojuMa cBe popmMmysie UMajy yobrdajeH CMHUCAO.

Jedunnmnja. AnjyaroBann omeparop y3 omeparop A osnadasa ce ca AT u nedunnme ce yeaosom
(u, Av) = (AT, v)

3a cBe u,v € H. Y MareMaTU4Koj JUTEpaATypPU YeCTO ce KOPUCTU U o3Haka A*, aym hemo y oBom
pasty kopucrutu o3uaky Al OBa dopmyra smaun ma je AT omeparop koju npebarmyje nejerso A
ca jeJJHOT apryMeHTa yHYTpallliber IIPOU3Boia Ha JIPYTH.

Y opromopMHUpaHoj 6asu ajyHroBaHa MaTpUIla J00Mja ce TAaKO IIITO Ce MATPHUIA HajIpe
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TPAHCIIOHYj€, a 3aTUM Ce CBU HeHH eJIEMEHTH KOMILIEKCHO KOHjyTryjy. 3aTo BaxKu
—T —_
AT =47, (AM)y; = 45

JlakJie, y peaJlHOM CJIyd4ajy aJjyHIOBarbe ce CBOJU Ha TPAHCIIOHOBAILE, JIOK je Y KOMILIEKCHOM
caydajy HoTpeOHO BOJMTHU PavYyHa M O KOMIIJIEKCHOM KOHjyTOBaIby.
AnjyHroBame MMa HEKOJIMKO OCHOBHUX CBOjCTaBa Koja lieMo KacHHUje 9ecTO KOPUCTUTH. 3a CBe

oneparope A u B, Kao 1 3a CBaKM CKajgap A, BaXKu
(ANT=4, (A+B)I=AT4+B", (AT =x4,

(AB)" = BT AT

[Tocnenma dopmysia je mocebHO BaxKHA, jep MOKa3yje jia ce MPHU aJjyHIOBAbY MOPeIaK OmepaTopa
obphe.
[TocebHO BaxKHU OMEPATOPH CY OHU KOJjU CY je/IHAKU CBOM a/jYHTOBAHOM OIIEPATOPY, OJHOCHO

3a koje Baxku A = A'. Onnm ce 30By camoajynrosany mim XepMHATCKE OIIEPATOPH.

4.2 CamoaajyuroBauu (XepMuTCKN) omeparopu

YV 1peTxoHOM O/1eJbKY YBEJIU CMO aJIjyHI'OBAHU OIEPATOP M BUJIEJU Ja OH OIHUCYje KaKO Ce
JIejCTBO olepaTopa Ipedallyje ca jeTHOI apryMeHTa YHyTpallimber npoussona Ha apyru. Cana
[IPUPOTHO TTOCMATPAMO OIlEpaTOpe KOJU CY jeJHaKU CBOM a&JIjYHTOBAHOM OIIEPATODY.

Omeparop A HazmBa ce CaMOaJIjyHIOBaHM, OJTHOCHO XEPMUTCKH, aKO BAYKU
At = A,

To 3natn ma ce omepaTop He Mema Kaja mpehjeMo Ha meros aajynrosann omepatop. OBo je mocebma
KJIaca oneparopa Koja je mobpo npuiaroheHa yHyTPaIIBbeM TPOU3BOLY.

N3 pedunnnmje ajyHroBaHor omeparopa ojamMax J100ujaMo eKBUBAJIEHTAH YCJ/IOB
(u, Av) = (Au,v)

3a cBe u,v € H. OBa dopmy/ia 3HAUM JIa CE OIIEPATOP MOXKE ,IpedaruTu’ ca jeJHOr apryMeHTa,
VHyTpaIlber MPON3BOJAa Ha APYyru 0e3 IpoMeHe oIleparopa. Y IIPaBo 3aTO Cy CaMOa/IjyHIOBaHM
OIIepaTOPH MIPUPOTHO TOBE3AHHU €A CTPYKTYPOM XHUJIOEPTOBOT IIPOCTOPA.

YV opronopmupanoj 6a3u ajjyHroBaHa MaTpuia jobuja ce opMyIoMm
At=2a"

Baro je MmaTpuiia XepMHUTCKa aKO BaXKK
A=4",

ITo eremenTnma, ako je A = (a;;), OBaj yCJIOB MOKEMO 3aIMCATH KaoO

aij = Qji-
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Jlakie, eJleMeHT U3 i-Te€ BPCTE U j-Te KOJIOHE MOpa OUTU KOMIIEKCHO KOHjyrOBaH €JIEMEHTY U3
j-Te BPCTE U 1-Te KOJIOHE.
Y noceOHOM ciIydajy Kajia MaTpHUIla UMa CAMO DEaJIHe ejIeMEeHTe, KOMIIEKCHO KOHjyTOBaHhe

HUINITa HE Memba. Taja ce XepMUTCKA YCJIOB CBOJIM HA
AT = A

IIpema Tome, peasine XepMUTCKE MATPHIE CY UCTO IITO U CUMETPUIHE MATPHUIIE.

Jenan npumep XepMHUTCKe MaTpUIIE je

Ao 2 141
1—47 3
3a my BaxKu
At — 2 141 4
1—4 3

JlujaronaJiHu eJIeMeHTU Cy PEAJIHH, IOK Cy €JIEMEHTH BaH JIMjaroHaJje KOMILIEKCHO KOHjyTrOBaHMU.
YupaBo To je Tunnuan o0JuK XepMUTCKE MaTPHIIE.

Jemna ocHOBHA OCOOMHA CaMOa/IjyHIOBAHUX OIIEPATOpPa jecTe Jia m3pas3

(v, Ay)

npeJicTaB/ba peasan 6poj. Sancra, ako je A = Al onna Baxku

(¢, AY) = (AY, ) = (¢, AY).

Jlobujeru Opoj jeaHak je CBOM KOMILJIEKCHO KOHjyTOBaHOM OpOjy, I1a 3aTO MOpa OUTH peaiam.
OBa ocobuHa je jejaH OJI pasJiora 3allTo Cy CaMoa/ljyHIOBaHU OIIEPATOPU BasKHHU y KBaHTHO]

MexaHuiu. V3pa3u obauka

(v, Ay)

UMajy peajiHy BPEIHOCT, IMITO MX YWHU NPUPOJHUM KAHIANJIATUMA 33 OIUC BEJIMYNHA Yhje Cy
u3MepeHe BPEJIHOCTU PeasiHu OpOojeBu.

Camoa/[jyHroBaH! OIIEpaTOpU he ce 3aTO MOjaB/bUBATH KAO je/HA OJI IMEeHTPAJHUX KJIaca
oreparopa y HaAcTaBKy paja. [Ipe mwuxose myHe yJjore y KBAHTHO] MEXaHUIU, IIOTPEOHO je yBeCTH
jOIII HEKOJIMKO BaKHUX KJIaca OllepaTropa W 3aTUM ODjaCHUTHU II0jaM COIICTBEHUX BPEIHOCTHU U

COIICTBEHUX BEKTOPa.

4.3 VYHUTaApHU ¥ IMO3UTUBHU OIlEpaTOPU

ITopen camoaajyHroBaHUX OIlEpaTOpa, Vv XUJIOEPTOBOM IPOCTOPY ITOCEOHO Ce M3Bajajy u
VHUTAPHU W TO3UTHBHHU OIEPATOPHU. YHUTAPHU OIEPATOPU UyBajy I€OMETPHjCKY CTPYKTYPY

IIPOCTOPA, JOK IMO3UTUBHU OIIEPATOPHU IPENU3HO U3parKaBajy I110jaM HEHETaTUBHOCTH.

Vaunrapuu oneparopu. Jlureapuu oreparop U Ha Xui6epTOBOM IIPOCTOPY HA3WBA C€ YHUTAPHUM

aKO BazKH

Ut =uvut =1.
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ExBuBajienTHo, a/ijyHroBanu oneparop je uaBeps omneparopa U, omHOCHO
ut=uv-"

3601 TOTa Cce YHUTAPHU OIEePaTop MOXKE MOCMATPATH Kao aHAJOTOH poTanuje y XuibepToBoM
IIPOCTOPY: OH MOYKe IIPOMEHUTH II0JI0¥Ka] BEKTOPA, aJii He Memha YyKHHE U YIJIOBe KOjU CY 3aJaTH
VHYTPAIBbUM ITPOU3BOJIOM.

3a Ipou3BOJbHE BEKTOPE 1, ¢ € H Baxku

U | Ug) = (v | UU¢) = (¥ | §).

Osjie je ynorpebwen yemos UTU = I. TIpema ToMe, yHHTADHH OIEPATOp €yBa yHYTPAIIHI
TTPOU3BO/I.

[Tomrro je HopMma onpehena yHyTpaITHUM IPOU3BOJIOM, T00MjaMO U

IU|)? = (U | Up) = (¥ | ) = Y],

na je ||[Uy| = ||¢||. dakmie, yuurapau oneparopu 4dyBajy yHYTPAIIEbU [IPOU3BOI, HOPMY U
TEOMETPHUjCKY CTPYKTYPY IpocTopa. ¥ KBAHTHO] MEXAHUIM TO j€ BaXKHO jep HOPMUPAHU BEKTOPHU

crama Tpebda Jia OCTaHy HOPMUPAHU IIPHU IIPOMEHAMa KOje He TPEICTABIba]y MEPEHHE.

[TosutueHaEU oneparopu. JIuneapuu orepatop A HasWBa Ce MO3UTHUBHUM AKO BayKU

A= AT, (| Ap) =0
3a cBakm Y € H. YV TOM ciiydajy TUIeMo
A>0.

OBaj ycs1oB nMa CMECJIA 3aTO IITO je A caMoajyHroBan oneparop, ma je 6poj (¢ | Ap) peanan.
3aTo0 HejeJIHAKOCT 3auCTa MOXKEMO Pa3yMeTH Kao yCJIOB HEHEraTUBHOCTH.
JeJlaH OCHOBHU NpUMEDP MO3UTUBHOT OlEpaTopa jecTe OPTOIOHAJHU MPOJEKTOD Ha IpaBall

HOPMUPAHOT BEKTOPa |¢):

P =[¢){4l.

3a cBaku BEKTOp Y € H Baxku

(W | Py) =[(¢ | ) > 0.

[TomrTo je opToroHAJIHE IPOJEKTOP CAMOAIjYHIOBAH, U3 OBe (pOpMyJIe caean 1a je P mosuTtuBan
orepaTop.

Jlpyru Bakan mpuMep je omeparop obimka BT B. 3a cakn ¢ € H Baxu

(¥ | B'By) = (By | BY) = || By||* > 0.

Omneparop BfB je camoanjynrosan, ma oBaj padyH mokasyje Ja je CBAKH OIEPATOp TOI OOJIMKA

IIOSUTHUBAH.
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4.4 CorcTBeHe BpeJHOCTHU M COIICTBEHU BEKTOPU

JIuHeapHu omepaTop YOUIITEHO MOXKE JIa IPOMEHU U IIpaBall U JAyKUHY BeKTopa. MehyTum,
OCe0OHO Cy BaXKHU OHU BEKTOPH UHjU IIPABAIl OIEPATOp He Mema. Ha TakBUM BEKTOPHMA OIEPATOD
Jesayje HajjelHOCTaBHUje: OH UX CaMO MHOXKHM HEKHMM OpOjeM.

Heka je A nuneapru omneparop Ha mnpoctopy H. Henysimu BekTop v € H Ha3uBa ce COICTBEHH

BeKTOp omeparopa A ako mocroju 6poj A Takas Ja BaxKu
Av = Av.

Bpoj A masumBa ce corcrBeHa BpegHOCT KOja OAroBapa COICTBEHOM BeKTOpPy v. ¥ Iumpaxosoj

HOTaL[I/IjI/I HUCTU YCJIOB IMUIIEMO Kao

Alv) = Av).

Veos v # 0 Mopa 6utn jieo nedunumje. 3anCTa, 3a HYJITH BEKTOP 61 jeTHAKOCT
A0 = X0

BasKMJjIa 38 CBaKM OPOj A, Ia HyJITH BEKTOP He OU J1aBa0 HUKAKBY WHMOPMAI]y O OIepaTopy.

leomeTpujcku, comcTBeHN BEKTOP 3a/aje IpaBall KOju orneparop He Mermba. COIlCTBEHA BPEIHOCT
TOBOPH IIITA C€ HA TOM IIPABILY JemaBa: ako je A Behe ox 1, BekTOp ce pacrexke; ako je uzmehy 0
u 1, BEKTOp ce CMamyje; ako je HEraTUBHO, MEHa, Ce U CMep. Y KOMILIEKCHOM IIPOCTOPY COIICTBEHA
BPEIHOCT MOXKe OUTU KOMILJIEKCHA, 18 MHOXKEH-e MOXKE J1a CaJIp:Ku U IpoMeny dazse.

JemnocraBan mpuMep je AujaroHajiHa MaTPUIA

(no0
0 Ao
Ba cranmgapaHe 6a3He BEKTOPE I0OMjaMO
1 A 1
A () = :
0 0 0
0 0 0
1 A9 1

3arTo cy craHmapaHu 0a3HU BEKTOPU COIICTBEHU BEKTOPH, & OJIroBapajyhe COICTBeHe BPEHOCTH
cy A1 1 A2. OmepaTop y OBOM C/Iydajy He Mella KOODJAMHATHE TpaBIie, Bel CBAKM O] IhUX CAMO
MHOKH oJiroBapajyhum 6pojem.

VY omnrreM ciiy4ajy COIICTBEHE BPEIHOCTU MaTPHUIIE JI00Ujajy ce U3 je/lHadnHe
Av = .
[IpementrarbeM cBUX WiaHOBa HA jeJHY CTpaHy J100MjaMo

(A—X)v=0.
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[Tomrro Tpaxkumo HeTpuBHjaaHO periemne v # 0, marpuna A — Al He cMe OUTH WHBEPTHUOUJIHA.
3aTo MOpa BaXKuTH

det(A — AI) = 0.

Osa je/HaunHa Ha3uBa Ce KApDAKTepUCTUUHA jejHadnHa. [TosmHOM
pa(A) =det(A — AI)

Ha3UBa Ce KapaKTEPUCTUYHU IIOJIMHOM olleparopa, ojaHocHo Mmarpuie A. Hberosu kopenu cy
COIICTBEHE BPEJNHOCTH orrepaTopa A.

Kana ce nponabe comcreena BpemgHoCT A, oAroBapajyhum COIICTBEHH BEKTOPH J100Hjajy ce
pelaBameM CHCTEMA

(A= X)v=0.

Cxky1 perema OBOI' CHCTEMA, j&

E>\ = ker(A — )\I).

OBaj cKyIl Ha3WBa Ce COIICTBEHU IIPOCTOP KOjU OIroBapa ColcTBeHOj BpemrocTu A. OH cajip:Ku

CBE€ COIICTBEHE BEKTOpE 3a Ty COIICTBEHY BPEIHOCT, Saje,ZLHO Ca HYJITUM BEKTOPOM.

B:(g 3)).

Omna 3aMermbyje KoOpIuHaTe BEKTOPA, jep BasKu
X
B —(Y).
y X

-\ 1
det(B—)\I):det<1 ):)\2—1.

PazmoTrpumo npumep maTpuiie

Kapakrepuctuanu moyimaoMm je

3aTo Cy COICTBEHE BPEIHOCTH
38a A1 = 1 pemaBamo

(B—I)v=0,

na JI001jaMo COICTBEHE BEKTOPE IPOIIOPIIMOHAHE BEKTOPY

Bamucra,
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Ba Ay = —1 jg06mMjaMo COICTBEHE BEKTOPE MPOIOPIINOHAHE BEKTOPY
1
1/’
jep BaxKH
1 -1 1
B = = —
-1 1 -1

OBaj mpuMep TOKa3yje Ja COMCTBEHN BEKTOPHU M3/Bajajy MpaBIile Ha KOjuMa je JTejCTBO Omeparopa
10ce0HO jeTHOCTABHO.

CorcTBeHN BEKTOPH Cy KOPUCHH U IIPHU CTEIleHOBamby omeparopa. AKo je
Av = v,

OHJIa je
A%y = A(Av) = A(Mv) = Mov = \2u.

ITonap/bameM UCTOr IIOCTYIIKA A0OMjaMO
Ay = A", n € N.

Jlake, Ha COTICTBEHOM TIPABITy CTETIEHOBAILE OMEPATOPA CBOJM Ce Ha CTEEeHOBarhe Opoja.
Cajia mocMaTpaMo IIITa ce JeNiaBa ca COICTBEHUM BPEIHOCTUMA KOJT HEKUX ITOCEOHUX KJIaca
omepaTopa Koje cy Beh yBemene.

Heka je A camoaujyrrosan omeparop, To jecr A = Al u neka je
Av = v, v # 0.

Taja je
(v, Av) = (v, Av) = A(v,v).

[Tomro je A camoazjyrrosas, 6poj (v, Av) je peanan. Ca npyre crpasne, (v,v) > 0, jep je v # 0.
3aTo u3 jemgHakocTn

Mo, v) = (v, Av)

caean 1a je A peasian 6poj. Jlakie, concTBene BpeIHOCTH CAMOAa/ljyHIOBAHOT OIIepaTopa Cy peaJiHe.
3a caMoa [jyHroBaHe OIepaTope BayKi U OPTOTOHATHOCT COIICTBEHUX BEKTOPA KOjU OJIr0OBapajy

paSHHqHTHM COIICTBEHUM BpeILHOCTI/IMa. HeKa Cy
Avy = Aoy, Avy = Ao,

U HeKa je A1 # Ag. Ilomrro cy comcTBeHe BpeqHOCTH CaMOAaJjyHIOBAHOI OlepaTropa peaJHe,

kopuctehn camMoajyHroBaHOCT T00MjaMo

(v1, Avg) = (Avy,v2).
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JleBa cTpana je
(v1, Ava) = Aa(v1,v2),

a JIeCHa CTpaHa je

<AU1, 1)2) = /\1 <’U1, ’U2>.

3aro Baxku

A1 (v1,v2) = Aa(v1,v2).

[Tomro je A1 # Mg, Mopa 6uTu

<U1, ’U2> =0.

lakJe, colcTBEHN BEKTOPU CaMOa/IjyHIOBAHOT OIIEPATOPa KOjU OJIrOBapajy Pas3IMduTHUM COICTBE-
HUM BPEJIHOCTUMA Cy OPTOTOHAJIHH.

Axko je A mosuTuBaH OnepaToOp, OHJA Cy HErOBe COIICTBEHE BpeJHOCTH HeHeraTtuBHe. Heka je
Av = v, v # 0.

W3 nosuruBHOCTH [106MjaMO

(v, Av) > 0.

Ca apyre cTpane,
(v, Av) = (v, v).

[Tomro je (v,v) > 0, caenu
A > 0.

,HaKJIe, COIICTBEHE BPEJHOCTHU IIO3UTUBHOI' OllepaTopa Cy HEHEraTHUBHE.

Axko je U yHuTapHH orepaTop, OHJa -ErOBe COIICTBEHe BpeJHOCTH uMajy Moiays 1. Heka je
Uv = v, v # 0.
[Tomrro yHUTApHU ONEPATOp MyBa HOPMY, BaXKU
[Uv[| = [|v]]-
Ca apyre crpane, uz Uv = \v cienu
[Uv[l = IAv]l = [A[v]l.

Kaxo je v # 0, mobujamo
Al = 1.

IIpema ToMme, comcTBeHE BPEIHOCTUA YHUTAPHOI OIIEPATOPA JieXKe HA jeJUHUYIHO] KPYKHUIA Y
KOMIIJIEKCHO] PaBHMU.

OBu pe3ynTaTn MOKa3yjy a8 Pa3INduTe KIace OIepaTopa UMajy Pa3induTa OrpaHnYemha Ha
coricTBeHe BpegHocTH. Koj caMoa/ijyHIOBaHUX OIEPATOpa COIICTBEHE BPEJIHOCTHU CY PeasiHe, KOJ

MIO3UTUBHUX Cy HEHETraTUBHE, a KO/ YHUTAPHUX UMajy Mojysa 1.
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Ha xpajy, BaxkHO je 3HATH J1a OlepaTop HE MOPa UMATHU JOBOJHHO COIICTBEHUX BEKTOpa ja Ou

ce 1eo IpocTop onncao momohy mux. ITocmarpajMo maTpuiry

(11
o1
Hben kapakTepuCTUYHU TOJUHOM je
1-x 1
det(C — A1) = det = (1 - N>
0 1-2X

Baro je jemmua comcrBeHa BpegHocT A = 1. Caja permaBamMo

(C—1I)v=0.
Jlobujamo
0 1 x
= 07
0 0 Y

na je y = 0, 0K je x mpousBo/baH. 3aTo je

FE7 = span

OBaj COIICTBEHU HPOCTOP je jeIHONMMEH3UOHAJIAH, Ia He MOXKe na pasamme 1eo mpocrop C2.
Huje, makse, m0BO/bHO 3HATU CAMO COIICTBEHE BPEIHOCTH; BAXKHO je W JIa JIU MOCTOjU JIOBOJHHO
COTICTBEHNX BekTopa. [locTojare JTOBOJ/BHO COIICTBEHUX BEKTOpA IOCTAaje KJBYUHO 3a pa3yMeBarbe

CTPYKType oleparopa.

4.5 CormcTBena 6a3a, AujaroHajm3anuja U ClIeKTPaJIHA JeKOMIIO3UIja

Huje moBospbHO 3HATH cAMO COIICTBEHE BPEIHOCTHU olieparopa. BakHO je u Jia Jiu 1ocToju
JIOBOJBHO COIICTBEHUX BEKTOPAa Jla OHU MOTrY Jia 06pa3yjy ba3y mesor mpocropa. AKo TakBa 6asa
[IOCTOjU, CBAKU BEKTOD CE MOYKE PACTABUTHU HA COICTBEHE IIPABIE, a OlepaTop ce y Toj basn
3anucyje y HajjeqHoctaBHujeM MoryheMm oOJIuKY.

HajjemnocraBHmje MaTpuIie 3a pa3yMeBame Cy JujaroHaine marpuie. Heka je

A O - 0
0 A
D —
0 O An
Axko je

Z
Z2

xTr =

Tn
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OHJIa je
)\1.21?1
A2T2
Dz =
AnTn
Kpahe, moxkemo nimcaru
D(:El, Ty ,l’n) = (/\1!131, )\21132, ey )\nfL‘n)

JujaronaiHa MaTpuIlla He Mella KOOpJAWHATEe BekTopa. IIpBa KoopauHaTa ocTaje mpBa, Jpyra
ocTaje Ipyra, U Tako Jajbe; CBaKa KOOPIMHATA CE CAMO MHOXKH CBOjUM OpojeM ca aujaroHasie. ¥y
TOj 6a3m omepaTop Jelyje He3aBUCHO Ha CBAKH KOODIMHATHU IIPABAIL.

360r Tora Cy M CTEleHU MujaroHaIHe MATPHUIE jeTHOCTABHU. AKO je
D = diag(A1, A2, .. -, An),
OHJIa je
D¥ =diag\F ME L AE), kel

Jpyrum pednma, crereHoBambe MaTPUIE CBOJIU CE€ Ha CTeleHOBabe OpojeBa Ha JujaroHa . Y IpaBo
je TO TJIaBHa MOTHUBAaIlUja 33 JUjarOHAJIM3AIN]y: CJI0XKEHUJU OIIEPATOP YKEJIUMO JIa ITPEJICTABUMO Y
00Ky Koju je, y oarosapajyhoj 6a3u, aujaronasaH.

Jlujaronaymsanmja je 3aTo Tparkeme 0ase y K0joj olepaTop MMa aujaroHajan obymk. Kaxkemo
J1a je MaTpHIa, OJHOCHO OIEPATOp, JNjaroHaIN3abuIaH aKo MOCTOJ WHBEPTUOWIHA MATPUIA S U

nujaroHasina Marpuiia D TakBe J1a BaXKu
A=S8DS™.

OBa ¢dopmysa 3uadm qa je omepatop A cimdan nmjaronasroj matpuru D. Komone matpure S
Cy COIICTBEHM BEKTOPH oleparopa A, a JujaroHajHU ejleMeHTH MaTpuile ) Cy Herope COICTBEHE
BPEJIHOCTH.

ITokaxkumo omaxe oBa opmysia monasu. Heka cy
€1,€2,...,€n
COIICTBEHU BEKTOPH oreparopa A koju obpasyjy 6a3y mpocropa, U HEKa BarXKu
Aei:)\iei, i:1,2,...,n.

@opMupajMo MATPHILY
S = (61 62 .. en> 5

qmje cy KOJIOHE YIIPaBO OBU COMCTBeHU BekTOpH. llomTo onn unne 6a3y, MaTpuria S je HHBEPTH-
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owrnra. Ca jipyre crpane,
AS = (A61 A62 s Aen) = ()\161 )\262 e )\nen) .
Axko je
D = diag()\l, /\2, ceey )\n),

OHJIa, je TIOCTIE b, JeJTHAKOCT UCTO IITO U
AS =S5D.

OBa jemHakocT 3Ha4N Ja A Jejyje Ha cBakKy KOJIOHY MaTpuie S Kao MHOXKeme oiaropapajyhom

coricrBeHOM BpeHoIhy. MuoxemeM 3j1ecHa ca S -1 Ji0bujamMo
A=S8DS 1.

Tako BuauMO Ja je aujaroHaju3alinja Moryha oHJa Kaja olnepaTop nmMa 6a3y cacTaB/beHY OJI
COIICTBEHUX BEKTODaA.

Baxkmo je marmacuTy ma HEje cBaKu oneparop anjaronaam3sabumiad. Huje moBospHO ma omepaTop
UMa HEeKe COICTBEHE BEKTODE; TMOTPEOHO je Ja MX MMa JOBOJHHO Jla Pasaluiby 1eo IpocTop. AKO
COIICTBEHHU BEKTOPU HE MOTY Jia 0bpa3yjy 6a3y, oHJia He MOXKEeMO JOOUTHU JTUjaroHaHU 3AIUC Y
MPETXOTHOM CMUCJTY.

Ko camoaajyaroBannx, ogHOCHO XEePMUTCKAX OIEpPaToOpa, CUTyalnja je mocedbHo gobpa: y
KOHAYHO-TUMEH3MOHOM KOMILIEKCHOM XMJIOEPTOBOM IIPOCTOpY Moryhe je uzabpaTu OpTOHOPMUDPA-

Hy 0a3y COICTBEHHMX BEKTOpPa. 3a TaKBe OllepaTOpe AUjaroHaJN3alja uMa O0JIUK
A=UDU"'.

Osgie je U yHuTapHa MaTpuIa duje Cy KOJOHE OPTOHOPMUPAHHU COIICTBEHW BEKTOPH oreparopa A,

a D je peaJiHa jJujaroHajiHa MaTPUIA COIICTBEHNX BpeaHOCTH. [lomTo 3a yHUTApHY MaTpPHILy BasKd
ul=U",

MHBEP3 ce J100uja y3uMarmbeM aJljyHrOBaHe MATPUIIE.

Crnekrpasna TeopeMa. AKo je A caMoa jyHIOBaH OMepaTop Ha KOHAYHOMMEH3MOHATHOM KOMILITEK-

caoM XmjIbepTOBOM MPOCTOPY H., OHJIA ITOCTOj OPTOHOpPMHUpaHa 6a3a mpocTopa H cacTaB/beHa O]

COTICTBEHUX BeKTOpa omepaTopa A. Y Toj 6a3u omepaTop MMa, JInjaroHAJaH OOJINK.

N3 cekTpasine Teopeme MPUPOIHO ce T00Mja CIEKTpaJHa JeKOMIIO3uInja oneparopa. Heka je

(e1,...,€e,) OpTOHOPMHUpaHA COICTBeHA Ha3a oneparopa A U HeKa BayKu
Aei:)\iei, i:1,2,...,n.
Ba cBakm BeKTOp €; AedUHUIIEMO OPTOIOHAJIHA IIPOjEKTOD

P = lei) (el
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OBaj pojeKTop u3/(Baja KOMIIOHEHTY BEKTOpa y IIPaBILy COIICTBEHOI BeKTOpa |e;). Ako je |z) € H,
OHJIa je
Ple) = led){eile).

Bpoj (e;|z) je koopauHarTa, 0JJHOCHO KOMIIOHEHTa BEKTOpa |x) y mpasiyy |e;). 3aro npojekrop P;
Y3UMa CaMO Taj JIEO BEKTODA.

[Tomrro je 6a3a OpTOHOPMEUPAaHA, CBAKK BEKTOP MOYKE Ce PacTaBUTH 10 TOj 6a3u, a omeparop A

=1

To je cnexTpaHa IEKOMIIO3UIIja Y CIYUIajy KaJa CONCTBEHE BPEIHOCTH ITOCMATPAMO IMOjeTUHATHO.

MOZKe Cce 3alluCaThu Kao

Y JlupaxoBoj HOTAIUjU UCTHU 3aIUC TJIACH
n
A= Z )\Z|ez><ez\
i=1

leomerpujckm, cBaku mpojekTop P; m3/iBaja KOMIIOHEHTY BeKTOpa y mpasily e;. Oueparop A Ty
KOMITOHEHTY MHOXKH OpojeM A;, a YKyIIaH pe3yarar ao0uja ce cabuparbeM CBUX TaKO JTOOHMjeHUX
KOMIIOHEHTH.

[Toneka ce JsemaBa ja UCTOj COTICTBEHO] BPEIHOCTH OJITOBApA BUIIE JIMHEAPHO HE3aBUCHUX
COIICTBEHUX BeKTOpa. Taja KaykeMmo Jia je COICTBeHa BPEIHOCT JlereHeprcaHa. ¥ MeCTO Jia MHUIIeMO

ocebaH IPOJEKTOP 38 CBAKU COIICTBEHH BEKTOP, MOXKEMO IIOCMATPATH LI€0 COIICTBEHU IIPOCTOP
Ey={veH:Av= )}
Heka je P, oprorona/jnu mpojekTop Ha Taj comcTBeHu mpoctop. Tama ce cuekTpasHa JTeKOMIIO3HU-

A= AP,
A

rjge ce ca61/1pa}be BPIIHA 11O PA3JIUIUTUM COIICTBEHUM BPEIHOCTHMaAa, & HE II0 HOje,ZLI/IHa‘{HI/IM COII-

[ja MOYKe 3aIlUCaTU y OOJIUKY

cTBeHMM BekTopuMa. OBaj 3aIiC je TOroJaH jep jeIHUM IIPOjeKTOPOM 00yXBaTa Ie0 HOTIIPOCTOP
KOJH OJITOBapa MCTO] COICTBEHO] BPETHOCTH.

CuexkTpasiHa JeKOMIIO3UIINja je KOPUCHA U 3a JeduHucame PyHKIMja onmeparopa. AKo je
A=) AP,
i
OHJIa ce 3a MOroJaHy (PYHKIWM]y f IPUPOIHO deduHUIIE

F(A) = 3 FODP.

To 3naum 1a ce hyHKIMja TPpUMEBYje Ha COIICTBEHE BPEIHOCTH, 0K IMPOjEKTOPU OCTAajy MCTH.

[TocebHO BazkaH mpuMep Aajy MO3UTUBHU omepaTopu. Ako je A > 0, OHZA Cy FEroBe COIICTBEHE
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BpEAHOCTU HEHETATUBHE, I1a Ce€ Yy CIIEKTPAJIHOM 3allUCy MOZKE IMHncaTu

A= inpi, A > 0.

3aro ce MPUPOIHO AePUHUIIE

VA=Y "/\P,.
i
Kama ce oBaj oreparop moMHOXKE caMuM COOOM, CBaKH OPOj v/ A; TMocTaje \;, ma BaxKu
(VA)? = A.

YV KBaHTHOj MEXaHUIN OBaj 3aIuc J00uja moceban 3HAYAj: COICTBEHE BPEIHOCTUA CAMOAJIjYHIO-
BAHOT OIIEpaTOpa MOBE3Yjy Ce ca BPeIHOCTUMa (PU3NIKE BEJIMUYNHE, JOK IMPOJEeKTOPU U3/1Bajajy
ojiroBapajylie KOMIIOHEHTE CTamba. 3aTO CIEKTPAJIHA JEKOMIIO3UIIN]a IIPEICTABIbA jeJaH O] TJIABHUX
pasJjiora 300r Kojux cy XuJI0epTOBH IMPOCTOPU IIPUPOJIAH je3UK KBaHTHE TEOpHje.

CuexkTpaJiHa JeKOMIIO3UIIN]a, je TOCeOHO IPUPOJIHA 38 CaMOaljyHIOBaHe oneparope. 3a OIIITH]je
orepaTope MOCTOJU CPOTHA UJeja Koja ce Ha3WBa, CHHTYJIapHa jJekoMmosurmja, nam SVD. Ona
oIepaTop OIHUCYje TTOMONhy JiBe OpTOHOpMUpPaHe 6a3e U HEHETaTUBHUX CUHTYJIAPHUX BPEITHOCTH. ¥
OBOM paJIy JIOBOJHHO je caMO TIOMEHYTH je Kao MPUPOJIHO MPOIIAPEH-E Hjieje JIhjaroHaIm3aImje.

3a Kpaj, HAIVIACUMO jOIII jeJITHOM Be3y CIEKTPAJIHE JEeKOMIIO3UInje ca npojekropuma. Heka je
A camoajyHTOBaH OIEpaTOp Ca OPTOHOPMAJIHOM 0GAa30M COICTBEHUX BEKTODA |€)) M COICTBEHNM

BpeJHOCTUMA >\ka TaKO Jda BaxKH

A|ek> = /\k\ek>

Kopucrehu pezonynujy maeHTuTeTa
I=>"ler){exl:
k

J10061jaMO CIIEKTPAJIHU 3aIUC

A= Aeler)(exl.
k

Osye je |eg)(ex| mpojeKTop Ha COICTBEHNU IpaBal KOju OJroBapa COICTBEHO] BPEIHOCTH Ag. 3aTO
CIIGKTpaJIHA JIeKOMIIOZHIIA]a 3HAYH 118 ce onepaTop A pasnazke Ha 30Mp IPOjEKTOpA, IPU YEMYy
CBaKWU IIPOjEKTOP HOCHU OJroBapajyhy CONCTBEHY BPEIHOCT.

AKo BUIIIE CONCTBEHNX BEKTOpa MMa UCTY COICTBEHY BPEIHOCT A, YBOIUMO IIPOjEKTOP Ha IE0

COIICTBEHH IIOTIIPOCTOP:

Pa= > ler){ex|-

k: A=A

Taga ce cnexkTpasHa JeKOMIIO3UIINja 3aIHICYje Kao

A=) APy
A
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Axko je cTame 3anmcano y obauKy

) = ckler),

k

ouma Py|v) uznsaja seo crama Koju MpHIaa COINCTBEHO] BPEJIHOCTH A:

PAlg) = D crlex).

EAp=X

Ksaspar nopme Tor sena je

IPAI)Z = > Jexl

E:Ap=A
Y cnenehoj riiaBu oBa BenumumHa q00nhe pU3NIKO TyMmMademe Kao BepoBaTHONA 1a Mepeme 1a

BPEHOCT A.

5 XwabepToB NPOCTOP KAOo je3WK KBAHTHE MeXaHUKe

Y mperxogHuM TyIaBaMa YBeJIeHU Cy XWJIOEPTOB MPOCTOP, YHYTPAIbU ITPOU3BOI, HOPMA,
oproHopMaJiHe ba3e, bra-ket HoTtanuja, muHeapHn QyHKIIMOHAN, IPOjEeKTOPHU U oreparopu. o
caJia Cy OBU IIOjMOBHU YTJIABHOM OHJIN TIOCMATPAHU KAO MATEeMATHIKU 0DJeKTH, ca HALJIACKOM HA
IbUXOBY CTPYKTYDY M OCHOBHE OCOOHMHE.

Y OBOj IIaBU WCTU IIOjMOBHU 100Hjajy (DU3MYKO 3HaUYere y KBaHTHO] MexaHunu. Crama
KBAHTHOT cucTeMa Omhe ommcaHa BEKTOpHMa XMIOEPTOBOT IPOCTOPA, NOK he pU3NTIKe BeJTUINHE
Koje MepuMo OuTu omnucane orneparopuma. [Ipojekropu u criekTpasHa JgeKoMIio3unuja oMoryhuhe
Jla ce KacHHje jacHO (POPMYJIUITY Mepeme n BepoBaTHohe Moryhux mcxo/a.

[naBua uueja je jga XuabepToB MPOCTOP HUje CAMO AICTPAKTAH [MPOCTOP Ca YHYTPAIIEHUM
IPOU3BOJIOM, Beh IIPUPOJIaH je3UK KBAHTHE MEXaHUKe. ¥y heMy Ce CTaiba, (DU3NIKE BeJIUIrHE U

BPEMEHCKa eBOJIyIlI/Ija MOT'y 3alluCaTh Ha je,H,I/IHCTBeH 1 Ipenu3aH Ha4YMUH.

5.1 Crama KBAaHTHOI CUCTEMAa

OcHoBHE ObjeKaT y KBAHTHO] MEXaHUIIM je CTame CHCTEMa. ¥ OBOM paJjly CTambe KBAHTHOI

CHCTEeMa OIHUCYjeMO ket-BEKTOPOM y KOMILJIEKCHOM XHUJI0EPTOBOM IIPOCTOPY H:
V) € H.

OgBaj BekTOp He Tpeba 3aMUIL/baTH Kao 0OMIaH BEKTOP IIOJIOXKAja y IMPOCTOpPY, Beh Kao MareMa-
TUYKH 3aIiC KOJU CaAp:KUA UHGMOPMALK]y 0 KBAHTHOM CTAIby CHCTEMA.

Crame ce 0OUIHO HOPMAJN3Yje YCIOBOM

(W ]¢)=1.

OBaj ycjioB 3HaUM J1a je YKyIHa BepoBaTHOha cBux Moryhux mcxoma jejnaka jepuuuiu. Jlerasbro
MIPaBUJIO MEpEeha He YBOJMMO Y OBOM IOTHOTJIAB/BY; OHO he OUTH 00jallmheHO KacHHje.
ITocToju u jeaHa BarkHA HAIIOMEHa, O 3alUCy cTama. JIBa ket-BekTopa Koja ce pa3inkyjy camMo

3a KOMILIEKCHY a3y MpPeCcTaB/bajy UCTO (PUSHIKO CTAIHE:

) ~ ), a€R
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Jpyrum peunma, riaobaina ¢asza He Memba (PU3UIKU CAIPIAKA] CTATHA.
Crame KBaHTHOI CHCTEMa MOXKe Ce MEHaTH TOKOM BpeMeHa. AKO je CHCTeM y TPEHYTKY lg
ornmcan crameM [1)(fp)), OHIA je y KacHHjeM TPeHyTKy t ommcaH crameM [1(t)). OBa nBa crama

IIOBE3YjEMO OIIEPATOPOM BpPEMEHCKE €BOJIYIIN]e:

[0(t)) = Ut to) [¥(t0)).-

Omnepatrop ﬁ(t, tp) ommcyje KaKo ce CTarbe CHCTeMa Mema Off TPEHYTKa to J0 TPEHYTKa t.
Bpemerncka eBosyija 6e3 Mepema MOpa 9yBaTH HOPMY CTaiba. 3aTO OIEpPaTOp U (t,tp) mopa

OuTH yHUTApAH:

~ A~

Ult, t0) U(t, o) = 1.

Baucra, Taga BayKu

1T (t, o) [(to))|* = (¥(to) | U(t, o) Ut to)1b(t0)) = (1b(to) | (o))

YuauTapHu onepaTop, JaKie, IyBa HOPMY, I1a CAMUM THUM U YKYIIHY BEPOBaTHONY.

OrnepaTopu BpeMeHCKe eBOJIYIHje UMajy U HPUPOJIHY OCOOMHY KOMITO3UITH]jE:
Ut t1)U (t1,t0) = Ulta, o).

To 3HaumM 1A je cBeje HO Jia JIM CHCTEeM eBOJIyUpa JUPEKTHO u3 ty y to, Wi Hajupe us tg y t, mna
3aTUM U3 t1 y to.
ITocebuy yJiory y BpeMeHCKO] €BOJIYIIUjH NMa XaMUIJITOHI]aH H. On oxnpehyje Kako ce crame

CHUCTeMa Mema TOKOM BpeMeHa. ¥ arcrpakTHoM obsmky Illpequureposa jeqnadnna riacu
L d B
ih— [¥(8)) = HI¢(1)).

Ako Xamunronujan H He 3aBUCH 0JI BpEMeHa, OIEPATOP BPEMEHCKE €BOJIYIMje UMa 0OJINK

~

U(t,to) = e nH10),

OBa dopmyita mokasyje ja ce BpeMeHCKa €BOJIyIinja J001ja eKCIIOHEHITUPAeM XaMIJITOHHjaHa. Y
CJIOYKEHWjUM CUCTEMUMAa, Ha MIPUMED KaJla XaMUJITOHUjaH 3aBUCH O]l BpEMEHa, OIEPATOP BPEMEHCKE
eBOJIYIIHje MOXKe UMAaTH JApyraduju obJIrMK, ajn OCHOBHA nieja octaje ucra: U (t, o) moBesyje crame
Y TPEHYTKY tg Ca CTameM Yy TPEHYTKY .
: 1
Kao kparak npumep, mocMaTpajMo CIIUH-5 YECTUILY y KOHCTAHTHOM MArHETHOM HOJbY JIy?K

z-oce. Y b6as3u

y3MUMO XaMUJITOHU]aH



5.2 OmcepBabiie Ka0 caM0a/[jyHIOBAHU OIIEPATOPH 38

ITomrro H He 3aBucu 0Jl BpeMeHa, OllepaTop BPEeMeHCKe eBOJIyIIHje je
7

A~ _l '

U(t) = e wflt,
BamenoMm XaMujToHHjaHA J00Hja ce

U(t)y=e"27.
Ilomro je o, nujaronajiHa MaTpHIla, €KCIOHEHIIM]aJJI CE PAdyHA 10 INjarOHAJIHUM eJIeMEHTUMA:

z )

. e—iwt/2 0
U(t) = 0 ciwt/2

AKO je TIOYeTHO CTabe .
4(0)) = 7 D +14),

OHJIa je
1

V2

o duznukn HeOuTHE yKyIHE a3e, OBO Ce MOXKE 3alUCATH KAO

(6) = T@OW0)) = —= (772 1) + 2] 1))

_ b
V2

OBaj npumMep moKazyje ja XaMuIToHHjaH ojapelyje Kako ce ¢ra3ze KOMIOHEHTH CTalba MEmajy

(1)) (1) +e“ ).

TOKOM Bp€MEHa, a TUME N KaKO Ce paBBI/Ija IeJ10 KBaHTHO CTalbe.

5.2 OrmcepBabJie Kao caM0a/JjyHITOBaHU OIMIEPATOPU

Y IPeTXO/HOM IOIVIAB/bY CTarbe KBAHTHOI CHCTeMa onucaju cMo ket-Bekropom [¢) y Xui-
6epToBOM IpocTopy. Jlpyru OCHOBHU I0jaM Yy KBAHTHO] MEXaHUIN jecy (PU3UYIKe BEeJIMINHE KOje
Cce MOT'y TIOCMATPATHU: CHEPruja, UMILYJIC, T0JI02Kaj, CIUH U CAUYIHO. TakBe U3NIKE BEJTUTUHE
Ha3UBajy ce omcepBabdie.

Y MaTeMaTUYKOM OIMCY KBAHTHE MEXaHUKE OICepBabJIM MPUAPYKYjEMO OIlepaTop Ha Xuj-
H6epToBOM TPOCTOPY. YOOHMYajeHO je Jia ce OlepaTopu KOjHU IPEJICTaB/bajy (DU3NUKE BEJIUYNHE
03HAYABAjY KAIIUIIOM, I1a OIICEPBabJIy 3aIUCyjeMO Kao A, B , H u comuno. Ha npuMep, XaMuJ-
TOHWjaH H IIPeJICTaB/ba €HEPTHU]Y CUCTEMA, JIOK OIEPATOPH CIUHA S’x, S’y u S’Z IIpeJICTaB/bajy
KOMIIOHEHTE CIIMHA.

[Tormrro pesyararn GU3MIKIX MEPEHHA MOPajy OUTH peasiHi OPOjeBH, OIIEPATOP KOJH MIPEICTABHA
oricepBabJiy Tpeba Jia UMa peaJiHe COIICTBEHE BPEIHOCTHU. Y IPABO 3aTO Ce olcepBade OMUCYjy
caMoa/ijyHroBanuM oreparopuma. Jlakie, omeparop A KOjU IIPEJICTaBIba OlcepBabily 3a/10BOJhaBa

yCJIOB

At = A,

A~

Baj JIOB je MaTeMaTU4KHN I YUIHLECHN II TaBJb JIH NSHUYKY BEJINMYIMNHY.
OBaj ycaoB je MmaTeMa 3pa3 [$) ema A eacTa. a pea. 3 e

Ako je |a) concrBenu BekTop oneparopa A, a a ogrosapajyha corncTBeHa BpeJHOCT, OHJIA BaXKH
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[Torrro je A caMoa/IjyHroBaH, O6poj a je peajian. OBe COICTBEHE BPEIHOCTH IIPEJICTABIHA]Y BPEIHOCTH
KOje Cy IPUPOJIHO MOBE3aHE ca JaTOM (DU3UIKOM BEJIUIMHOM. Y OBOM IOTIIOIVIAB/BY HE YBOJIUMO
jOIII TpaBMJIO Mepema, Beh caMo HarJaliaBaMo 3allTo Cy CaMoaJjyHIOBaHU OIEPATOPH IPaBU
MaTeMaTUIKh 00jeKTH 3a OIUC OIICEPBAOJIM.

CaMo0a/1jyHI'OBAHOCT MMa JOIII jeJHy BarkHy mocsiennity. COICTBEHN BEKTOPHU KOJU OJTr0Bapajy

PA3IMIUTAM COTICTBEHUM BPETHOCTHMA MeycoGHO cy opToroHa HE. AKO BayKn
Ala) = ala), — Alb) =blb),  a#D,

OHJIa je
(a]b) =0.

To 3Ha4m ja caMoa/IjyHIOBaH OIEPATOp HE Jlaje caMo peasiHe OpojeBe, Beh m IPUPOHO pasiiaxe
XujibepToB MPOCTOP Ha OPTOTOHAJIHE IIPABIIE WU HOTIIPOCTOPE.

Y KOHAYHO/IMMEH3MOHAJIHOM CJIydajy TO pasJjiarame MOXKe Ce 3aIlfcaTH ITIOMOhY OpTOHOpMAaJIHE
6aze concTBeHNX BeKTOpa. AKO onepartop A mva OpTOHOpPMAJIHY 6a3y COICTBEHUX BEKTOpa |ak),
IIpU 4YeMmy je

Alag) = aglak),

OH/JIa, CBAKU BEKTODP CTAHba MOYXKEMO PA3BUTHU Y OOIUKY

) = cxlax).
k

Y 10j 6asm omepaTop A uMa nujaroHajaH ODJIUK:
A =" apar)(axl.
k

OBo je ciekTpastan 3amuc orncepsadse. OH okasyje Ja je orncepsadiia ofpeljeHa CBOjUM COTICTBEHIM
BPEIHOCTUMA U MPOjEKTOPUMa Ha OJIroBapajyhe colcTBeHe mpasIie.
AKO je HeKa COIICTBEHA BPEIHOCT JereHepucaHa, YMECTO IPOjeKTOpa Ha jeJdaH COICTBEHH

IpaBall IOCMaTpPaMo IPOjeKTOP Ha Ie0 CONCTBEHM MOTIPOCTOP. Taja ce CIIeKTPaJIHA 3aIluC MUIe

A:ZaPa,

rie je P, oproronajHu mpojeKTOp Ha COICTBEHHU ITOTIIPOCTOP KOjHU OJrOBapa COIICTBEHO] BPeJI-

y 00JIIKY

voctu a. OBaj 3armc je mocebHO KOPUCTAH 3aTO IIITO OJ[Baja N€OMETPUJCKU JIe0, IPeICTaB/beH
[IPOjeKTOpHUMA, O OPOjeBHOr Jeja, MPEJICTAB/HEHOI PEATHUM COIICTBEHUM BPEIHOCTUMA.
Kao jemnocraBan mpumep y3MuMO OIcepBab/Iy CIUHA Ty 2-0Ce 3a CHI/IH—% cucteM. Iboj

0JIrOBapa OIepaTop
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Matpuna o, je camoa/jyHroBaHa, Ia je cCaMOa/[jyHIOBaH U oreparop S,. 3a BEKTOpe

1 0
BasK1 . 5
SAN =511, S =—511).
2 2
Baro cy | 1) u | |) concreenn BekTOpU oneparopa S., a oxroeapajyhe comncTBene BpeIHOCTH Cy %
h

Y oBoj 6a3u oneparop S, UMa CIHEKTPAJHY 3AIIHC

5 h h
S =3I D=5 DG

OBa dopmyra jacHo TIOKa3yje YI0ry MPOjeKTopa: OHN U3/Bajajy MPAaBIE KOjU OATOBAPA]Y PA3JIIH-
YUTUM COIICTBEHUM BPEIHOCTUMA OIcepBaldJIe.
Canano, Xamunronujan H je omcepBabia enepruje. Hberose corcrsBene BpeaHoCTH HA3UBA)Y

ce eHepFETCKI/I HHBOH, a COIICTBEHU BEKTOpI/I CTaHI/IOHapHa cTaiba. AKO je
H|Ey) = Ei|Ey),

onza 6poj Ej npencrasiba eHeprujy Koja je npuapyxkena cramwy | Ey). [Tomro je H €caMoa/ljYHI'OBaH,
CBU €HEPT'eTCKM HUBOU Cy PEAJIHU OPOjeBH.

Tako ce y KBAaHTHO] MeXaHUIIM (pU3WIKA BEJIUMINHA HE OINCYje caMo jeauuM Opojem, Beh
[EeJTUM CaMOaJIjyHIOBaHUM orepaTopoM. Hberose corcrBene BpemnocTu najy moryhe 6pojesne
BPEIHOCTHU OlicepBaldJie, a COIICTBEHN BEKTOPHU U IIPOjEKTOPH OIUCY]y T'€OMETPU]CKY CTPYKTYDPY
npocropa cramba. OBa Be3a n3Mehy camMoajyHrOBaHUX OMEPATOPA, CIEKTPAJIHE JTCKOMIIO3HUITHI]Ee
1 GU3NIKUX BEJMIUHA [IPUIIPEMa TepeH 3a hopMyJialnjy KBAHTHOI Mepema U BepoBaTHOhA y

cieneheM MOTIOTIABILY.

5.3 KBsBanTHO Mepeme u BepoBaTHOhe

KBanTHO Meperbe je mHTEpaKInja ca KBAHTHAM CHCTEMOM KOjOM JI00MjaMO KJIaCHIHy HH(pOPMa-
1]y, OJTHOCHO jeJIaH KOHKPETAH Pe3yJiTaT Mepema. 3a Pa3JjiuKy OJ] KJIACUYIHE MEXaHWKEe, KBAHTHA
MeXaHWKa y OIIITeM CJIydajy He IpeJBHha TadaH UCXO/| IOjeIMHAYHOr Meperba, Beh BepoBarTHOhe
Moryhux mcxoja.

Axko je

Alar) = axlax),

OHJIA CY ap MOI'yhu mcxomu Mepema onceppabie A. Y 0oBOM IOTIIONIAB/bY HAC 3aHUMA C& KOJUM
BepoBaTHONaMa ce TH MCXOIU jaB/bajy Kaja je CHCTeM y CTamby |1)).

~

Heka je crame HOpMHPAHO U Pa3BUjeHO IO COIICTBEHO] 6a3u orceppabdiie A:

) =D erlar), (@ l¢) =1
k
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Tana Born-oBo mpaBuio kaxke 7a je BepoBaTHOhA UCXOHa aj, jeIHaKa
2
P(ak) = ’Ck‘ .

[Tomrro je

cr = {ax | ),
HCTO HpaBI/IJIO MO2KEMO 3alluCaTHu Kao

P(ar) = [(ax | ).

Bpoj ¢, mazuBa ce ammuTyma ucxoma ap, a BepoBarHoha je KBaJpaT MOIY/Ia T€ aMILIUTYIIE.

Osa dopmysa uma jeHOCTaBHY reoMeTprjcky uHTepnperanujy. [Ipojekrop Ha mpasar |ag) je
Py = |ax)(ax|-
tberosum srenoBamem Ha crambe 1)) qobujamo

Pyl = |ar){ar, | ¥) = cklax).

Baro je
1Pl 17 = fex|*.

Born-oBo npasmiio, jgakie, KaXke Ja je BepoBaTHOha MCXOja jeJJHaKa KBaJpaTy HOPME OHOI' Jiejia
cTama KOjU MIPUIIIa TOM MCXOIMY.

Axo je [1p) # 0 HeHOpMEPAHO, OHJIA je HOPMUPOBAHO CTAHhe

|1;Z)n0rm> — &
VAW [ )
Baro je omira GpopMyia )
_ Kax [ )]
Flan) =T

Hememe ca (¢ | 1) obe3bebhyje na 36up cBux BeposarHoha Oyjie jejHAK jeMHUIN.
IIpojexTopcKu 06JIMK IIPaBU/Ia Mepemha HAPOUUTO je KOPUCTaH KaJia BUIIE COICTBEHUX BEKTOPA,

OZIrOBapa MCTOj COICTBEHO] BpeaHocTu A. Taja MepuMO BPEIHOCT \, ajld CTake MOXKE JICKATH Y

1e0M ojrosapajyheM colncTBeHOM HOTIIPOCTOPY. AKO Taj HOTIIPOCTOP MMa OPTOHOPMUpaHy 0a3y

lax,i), OHIA je IPOjeKTOp Ha Ibera
Py=> " laxi)(axl.
i

3a HOPDMUDAHO CTalb€ BazKN

P(A) = [PA[)1° = (& | Pav).

3a HEHOPMHUPAHO CTambe H00MjaMo
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IIpojexTop P, m3nBaja neo crama Koju npumaja ucxomy A. Iorrro je Py mo3uTuBaH omepaTop,
nobujena BepoBaTHONA je HEHEraTUBHA.
AKo Mepeme J1a BPeTHOCT A, OHJA CTalbe HEITOCPEIHO MOCTe MePeha MOCTaje HOPMATIN30BAHA

IIPOjEKIja MOYEeTHOr CTarha Ha OAroBapajyhu cOmcTBEeHN MOTIPOCTOP:

) — {%\W) ‘
[ PAl9)]]
VY HeJlereHepUCAHOM CJIy4ajy, aKo je U3MEPEHa BPEJHOCT G, CTAIbe Ipejiasu y |ak), 10 busndku
nebuTHe daze. Y 0BOM paJIy KOJAIC TOCMATPAMO Ka0 MATEMATHYIKO IIPABUJIO KOje OIHCYje CTArhe
HEIIOCPE/THO TI0CJIe Mepemba, 0663 yaacka y (PU3NIKN MEXAHU3AM KOJIAICA.
Ker-Bekrop [1) je ancrpakran 3amnuc crama. TanacHa dyHKIMja HaCTaje Kaja UCTO CTakbe
3AIUIIEMO Y TI0JIO2KAJHO] PEIPE3EHTAIN]U, OJHOCHO y 0a3u IreHepan30BaHUX COICTBEHUX CTAHbA

omepaTtopa mnoJsioxkaja X . PopmaHo,

P(z) = (x [ ).

Tanacua dyHkuuja je, maxie, KoeduimjeHT crama [¢) y 6asu nosoxkaja. PopMaaHu pa3Boj riacu

) = / " (@)} d.

OBo je KOHTHHYAJIHN aHAJIOT Pa3Boja M0 OPTOHOPMAJTHO) 6a3m.

2

[Tormro nosoxkaj uMa KOHTUHYaJIaH cKyn Moryhux Bpegaocru, |1)(z)|* Huje BepoBaTHOhA 14

Ce JeCTulla HaJla3W TaYHO Y Ta4YKHU T, Beh T'yCTUHaA BepOBa.THOhel

BeposarHoha na ce yecruna nale y unrepsaiuy [a,b] je

b
P(z € [a,b]) = / |77[)(x)|2 dz.

Axko je crame HOPMUPAHO, OHJIA BAYKU
o0
/ () dr = 1.
— 00
Y O0CHOBHOM 1s cTamy aToMa BOJIOHMKA TajacHa (DYHKIHja eJIeKTPOHA MMa ODJIMK

Yr) = — e,

3

re je ag bopos pamujyc. Ilomro je crame chepHo cumeTpuaHO, BepoBaTHONA 3a pacTojame O

jesrpa mobuja ce momohy pajiujasjiHe ryCTUHE

p(r) = dmr?[y(r)]?.
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Samenom 1obujamo
4 5 _
7’26 2r/ao ]

p(?“) = a3
0

Maxkcumy™m oBe yHKIHIje 1001ja ce U3 ycjaoBa

IITO JIaje

akJie, eJIeKTPOH ¥ OCHOBHOM CTamby BOJIOHUKA HeMa (DUKCHY IyTamy OKO je3rpa, aju je HajBepo-
BaTHHUje pacTojarke Of je3rpa jeqHako Boposom pammjycy.

Born-oBo mpaBuiio mmoBesyje ancrpakTHO CTambe ca BepoBaTHohama ucxona Mepema. [Ipojekropu
ONHUCY]y JI€0 CTarba KOjH MMPHUIAIa JaTOM UCXOMY, & TajacHa (DYHKIHja IPEICTAB/ba MOI0KAjHY

penpe3eHTalljy KeT-BEKTOPA.

5.4 QOuekuBaHa BPEIHOCT, AUCIIEP3UjA U KOMYTAaTOPU

[Tociie yBohema BepoBaTHONA HCXOJa MEpEHa ITPUPOJHO je Pa3MOTPHUTH EBUXOB Ipocek. Otue-
KUBaHa BPEJIHOCT HUje HY2KHO PE3yJITaT Koju he ce mobutu y jeaHom Mmepemsy. OHa je nmpocedyan
pesyarar Koju OucMo no0Om/in ako OMCMO MCTO MEPEHhe IMTOHOBUIN MHOTO IIyTa HA UCTO IPUIIPE-
MJBEHUM CHCTEMUMA.

3a ¢ukcupany orcepBadIy A ouexusana BPEIHOCT je IIPECIUKABAHE
<A> : Hoorm — R, |¢> = <A>¢ = <'¢ | A¢>

OBze je Hnorm CKyIl HOpMHUpaHUX crama. [lormrro je A onicepBabiia, 6poj <121>¢ j€ peaJiaH.
OBa dopmyna je y CKIaIy ca BEPOBATHOCHUM TYMAYeIHeM M3 MPETXOIHOT MOTIOTIABba. AKO
je

A = Z ak\ak><ak\
k

7 aKo je
) =3 culax),
k

OHJa BaxKHM

(Ayy = arlexl*.
k

To je ynmpaso mpocek mMoryhux mcxosa ay, TeXKHHCKH cabpaH IHUXOBUM BepoBaTHohama |cg|?.
OuekuBana BpeHOCT, MehyTuM, He MOpa OuTH jegan o Moryhux mcxojga mepema. Ha rnpumep,
ako cy moryhm mcxonu +1 u —1, cBaku ca BepoBaTHOhOM %, OHJIa je odekuBaHa BpesHocT 0, nako
0 uuje moryhu umcxos,.

V 110J10KajHO] PEIIpe3eHTAINjH, aKO CTambe UMa TajacHy (byHKImjy (), OueKuBaHa BPEIHOCT

omeparopa A MoxKe ce 3ammucaT Kao

A= [ g (@) (Ag)(a) da
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Bazkno je sa oneparop A jesyje Ha (z). OBo je nocebHO BazKHO Kaja A caJpKu U3BOjEe, Kao
IITO je CAydaj KOJI OllepaTopa UMITYJICA.
ITopen npocedHe BPeIHOCTH, BasKHO j€ 3HATH U KOJMKO Cy MCXOJM MEPEHa PACIPIIEHU OKO

TOr poceka. 3a hUKCUpany orceppadiry A JUCTEP3Nja je TPECTNKABAHE
(AA)Z : Hnorm — Rzo.

3a crame |¢) nedunumemo

ExBuBaJsienTHO, Baxkn

(DAY = (A7), — (A)2.

Jlucnepsuja Mepy KOJIUKO Cy MOIyhM pe3ysiTaTu Meperha PACIpPIIeHd OKO OYEeKHBAHE BPEIHOCTH.
AKo je nucriepsuja MaJia, UCXOAN Cy KOHIEHTPHUCAHM O3y MMPOCEKA; aKO je BEJIUKA, UCXOAU CY
BUIIE PACIIPIICHHU.

OBzie ce IPUPOIHO KOPUCTH II0jaM HO3UTUBHOT oneparopa. ITomro je A—(A),, I camoanjyaroan

OTIEPATOP, HETOB KBAJAPAT je TO3UTUBAH:
(A= (A)yI)* > 0.

3ato je
2
(AA)y > 0.

OBo je qupeKTHa IpUMEHa [MO3UTUBHUX OIEPATOpa YBEJEeHUX y ryaBu 4.3.
Crnenehu Baxkan mojam je komyTtarop. OH MepU KOJIMKO je BaXKHO KOJUM DPEJIOCTIEOM JIETyjy

nBa omeparopa. KomyTraTop je nmpecimkaBambe
[ ] s L(H) x L(H) — L(H),

J1aTo HopMyIoM
(A,B) > [A, B] == AB - BA.
Axo je [A, B] = 0, oHJIa OTIEPATOPH KOMYTY]y U PEIOCTe T IhIXOBOT JeoBarmba Huje butan. Ako je

[A, B] = 0, oHJa pesocyie]] fejioBama MoxKe outn butan. U3 nedunuiumje ciaenym u 3amuc

A A A A

AB=BA+[A,B).

3aT0 KOMYTATOP MOXKEMO Pa3yMETH Kao Mepy TOra KOJHKO Ce IIPOM3BOJI OllePaToOpa MIPOMEHHU Kalla
UM 3aMEHUMO DE€JIOCTIEI.

Qu3nvKy 3HAYA] KOMyTaTopa MoceOHO je BarKaH Koj| orncepBabym. AKo JiBe ormcepBabie A
u B KOMYTY]y, OHJIa y JIOOpHM yCJIOBHMa MOI'y UMaTH 3ajeJHUYKY colcTBeHy 6a3y. To 3Haun
Ja IOCTOje CTamba y KojuMa obe BeJrmduHe UMajy oApelieHe BpesHOCTH UCTOBPpeMeHo. AKOo aBe
oricepBabJie He KOMYTYjy, OH/Ia YOIIIIITEHO HE MOPAjy UMAaTHU 3ajeIHUYKY COICTBeHy 6a3y. Tama
cTambe KOje je COIICTBEHO 3a jeIHy olcepBab/y MoxKe OUTH CyHepIIO3UIMja COIICTBEHUX CTAba

apyre. To je uaejuu pazjor 360r KOr HEKOMYTaTHBHOCT BOJU Ka HeojpehenocTu.
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Hajpaxxuuju npuMep y KBaHTHOj MEXaHUIIM jeCy OIl€paTop Iojiokaja X U olepaTop MMILYJIca
P. 3a mux Baxnu

(X, P] = ihl.

OBaj komyTarop he y ciemehem mormorasby H0BeCTH 10 Xaj3eHOEproBe pesalje HeoapeheHoCTH.
Kao kparak mpumep nmocmarpajmo nosapusanujy dorona. Heka je poTOH mosiapusoBaH 1Mo

yriioM 45°, 1a je meroBo crarbe

|w>=|+45°>=¢1§(1).

OricepBabiia 3a Mepere ToJiapu3aluje Ay2K oce Mo/ YIJIoM § naTta je MaTpuIoM

Op = (c.os(29) sin(26) ) .
sin(26) — cos(20)

Tasa je
1 [cos(20) + sin(26)
V2 '

Oolp) = —= sin(20) — cos(26)

Baro jgobujamo

(Op)y = (1 | Ogtp) = sin(26).
Moryhu ucxomu oBor Mepema cy +1 u —1. 3aro je

(Op)y = P(+1) = P(=1),

a TIOIITO je
P(+1)+P(-1) =1,

caean

1 + sin(26)

1 —sin(20)
2 ’ B '

P(+1) = 5

P(-1)

A~

Axo je 0 = 45°, onpma je <Og>¢ =1, ma je P(+1) = 1. Ako je § = 0°, onza je (Op)y = 0, na cy
BepoBaTHONe % u % Axko je 8 = —45°, onna je <09>¢ =—1,majeP(—1)=1.

OuekuBaHna BPEIHOCT OIKCYje IPOCEYAH pPEe3yJITaT Mepemba, AUCIEP3Hja OINUCYje IMUPHHY
pacnojiesie Moryhux mcxo/a, a KOMyTaTOp OIMCYje oIHoC JBe oncepiadse. OBU MOjMOBH JIUPEKTHO

npunpeMajy ciegehe mormorias/be 0 Xaj3eHOEProBoj pesaiujun HeoapeheHocTn.

5.5 XajsenbGeproBa pesamnuja neoapehenoctu

3a Kpaj oBe IVIaBe M3BOAUMO jEJHY OJ HAJIO3HATHUJUX IIOCJIEIUIla KBAaHTHOI (DOpMa/In3Ma
XajzenbeproBy pesaiiujy neojipehenoctu. Y moj ce 3aje1HO KOPUCTE [I0JMOBU KOje CMO PaHUje yBeJIH:
oriceppabJie, OUeKUBaHa BPEIHOCT, JINCIEP3Uja U KOMYTATOP. 3aTO OBa peJallija jacHO MOoKa3yje
KaKO allCTPAaKTHA CTPYKTypa XmJIOepTOBOr IpocTopa a00uja TUPEKTHO (PU3NIKO 3HAUEHHE.

Hexka je A orcepBabiia, a |¢) HopMupano crame. CTaHap/Ha JeBrjanuja, oJHOCHO Heojupehe-
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HOCT orcepsabie A y TOM CTamby, JeduHUIIEe ce Kao
Ad=\[(d2), - (A2,

Ona Mepu pacIpIlieHOCT MOTYhuX pesysiraTa Mepema orncepBadje A OKO heHe OUeKUBaHEe BPEIHO-
CTH.

3a aBe camoajjyHroBaHne omcepBabie A u B Baxku PobepTcoHoBa pesanyja

AAAB > ‘([A,BM.

| =

Omna mokagyje Jia KoMmyTaTop ofpehyje omy rpanuity mpomsBoa Heoapehenoctu. Ako je KomyTaTop
pa3/uduT OJi HyJIe, /IBE BEJIUUMHE C€ y OIIITEeM CJIydajy He MOTY 00e YUYHHHUTHU ITPOU3BOJHHO
[IPEIU3HUM Yy UCTOM CTalby.

Jla 6ucMo mokazasu OBy pesaliyjy, YBOIMMO IIEHTPUPAHE OllepaTope

~ ~ ~ ~ ~

A=A— (A, B=DB-(B)yl.

Tasa je
(AA)] = (A%, (AB)] = (B%)y.

JleduHUIIIIMO BEKTOpE

f) = ARy,  |g) = Bl).

ITpumenom Komu—IlIBapioBe HejequakocTu j1061mjamo

1) =19
[Tormrro cy AuB CaMOaIjyHTOBaHU, OBO J1aje
(AXAB)® > [(AB)y[*.
Cajia mocMaTpaMo UMaruHapHu Jeo 0poja
(AB)y.
OH je moBe3aH ca KOMyTaTOpPOM Ha cjeiehn HaumH:
2i Im(AB), = (|4, B))y = ([, B),.

ITocsteima jeTHAKOCT BaXKK 3aTO IITO OJ[y3UMarhe CKaJapHUX MHOXKUJIAIA je/IMHUYHOT OllepaTopa
I me mema KomyTaTop. IomTo je KBaapaT MOIy/Ia KOMILIEKCHOT Opoja Behu min je Hak KBaapaTy

HEroBOI' UMATrnHAPHOT Jiejia, CJeau
~ A~ 2
(AAP(AB)? = 2 [([4, By

e~ =

Kopemem o6e crpane j106uja ce Pobeprconosa pesammja.
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Hajmosnaruja npumMena je Ha 1mojioxKaj U UMITYJIC. Y TIOJIOXKAjHO] PEIPE3EHTAINjU OIIEePATOD

ITOJIOXKAaja Xu olIepaToOp UMITYJICA P nennyjy opMaHO Kao

(X)) = a(a),  (Po)(x) = —ine.

NspatynajMo mBUXOB KOMyTaTOp Ha TajaacHO] MYHKIUH -
[X, Pl = X Py — PX1p.
[IpBu wran je

(X PY) (@) = 2 <—m$> _ —im%.

Hpyru 4nan je

(PX0)(w) = it (o) = =it (o) + 52 )
3aro je
(X, Ply)(z) = —ihx% +ih <w(x) + x?ﬁ) = il (x).
Haxie,

(X, Py = ilup,

ma Kao OMepaTopCKa jeJHAKOCT MHITIEMO
X, P = in.
YoanusameMm y PobeprconoBy pesnanujy mobujamo Xaj3eHbeproBy pesialiujy 3a MOJI0XKaj U UMITYJIC:

AX AP > E
2
OBa HejeTHAKOCT HUje TTOCTe NI HECABPIIEHOCTH MEPHOT WHCTpyMenTa. OHa mponssiasn u3
YUHLEHUIIE J1a OIeEPaTOPU X u P ue KOMYyTYjy. 300r Tora He MOCTOju KBAHTHO CTale y KOjeM Cy
[I0JIOXKAj ¥ UMILYJIC UCTOBPEMEHO IMOTIIYHO OJipeheHu.
Penanuje veonpeherocTn HuCy BesaHe camo 3a 10J102Kaj u uMmirysic. Ha mpumep, KOMIIOHEHTe

CIIIHA TaKohe He KOMYTY]y:

1Sz, Sy] = ihS..
Pobeprconopa penaruja tajza maje
hil -
NS AS, > 3 ‘(szm( .

To 3nauu ma ce HeompeheHocT jaBiba U 3a Apyre MapoBe OCepBab/IN YUjU OMEPATOPU HE KOMYTY]Y.

YecTo ce moMuibe U pejalyja eHepruja—Bpeme, y oOJIIKY

AEAL >

D[St
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MebhyTum, ona HEMA UCTU MATEMATHIKU CTATYC KAO

AX AP >

h
2’

jep BpeMe y cTaHIapIHO] KBAHTHO] MEXaHWIM HUje omeparop, Behi mapamerap. Opme At Tpeba
pasyMeTH Kao KapaKTePUCTHIHO BpEMeE 3a KOje Ce CTaklhe CUCTEeMa IIPUMETHO [IPOMEHH, a He Kao
meoapehenoct orcepsabsie Bpemena. Ca gpyre crpane, eHepruja je ornceppadja M OIUCYje ce
XaMHJITOHU]aHOM H.

Xajzerbeprosa penanuja HeonpeheHOCTH TTOKa3yje J1a OrpaHnvdehe Y NCTOBPEMEHOM [TO3HABAILY
JIBe BeJIMYKMHE HUje TeXHUIKa CIa00CT Mepema, Beh mocimeauna crpykrype XuiIoepToBor IpocTopa
¥ HEKOMYTATUBHOCTH olleparopa. Ha Taj Hauun ce MareMaTndku (popMan3aM PasBUjeH y PaLy

JIMPEKTHO TIpeTBapa y (GU3NYKHU CaIPKaj KBAHTHE MEXAHUKE.

6 3akspydak

CymtuHa OBOI pajia jecre yBoheme YUTaola y OCHOBHE MJleje KBAHTHE MEeXaHUKe KPO3 UBPCTY
MaTeMaTudKy ocHOBY. Mako cy mojMoBu obpabenn y mpBoM ety pajia HAU3T/Ie ] allCTPaKTHH, Y
[IeTOj IVIABH Ce MOKa3yje JIa Cy YIPABO OHU HEOIIXOJIHU 33 Pa3yMeBalbe HAUMHA Ha KOjU ce KBAaHTHA
MexaHuka gopMmysuiine. Bugenn ¢Mo mTa ce TAIHO KPHje M3a Mepermha BPEIHOCTH W KaKO IHhUX
MOXKEMO ITPEIU3HO JePUHUCATH KPO3 MATEMATHKY.

[TocebHo BaxkHy ysiory y Tom onmcy nmajy ket u bra BekTopn, Kao u omepaTopu Koju Jeayjy Ha
wmux. Ket BeKTOp IIpejicTaB/ba CTalbe KBAHTHOI CHCTEMA, JOK bra BekToOp omoryhasa Jia ce mpeko
CKaJIAPHOT TPOM3BOIA JOOUjy aMILTUTY/IEe, a 3aTUM U BepoBaTHONe Mepema. Omeparopu cy 3aTo
[EHTPAJIHU Y KBAHTHO] MEXAHUIIM: OHU OIUCY]y (PU3NUKE BEJIMIUHE, (bUXOBO JIEJIOBAbE HA CTAba U
moryhe ncxome Mepema. KoMmyTaTop 3atuM mokasyje fa Jin je peJOCIe Te0Babha JBa OTepaTopa
ouran. Kaja jBe ornicepsabiie He KOMyTHPajy, TO 3HAAUHN Jla HE MOTY 00e UMaTH IOTIYHO ojipehene
BPE/IHOCTHU y UCTOM CTamby. V3 Tora mpupo/Ho mpounsiasu Xaj3eHbeprosa pesaimja neoapeherocTu,
KOja ToKa3yje jia HeoJipeDeHOCT HEje TOC/Ie/ NI HECABPIIIEHOCTH Meperba, Bell came CTpyKType
KBaHTHE MEXaHUKE.

OBaj paji ce MOXKe JlaJbe MIPOIIUPUTH Y BUINE IIpaBalia: Ha JieTa/bHuje usBohewme [peaunrepose
jennaunne, crpoxke yBoheme npocropa L%, u @ypujeose TpancdopMmanuje, Kao U HA aHATA3Y
KOHKPETHUX CHCTEMa KaO IITO Cy XapMOHMJCKU OCITUJIATOD, CHI/IH—% CHUCTEM U aTOM BOJIOHUKA.
Pan 3ato mpescraB/ba IpBH KOpPakK Ka pasyMeBarby KBaHTHE MEXaHMKe KPO3 H-€H ITPUPOJIHU

MaTeMaTUIKU je3UK: XUIOEPTOBE IIPOCTOPE U OLIEPATOPE.
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