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0 Uvod i req autora

U ovom radu �emo predstaviti i prouqiti teoriju nadrealnih brojeva, i
baviti se iskǉuqivo ǌihovim osobinama, bez ǌihove veze sa xirom kon-
strukcijom zvanom igre. Prvo �emo predstaviti ǌihovu konstrukciju,
definisati ure�eǌe i algebarske operacije nad ǌima, uz primere. Po-
tom, uvodimo koncept ro�endana broja, kao xto otkrivamo neke vrlo ko-
risne predstave brojeva, i prouqavamo kakve veze poznatija matematika
pravi sa naxom klasom. Na kraju, uvodimo jedan alternativan pristup,
pokazujemo da on proizvodi strukturu koja ima sva dokazana svojstva,
i diskutujemo karakteristike oba pristupa. Glavni ciǉ jeste pokazati
bogatu strukturu koja jeste klasa nadrealnih brojeva. Znatni deo rada
jeste dokazivaǌe. Zavisno od upoznatosti s metodama koje �emo koris-
titi, tehnikalnosti rigoroznog dokaza i drugih varijabli, opxirnost i
detaǉnost dokaza variraju. Tako�e, vixe puta �emo pomiǌati entitete
i tvrdǌe iz drugih grana matematike, uglavnom teorije skupova, ali
i kombinatorike i realne analize. Poxto one za sada postoje izolo-
vano od teorije nadrealnih brojeva, teoreme i leme koje proistiqu iz
ǌih ne�e biti pra�ene dokazom, ali nefamilijarne definicije �e biti
napomenute.
�elim da se zahvalim svom mentoru Miloxu �ori�u na saradǌi, kao i
na ǌegovom uzornom pristupu prema xirokom predmetu matematike, koji
verujem da je oblikovao moj sopstveni pristup u toku qetiri godine na
ǌegovoj nastavi.

1



2 0. Uvod i req autora



1 No

1.1 Konstrukcija

Poxto postoje razliqite notacije, potrebno je eksplicirati kakvu no-
taciju �emo koristiti ovde. Mala slova poput x, y �e oznaqavati bro-
jeve. Svaki broj je konstruisan kao par skupova, levi i desni, koja �emo
oznaqiti sa XL i XR, gde je slovo u osnovi veliko slovo koje koristimo
za broj. Kada tvrdimo da je x konstrukcija ta dva skupa, re�i �emo da
x = (XL, XR), a originalno se koristi i x = {XL|XR}. Kada napixemo
malim slovom indeksiranim sa L ili R (poput xL;xR), mislimo na op-
xti element skupa XL ili XR, to jest re�i da P (xL) je isto xto i re�i
da (∀xL ∈ XL)P (xL). Za potrebe ovog teksta doda�emo i oznaku xU , xto
je opxti element skupa XL ∪XR, tako�e poznato kao opcije x.

Konvej zadaje rekurzivno pravilo po kojem se brojevi konstruixu.
Prvo pravilo sa kojim se susre�emo je slede�e:

Definicija 1. Za dva skupa brojeva XL, XR gde xL ̸≥ xR, x = (XL, XR) je
nov broj.

Drugo pravilo je definisaǌe relacije ≥.

Definicija 2. x ≥ y ako i samo ako y ̸≥ xR i yL ̸≥ x.

Naravno, na prvi pogled se qini da je nemogu�e da su ovakve defini-
cije smislene ili korisne, jer kako izgraditi objekat nekog tipa ako
se samo pozivamo na objekte istog tipa? Genij ovih pravila jeste xto
zapravo dozvoǉava stvaraǌe ”ex nihilo”. Uzmimo prazan skup i prazan
skup. Poxto nema elemenata u praznom skupu po definiciji, to znaqi
automatcki da su svi elementi praznog skupa brojevi i da nijedan ele-
ment iz praznog skupa nije ve�i ili jednak ijednom elementu iz praznog
skupa. Stoga, (∅, ∅) je broj, koji zovemo 0.

Slede�a dva broja koje �emo konstruisati jesu, naravno, ({0}, ∅) i
(∅, {0}), i kada budemo definisali operacije, posta�e jasno zaxto ih
nazivamo 1 i -1. Me�utim, primetimo da ({0}, {0}) nije broj, jer 0 ≥ 0.
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4 1. No

Sada kada imamo 3 broja, mi mo�emo da ih konstruixemo jox 17, ali
ista�i �emo predstavnike: ({0, 1}, ∅), ({0}, {1}), ({−1}, {0}), (∅, {0,−1}).
Ti brojevi su, redom: 2, 1

2
, −1

2
, -2. Tako�e, bitno je ista�i neke ”su-

vixne” brojeve, poput ({0,−1}, ∅). Da bismo razumeli zaxto su suvixni,
uvodimo slede�e (kasnije vrlo bitne) definicije:

Definicija 3. x ≤ y, x = y, x > y, x < y kada (redom):

• y ≥ x,

• x ≥ y ∧ x ≤ y

• x ≥ y ∧ x ̸≤ y

• x ≤ y ∧ x ̸≥ y.

x ≡ y kada za svako z va�i z ∈ XL ⇐⇒ z ∈ Y L ∧ z ∈ XR ⇐⇒ z ∈ Y R.

Zatim poredimo taj broj sa 1 = ({0}, ∅). Lako se utvr�uje da:

1 ̸≥ ({0,−1}, ∅)R

0 ̸≥ ({0,−1}, ∅)
({0,−1}, ∅) ̸≥ 1R

0,−1 ̸≥ 1

I zato imamo da je ({0,−1}, ∅) ≥ 1, 1 ≥ ({0,−1}, ∅), tj. ({0,−1}, ∅) = 1,
iako ({0,−1}, ∅) ̸≡ 1. Dakle, jednakost ne implicira identiqnost.

Konaqnom primenom ovih konstrukcija dobijamo ono xto prepoznajemo
kao sve cele brojeve, kao i sve dijadiqne razlomke, tj sve brojeve ob-
lika q

2n
, q ∈ Z, n ∈ N0. Ali, postoje i brojevi poput ω = ({0, 1, 2...}, ∅). Ovo

je prva transfinitna vrednost s kojom se susre�emo. Isto tako, pored
ǌe postoji i −ω, a i ”reciproqna” vrednost 1

ω
= ({0}, {1, 1

2
, 1
4
, 1
8
...}). Isto

tako, nastaju i brojevi koje prepoznajemo kao realne, nedijadiqne ra-
zlomke ili iracionalne brojeve, xto �emo pokazati kasnije. Najqex�i
primer jeste 1

3
jednak ({0, 1

4
, 5
16
...}, {1, 1

2
, 3
8
...}). Za iracionalne brojeve

poput
√
2 mo�emo zadati

({ q
2n
| q2
4n
< 2, (q+1)2

4n
> 2, q, n ∈ N}, { q

2n
| q2
4n
> 2, (q−1)2

4n
< 2, q, n ∈ N}). Verovatno je

primetno da levi elementi te�e da budu maǌi od broja koji grade, isto
kao xto desni elemente te�e da budu ve�i. U slede�em odeǉku to �emo
i demonstrirati.

No jeste klasa koja sadr�i ovako napraǉene brojeve. Primetimo kako
nije upotrebǉena req ”skup” da je opixemo. U paradigmi u kojoj radimo,
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skupovi su posebna vrsta klase, tj. klase koje se sadr�e u nekoj drugoj
klasi. Klase koje se ne sadr�e ni u jednoj drugoj klasi zovemo ”prave
klase” ili ”stroge klase” i No jeste jedan od primera stroge klase.
Videti zaxto, pretpostavimo da No jeste skup. Onda je (No, ∅) legitiman
broj, tj. pripada No. Ali opet, on nije maǌi niti jednak (dakle ne mo�e
biti identiqan) nijednom elementu No- kontradikcija.

1.2 Svojstva

Napomena: da bi smo dokazali slede�e teoreme, Konvej nas upoznaje sa
jednom vrstom indukcije. Naime, ako poka�emo da (∀x)(P (xU) => P (x)),
onda smo pokazali i (∀x)(P (x)). Ne moramo ni da uvodimo bazu, jer poxto
je baza nula, a ona nema leve i desne elemente, baza se podrazumeva
u gorǌoj indukciji. Tako�e ponekad �e se pojaviti slo�enije forme
indukcije, koje �e biti naglaxene.

Teorema 1. Za broj h va�i:

• xL ̸≥ x

• x ̸≥ xR

• x ≥ x

• x = x.

Dokaz. Definisa�emo P (x) : xL ̸≥ x ∧ x ̸≥ xR ∧ x ≥ x. Ako pretpostavimo
da za x postoji neko x′L ≥ x, po definiciji to znaqi da xL ̸≥ x′L, stoga
x′L ̸≥ x′L, ali poxto pretpostavǉamo P (xL), to ne mo�e biti, i zato
xL ̸≥ x. Analogno za drugu tvrdǌu.
Ostaje samo da doka�emo x ≥ x, ali to trivijalno sledi iz prethodnog
dokaza. Dokaz da je jednakost refleksivna isto trivijalno sledi.

Teorema 2. ≥ je tranzitivna relacija.

Dokaz. Ovde je prva pojava slo�enijih forma indukcije. Definiximo
T{x, y, z} kao ”≥ je tranzitivna za permutacije x, y, z”, i P (x, y, z) kao
(T{x, y, z}). Da bi ova forma indukcije bila uspexna, trebamo demon-
strirati P (xU , y, z) ∧ P (x, yU , z) ∧ P (x, y, zU) =⇒ P (x, y, z).

Recimo, bez gubitka opxtosti, da x ≥ y ≥ z. Prema prvoj nejednakosti
imamo y ̸≥ xR. Da (∃xR)(z ≥ xR), zbog induktivne pretpostavke i pret-
postavke da y ≥ z dobijamo da (∃xR)(y ≥ xR), xto je kontradikcija.
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Dakle, z ̸≥ xR. Sliqnim putem mo�emo dobiti da zL ̸≥ x, i stoga po
definiciji x ≥ z. Kako ne gubimo opxtost, imamo dokaz za T{x, y, z}.
Indukcija je ispoxtovana, i stoga (∀x, y, z)(T{x, y, z}), to jest relacija
je tranzitivna.

Pokazivaǌem ove Teoreme, mo�emo pokazati i slede�u posledicu
vrlo jednostano:

Posledica 1. ≥ je relacija poretka, > je relacija strogog poretka, = je
relacija ekvivalencije.

Pre nego xto poka�emo totalnu ure�enost, treba nam jedna lema:

Lema. xL < x < xR.

Dokaz. Ranije smo pokazali da xL ̸≥ x ̸≥ xR, xto podrazumeva razliqi-
tost. Znamo da x ̸≥ xRR jer induktivno znamo da je xRR > xR. Tako�e
znamo da xL ̸≥ xR po definiciji broja. Stoga, xR ≥ x, a potom imamo i
xR > x, Analogno dobijamo x > xL

Teorema 3. (∀x, y ∈ No)(x ≥ y ∨ y ≥ x).

Dokaz. Pretpostavimo da x ̸≥ y. To znaqi da (∃xR)(y ≥ xR)∨ (∃yL)(yL ≥ x)
U oba sluqaja dobijamo da je y > x (isto bitan zakǉuqak) zbog tranzi-
tivnosti, dakle y ≥ x.

1.3 Operacije

Upravo smo zakǉuqili da imamo totalno ure�eǌe nad klasom nadreal-
nih brojeva. U slede�em poglavǉu objasni�emo zaxto je ova klasa
i ”Poǉe”. Radi kra�e notacije, kada vrximo operaciju nad skupom,
vrximo operaciju nad ǌegovim elementima. Zapoqnimo sa slede�im
definicijama:

Definicija 4. Zbir dva broja je definisan

x+ y = ((XL + y) ∪ (x+ Y L), (XR + y) ∪ (x+ Y R)).

Negacija broja je definisana −x = (−XR,−XL).

Proizvod dva broja je definisan xy = ((XY )L, (XY )R), gde

(XY )L = (XLy + xY L −XLY L) ∪ (XRy + xY R −XRY R)

(XY )R = (XLy + xY R −XLY R) ∪ (XRy + xY L −XRY L).



1.3. Operacije 7

Zbog specifiqne konstrukcije brojeva, jednako je bitno da doka�emo
da jednaki brojevi vra�aju jednake rezultate, kao i da su rezultati
brojevi, koliko je bitno dokazati svojstva operacija i funkcija koje
definixemo na ovakav naqin.

1.3.1 Svojstva Abelove Grupe
Teorema 4. Sabiraǌe je dobro definisano i zbir dva broja je broj. Tako�e,
x ≥ y ⇐⇒ x+ z ≥ y + z.

Dokaz. Pravimo induktivnu pretpostavku da su xL+y, x+yL, xR+y, x+yR

nadrealni brojevi. Oqito xL + y ̸≥ xR + y, x+ yR i x+ yL ̸≥ xR + y, x+ yR,
i zato x+ y ∈ No.
Dokazujemo da za x, y, z va�i implikacija ”u svim permutacijama”, i
ponovo koristimo slo�eniji vid indukcije. Za jedan smer pretpostavimo
da x + z ≥ y + z. Onda yL + z ̸≥ x + z ∧ y + z ̸≥ xR + z, iz qega induktivno
sledi yL ̸≥ x ∧ y ̸≥ xR, po definiciji x ≥ y.
Za drugi smer, pretposavi�emo x ≥ y i x+z ̸≥ y+z i pokazati kontradik-
ciju. Po drugoj pretpostavci, 4 stvari mogu biti sluqaj; sluqajevi
(∃zR)(y + z ≥ x + zR), (∃zR)(y + zL ≥ x + z), su kontradikcija sa in-
duktivnom pretpostavkom x + z ≥ y + z ≥ x + zR =⇒ z ≥ zR ili da
y + zL ≥ x + z ≥ y + z =⇒ zL ≥ z, dok sluqajevi (∃xR)(y + z ≥ xR + z),
(∃yL)(yL+z ≥ x+z) su direktna kontradikcija sa y ̸≥ xR, yL ̸≥ x, posledice
pretpostavke x ≥ y. Stoga, ekvivalencija je dokazana.

Odavde sledi:

Posledica 2. Za x, y, z va�i xσy ⇐⇒ (x+ z)σ(y+ z), gde σ stoji umesto
relacija Definicije 3.

Teorema 5. No ima svojstva Monoida u odnosu na +. Tako�e, sabiraǌe je
komutativno.

Dokaz. Koristimo indukciju.
Komutativnost:

x+ y ≡ ((XL + y) ∪ (x+ Y L), (XR + y) ∪ (x+ Y R))

≡ ((Y L + x) ∪ (y +XL), (Y R + x) ∪ (y +XR)) ≡ y + x

Asocijativnost: sliqno kao prethodno.
Neutral: podsetimo se da je 0 par dva prazna skupa.
x+ 0 ≡ (XL + 0, XR + 0) ≡ (XL, XR) ≡ x
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Teorema 6. Negacija je dobro definisana. Za brojeve x, y ǌihove negacije su
brojevi i va�i:

• −(−x) ≡ x,

• −(x+ y) ≡ −x+ (−y),

• x ≥ 0 ⇐⇒ 0 ≥ −x.

Dokaz.

− (−x) ≡ −({−xR}, {−xL}) ≡ ({−(−xL)}, {−(−xR)})
≡ ({−xL}, {−xR}) ≡ x

− (x+ y) ≡ ({−(x+ yR),−(xR + y)}, {−(x+ yL),−(xL + y)})
≡ ({−x+ (−y)L, (−x)L + (−y)}, {−x+ (−y)R,−(x)R + (−y)}) ≡ −x+ (−y)
x ≥ 0 ⇐⇒ 0 ̸≥ xR ⇐⇒ −xR ̸≥ 0 ⇐⇒ 0 ≥ −x

Iz tre�e teze induktivno prati da je negacija broja isto broj.

Teorema 7. x + (−x) = 0. Nijedan broj razliqit od −x u zbiru s x ne daje
nulu.

Dokaz.

x+ (−x) = ({xL + (−x), x+ (−xR)}, {xR + (−x), x+ (−xL)})
= ({−(−xL + x), x+ (−xR)}, {−(−xR + x), x+ (−xL)})

Da bi smo dokazali da je nula jednaka ovom broju, dovoǉno je pokazati
da je 0 ve�a od leve strane, i maǌa od druge. Po Posledici 2 indukciji
zakǉuqujemo da x < xR =⇒ x + (−xR) < xR + (−xR) = 0, analogno za levu
stranu. Ostali elementi �e se uklopiti u dokaz. Isto, ako x + y =
x+ z = 0, onda po Posledici 2 y = z.

Zakǉuqak: No ima svojstva Abelove Grupe.

1.3.2 Svojstva Prstena
Teorema 8. Mno�eǌe je dobro definisano i proizvod dva broja je broj. Za
x1, x2, y1, y2 va�i:

• x1 = x2 =⇒ yx1 = yx2

• x1 ≥ x2 ∧ y1 ≥ y2 =⇒ x1y1 + x2y2 ≥ x1y2 + x2y1
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• x1 > x2 ∧ y1 > y2 =⇒ x1y1 + x2y2 > x1y2 + x2y1.

Dokaz. Za zatvorenost induktivno mo�emo pretpostaviti da su xUy, xyU ,
xUyU brojevi. 4 nejednakosti je potrebno pokazati da je (xy)R > (xy)L.
Poxto su postupci me�usobno sliqni, pokaza�emo samo jednu nejed-
nakost:
xL1y + xyR − xL1yR > xL2y + xyL − xL2yL

Ako je xL1 ≥ xL2, onda po indukciji xL1y + xL2yL ≥ xL2y + xL1yL,
impliciraju�i zbog Teoreme 4 da je desna strana maǌa ili jednaka od
M = xL1y + xyL − xL1yL. Ali M je strogo maǌe od leve strane, poxto
xyR + xL1yL > xyL + xL1yR. Ako je xL1 ≤ xL2, onda sliqno

xL1y + xyR − xL1 ≥ xL2y + xyR − xL2yR > xL2y + xyL − xL2yL

I ovim postupkom dokazujemo da je xy broj.
Zatim, imamo da je x1R, x2R > x1, x2 > x1

L, x2
L. Odatle trebamo dokazati

8 strogih nejednakosti koje po definiciji znaqe yx1 ≥ yx2 i yx1 ≤ yx2.
Prvu nejednakost �emo pokazati, druga ima analogni pokaz. Pokaz se
vidi preko indukcije:
yLx1 + yx1

R = yLx2 + yx1
R > yx2 + yLx1

R

yRx1 + yx1
L = yRx2 + yx1

L > yx2 + yRx1
L

yx1 + yRx2
R > yRx1 + yx2

R = yRx2 + yx2
R

yx1 + yLx2
L > yLx1 + yx2

L = yLx2 + yx2
L

Kada je to pokazano, mo�emo pokazati preostale teze. Preduslov
posledǌe teze znaqi da x1 ≥ x2

R > x2 za neko x2
R ili da x1 > x1

L ≥ x1 za
neko x1

L. Ako je prvo sluqaj, po indukciji x1y1 + x2
Ry2 ≥ x1y2 + x2

Ry1 =
x1y2 + x2

Ry1 + x2y2 − x2y2 > x1y2 + x2
Ry2 + x2y1 − x2y2, xto sabiraǌem i

oduzimaǌem mo�e da se izmanipulixe do �eǉene nejednakosti. Sliqna
izvedba za drugi sluqaj.
Primeti�emo da je posledǌa teza podsluqaj pretposledǌe. Ostali sluqa-
jevi druge su kada x1 = x2 ∨ y1 = y2, ali preko prve teze se lako pokazuje
da su obe strane jednake.

Lema. Za x va�i:

• 0x = 0,

• 1x = x,

• (−1)x = −x.

Dokaz. Nula nema opcije i stoga nema ni proizvod s ǌom, tj, proizvod
je 0. Ostale dve teze prate induktivno, uz dokaz prve teze.
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Teorema 9. Mno�eǌe je asocijativno, komutativno i distributivno u
odnosu na sabiraǌe.

Dokaz. Dokaz komutativnosti je sliqan dokazu komutativnosti za sabi-
raǌe.
Distributivnost: treba pokazati da je x(y + z) = xy + xz. Znamo da je
xS1(y + z) + x(y + z)S2 − xS1(y + z)S2 opxti element neke od strana x(y + z)
gde S1, S2 oznaqavaju neku stranu (ura�eno da se izbegne glomaznost), i
definixemo S3 = L ako S1 = S2, S3 = R inaqe. Onda:

{xS1(y + z) + x(y + z)S2 − xS1(y + z)S2}
= {xS1y + xS1z + xyS2 + xz − xS1yS2 − xS1z,

xS1y + xS1z + xy + xzS2 − xS1y − xS1zS2}
= {xS1y + xyS2 + xz − xS1yS2 , xS1z + xy + xzS2 − xS1zS2}
= {xy + (xz)S3 , (xy)S3 + xz}

Primenimo li ovu jednakost, dobi�emo:

x(y + z) = ({xy + (xz)L, (xy)L + xz}, {xy + (xz)R, (xy)R + xz}) = xy + xz

Za identiqnost ne mo�emo dokazati isto jer se oslaǌamo na aditivne
inverze.
Asocijativnost: Poxto bi potpun ispis dokaza bio suvixe dugaqak,
ponovo koristimo S kao opxtu oznaku za stranu i posmatrajmo slede�e:

{(xy)Lz + (xy)zL − (xy)LzL}
= {xSyz + xySz − xSySz + xyzL − xSyzL − xySzL + xSySzL}
= {x(ySz + yzL − ySzL) + xSyz − xS(ySz + yzL − ySzL)}
= {x(yz)S + xS(yz)− xS(yz)S}

Iz jedne skupine elemenata sa leve strane dobijamo qitavu levu stranu
x(yz), koju bismo isto dobili da je jednaka {(xy)Rz + (xy)zR − (xy)RzR}.
Sliqno se dobija desna strana i asocijatvnost je dokazana (na nivou
jednakosti umesto identiqnosti jer se oslaǌamo na distributivnost).

Zbog distributivnosti imamo i:

Posledica 3.

(xy)L = {xy − (x− xL)(y − yL), xy − (xy − (xR − x)(yR − y)}
(xy)R = {xy + (x− xL)(yR − y), xy + (xy − (xR − x)(y − yL)}
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Zakǉuqak: No u odnosu na operacije +, · ima svojstva Prstena. Da
bi smo dokazali da ima svojsta Poǉa, moramo objasniti kako tra�imo
multiplikativni inverz, zbog qije izuzetnosti se mora odvojiti odeǉak.

1.3.3 Deǉeǌe i svojstva Poǉa

Zapoqnimo sa slede�om definicijom:

Definicija 5. xL+ su pozitivni xL. Deǉeǌe definixemo kao

x

y
= x · y−1.

Multiplikativni inverz za x > 0 definixemo kao x−1 = ((X−1)L, (X−1)R)
gde

(X−1)L = {0, 1 + (xR − x)(x−1)L

xR
,
1 + (xL+ − x)(x−1)R

xL+
}

(X−1)R = {1 + (xL+ − x)(x−1)L

xL+
,
1 + (xR − x)(x−1)R

xR
}.

Za x < 0 inverz definixemo kao x−1 = −(−x)−1.

Odmah prime�ujemo jednu problematiku koju moramo objasniti. Naime,
ova definicija isto demonstrira jedan vid rekurzije, gde ”poznati el-
ementi” inverza generixu ”nove elemente” inverza. Za primer uzmimo
2 = ({1}, ∅), i pretpostavi�emo da je inverz od 1 isto 1 (trivijalno
pokazati). Poxto znamo da 0 ∈ 2−1L, znamo da 1+(1−2)(0)

1
∈ 2−1R, to jest da

1 ∈ 2−1R. Prema tome, 1+(1−2)(1)
1

∈ 2−1L, to jest 0 ∈ 2−1L. Vidimo da ra-
zliqite elemente ne mo�emo generisati, pa nam ostaje 2−1 = ({0}, {1}) =
1
2
. Zaista, naxe konvencije se poklapaju sa naxim prethodnim matem-

atiqkim iskustvnom.

Teorema 10. Za broj x va�i:

• x(x−1)L < 1 < x(x−1)R

• x−1 je broj

• (xx−1)L < 1 < (xx−1)R

• xx−1 = 1.
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Dokaz. Re�i �emo da y = x−1, dok xU+ jeste opxti pozitivan qlan. Dokaz
ovde se primeǌuje za pozitivne brojeve koji nemaju negativnih qlanova
(svaki pozitivan broj je jednak svojoj verziji bez negativnih qlanova),
dok sluqajevi za negativno x se lako nadovezuju. Prime�ujemo da su
qlanovi y, izuzev nule, oblika yU = 1+(xU+−x)y′U

xU+ . Manipulacijama koje su
opravdane prethodnim Teoremama dolazimo do 1 − xyU = (1 − xy′U)x

U+−x
xU+ .

Poxto je jedna strana ve�a od nule samo kada je druga ve�a od nule,
ispitivaǌem sluqajeva dolazimo da yU ispuǌava uslov prve linije samo
kada y′U ispuǌava taj uslov. Kako 0 trivijalno ispuǌava uslov prve
linije, po indukciji vidimo da ga svi qlanovi y ispuǌavaju. Po ovome
i Teoremi 8 za x > 0, xyR > xyL dobijamo da je y broj.
Sada imajmo na umu da smo induktivno pretpostavili qetvrtu liniju i
gledamo:

xUy + xy′U − xUy′U = xUy + 1− xUyU = 1 + xU(y − yU)

Dobili smo da je opxti qlan (xy)U jednak datom izrazu kada xU > 0
(za xU = 0 ova jednakost ne va�i ali uslov tre�e teze se svodi na uslov
prve, koji je dokazan). Onda se po sluqajevima lako proveri da je (xy)L <
1 < (xy)R. Trivijalno xy < 1R, a tako�e kada je x > 0, znaqi da postoji
xL ≥ 0, a 0 po definiciji pripada Y L, i zato xLy ≥ 0, to jest postoji
qlan (xy)L ≥ 0, te xy > 0 = 1L. Zakǉuqujemo da je xy = 1 i zavrxavamo
dokaz.

Sada poxto smo pokazali da svaki element sem nule ima inverz, a po
Teoremi 8 ako xy = xz = 1, prati da je y = z, xto znaqi da ima najvixe
jedan inverz ukoliko jednake elemente tretiramo kao identiqne. To
jest, No ima svojstva poǉa u odnosu na +, ·, i zovemo ga totalno ure�eno
Poǉe.

1.4 Sadr�anost poznatijih klasa brojeva

Pre svega, pokaza�emo takozvanu Teoremu jednostavnosti:

Teorema 11. Neka P (x, z) predstavǉa xL < z ∧ z < xR. U tom sluqaju:

P (x, z) ∧ ¬P (x, zU) =⇒ x = z.

Dokaz. Znamo da je xL < z < xR. Da postoji neko zL ≥ x, bio bi sluqaj
da xL < x ≤ zL < z < xR, xto je kontradikcija, dakle x > zL. Sliqno
zakǉuqujemo da zR > x. Odavde dobijamo da x ≥ z ≥ x, to jest x = z.
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1.4.1 Ordinali i prirodni brojevi
Ukratko, Fon Nojmanovi ordinali (ǋihov skup se oznaqava sa On) jesu
bilo koji skup koji ”sadr�i sve prethodno kreirane ordinale”, to jest,
ordinal je bilo koji tranzitivni skup tranzitivnih elemenata1 (za skup
C ka�emo da je tranzitivan akko (∀A,B)(A ∈ B ∧ B ∈ C =⇒ A ∈ C)).
To podrazumeva da je i prazan skup ordinal, koji zovemo 0. Prirodni
brojevi se tradicionalno i definixu uz pomo� ovih ordinala (s tim
xto i 0 upada u tu definiciju), a postoje i transfinitni ordinali
poput ω = N0 = {0, 1, 2...}. Zatim, imamo ω + 1, ω + 2... 2ω, 2ω + 1, 2ω + 2..
3ω... 4ω... ω2... ωω ad nauseam. Svi ovi ordinali imaju prebrojivo
mnogo elemenata, ali ǌih je neprebrojivo mnogo, i ǌihova unija jeste
prvi neprebrojivi ordinal, ω1. Poxto nisu glavna tema rada, ne�emo
se udubǉavati niti davati formalne dokaze. Pokaza�emo, me�utim, da
se ordinali mogu implementirati u nadrealne brojeve.

Definiximo f : On −→ No kao f(α) = ({f(β)|β ∈ α}, ∅). Funkcija
jeste dobro definisana, jer f(∅) = (∅, ∅), a induktivno ako pretpostavimo
(∀β ∈ α)(f(β) ∈ No), prati da je i f(α) ∈ No, qim f(α)L < f(α)R. Trebamo
pokazati jox α ⊆ β ⇐⇒ f(α) ≤ f(β). Ovde koristimo taqnu tvrdǌu
da su klasiqni ordinali totalno ure�eni i da je jedan strogi podskup
drugom ako i samo ako mu pripada. Tim reqeno, jednaki ordinali imaju
jednake (xtavixe identiqne) slike. Ako su nejednaki, bez gubitka opx-
tosti mo�emo re�i da α ∈ β. U tom sluqaju naravno f(α) ∈ f(β)L, xto
implicira f(α) < f(β). Ovime pokrivamo prethodnu ekvivalenciju i
demonstriramo da se ordinali mogu implementirati u nadrealne bro-
jeve s oquvaǌem ǌihovog poretka. Klasu ovakvih brojeva mo�emo naz-
vati Ons.

U xirem smislu *ordinali jesu bilo koji broj qiji je desni skup prazan,
i ǌihovu klasu mo�emo nazvati ∗Ons. Oqito je da je prva klasa podklasa
drugoj, no mo�emo pokazati i da je svaki ordinal u xirem smislu jed-
naka nekoj u u�em. Pomo�i �emo se slede�om lemom:

Lema. Klasa ordinala u u�em smislu maǌih/ne ve�ih od nekog broja jeste
skup.

Dokaz. Ako α < x, onda α ≤ xL za neko xL. Induktivno mo�emo pret-
postaviti da klase {α ∈ Ons|α ≤ xL} za bilo koje xL jesu skupovi. kako je
XL skup, klasa prethodno navedenih skupova jeste skup, a stoga i ǌena

1Iz definicije se pokazuje da je svaki element ordinala isto- ordinal
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unija (ovde smo iskoristili aksiom unije, aksiom xemu zamene), koja
jeste klasa svih α < x.
Klasa α = x mo�e imati najvixe jedan element, jer smo se pobrinuli da
jednakost implicira identiqnost, za ordinale u u�em smislu. Iz toga
sledi da je i klasa svih α ≤ x skup.

Uzmimo za ξ ∈ ∗Nos klasu ψ = {β ∈ On|f(β) < ξ}. Da nije skup, klasa
slika ǌenih elemenata ne bi bila skup (f je, kao xto smo proverili,
iǌektivna) i to bi bila kontradikcija sa prethodnom lemom. Za γ ∈
β ∈ ψ va�i f(γ) < f(β) < ξ, to jest γ ∈ ψ, te je psi tranzitivni skup
ordinala, to jest ordinal. Sada uzimamo α = f(ψ) i poredimo ga sa
ξ. Lako vidimo da je α ≤ ξ. Da je α < ξ, bio bi sluqaj da ψ ∈ ψ, xto
nije taqno (mo�emo opovrgnuti korix�eǌem aksiome utemeǉenosti ili
izvo�eǌem α < α), i zato α = ξ.

Da ovaj odeǉak privedemo kraju, navex�emo nekoliko definicija i
konvencija koje �e ubudu�e biti korisne. *Prirodni brojevi naravno
jesu oni *ordinali maǌi od ω, uz to xto nulu mo�emo ukǉuqiti ili
iskǉuqiti. Bez nule, ǌihovu klasu �emo zvati ∗N, sa nulom ∗N0, a
ǌihov opxti qlan �emo oznaqavati kao i drugde, slovima m, n i sliqno.
*Celi brojevi jesu svi prirodni brojevi, ǌihove negacije i nula, i
ǌihovu klasu zovemo ∗Z. Sliqna konvencija va�i i za ǌih. Ordinale
(klasiqne ili nadrealne) oznaqavamo grqkim slovima.

1.4.2 Dijadiqni razlomci i realni brojevi

Da bi smo shvatili implementaciju realnih brojeva, podsetimo se da
u klasiqnoj konstrukciji realnih brojeva, uzimamo takozvane Dedekin-
dove preseke racionalnih brojeva. Realan broj onda predstavǉa broj
izme�u qlanova skupova koji qine presek. �elimo da ”naxi” realni
brojevi imaju sliqnu karakteristiku, ali koristi�emo se klasom di-
jadiqnih racionalnih brojeva. Prvo definiximo 1

2n
= ({0}, { 1

2k
|k < n, k ∈

∗N0}) za n ∈ ∗N0. Mo�e se dokazati da je svaki qlan niza an = 1
2n

du-
plo maǌi od prethodnog, i da je definicija niza saglasna sa naxim
oqekivaǌem. Zatim definixemo da su dijadiqni razlomci neki *celi
broj puta neki qlan gorǌeg niza. ǋihovu klasu �emo nazivati ∗2Q, i
mo�emo je tretirati kao skup jedinstvenih predstavnika sa prebrojivo
mnogo elemenata.

Teorema 12. Ako imenilac dijadiqnog razlomka d deli 2n, onda
d = ({d− 1

2n
}, {d+ 1

2n
}).
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Dokaz. Za n = 0 u pitaǌu jesu *celi brojevi. Onda po Teoremi jed-
nostavnosti oqito prati da d = ({d − 1}, {d + 1}). Pravimo induktivnu
hipotezu za n i dokazujemo za n + 1. Neka je z = ({d − 1

2n+1}, {d + 1
2n+1}).

Mo�e se dobiti da 2z = ({2d − 1
2n+1}, {2d + 1

2n+1}), xto je jednako 2d po
induktivnoj pretpostavci, dakle z = d.

Poxto smo razumeli ovaj deo, razume�emo i vezu dijadiqnih razlo-
maka sa realnim brojevima vrlo uskoro:

Definicija 6. x je *realan broj ako va�i

− n < x < n za neki prirodan broj n

x = ({x− 1, x− 1

2
, x− 1

4
...}, {x+ 1, x+

1

2
, x+

1

4
...}).

Prva teza definicije jeste potpuno jasna, dok druga zahteva moti-
vaciju. Sigurno je da, ako je x broj koji prepoznajemo kao realan, da
�e zadovoǉavati i drugu tezu. Tako�e se lako utvr�uje da je svaki di-
jadiqan razlomak *realan. Saberimo ga sa nekom infinetesimalom, na
primer 1

ω
i pretpostavimo da je taj zbir isto *realan. Uporedimo li x

sa qlanovima ({x+ 1
ω
−1, x+ 1

ω
− 1

2
, x+ 1

ω
− 1

4
...}, {x+ 1

ω
+1, x+ 1

ω
+ 1

2
, x+ 1

ω
+ 1

4
...}),

vidimo da je izme�u opcija sume, iako ne mora biti sluqaj da ijedna op-
cija x zadovoǉava isto, stoga po Teoremi jednostavnosti x = x+ 1

ω
, xto

je kontradikcija.

Teorema 13. Klasa *realnih brojeva ima svojstva Poǉa.

Dokaz. Zatvorenost sabiraǌa, aditivni inverz, i qiǌenica da su 0 i
1 *realni se lako dokazuju, uz pomo� Teoreme jednostavnosti. Pod
pretpostavkom da su x, y *realni i po Posledici 3 utvr�ujemo da xy =
({xy − 1

2m2n
|m,n ∈ ∗N0}, {xy + 1

2m2n
|m,n ∈ ∗N0}), a da su ograniqeni se lako

pokazuje primenom Teoreme 8.
Sada recimo da x jeste *realan i razliqit od nule, dok y nije. U sluqaju
da y nije ograniqen, mo�emo dobiti da je y ili ve�e od svakog *celog
broja, ili maǌe od svakog *celog broja, dok x je ili ve�e ili maǌe od
0. Pogledajmo sluqaj kada je y ve�e od svih *celih brojeva i x > 0,
ostali sluqajevi imaju analogni dokaz ili se mogu nadovezati pomo�u
negacije:

(∃n)(xy < n < y) =⇒ xy < y =⇒ x < 1 =⇒ y < xy < n =⇒ ⊥

U sluqaju da jeste ograniqen, ali ne poxtuje jednakost iz definicije,
za x ̸= 0 xy je isto ne�e poxtovati, xto se lako proveri korix�eǌem
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prethodnih teorema. U svakom sluqaju, xy nije *realno.
Znamo da *realno x ̸= 0 ima svoj inverz. Da inverz nije *realan, bio bi
sluqaj da xx−1 = 1 nije *realan broj, xto znamo da jeste.

Sada jedino xto nam preostaje jeste da pove�emo *realne brojeve sa
dijadiqnim razlomcima.

Teorema 14. Svaki *realan broj ima jedinstvenu reprezentaciju (L,R) gde
L,R jesu neprazni disjunktni skupovi dijadiqnih razlomaka, bez maksimuma
i minimuma respektivno, ∗2Q\(L∪R) ima najvixe jedan element, dok svaki
par skupova L < R kome odgovara prethodni opis gradi *realan broj.

Dokaz. Za *realno x uzimamo L = {d ∈ ∗2Q|d < x}, R = {d ∈ ∗2Q|d > x} i
poka�imo da ima nabrojana svojstva. Znamo da postoji neko n ∈ R,−n ∈ L
po uslovu ograniqenosti te jesu neprazni, i sigurno jesu disjunktni.
Pretpostavimo li da L ima maksimum, nazovimo ga m, mora biti maǌe
od nekog x− 1

2n
(inaqe bismo dobili da x = m, po Teoremi jednostavnosti

i Teoremi 12), ali onda dobijamo da x− 1
2n+1 > m+ 1

2n+1 , xto je dijadiqni
razlomak izme�u m i x, tako da L nema maksimum, i sliqno R nema min-
imum. Ako je x nedijadiqno, L∪R jesu svi dijadiqni, a ako je dijadiqno,
unija jesu svi dijadiqni razliqiti osim x xto qini jedinstven element
u skupu dijadiqnih razlomaka. Da je sluqaj da dva razliqita ”preseka”
grade isti *realan broj, mo�emo pretpostaviti da jedan dijadiqni ra-
zlomak meǌa svoj ”status”. Ako meǌa pripadnost iz L u R ili obrnuto,
bilo bi da x > d > x, xto je kontradikcija. Ako u jednom preseku se po-
javǉuje u L ili R, a u drugom se ne pojavǉuje, znaqilo bi da d = x ̸= d,
xto je kontradikcija.
Svaki presek sigurno definixe neki broj, koji (poxto su skupovi ne-
prazni) jeste ograniqen. Oqito za (L,R) = x, x − 1

2n
< x < x + 1

2n
.

Poxto L nema maksimum, znamo da za d ∈ L ima neko d1 > d. Razliku
d − d1 mo�emo zapisati kao neko k

2n
> 1

2n
. Dakle d − d1 < − 1

2n
, ili

d < d + (x − d1) < x − 1
2n
. Sliqno mo�emo pokazati za elemente R, i

onda po Teoremi jednostavnosti x je *realno.

Zakǉuqujemo da *realni brojevi zaista poseduju oqekivana svojstva,
i zbog paralele sa klasiqnim realnim brojevima, imamo pravo da tvrdimo
nasledstvo ǌihovih bitnih karakteristika (poput supremuma, infi-
muma). U daǉem tekstu opxte ili konkretne *realne brojeve �emo pred-
stavǉati oznakama poput r, a ǌihova klasa bi�e ∗R.



2 Opxte reprezentacije i veze
sa poznatijom matematikom

2.1 Ro�endani i znakovne liste

Pojam ”ro�endana” nekog broja ima vrlo intuitivnu motivaciju: mi �e-
limo da ka�emo da konstrukcija nekih brojeva ”dolazi pre” konstruk-
cije drugih. Rigorozna definicija nas obavezuje da se vratimo na or-
dinale, koje adekvatno numerixu ”dane postaǌa”.

Definicija 7. Skup napravǉenih brojeva, starih brojeva i novih brojeva
na dan α su definisani, redom:

• Mα = {x|xU ∈ Oα}

• Oα =
⋃
β<α

Mβ

• Nα =Mα\Oα.

Za broj ka�emo da je ro�en na dan α ako pripada Nα. Na primer,
nije texko proveriti da se na nulti dan ra�a 0, a na prvi dan 1 i -1.
U prethodnom odeǉku, qak, vidimo da se dijadiqni razlomci ra�aju na
konaqne dane, i da se svi *realni brojevi ra�aju do ili na dan ω.

Teorema 15. Svako x se nalazi u jedinstvenom Nα.

Dokaz. Imamo pravo na induktivnu pretpostavku da isto va�i za sve xU .
Uzmimo podklasu svih ordinala O ve�ih od bilo kojeg ordinala na koju
je neko xU ro�eno. Po definiciji, x ∈ Mα za bilo koje α ∈ O. Naravno,
podklasa je neprazna, stoga je i M = {α|x ∈ Mα} a poxto su ordinali
dobro-ure�eni, postoji i minimum u M , nazovimo ga α′. Znamo da za
bilo koje β > α′ x ̸∈ Nβ, tako da jedini skup kome mo�e pripadati jeste
Nα′. Da ne pripada, to bi znaqilo da postoji β < α′ gde x ∈ Mβ, xto
opovrgava minimalnost α′.

17
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Zbog prethodne teoreme, mo�emo napraviti i definiciju za relacije
kojim poredimo slo�enosti broja (slo�enost broja jeste samo drugi
naqin da ka�emo koliko je kasno ”ro�en”). Neka ≻ znaqi ”slo�enije
od”, ∼ znaqi ”jednako slo�eno kao”, a ⪰ ”makar slo�eno koliko”:

Definicija 8.

B(x) = α, x ∈ Nα

x ⪰ y ⇐⇒ B(x) ≥ B(y)

x ≻ y ⇐⇒ y ⪰̸ x

x ∼ y ⇐⇒ x ⪰ y ⪰ x.

Ispod imamo ilustrovano kako brojevi ”hronoloxki” nastaju.

Slika 1: stablo nadrealnih brojeva

Primetimo da, poxto definixemo relaciju preko ordinala, ona nasled-
juje ǌena svojstva totalnog poretka i dobrog poretka.

Teorema 16. x ≻ xU .

Dokaz. Prvo proverimo slede�e:

x ∈ Oα =⇒ x ∈
⋃
β<α

Mβ

=⇒ xU ∈
⋃

γ<β<α

Mγ ⊆ Oα
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=⇒ x ∈Mα

I time pokazasmo da Oα ⊆Mα. Zatim poka�imo da jeMα =
⋃
β≤α

Nβ. Induk-

tivno pretpostavimo da isto va�i za prethodne sluqajeve. Po defini-
ciji i prethodnom zakǉuqku va�i da Mα = Oα ∪ Nα. Lako se dobije da
je to jednako Nα∪

⋃
γ≤β<α

Nγ, odakle se oqigledno izvodi induktivni korak.

Pretpostavimo da postoji neko xU ⪰ x. To bi znaqilo da za α takvo da
xU ∈ Nα va�i da x ∈ Mα po prethodnom pokazu. Me�utim, to implicira
da xU ∈ Oα po definiciji Mα, xto je kontradikcija.

Sve vixe uvi�amo da svojstvo ro�endana poprima oqekivane osobine.
Ovde mo�emo da uvedemo i jednu opxtu verziju indukcije: ako za bilo
koju torku ordinala α1, α2...αn doka�emo da

(∀tn ∈ ((Mα1 ×Mα2...×Mαn)\(Nα1 ×Nα2...×Nαn)))(P (tn))

=⇒ (∀tn ∈ (Nα1 ×Nα2...×Nαn)(P (tn))

Onda smo dokazali da svojstvo P va�i za svaku torku brojeva x1, x2...xn.
Svi prethodni induktivni dokazi se mogu adekvatno zameniti ovakvom
predstavom indukcije.

Definicija 9. xβ = ({z ∈ Oβ|z < x}, {z ∈ Oβ|z > x}) zovemo beta aproksi-
macija x.

Ovde prime�ujemo strukturu vrlo nalik Dedekindovim presecima.
Tako�e, ovaj pojam nam nudi jedinstvenu nearbitrarnu reprezentaciju
za svaki broj. Za xB(x), u ”Dedekindovim presecima” se nalaze sve opcije
x, xto po Teoremi jednostavnosti znaqi da x = xB(x). Imamo izbor, onda,
da proglasimo da je beta aproksimacija za x jednaka x za minimalno β
predstavnik broja x i da ovako dolazimo do opxtije forme nadrealnog
broja. Me�utim, razmotrimo slede�u predstavu:

Definicija 10. Znakovni razvoj broja x se definixe:

Ω = {+,−}
s = {(α, s(α) ∈ On× Ω|(x− xα > 0 ∧ s(α) = +) ∨ (x− xα < 0 ∧ s(α) = −)}.

Napomena: teorijsko-skupovno tumaqeǌe znakova +, − jeste otvoreno.
Ne�e praviti znaqajnu razliku kakvo god tumaqeǌe imali.
Mada ne izgleda tako isprva, s poprima oblik funkcije, to jest relacije
izme�u neka dva skupa zvana domen i kodomen gde svaki qlan iz domena
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je u relaciji sa jedinstvenim qlanom iz kodomena (s tim xto domen ne
mo�e biti On nego jeste neki ordinal). ǋih predstavǉamo ”nizom”
pluseva i minuseva. Na primer, (+ + −) predstavǉa funkciju domena 3
gde 0 ima sliku u +, 1 u + i 2 u − (podsetnik da 3 = {0, 1, 2} po Fon
Nojmanovim konstrukcijama ordinala), i u ovom sluqaju to predstavǉa
broj 3

2
= ({0, 1}, {2}).

Definicija 11. Du�ina znakovnog razvoja Λ(s) jeste prvi ordinal koji
nema definisanu sliku u s.
Beta-aproksimacija znakovnog razvoja s (zvanu inicijalni segment za β <
Λ(s)) jeste

sβ = {(α, s(α)) ∈ s|α ∈ β}.

Za znakovne razvoje s, t va�i s > t kada za neko α ∈ On va�i

sα = tα ∧ ((t(α) = − ∧ ¬s(α) = −) ∨ (s(α) = + ∧ ¬t(α) = +)).

s = t kada su identiqni.

Drugim reqima, du�ina razvoja jeste domen razvoja (ekvivalentna
tvrdǌa u sluqaju ordinala), a poredak znakovnih razvoja jeste leksiko-
grafski, gde + tretiramo kao ve�e od nedefinisanog, a − kao maǌe
od nedefinisanog. Vrlo uskoro, pokaza�emo da odnos izme�u brojeva i
razvoja oquvava poredak i da postoji broj za svaki razvoj.
Ako bismo eksperimentisali, primetili bismo da se aproksimacije broja
x poklapaju sa aproksimacijama ǌegovog razvoja. To nije sluqajnost:

Lema. Ako je s znakovni razvoj broja x, sα je znakovni razvoj xα.

Dokaz. Za β ≥ α odgovaraju�i qlanovi s su izostavǉeni. Za β < α de-
limo na sluqajeve. Ako je s(β) nedefinisano, sigurno je i sα(β) nedefin-
isano. Ako s(β) = +, to znaqi da xβ < x. Podsetimo li se definicije za
aproksimacije, vide�emo da xβ ∈ Xα

L, i stoga xβ < xα, to jest sα(β) = +.
Sliqno, kada je s(β) = − onda je sα(β) = −.

Sada imamo kapacitet da uspostavimo korespondenciju izme�u bro-
jeva i znakovnih redova:

Teorema 17. Neka brojevi x, y imaju znakovni razvoj s, t. Onda x = y akko
s = t i x > y akko s > t. Tako�e, B(x) ≥ Λ(s), i za svaki znakovni razvoj s
postoji broj x qiji je znakovni razvoj s i Λ(s) = B(x).
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Dokaz. Evidentno je da, ako x = y, onda xα = yα za svako α, tj x − xα =
y − yα, i onda su elementi s, t identiqni. Ako su razvoji identiqni,
ǌihovi inicijalni segmenti su identiqni, po indukciji mo�emo re�i
da su starije aproksimacije x, y jednake. Po Teoremi jednostavnosti,
x = ({xα < x}, {xα > x}), sliqno za y, i onda je evidentno da x = y.
Ako s > t, za neki ordinal va�i s(α) > t(α), sα = tα. Onda, prema prethod-
noj lemi, xα = yα, ali x − xα > 0 ≥ y − yα, ili x − xα ≥ 0 > y − yα, xto
u svakom sluqaju znaqi da x − xα > y − yα to jest x > y. Zbog svojstva
poretka brojeva, mo�emo re�i da se poredak oquvava u znakovnim razvo-
jima. Ako B(x) = α, a mo�emo odabrati β ≤ α da xβ = x, onda sβ = s i
imamo Λ(s) = β ≤ B(x).
Da bi smo nastavili, induktivno pretpostavimo da za svaki razvoj gde
Λ(ty) < α postoji broj y ∈ Oα da zadovoǉava tvrdǌu teoreme, i pret-
postavimo da za neko Λ(s) = α isto ne va�i. Uzmimo x = ({y|ty < s}, {y|ty >
s}) i ǌegov razvoj nazovimo tx. Po lemi Λ(tx) ≤ B(x) = α (Da x ∈ Oα, bio
bi jednak jednoj od svojih opcija, ali sigurno pripada Mα). Utvrdimo
da ty < s ⇐⇒ y < x ⇐⇒ ty < tx i da ty > s ⇐⇒ y > x ⇐⇒ ty > tx. To
znaqi da Λ(tx) ≥ α. Ako je tx > s, to znaqi da txβ = sβ, tx(β) = +, s(β) = −)
za β < α (jer oba imaju du�inu α). Kako su aproksimacije x i qlanovi
x, onda je txβ = sβ > s, xto znaqi po prethodnoj ekvivalenciji da txβ > tx,
xto je kontradikcija jer isto zakǉuqujemo da tx > txβ. Sliqno, kon-
tradikciju dobijamo ako pretpostavimo da tx < s, i stoga su ta dva
razvoja jednaka. Xto znaqi da s ipak jeste razvoj od nekog broja, i
dokaz indukcijom je zavrxen.

Zakǉuqak: znakovni razvoji jesu jedinstvena reprezentacija brojeva
koja oquvava ǌihov red. Kasnije �emo se vratiti razvojima i videti
ǌihove zasebne teorijske posledice.

2.2 Omega-mapa i normalna forma broja

Zapoqiǌemo sa slede�om definicijom:

Definicija 12. x ≈ y (x je srazmerno sa y) kada (∃n ∈ ∗N0)(n|x| > |y|∧n|y| >
|x|).

Nije texko proveriti da je relacija srazmernosti relacija ekvi-
valencije. Tako�e, ona deli klasu brojeva na ”konveksne” klase ekvi-
valencije, xto u ovom sluqaju znaqi da, ako se broj nalazi izme�u dva
me�usobno srazmerna broja istog znaka, onda je srazmeran s oba ta broja
(opet, vrlo lako pokazati). Jox jedna korisna definicija jeste:
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Definicija 13. x >> y (x je mnogo ve�e od y) kada ¬x ≈ y ∧ x > y. x << y
(x je mnogo maǌe od y) kada ¬x ≈ y ∧ x < y.

Ovakva relacija tehniqki nije stroga relacija poretka (gde nula
stvara problem), ali na klasi pozitivnih brojeva se ponaxa kao takva,
stoga nadaǉe �emo se koristiti ovom relacijom. Xta bi bilo
zanimǉivo prinuditi teoriji nadrealnih brojeva jeste da svaka ovakva
klasa ima nekog jedinstvenog predstavnika, najjednostavnijeg mogu�eg.
Ispostavǉa se da takozvana omega-mapa broja upravo ima tu ulogu:

Definicija 14. Omega-mapa broja x jeste

ωx = ({0, r+ωxL}, {r+ωxR})

gde je r+ ω-ta aproksimacija opxteg pozitivnog *realnog broja.1

Teorema 18. Za svaki pozitivan (a s tim i negativan) broj x postoji y
qija je omega-mapa srazmerna s x. Za razliqito x > y va�i da ωx >> ωy.
Omega-mapa je dobro definisana.

Dokaz. Za prvi deo teoreme mo�emo induktivno pretpostaviti isto za
sve pozitivne qlanove x. Ako je x srazmerno sa jednom od svojih opcija,
onda smo gotovi. Ako ne, nazovimo predstavnike srazmerne sa ǌegovim
levim i desnim opcijama ωy

L
i ωy

R
, i konstruiximo broj: y = ({yL}, {yR}).

U tom sluqaju x = ωy, a time je i srazmerno.
Za drugi deo teoreme, ako x > y, onda makar jednom x ≥ yR ili makar
jednom xL ≥ y, xto induktivno implicira

ωx ≥ ωy
R

>>
1

r+
ωy ili

1

r+
ωx >> ωx

L ≥ ωy

U svakom sluqaju, ωx >> ωy. Dobra definisanost odavde prati.

Teorema 19. Za brojeve x, y va�i:

• ωxωy = ωx+y

• ω0 = 1

• ω−x = (ωx)−1.
1Pomeni aproksimacije su suvixni po pitaǌu razumevaǌa definicije. Ovo je urad-

jeno da bismo osigurali da su pomenute klase skupovi, a dodatna restrikcija ne�e
iskǉuqiti nijedan *realan broj do jednakosti (po Teoremi 13)
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Dokaz. Induktivan dokaz. Leve opcije proizvoda jesu 0, r+ωx
L+y, r+ωx+y

L
,

r+ωx
L+y + s+ωx+y

L − r+s+ωx
L+yL i r+ωx

R+y + s+ωx+y
R − r+s+ωx

R+yR. Mo�emo
pokazati da su posledǌe dve opcije suvixne. Ako pretpostavimo da
xL + y ≥ x + yL, onda imamo da je ωx

L+y ≥ s+

r+
ωx+y

L
, i dobijamo da je

pretposledǌa navedena opcija maǌa od 2r+ωx
L+y, stoga je redundantna.

Sliqno, ako je xL + y < x + yL, pretposledǌa navedena opcija je maǌa
od 2s+ωx+y

L
. Posledǌa se dobija da je maǌa od nule kada uvidimo da

ωx+y
R
< r+

3
ωx

R+yR i da ωx
R+y < s+

3
ωx

R+yR.
Desne opcije proizvoda jesu r+ωx

R+y, r+ωx+y
R
, r+ωx

R+y+s+ωx+y
L−r+s+ωxR+yL

i r+ωx
L+y + s+ωx+y

R − r+s+ωx
L+yR. Kako xR + y > xR + yL, a ωx+y

L
> 0, do-

bijamo da je pretposledǌa opcija ve�a od r+ωx
R+y − r+s+( 1

2s+
ωx

R+y), xto
je ve�e od neke prve opcije i stoga redundantna. Analogno, posledǌa je
ve�a od neke druge opcije. Ovde zakǉuqujemo da

ωxωy = ({0, r+ωxL+y, r+ωx+yL}, {r+ωxR+y, r+ωx+y
R}) = ωx+y

Trivijalno se pokazuje druga tvrdǌa, a tre�a sledi iz prve dve.

Neka je ωy jedinstven predstavnik srazmeran sa x ̸= 0. Napravimo
klase L = {t ∈ ∗R|ωyt ≤ x} i R = {t ∈ ∗R|ωyt > x}. Zbog nasle�ene
teorije realnih brojeva, ovde se pojavǉuje broj r koji je supremum L i
infimum R. Sada nas zanima broj x1 = x − rωy, i ǌegova srazmernost s
ωy. Ako x1 = 0, onda smo gotovi. Ako x1 > 0, po izboru r to znaqi da
(∀s > r)(x < sωy), te ne mo�e biti srazmerno jer onda za neko k > 0 va�i
kx > ωy(1 + rk) = kωy(r + 1

k
) > kx. Sliqno za x1 < 0. Zato dobijamo da

za neko r (jedinstveno, nije pretexko dokazati) x1 je nesrazmerno sa ωy.
Srazmerno je ili sa neqim maǌim, ili ne nula, ali ovde nam se otvara
prilika za zapis broja x. Sve xto treba da postignemo jeste da za x1,
pa za x2, x3 ponavǉamo proces, i dobijamo formu:

x = r0ω
y0 + r1ω

y1 + ...+ xα

I tako motivixemo pojam normalne forme; �elimo da imamo reprezentaciju
broja kao sumu ǌegovih nesrazmernih delova:

Definicija 15. Normalna forma jeste formalna suma oblika
∑
β<α

ωyβrβ,

gde je α neki ordinal, rβ su *realni brojevi razliqiti od nule, a ωyβ jesu
strogo opadaju�i niz predstavnika.
Za datu normalnu formu, i za β < α i r ̸= rβ osaka�ena forma jeste for-
malna suma

∑
γ<β

ωyγrγ + ωyβr. Osaka�ena forma je maǌa od svojeg originala

ako je r < rβ, ve�a ako va�i suprotna nejednakost.
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ǋihova relacija sa brojevima je slede�a: ako je broj qlanova for-
malne sume neki ordinal sa prethodnikom, broj s kojim korespondira
jeste naravno zbir posledǌeg qlana forme i broja koji korespondira sa
istom formom bez posledǌeg qlana. Ako je broj qlanova neki limit-
ordinal, tj. ordinal bez prethodnika, onda uzimamo sve brojeve koji
korespondiraju s nekom osaka�enom formom maǌom od originalne, i sve
brojeve koji korespondiraju s nekom osaka�enom formom ve�om od orig-
inalne. Najjednostavniji broj izme�u ǌih �e da korespondira sa origi-
nalnom formom. Iako se bitno razlikuju, normalne sume transfinitnih
du�ina su potrebne zarad nekih brojeva gde se proces objaxǌen gore ne
zaustavǉa nakon konaqno mnogo koraka (na primer ω

ω−1
).

Oqito, ova konvencija odre�uje jedinsven broj za svaku normalnu
formu. Tako�e, broj ne mo�e da korespondira sa vixe od dve normalne
forme. Ranije objaxǌeni iterativni proces poma�e u nala�eǌu nor-
malne forme dok god terminira. Ako ne terminira, proizvedeni razvoj
i daǉe predstavǉa neku normalnu formu. Broj koji korespondira sa tom
normalnom formom se treba oduzeti od poqetnog, i dobi�emo novi broj
nesrazmeran i sa jednim sabirkom te forme. Samo treba argumentovati
da postoji neki ordinal koji predstavǉa du�inu te forme. Da ne pos-
toji, slo�enost broja isto ne bi bio ordinal. Uz malo tehnikalnosti,
ovo �e biti dovoǉno da doka�e:

Teorema 20. Svaki broj korespondira sa jedinstvenom normalnom formom.

Primetimo, tako�e, da ukoliko je ordinal koji predstavǉa du�inu
forme limit-ordinal, po konvenciji ǌena vrednost jeste izme�u vred-
nosti osaka�enih formi. Ukoliko ima prethodnika, po Teoremi jed-
nostavnosti mo�emo ignorisati sve osaka�ene forme du�ina koje nisu
maksimalne, i uvide�emo da ista ugǌe�denost postoji u ovom sluqaju.
Tako se dokazuje:

Lema. Za svaku normalnu formu, ǌena vrednost je najjednostavniji broj
izme�u vrednosti ǌenih osaka�enih formi.

Drugaqiji naqin da ovo iska�emo jeste:∑
β<α

ωyβrβ = ({
∑
β≤γ

ωyβrβ − ωyγϵ|γ < α, ϵ > 0}, {
∑
β≤γ

ωyβrβ + ωyγϵ|γ < α, ϵ > 0})

Ovde dodajemo jednu tvrdǌu koju �emo koristiti ali ne�emo dokazati
ovde, jer je to opxti rezultat. Dokaz se mo�e na�i u [3]:
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Lema. (Kombinatorna lema na polugrupama) Neka je T dobro ure�en pod-
skup pozitivnih2 elemenata neke totalno ure�ene polugrupe, i neka je S
skup konaqnih suma elemenata T . Onda je S dobro ure�en i svaki ǌegov
element se mo�e predstaviti kao konaqna suma elemenata T na samo
konaqno mnogo naqina.

Sada definixemo odre�ene pojmove koji �e nam pomo�i u izra�avaǌu
daǉih tvrdǌi:

Definicija 16. Ako svakome broju y pripixemo *realan broj ry, i brojevi
kojima su pripisane vrednosti razliqite od nule qine opadaju�i niz, for-
malnoj sumi

∑
y∈No

ωyry pripisujemo vrednost odgovaraju�e normalne forme.

Tako�e, formalni proizvod (∗) dve forme definixemo kao
∑
γ<α

δ<β

ωyγ+yδrγsδ.

Zbog prethodno dokazane leme imamo i posledicu:

Posledica 4.

(
∑
y∈No

ωyry)
L = {

∑
y>z

ωyry + ωzrz
L|z ∈ No}

(
∑
y∈No

ωyry)
R = {

∑
y>z

ωyry + ωzrz
R|z ∈ No}.

Gde se za opcije *realnih brojeva biramo samo one ranijeg ro�endana.

Posledǌa restrikcija omogu�ava dve stvari: znamo da su konstru-
isane klase skupovi, xto nam je potrebno, i znamo da iza osaka�enih
formi stoje jednostavniji brojevi.

Zbog Kombinatorne leme, znamo da formalni proizvod dve forme
tako�e odgovara normalnoj formi. Nije texko primetiti i da y ∗ z =
({y ∗ z − ωxϵ}, {y ∗ z + ωxϵ}) gde je ϵ pozitivan *realni broj, a x = yα + zβ
za opxte yα, zβ gde oni qine brojeve u nizovima koji odgovaraju datim
normalnim formama.

Teorema 21.
∑
y∈No

ωyry +
∑
y∈No

ωysy =
∑
y∈No

ωy(ry + sy).

Dokaz. Koristimo indukciju. Teorema sledi iz prethodne korolarije i
definicije zbira.

Lema. ωx
∑
β<α

ωyβrβ =
∑
β<α

ωyβ+xrβ.

2Pozitivni elementi su takvi da a+ a > a
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Dokaz. Indukcija po α. Ukoliko ima prethodnika, trivijalno je. Inaqe,
imamo izraze oblika

∑
β≤γ

ωyβ+xrβ ± ωyγ+xϵ+ ωx
S
(

∑
γ<β<α

ωyβrβ ∓ ωyγϵ) u levom i

desnom skupu proizvoda. Zbog nesrazmernih sabiraka, lako se vidi da:∑
β≤γ

ωyβ+xrβ − ωyγ+x2ϵ+ ωx
L

(
∑

γ<β<α

ωyβrβ + ωyγ2ϵ) <
∑
β≤γ

ωyβ+xrβ − ωyγ+xϵ∑
β≤γ

ωyβ+xrβ + ωyγ+xϵ+ ωx
R

(
∑

γ<β<α

ωyβrβ − ωyγϵ) <
∑
β≤γ

ωyβ+xrβ − ωyγ+xϵ

ǋima demonstriramo da je tra�ena forma ve�a od leve strane proizvoda.
Sliqno se pokazuje da je maǌa od desne strane. Za ǌene opcije, me�utim,
to ne va�i jer su ukǉuqene u proizvodu, stoga lema je taqna po Teoremi
jednostavnosti.

Teorema 22. Formalni proizvod dve normalne forme odgovara obiqnom
proizvodu; y · z = y ∗ z.

Dokaz. Delimo na dva sluqaja: kada du�ina makar jedne normalne forme
ima prethodnika (tada je oqito s obzirom na prethodnu lemu) i kada je
du�ina obe normalne forme limit-ordinal. U drugom sluqaju ispitu-
jemo opcije proizvoda, koje su oblika yzS+yT z−yT zS. Indukcijom dolaz-
imo do y ∗ z − (y − yT ) ∗ (z − zS). Sada, y − yT je oblika ±ωyαϵ1 + c1, gde
je c1 nesrazmerno maǌe od ostatka. Sliqno, z − zS je oblika ±ωzβϵ2 + c2.
ǋihov proizvod onda jeste oblika ±ωyα+zβϵ1ϵ2 + c, gde stoji minus ako je
leva opcija, a plus ako je desno, i c je mnogo maǌe. Onda va�i

yz = ({y ∗ z − ωyα+zβϵ− c}, {y ∗ z + ωyα+zβϵ+ c})

Ali ovo je evidentno jednako broju ({y ∗ z − ωyα+zβϵ}, {y ∗ z + ωyα+zβϵ})
po Teoremi jednostavnosti (za datu opciju uvek mo�emo odabrati jednu
maǌu i jednu ve�u sa iste strane), xto je y ∗ z.

Odavde sledi i

Posledica 5.
∑
y∈No

ωyry ·
∑
y∈No

ωysy =
∑
y∈No

ωy
∑
z∈No

rzsy−z.

2.2.1 Beskonaqne sume
Sada smo motivisani da konstruixemo opxtije verzije suma, oblika∑

n xn. Za naxe algebarske ciǉeve postavi�emo dovoǉne (ali ne nu�no
i potrebne) uslove konvergentnosti.
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Definicija 17. Neka za svako n va�i xn =
∑

y∈No ω
yry,n. Ka�emo da

suma
∑

n xn konvergira ka x ako sume tipa
∑

n ry,n konvergiraju ka ry, x =∑
y∈No ω

yry i mo�emo odabrati strogo opadaju�i niz brojeva tako da ry,n =
0 za bilo koje y van tog niza.

Posledǌa definicija je tu da bismo spreqili apsurdnosti poput:

(1− ω) + (ω − ω2) + ... = 1

Definicija 18. Broj je infinetesimalan ako je izme�u svakog pozitivnog
i svakog negativnog *realnog broja.

Teorema 23. Suma oblika
∑

n rnx
n konvergira ukoliko je x infinetesi-

malno.

Dokaz. Ovde koristimo prethodno pomenutu Kombinatornu lemu, ili pre
ǌenu simetriqnu tvrdǌu. Uzmimo skup svih brojeva qija se omega-mapa
pojavǉuje u normalnoj formi infinetesimalnog broja x, T . ǋegovi ele-
menti su negativni i obrnuto-dobro-ure�eni3. Stoga je i S, skup brojeva
qije se omega-mape pojavǉuju u normalnoj formi bilo kojeg stepena x,
i daǉe, svaki element iz S se mo�e predstaviti kao konaqna suma ele-
menata iz T (proizvod suma) na samo konaqno mnogo naqina. Odavde se
lako vidi da su naxa 3 uslova konvergencije ispuǌena.

Ove beskonaqne sume, onda, nasle�uju intuitivna algebarska svo-
jstva. Mo�emo da ih tretiramo i kao formalne stepene redove, xto
poma�e slede�em dokazu:

Teorema 24. Svaki pozitivan broj x ima jedinstven pozitivan n-ti ko-
ren.

Dokaz. Uvi�aj u normalne forme nam ka�e da svaki pozitivan broj mo�emo
zapisati u obliku ωyr(1 + d), gde je r pozitivan *realan, a d infinetes-

imalan broj. Sigurno ω
y
n i r

1
n postoje, a suma

∑
k

( 1
n
)!

( 1
n
−k)!k!d

k odgovara
nekom broju qiji je n-ti stepen 1 + d, naravno pozitivan. Jedinstvenost
je oqigledna.

3umesto da svaki neprazni podskup ima minimum, svaki neprazni podskup ima mak-
simum
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2.3 Realna zatvorenost i univerzalno utapaǌe

Sada radimo sa polinomima, i pomo�i �e nam da definixemo formalnu
sumu oblika

∑
β<α

ωyβpβ, gde je pβ polinom s *realnim koeficijentima.

Zbog Kombinatorne leme i prethodnih izvedbi, ova suma �e se sliqno
ponaxati. Podsetimo se da postoje tri ekvivalentne tvrdǌe koje
definixu realno-zatvoreno poǉe:

• Poǉe nije algebarski zatvoreno, ali ǌeno proxireǌe sa i =
√
−1

jeste

• Saglasno sa nekim linearnim ure�eǌem, svaki polinom neparnog
stepena ima koren u poǉu, i svaki pozitivan broj ima n-ti koren u
poǉu

• Poǉe ima ista ”svojstva prvog reda”4 kao i realni brojevi

Poxto smo ve� dokazali deo s korenima, mo�emo probati dokazati deo
s polinomima. Zapoqnimo sa slede�om lemom:

Lema. Neka je f moniqan polinom nad nadrealnim brojevima, takav da
svaki koeficijent se mo�e predstaviti kao zbir *realnog i infinetesi-
malnog broja. Tako�e, neka se r, polinom gde su koeficijenti realni delovi
odgovaraju�ih koeficijenata u f , mo�e predstaviti kao proizvod uzajamno
prostih polinoma sa *realnim koeficijentima P0 i Q0. Onda se i f mo�e
predstaviti kao proizvod P · Q, gde se realni delovi ǌihovih koeficije-
nata poklapaju sa koeficijentima P0 i Q0.

Dokaz. Dokaz posti�emo tako xto �emo induktivno potvrditi postojaǌe
niza polinoma sa *realnim koeficijentima. Neka se (

∑
β<γ

ωyβPβ)(
∑
β<γ

ωyβQβ)

sla�u za sve ωy gde y ≥ yβ za β < γ, i za β > 0 polinomi Pβ i Qβ su stepena
maǌih od P0, Q0, ali proizvod se ne poklapa sa f . Slede�i qlan sume is-
tra�ujemo ovako: yγ �e biti prvi ”eksponent” gde se proizvod razlikuje.
Uslov da �emo na�i takve polinome jeste oblika P0Qγ + PγQ0 = S. Zbog
uslova da su P0 i Q0 uzajamno prosti, znamo da to mo�e biti ispuǌeno
i to tako da su oba maǌeg stepena. Proizvod augmentovanih suma �e
onda biti taqan na vixe mesta. Ovim procesom (i prikupǉaǌem sume
na du�inama nivoa limit-ordinala) nalazimo naxe P i Q.

Sada mo�emo da se posvetimo glavnom delu naxeg zadatka:

4jednostavno, to jesu formule bez slobodnih varijabli
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Teorema 25. Svaki polinom neparnog stepena u Poǉu nadrealnih brojeva
ima koren.

Dokaz. Neka je polinom u pitaǌu P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...a1x + a0.
Polinom Q(x) = 1

an
P (x − an−1

nan
) ima rexeǌe akko P (x) ima rexeǌe. Pret-

postavimo da nije jednak xn (xto naravno ima trivijalno rexeǌe) i neka
su brojevi tipa ci takvi da je ωci srazmerni sa odgovaraju�im koefici-
jentima u Q(x). Onda odredimo broj c = max{ ci

n−i |0 ≤ i < n−1} formiramo
novi polinom R(x) = 1

ωncQ(xω
c), koji isto ima koren akko Q(x) ima. Kako

va�i ci + ci ≤ cn, mi imamo moniqan polinom sa koeficijentima koji se
mogu zapisati kao zbir *realnog i infinetesimalnog broja. Tako�e,
makar jedan koeficijent koji nije ispred xn ima *realan deo razliqit
od nule.
Sluqaj 1: Mo�emo faktorisati ovaj polinom na dva polinoma. Onda je
jedan od ǌih neparnog stepena, i po indukciji jedan od ǌih ima koren
i stoga qitav polinom ima koren.
Sluqaj 2: Ne mo�emo to uraditi. Onda, po kontrapozitivi prethodne
leme, *realni deo polinoma je ili oblika (x−a)n ili (x2− bx+ c)k. Kako
je polinom neparnog stepena, drugo ne mo�e biti sluqaj. Poxto je ko-
eficijent ispred xn−1 nula, znamo da a = 0, ali to je kontradikcija jer
makar jox jedan koeficijent ima *realan deo razliqit od nule.

Sliqnom procedurom mo�e da se poka�e da ”eksponenti” u normal-
noj formi korena su racionalne linearne kombinacije ”eksponenata”
koeficijenata polinoma. No, mnogo bitnije, sada mo�emo da tvrdimo:

Teorema 26. No jeste realno-zatvoreno, ure�eno Poǉe. Ili, No[i] je
algebarski-zatvoreno Poǉe.

Do sada smo istra�ivali zaista mo�nu strukturu nadrealnih bro-
jeva, u smislu da mo�emo prouqavati xiroku analizu i algebru ko-
riste�i ovo Poǉe. No, jox jednu karakteristiku ǌene strukture je
po�eǉno odgonetnuti. U prvom poglavǉu smo uvideli da No u sebe
ugra�uje realne i ordinalne brojeve (tj. iz ǌih postoji homomorfizam
u No). Ispostavǉa se da je ova sposobnost ugra�ivaǌa mnogo xira.
Oslonimo se na definiciju:

Definicija 19. Klasu F koja je tako�e ure�eno Poǉe zovemo univerzalno
utapaju�om ako svako ure�eno poǉe na nivou skupa ima homomorfizam u F .

Za slede�u vrlo smelu teoremu treba�e nam pomo� kontroverzne ali
xiroko korix�ene Aksiome izbora, to jest ǌoj ekvivalentne tvrdǌe
koja glasi ”svaka klasa ima dobro ure�eǌe”.
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Teorema 27. No je univerzalno utapaju�e, totalno ure�eno Poǉe.

Dokaz. Prvo primetimo da, akko neko ure�eno poǉe f ima homomor-
fizam u No, ima i ǌegovo realno-zatvoreno proxireǌe R(f). Zato
�emo samo dokazati ovu tvrdǌu za realno-zatvorena poǉa r. Neka je
card(r) = κ. Elemente r �emo urediti tako da su izomorfni sa elemen-
tima κ, i imenova�emo te elemente a0, a1... aβ... odgovaraju�e. Neka je
Fα najmaǌe realno-zatvoreno ure�eno poǉe koje sadr�i elemente do aα.
Radimo indukciju po α da postoji izomorfizam iz Fα u No. Ukoliko
je α limit-ordinal, ovo je lako videti. Isto ako α ima prethodnika
qiji je odgovaraju�i element algebarski nad prethodnim poǉem. Inaqe,
definixemo x kao element ugǌe�den izme�u elemenata koji formiraju
izomorfizam sa Fα−1, gde aα−1 odvaja levi i desni skup. Zbog realne
zatvorenosti ova dva skupa, homomorfizam koji fiksira elemente Fα−1

i slika aα−1 u x postoji. Evidentno, Fκ = r, i stoga homomorfizam
postoji.

Teorema 28. Svako univerzalno utapaju�e ure�eno Poǉe je izomorfno sa
No.

Dokaz. Ovde se koristimo qiǌenicom da stroge klase imaju istu ”kar-
dinalnost”. Dobro uredimo obe klase i alternativno kreiramo realno-
zatvoreno poǉe u jednoj, proxirivaju�i sa sleduju�im elementom, i
na�emo sliku tog poǉa u drugoj. Induktivno, sliqno kao pre, ima�emo
izomorfizam obe klase.

Zakǉuqak: Klasa No ima ulogu apstraktnog, univerzalno utapaju�eg,
realno-zatvorenog ure�enog Poǉa.

2.4 Stepenovaǌe
Mada omega-mapa liqi na stepenovaǌe, razlikuje se po tome xto nema
izomorfizam sa pozitivnim brojevima po dizajnu. Tip funkcije koji
bi zadovoǉavao kriterijume da se zove eksponencijalnom bi verovatno
trebalo predstavǉati izomorfizam izme�u (No,>,+) i (No+, >, ·). Za
ograniqene brojeve mo�emo primeniti odgovaraju�u beskonaqnu sumu,
ali za transfinitne vrednosti takve sume bi bile loxe definisane.
Gonxorev pristup je doveo do definicije koja u potpunosti predstavǉa
prethodni izomorfizam, do qega nameravamo i do�i.
Slede�u definiciju nije problematiqno razumeti unutar teorije, ako
se dr�imo toga da je uvek x0 = 1 i razumemo sve ǌene elemente kao
rekurzivno definisane:
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Definicija 20. Za opxti nenegativan ceo broj n va�i

En(x) =
n∑
k=0

xk

k!

eb =
∞∑
k=0

bk

k!

e = e1

gde je b ograniqen broj.

Naxe poznavaǌe realne analize sugerixe da ovako definisano e se
podudara sa klasiqnim brojem e. Tako�e poznavaǌe beskonaqnih suma
implicira da se ex ponaxa na dosta naqina kao stepenovaǌe u realnoj
analizi, ukǉuquju�i i eaeb = ea+b. Jedna od stvari koju bismo hteli da
naxa opxta definicija zadovoǉava jeste i da se poklapa sa vrednostima
ex za ograniqeno x.

Definicija 21. Levi i desni skup broja exp(x), tj. eksponovanog x, jesu

(exp(x))L = {0, exp(xL)En(x− xL), exp(xR)E2n+1(x− xR)}

(exp(x))R = { exp(xR)

En(xR − x)
,

exp(xL)

E2n+1(xL − x)+
}.

Da bismo nastavili dokazivati teoreme, potrebno je imati nekoliko
alatki. Prvo, naravno, za pozitivno x va�i da En(x) raste kako n raste.
Za negativno infinetesimalno x va�i da E2n+1(x) raste kako n raste,
a E2n(x) opada. Ako je x negativno transfinitno, E2n+1(x) je sigurno
negativno. Daǉe, za pozitivno x, y va�i nejednakost
E2n(x+y) ≥ En(x)En(y) ≥ En(x+y). Sliqno za negativne infinetesimalne,
E4n+3(x + y) ≥ E2n+1(x)E2n+1(y) ≥ E2n+1(x + y). Ovo su rezultati koji se
koriste binomnim razvojem.

Teorema 29. exp(x) je broj. exp(x) > 0. Za x < y va�i exp(x)En(y − x) <
exp(y) i exp(y)E2n+1(x− y) < exp(x). Za x = y va�i exp(x) = exp(y).

Dokaz. Po indukciji, znamo da su opcije stepena brojevi. Svaka desna
opcija je oqito ve�a od nule. Imamo nejednakosti:

exp(xL)En(x− xL)Em(x
R − x) ≤ exp(xL)Ep(x

R − xL) < exp(xR)

exp(xR)E2n+1(x− xR)E2m+1(x
L − x) ≤ exp(xR)E2p+1(x

L − xR) < exp(xL)

Em(x− xL)E2n+1(x
L − x), En(x

R − x)E2m+1(x− xR) < 1
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exp(x1
S)En(x− x1

S)Em(x2
S − x) < exp(x1

S)Ep(x2
S − x1

S) < exp(x2
S)

Za dovoǉno visoko p, gde u posledǌoj nejednakosti m ili n je iskǉuqivo
neparno i odabrane opcije nisu jednake. Ispuǌen je uslov da poka�emo
da je exp(x) broj.
Oqito je da exp(x) > 0. Neka je x < y. Ako ima makar jedno yL ili xR da
va�i x < yL ∨ xR < y, nazovimo tu opciju z i utvrdimo: exp(x)En(y − x) <
exp(x)En(z−x)En(y− z) < exp(y). Sliqno druga nejednakost. Inaqe, jedan
element jednak je nekoj opciji drugog elementa. Po indukciji nejed-
nakosti trivijalno slede.
Neka x = y sada. Onda je x ugǌe�deno izme�u opcija y i po induk-
ciji exp(x) je ugǌe�deno izme�u opcija exp(y). Analogno obrnuto, dakle
exp(x) = exp(y).

Ve� smo pokazali ne samo legitimnost nego i quvaǌe poretka u ovoj
funkciji. Slede�i znatno ve�i korak jeste da poka�emo homomorfizam
iz (No,+) u (No+, ·), za xta �emo morati deliti na sluqajeve u zavis-
nosti brojeva s kojim radimo.

Definicija 22. Broj predstavǉen normalnom formom kao
∑
β<α

ωyβrβ zovemo

qisto beskonaqnim ako va�i yβ > 0.5

Kategorije ograniqenog i qisto beskonaqnog broja su te koje �e nam
prirodno deliti sluqajeve, jer svaki broj se mo�e zapisati kao zbir
ograniqenog i qisto beskonaqnog broja.

Teorema 30. Za ograniqene brojeve exp(x) = ex (i ograniqeni brojevi
nasle�uju svojstvo exp(x)exp(y) = exp(x+ y)).

Dokaz. Ako je broj *realan, mo�emo da se oslonimo na znaǌe realne
analize. Inaqe, osloni�emo se na indukciju (sve opcije ograniqenih
brojeva se svode na druge ograniqene brojeve, tako da je to opravdano).
Zapiximo x kao r + ι. Ako mu je leva opcija oblika s + ι′ gde s < r,
*realni deo leve opcije stepena je exEn(r− s), xto je maǌe od er. Ako je
oblika r + ι′ gde ι′ < ι, imamo exp(r + ι′)En(ι − ι′) < er+ι. Sliqno za desnu
stranu. Tako je ex ugǌe�deno izme�u opcija exp(x).
Te�i deo dokaza jeste da ǌegove opcije nisu isto tako ugǌe�dene. U tom
sluqaju tvrdimo da ex = ({ex − ωyβϵ}, {ex + ωyβϵ}), gde ωyβ stoji za opxti
”eksponent” u normalnoj formi ex. �elimo da za nasumiqno odabrano

5I nula spada u ovu definiciju. Ne zvuqi naroqito prihvatǉivo, ali radi kada
su u pitaǌu daǉe izvedbe
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yβ mo�emo odabrati dovoǉno veliko n da ex
L
En(x − xL) prestigne odgo-

varaju�u opciju, a to radimo tako xto se pobrinemo da En(x− xL) bude
xto ”taqnija” aproksimacija ex−x

L
(mora biti taqna do ωyβ). Toliko

jeste osigurano (zbog Kombinatorne leme), a onda je u proizvodu sa ex
L

osigurano da smo prestigli datu opciju. Identiqan argument radi za
ostala potrebna pore�eǌa, gde na nekim mestima umesto n moramo da se
ograniqimo na 2n+ 1.

Teorema 31. Za u qisto beskonaqno i b ograniqeno va�i exp(u + b) =
exp(u) + exp(b).

Dokaz. Indukcija. Neka x = u+ b, i neka nijedno nije nula, jer
inaqe je trivijalno. Ako je xL = v + s gde v < u onda
exp(v+s)En(x−xL) << exp(v)exp(s)En+1(u−v) < exp(s)exp(u). Naravno onda
je i maǌe od exp(u)exp(b). Na desnoj strani odgovaraju�i termini nes-
taju jer su uvek negatvni. Ako xL = u+s gde s < b, onda exp(u)exp(s)En(b−
s) < exp(u)exp(b). Sliqnan argument va�i za xR. Dokazali smo da je
proizvod ugǌe�den izme�u opcija exp(u+ b).
Sada posmatramo opcije proizvoda. Proverimo da r(exp(x))L < exp(x)kada
< r(exp(x))R za qisto beskonaqno x. To odmah pokazuje da opcije
(exp(x))R(exp(y)−(exp(y))S)+exp(x)(exp(y))S nisu ugǌe�dene izme�u opcija
exp(x + y) Zatim, neka Ln predstavǉa exp(bL)En(b− bL) �elimo pokazati
da Ln+1−Ln

eb−Ln
nije infinetesimalno. Ako b − bL nije infinetesimalno, to

je oqito. Inaqe, proveriti da je vrednost maǌa od 1. Skratiti broji-
lac i imenilac sa eb

L
. Nakon xto sredimo, osta�e nam (b−bL)n+1

(n+1)!(eb−bL−En(b−bL)
.

Imenilac mo�emo da sredimo da ima poqetni termin (jednak brojiocu)
i sumu qiji je svaki qlan oblika r(b− bL)k, za k > n+ 1. Na kraju dobi-
jamo 1

1+Σ
gde je Σ infinetesimalno. Ovaj broj je ve�i od svakog *realnog

broja maǌeg od 1- srazmeran je *realnim brojevima. Onda:

exp(u)(exp(b))L + (exp(u))L(exp(b)− Ln) < exp(u)Ln + exp(u)(Ln+1 − Ln)

< exp(u+ b)En+1(b− bL)

Sliqno za preostali skup opcija. Po Teoremi jednostavnosti, dokazano.

Da bismo nastavili, primetimo da iz qisto beskonaqnih brojeva
mo�emo da izbacimo sve konaqno udaǉene opcije. Potom, ”pola” opcija
u stepenu broja nestane, a ostale opcije grade broj koji je zbog jednos-
tavnosti jednak ({0, xL(x − xL)n}, { xR

(xR−x)n}). Korak daǉe, neka xL = u + b

gde je u qisto beskonaqno (naravno ve�e od 0) a b ograniqeno. Ako je
b pozitivno, onda je exp(u)exp(b)(x − u − b)n oqigledno mnogo maǌe od
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exp(u)(x − u)n+1. Inaqe exp(u)exp(b)(x − u − b)n ≤ exp(u)(x − u)n(1 − b)n <<
exp(u)(x− u)n+1. Sliqno va�i i za desnu stranu. Neka ∞(x) predstavǉa
qisto beskonaqni deo x u slede�oj lemi:

Lema. Za qisto beskonaqno x imamo

exp(x) = ({0, exp(∞(xL))(x−∞(xL))n}, { exp(∞(xR))

(∞(xR)− x)n
}).

Teorema 32. Za qisto beskonaqne brojeve va�i exp(x)exp(y) = exp(x+ y).

Dokaz. Radi preglednosti ne�emo uvek zapisivati oznaku za beskonaqni
deo, podrazumeva�e se. Primetiti kako je ∞(x+y) = ∞(x)+y i x ≻ ∞(x).
Ovo je dovoǉno da opravda, koriste�i indukciju, da

(exp(x+ y))L = {0, exp(y)exp(xL)(x− xL)n, exp(x)exp(yL)(y − yL)n}
(exp(x+ y))R = {exp(y)exp(xR)(xR − x)−n, exp(x)exp(yR)(yR − y)−n}

Poxto imamo nulu, znamo da je proizvod ugǌe�den u ove opcije. Ostaje
samo pokazati da su preostale opcije suvixne. Za desnu stranu imamo
slede�e nejednakosti:

exp(y)exp(xL)(x− xL)n +
exp(x)exp(yR)

(yR − y)m
− exp(xL)exp(yR)(x− xL)n

(yR − y)m

≥ exp(x)exp(yR)

(yR − y)m
− exp(xL)exp(yR)(x− xL)n

(yR − y)m

> 0.5
exp(x)exp(yR)

(yR − y)m
>
exp(x)exp(yR)

(yR − y)m+1

gde je pretposledǌa nejednakost po nesrazmernosti. Sliqno ako obrnemo
mesta x i y.
Za levu stranu, vidimo da exp(xR)

(xR−x)n je nesrazmerno ve�e od exp(xR)
(xR−x)n+1 >

exp(x). Onda je umaǌilac nesrazmerno ve�i od oba sabirka, i ovaj skup
opcija je negativan. Tako�e, ako je exp(y)exp(xL)(x− xL)n

≤ exp(x)exp(yL)(y − yL)n, onda je preostala klasa sabirka maǌa od
2 · exp(x)exp(yL)(y − yL)n < exp(x)exp(yL)(y − yL)n+1. Sliqno ako va�i
suprotna nejednakost.

Iz ove tri teoreme naravno sledi:

Posledica 6. Za bilo koja dva x, y va�i exp(x+ y) = exp(x)exp(y). Tako�e
exp(x)exp(−x) = 1.
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2.4.1 Prirodni logaritam
Za nala�eǌe logaritma, imamo oru�e da se sna�emo sa ograniqenim
brojevima. Uskoro �emo to znatno proxiriti.
Primetimo da je exp(x) nesrazmeran sa svojim opcijama. To znaqi da
je u sopstvenoj klasi ekvivalencije najjednostavniji element. Onda ωb

koje je s ǌim u klasi, po definiciji jednakosti, je jednako s ǌim. To
dokazuje:

Teorema 33. Stepeni qisto beskonaqnih brojeva proizvode omega-mape.

Slede�u definiciju pravimo iskǉuqivo za takve brojeve:

Definicija 23. Prirodni logaritam omega-mape nekog broja je definisan

(ln(ωb))L = {ln(ωbL) + n, ln(ωb
R

)− ω
bR−b

n }

(ln(ωb))R = {ln(ωbR)− n, ln(ωb
L

)− ω
b−bL

n }.

Teorema 34. ln je dobro definisan i jednak za jednake vrednosti. Za a > b

va�i n < ln(ωa)− ln(ωb) < ω
a−b
n za prirodno n.

Dokaz. Sve opcije su po indukciji dobro definisane. Oqito ln(ωb
L
)+n <

ln(ωb
R
) − m. Ako b1

L ≤ b2
L, nejednakost ln(ωb1

L
) + n < ln(ωb2

L
) + ω

b−b2
L

m je

trivijalna. Inaqe ln(ωb1
L
)− ln(ωb2L) < ω

b1
L−b2

L

m < ω
b−b2

L

m −n. Sliqan dokaz
za opcije koje ukǉuquju desne qlanove b. Posledǌa nejednakost koja nam
treba ukǉuquje AG-nejednakost:

ln(ωb
R

)− ln(ωb
L

) < ω
bR−bL

2p <
1

2
(ω

b−bL

p + ω
bR−b

p )

Za dovoǉno veliko p (xtavixe, maksimum od m,n) prati da

ln(ωb
R
)− ln(ωb

L
) < ω

b−bL

m + ω
bR−b

n

Za a = b jednakost logaritama �e da prati po definiciji jednakosti kada
induktivno primenimo nejednakosti tvrdǌe. Za a > b nalazimo ǌihove
znakovne razvoje. Ako je jedan inicijalni segment drugog, nejednakosti
su trivijalne. Inaqe nalazimo broj definisan ǌihovim zajedniqkim
inicijalnim segmentom, a > c > b. Dodavaǌem odgovaraju�ih jednaqina
dobijamo da n ≤ 2n < ln(ωa) − ln(ωb) < ω

a−c
n + ω

c−b
n < ω

a−b
n . Dokaz je time

zavrxen.

Kada je ovo pokazano, primetimo da za bilo koji ograniqen broj b i
qisto beskonaqan broj u va�i:
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• u+ b je slo�enije od u

• Ako je neki broj izme�u opcija ln(ωy), on +b je isto izme�u tih
opcija.

Iz ovoga logiqki sledi da

Lema. ln(ωy) je qisto beskonaqni broj.

Sada nam ostaje jox jedna teorema da zapravo demonstriramo izomor-
fizam:

Teorema 35. exp(ln(ωb)) = ωb.

Dokaz. Primenom Teoreme 31, Teoreme jednostavnosti i definicije log-
aritma dobijamo:

({0, rωbL(ln(ωb)− ln(ωb
L

)− n))m}, {sωbR(ln(ωbR)− ln(ωb) + n))−m}

Primenom Teoreme 32, brzo vidimo da je ωb ugǌe�deno izme�u ovih op-
cija. Tako�e, biraǌem opcija gde se bU i r tj s poklapaju, po Teoremi
Jednostavnosti ovo je zadovoǉeno.

Ovime mo�emo privesti kraju: neka je x = ωyr(1 + d) pozitivan broj.
Tada je ln(ωy) + ln(r) +

∑
k−

(−d)k
k

broj takav da je ǌegov stepen upravo
x. Neka funkcija koja proizvodi ovakav rezultat za x bude zvana samo
ln(x). Onda:

Definicija 24. Za a > 0, ax definixemo kao exp(xln(a)).

I odeǉak privodimo kraju Teoremom koja lako prati iz svega xto
smo rekli:

Teorema 36. Za a > 1, funkcija ax predstavǉa izomorfizam izme�u
(No,>,+) i (No,>, ·), a za a < 1 izme�u (No,>,+) i (No,<, ·).

Zakǉuqujemo da je eksponencijalna funkcija jedna od klasiqnih funkcija
koja se mo�e proxiriti na nadrealne brojeve.



3 Alternativna koncepcija
nadrealnih brojeva

U ovom poglavǉu posveti�emo se koncepciji nadrealnih brojeva kao
znakovnih redova (koja se pre svega pripisuje Gonxoru), vide�emo kako
se nadovezuje na svu prethodnu teoriju i pogledati neke od ǌenih pred-
nosti i mana.

Definicije pozajmǉujemo iz poglavǉa 2.1 i ka�emo da su nadrealni
brojevi funkcije iz nekog ordinala u binarni skup Ω = {+,−}, ǌihovu
klasu �emo zvati NoG, ekvivalencija jeste identiqnost a ǌihov strogi
poredak je leksikografski. Tako�e se podse�amo definicije za du�inu
znakovnog reda, i ovde ona �e predstavǉati du�inu/jednostavnost
nadrealnog broja. Lako se mo�e pokazati i bez uvida u prethodnu
teoriju da je ≥ i ovde totalni poredak. Da bi smo definisali op-
eracije, me�utim, oslonac na prethodnu teoriju je potreban. Mo�emo
da zaobi�emo pomen klase No ako doka�emo takozvanu Fundamentalnu
teoremu postojaǌa, xto �emo uqiniti qisto da eliminixemo suvixnu
zavisnost. Poqnimo od definicija:

Definicija 25. *Supremum skupa nadrealnih brojeva F iteriranog do α
jeste

sup(F )α = {(β, sup(F )(β)) ∈ On× Ω|β ∈ α}

Gde sup(F )(β) = − ako (∀f ∈ F )(fβ = sup(F )β =⇒ f(α) = −), a inaqe
sup(F )(β) = +.
*Infimum definixemo analogno (zameniti mesta plusevima i minuse-
vima).

Ovaj supremum/infimum se bitno razlikuju od onih koje sre�emo u
realnoj analizi, jer se definixu po du�ini. Ali imaju dovoǉno sliqna
svojstva, koja �emo uvideti u slede�oj lemi:

37
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Lema. Za bilo koje f ∈ F va�i da fα ≤ sup(F )α, postoji neko α gde za svako
β > α va�i fβ < sup(F )β i sup(F )(β) = −. Tako�e, za bilo koje h < sup(F )α
du�ine najvixe α postoji f ∈ F da f ≥ h. Simetriqna teorema va�i za
*infimum.

Dokaz. Slede�i dokaz ima parǌaka koji va�i za *infimum. Prvu tezu
pokazujemo induktivno. Pretpostavimo da va�i za svako β < α. Ako
za makar jedno β va�i stroga nejednakost, zbog leksikografskog poretka
va�i i za α. Inaqe, delimo na 2 sluqaja:
Sluqaj 1: α je limit-ordinal, tj. nema prethodnika. Onda mo�emo re�i
da za svako β < α va�i sup(F )(β) = f(β), iz qega prati fα = sup(F )α
Sluqaj 2: α ima prethodnika, i va�i fα−1 = sup(F )α−1. Po definiciji
sup(F )(α) ≥ f(α) i time prati fα ≤ sup(F )α.
Da je sluqaj da je svaka aproksimacija jednaka, to bi znaqilo da je
du�ina f ve�a od bilo kojeg ordinala, xto nije sluqaj. Zbog leksiko-
grafskog poretka, na mestu gde nejednakost prva postane stroga, nadaǉe
�e uvek biti stroga i po definiciji svaki slede�i znak �e biti minus.

Posledǌa teza se isto dokazuje induktivno. Odvoji�emo maǌe i ve�e
prave inicijalne segmente supremuma.
Sluqaj 1: Ve�i inicijalni segmenti su svi maǌi od supremuma, ili
drugim reqima, supremum se zavrxava iskǉuqivo plusevima. Ako je
h maǌi od nekog od ǌih (xto jesu raniji supremumi), onda smo gotovi.
Inaqe, mo�e jedino biti segment koji prethodi prvobitnom. Po defini-
ciji, postoji f ∈ F gde fα−1 = h i f(α − 1) je ili nedefinisano ili +,
svakako f ≥ h.
Sluqaj 2: Ne zavrxava se iskǉuqivo plusevima. Pretpostavimo da je
h < sup(F )α. Ako je ǌegova du�ina maǌa, znamo da je neki pravi ini-
cijalni segment ve�e ili jednake du�ine ve�i od ǌega. Ako je ǌegova
du�ina taqno α, na�emo prvi ordinal gde se h i sup(F )α razlikuju, na-
zovimo je ψ. Oqito h < hψ < sup(F )α a ψ < α, stoga pod istim principom
mo�emo da na�emo pravi inicijalni segment ve�i od hψ, pa i od h.

Nadaǉe, radi konciznosti, kada ka�emo F < G, mislimo da je svaki
element iz F maǌi od svakog elementa iz G.

Lema. Za skupove nadrealnih brojeva va�i F < G va�i sup(F )α ≤ inf(G)α
i nakon nekog α va�i stroga nejednakost.

Dokaz. Ponovo koristimo indukciju, pretpostavǉamo da va�i za β < α.
Ako va�i stroga nejednakost makar negde, gotovi smo. Ako ne, opet
delimo na sluqajeve limit-ordinala (lako) i ordinala sa prethodnikom
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(xto sad gledamo). Da je sluqaj da sup(F )α > inf(G)α, onda bi va�ilo
sup(F )(α− 1) = +, tj da postoji f ∈ F da fα−1 = sup(F )α−1 ∧ f(α− 1) ̸= − i
sliqno da postoji g ∈ G da gα−1 = inf(G)α−1 ∧ g(α− 1) ̸= +. To bi znaqilo
da

g ≤ gα−1 = inf(G)α−1 = sup(F )α−1 = fα−1 ≤ f

Xto je kontradikcija.
Da su stalno jednaki, znaqilo bi da im je svaki znak jednaki. Me�utim
po prethodnoj lemi mo�emo odabrati ordinal nakon koje je svaki znak u
infimumu plus, a svaki znak u supremumu minus. Onda je infimum ve�i
od supremuma.

Sa ovom lemom na umu, i zbog dobrog poretka ordinala, za dva skupa
F < G mo�emo odabrati najmaǌe α gde sup(F )(α) = −, inf(G)(α) = +.
Po prethodnoj lemi sup(F )α = inf(G)α, i tu vrednost �emo (ne sluqajno)
nazvati (F,G). Evidentno, va�i F ≤ sup(F )α+1 < (F,G) < inf(G)α+1 ≤ G.
Dokazali smo da brojevi koji nisu ve�e du�ine ne mogu isto zadovoǉa-
vati. Ovo dokazuje:

Teorema 37. (Fundamentalna teorema postojaǌa) za svaka dva skupa nadreal-
nih brojeva F , G, gde F < G postoji jedinstven najjednostavniji broj
izme�u ǌihovih elemenata.

Radi kompletnosti, potrebno je uvideti i da za svaki broj h postoje
neki F i G sa qlanivima strogo maǌe du�ine od h gde (F,G) = h. Nije
texko primetiti da su inicijalni segmenti h dovoǉni da qine elemente
ta dva skupa. Pored toga, trebali bismo dokazati da je
ekvivalentno izjaviti (F,G) ≥ (F ′, G′) i izjaviti (F,G) > F ′∧G > (F ′, G′).
Jedan smer je trivijalan. Pretpostavimo da (F,G) > F ′ ∧ G > (F ′, G′)
ali da (F,G) < (F ′, G′). Onda mo�emo izvesti da F < (F ′, G′) < G i da
F ′ < (F,G) < G′. Po definiciji, (F,G) mo�e da zadovoǉava date nejed-
nakosti jedino ako mu je (F ′, G′) inicijalni segment, i obrnuto, xto bi
znaqilo da (F,G) = (F ′, G′), xto je kontradikcija.

U ovom trenutku, definicije za razne funkcije i operacije mo�emo
pozajmiti bez da se oslonimo na klasu No i dokazati teoreme identiqne
onima u Konvejevoj teoriji. Ostaje nam samo da razmotrimo po qemu se
razlikuje do sada.
Prva od prednosti ovog pristupa jeste da svaki broj ima jedinstvenu
reprezentaciju, xto osim xto je estetski lepo, jeste olakxaǌe kada do�e
do smislenog izra�avaǌa bitnih tvrdǌi u teoriji (npr. mesta gde je
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prethodno napisano da uzimamo jedinstvene predstavnike nekih klasa
brojeva, u praktiqnom smislu mo�emo da ignorixemo tu specifikaciju
ali u teorijskom mo�e da pravi problem). Zatim, pravilima na poqetku
daje utemeǉeǌe koje se ne oslaǌa na dvostruku rekurziju, na koju smo
se od poqetka oslaǌali.
Neki entiteti imaju i elegantnije definicije, na primer nove *ordi-
nale mo�emo definisati kao mapu iz ordinala u znak +, a *realne bro-
jeve kao brojeve ili konaqne du�ine ili ω du�ine da ne zavrxava samo
sa plusevima ili samo sa minusevima (mana ove definicije jeste da se
ovako gubi intuicija iza realnih brojeva, prednost jeste da je direkt-
nija definicija). Tako�e, uzmimo pojam raskoraka, koji inaqe pripada
prethodnoj glavi. Navikli smo da brojevi stoje izme�u dva skupa drugih
brojeva, me�utim ako isto pokuxamo sa dve prave klase, mo�e biti da
nijedan broj bude izme�u ǌih. Najprostiji sluqaj ovoga jeste kad No
podelimo na dva disjunktna skupa. Raskoraci bi trebalo da predsta-
vǉaju parove takvih klasa gde nijedan broj ne odgovara. U kontekstu
ovog pristupa, raskorake jednostavno mo�emo definisati kao funkciju
koja preslikava sve ordinale u binarni skup Ω. Ta funkcija jeste
na nivou klase, ali ne sadr�i klase, xto ih qini legitimnim matem-
atiqkim pojmom (glavna briga kod konstrukcije raskoraka jeste ǌihova
legitimnost). Neki od primera raskoraka jesu: On (svaki ordinal se
preslikava u plus), −On (svaki ordinal se preslikava u minus), 1

On
(0 se

preslikava u plus, ostale ordinale u minus), ∞ (prvih ω se preslikava
u plus, ostale u minus), bilo koje beskonaqne iteracije *supremuma ili
*infimuma.

Jedna od mana ovog pristupa jeste qiǌenica da koristimo
pre-definisane ordinale da do�emo do zadovoǉavaju�eg razumevaǌa ove
vrste nadrealnih brojeva, dok u prethodnoj teoriji to nije sluqaj. Na
praktiqnom nivou to nije naroqita briga, ali oni kojima je stalo do
estetike mogu probati na�i sliqne koncepcije koje direktnije definixu
nadrealne brojeve, izbegavaju entitete ambigualnog poretka kao + i −,
a opet oquvavaju duh Gonxorovog pristupa. Osim toga, ova teorija
iako potkrepǉuje prethodnu, suvixe zavisi od pojma ”najjednostavnijeg
broja izme�u dva skupa” koji je samo u prethodnoj teoriji primaran.
U najmaǌu ruku, to jeste napomena da je bitno razumeti Konveja makar
koliko i Gonxora da bismo se ozbiǉno bavili nadrealnim brojevima.
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