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YBOI

Teopuja OpojeBa mpejicTaB/ba jeqHy OJI HAJCTAPUjUX U Haj3HAYAJHUjUX I'DAHA
MaTeMaTHuKe. JOI OJ aHTUYKUX BPEMEHa, MaTeMaTHdape je 3aHnuMaJja JIeJbUBOCT
1eJnx OpojeBa, IMPOCTH OPOjeBM Kao M pelraBame AnoMaHTOBUX jeaHadnHa. Pa-
3BOjeM W HAIIPETKOM aJjredpe, jeduHucane cy HOBE CTPYKTYPE U METOJie Koje Cy
omMoryhmie Jyo/be pasyMeBame IPOCTUX OpojeBa, Kao U edUKacHUje pernaBarbe
nuodanToBux jeanaunna. zmehy ocranmx, yBeseH je U mojam ajredapCcKux pa-
mupema. HajjeqnocraBauju, ajan U HajBaXKHUjU TPUMED aJIredAPCKUX PAIIUPEha
Cy KBa/JIpaTHa PaIpeha PallMOHAJIHIX OpOjeBa.

[Ton kBajpaTHUM pallupemUMa PAIMOHATIHAX OpojeBa IMOApa3yMeBaMO CKYII
Q[v/D], 3a meku GeckBaaparan 1meo 6poj D, KOjH Cagp:Ki CBe GpoOjeBe OOJIHKA
a+ bVD, tae cy a u b pammonanuu opojesu. neja ysobema ckyma Q[\/ﬁ] je
ONINTHJU IIPUCTYII IPODJIEMUMa KOjUMa HUje aJEKBATHO IIPUCTYIIHUTU UCKJBYIUBO
palMoOHAJTHUM OpojeBUMa. ¥ JIPYTOM IIOTJIaBJBY OBOT' paJia heMo Jie(buHUCATH TIpe-
[IM3HO IIITa MPEICTaB/bajy e W MPOCTH OPOJjEBU Y PAIlUpPEy, KA0 U CMUCAO
JIeJbUBOCTH 1 (PaKTOPHU3AIINje HErOBUX IeJIOOPOJHUX eJIeMeHATa.

JemHa o)1 mpuMeHa KBaJIpaTHUX paIUpeha Ce Orjieia y JOIPUHOCY IIPU JOKa-
suBama Bennke @epmaoBe Teopeme 3a cirydaj n = 3, KOja TBPJIHU Jia 3a OWJIO KOjU
IpUpoaH Opoj n > 2 He MOCTOoje 1eJin OPOjeBHu &, Y, z TAKBH Ja Baxku: £ +y" = 2".

Tokom pajia Ha J0Ka3WBaiby OBE TeopeMe, MaTeMaTUdapyu Cy HPUMETHINA A
IIOCTOJU TPOIYCT y npuctyiy. Hanme, mpernocTaB/beHO je Ja y CBAKOM aJjredap-
CKOM palllipery pallMoHAJIHUX OpOojeBa BaKW jeINHCTBEeHa (DaKTOpHU3aIlnja MeInX
eJieMeHaTa Ha IIPOCTe, IITO ce KaCHUje MMOKA3aJI0 MOT'PEITHUM. ¥ IIPAaBO OBa, I'PEIKa
je MoTuBHcaJa yBoheme HOBHX ajredapCKuxX IMOjMOBA y MaTeMaTHKY, Kao IITO Cy
ujeaJl U KJjaacHe I'pyie, Koju he jacHuje JedUHUCATA OBaj MIPOOJEM U OTKJIOHUTH
ra y oapehenoj mepu, o kojuma he OuTu peum y norjasbuMa 3 u 4.
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Y mocseameM TOTIaB/by heMO Ha KOHKPETHOM 3aJIaTKy MOKa3aTU ITPUMEHY
KBaJIPATHUX PAIUPEha PAIMOHAJHUX OpOjeBa.

7Keeo dux uckpeno jia ce 3axpajuM MeHTopy, ap Cresany ['ajoBuhy, Ha mpe-
JIJIOTY TeMe 3a PaJi, KA0 M Ha BEJUKOM aHTa’KOBarby U MOMONU TOKOM HU3PaJjie OBOT
pazga. [Tocedry 3axBaJiHOCT JIyryjeM Ha U3/IBOjeHOM BPEMEHY, KOPUCHUM CaBETUMA,
U YKa3aHO] MOJIPIIIIU, YIPKOC OJICYCTBY U3 3eMJb€ U OPOJHUM odaBe3aMa.
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KBaaparHa paimnupema

2.1 Heonxoaum nmojMoBHM M3 ajredpe

[naBHa Tema OBOT pajia Cy KBaJIpaTHA PAIUPEHha KAO M HBUXOB IPCTEH TETIX
OpojeBa koju hemo meduHHCATH 3a CBAKO paliupeme. HeolrxomHo je mpe cpera
Jla ce YIO3HAMO Ca IMOjMOBHMA IPCTEH W 10/be, Ka0 U Ca CBOJCTBHMA KOja OHU
HACIIyHaBajy.

Hedununmmja 2.1. IToswe je ypehena tpojka (F, +,-) TakBa 1a je:

(1) F mempasan ckynu ca jse dunapue onepanuje +,-: F' X F — F

(2) (F,+) je Abenosa rpyna (caduparse)

(3) (F'\ {0}, -) je Abesoa rpymna (MHOKEIbE)

(4)

4) Baku qucTpudOYyTUBHOCT - IpeMa —+ :

(Vz,y,z € F) (x+vy) -z =2xz+yz.

Yesio (2) 3Haum ja je 3a70BosbeHO ciesiehinx 5 yciosa:

2.1) BarBopenoct npema cadupawy: Va,be€ F,a+beF

2.2) Acommjatusnocr: Va,b,c € F, (a+b)+c=a+ (b+¢)
2.3) Heyrpau 3a cadupamwe: 0€ F,a+0=04+a=a Va € F
2.4) Nusepsuu enement: Va € F,3(—a), a+ (—a) =0

2.5) Komyrarusuocr: Va,b € F, a+b=0b+ a.

YenoB (3) 3Haum Ja je 3a710BosbeHO ciesehux 5 ycioBa:

(3.1) BarBopenoct npema MHOXKewy: Va,b € F,a-be€ F
(3.2) Aconmjarusuocr: Va,b,c€ F, (a-b)-c=a-(b-c)

3
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(3.3) Heyrpan 3a muoxkewe: 1€ F,a-1=1-a=a Ya € F

(3.4) NuBepsnu enement: Va € F, Ja~!, aa !t =1

(3.5) Komyrarusuocr: Va,b € F,a-b=10-a.

HeonxomHo je HATIOMEHYTH W 8 MyJITUILIMKATABHU HEYTPAJ U 8 IUTUBHU HEy-
TpaJ HUCY uctu ejgement: 1 # 0.

Hedununuja 2.2. IIpcred je ypehena tpojra (R, +, ) Taksa jia je:
(1) R menpazan ckyI ca jBe dunapHe omneparuje +,-: R X R — R
(2) (R,+) je AbesoBa rpyna (cabupame)
(3) Muoxemse (-) je acorujaTuBHO
(4) Baxku qucTpudOyTUBHOCT - TIpeMa + :
(Vz,y,z € R) (x+vy) -2z=2xz+yz.

Yeaqosu (1), (2) u (4) cy uaeHTHYIHN KA0 U KOJ, [10Jba, jeJMHa PAa3/INKa je y TOMe
mTo ycaoB (3) mojpasyMeBa caMo IIpBE JBe CTaBKe, a He CBUX D:

(3.1) BarBopeHoct npema MHOXKewy: Va,b€ R, a-b€ R

(3.2) Aconmjarusuoct: Va,b,c€ R, (a-b)-c=a-(b-c).

Hedbununuja 2.3. KomyTaTuBHU IIPCTEH ca jeJIMHUIIOM je IIPCTEH KOju 3a-
JIOBOJbaBa JIOJIATHA 2 CBOjCTBA!

(3.3) Heyrpan 3a muoxkemwe: 1€ R, a-1=a Ya€R

(3.5) Komyrarusnocr: Va,be R,a-b="b-a.

Jlakje MOKeMO NMPUMETUTH J1a je jeauHa pasjnka u3dMely KOMyTaTUBHOT IIp-
CTeHa Ca jJeJIMHUIIOM W I0Jba IITO MOJ/bE 33J[0BOJbaBa CBOJCTBO (3.4), OMHOCHO ma
CBaKHM €JIEMEHT DPa3/IMYUT OJ] HYJIE MMa MYJITUIIJIMKATUBHU WHBEP3, IOK CE€ Yy IID-
CTEeHY TO He 3aXTeBa.

3a nmaspe nmorpede paga cmarpahemo ga je cBaku IMPCTEH KOju KOpU-
CTMMO KOMYTATUBHU IIPCTEH Ca jeAMHUIIOM.

2.2 TIlosse Q[vD]
Hedbunnnuja 2.4. [lome
QVD] = {a+bVD | a,b € Q},

e je D € Z v VD ¢ Q, HazuBaMO KBaAPATHUM PAIINPEIHEM PAIOHAITHUAX
6pojeBa. Ako je D > 0 nospe je peasiHo, a ako je D < 0 mosbe je MMarmHapHO.
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Ksaaparao pammupeme Q[v D] 3ancra jecre yBek mosbe. 3aTBOPEHO je 3a cadu-
pame:

(a+bVD)+ (c+dVD) = (a+c)+ (b+d)VD e QVD],

(a4 bV'D)(c + dvV'D) = (ac + bdD) + (ad + be)v'D € Q[VD],

a mHBep3 3a MHOXKeme enementa o = a + bv/D € Q[vVD] \ {0} je eremenr:

1 B a—bv/D _a—b\/ﬁ_
a+b/D  (a+by/D)(a—by/D) a>—bD
= st VD € QYD) {0},

_a2—b2D a2 —

(Hamomena: enement o je jeamak Hysam ako u camo ako je a = b = 0. Kako To
Huje ciydaj, To Hu npoussos (a + bV D)(a — bV D) = a* — b>D uuje nyna, na cy
a b
u
a?—b’D  a®>—b?D
pema HheroB MHBEP3HU eJIEMEHT Takohe y palllupeny ).

paImoHaJIHU OPOjeBH, Te je 3a CBAKU HEHYJIA €JIEMEHT Palllu-

Hasse, cmarpahemo ma je D deckBagparaH. 3a eJIEMEHT KarxkKeMo J1a je DecKBa-
JApaTaH yKOJHUKO 32 CBaKU IpocT o6poj p | D Baxku p? { D. OBy mnpernoctaBKy
y3UMaMO U3 MMPAKTUIHAX PA3JIOra.

Axo 6u 6uno D' = n?D 3a HeKH IpuUpoaaH Opoj n, Taja ou

QVD| ={a+bVD' |a,be Q}={a+nVD |a,beQ} =
={a+bVD |a,b € Q} =Q[VD],
Te cMo moKazam 1a je sampaso Qv D'] = Q[vVD).

Hedbunurnuja 2.5. 3a exemenr o = a + bv/D € Q[VD] nedbunmmemo meros
Koujyrar: a = a — b\/D.

Ornepanuja KOHjyroBarba IMPOJa3d KPO3 caduparbe, Oy3UMarbe, MHOMKEhEe U
nesbere. Takobhe, Kaja /iBa myTa KOHjyTI'yjeMO eJIeEMEHT, OH OCTaje UCTH.

Hedbununnuja 2.6. Hopma enementa « je pamuonasian o0poj Na:
Na=a-a = (a+bVD)(a— VD) = a*> - b*D.
Hedbununuja 2.7. Tpar estlemenTa « je parmonasan opoj Tra:

Tra = o+ a = 2a.
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2.3 IlIpcren neaux dpojeBa O

Y nosmy Q[v D] nedunucahemo resre dpojese, Kao mro cy resnn dpojesu Jedu-
HUCAHU y CKYIly parumonajnux opojera Q D Z.

Hedbunannuja 2.8. V nomwy Q[\/ﬁ] JedUHATIIEMO TIPCTEH IeJINX OpojeBa
O ={acQVD]|a*—ta+n=03aneke n,t € Z}.

Jpyrum pedmma, IPCTEH TEauX OpojeBa je CKym cBuX ejemeHarta u3 Qv D]
KOjU Cy HyJle HEKOI' MOHHYHOI IOJUHOMA, JIPYTOr CTeleHa.

Teopema 2.1. 3a ceaxo a € Q[vD]\ Q , p(a) = 0 je Hy/Ia MOHITHOr TOJITHOMA,
JIPYTOr CTelleHa ca parnuoHaTHnM Koedunujerruma p(z) = (z — a)(z — a).

Zlokas. Kaxko je y nuramy mOJMHOM JIPYTOr CTEIIeHa, 110 OCHOBHOj TEOPEMU aJjiredpe
[OCTOje TavHO JiBe HyJle, IpBa HyJsa je a, Apyry HazoBumo (. IlommroMm p(z) oxma
MOKeMo 3amnucaru Kao p(z) = (r—a)(z— ) jep 3Hamo j1a je Morn4daH. MHOXKemeM
3arpaja, y3 ycios aa je o = a + bV D , a,b € Q , nobujamo:

p(x) = (z - a)(z - B) = 2* —x(a+ bVD + B) + f(a + bV D)

Kako koedurmjerTn mounoMa Mopajy OUTH pallMOHAJIHA OPOjeBH, U3 Koedu-
nujenTa y3 & godujaMo aa 3 Mopa doutn odiuka [ = c¢ — by D , 3a Heko ¢ € Q.
Cmoboman 4iaH IMOJINHOMA Takohe Mopa OUTH paIlMOHAJIAH:

B(a+bVD) = (¢ — bVD)(a + bV D) = (ac — b*D) +bVD(c —a) € Q
omakie nodujamo ¢ = a. Ciequ na je B =a —bvD = a. O
IMocaeauna 1. Exement o € Q[v/ D]\ Q je Hyna MOHIYHOI HOJIHHOMA

pz)=(r—a)(z—a)=12"—(a+a)z+aa =2° — (Tra)x + Na.
IMocnemuna 2. Ilpcren nenux dpojeBa O MOXKEMO TPEJICTABATH U Y OOJIAKY:

O={aecQVD]| Tra, Na € Z}.

[Tornenajmo cajta KakaB eKCIUIUIIATAH OOJIMK y3WUMa IIpCTeH mejmx opojeBa O

y nomy Q[v/DI:

Teopema 2.2. IIpcren nemux opojesa O y momy Qv D] MoxKe GuTH HCK/BYIHBO
odbiuka O = Z[dy| = Z + Zdo, rne je

5 {\/5, 3a D=2/3 (mod4)
O:

1*5@, za D=1 (mod4).



2.3. Ilpcren nenux dopojea O

/loxas. Tpeda mokazaru:
O CZ[o] mn O DZb).

Hajupe hemo mokazaru O O Z[dy]:
PaznBajamo n1Ba ciayvaja:

1) 50:\/5
Heka je o« = a4+ bV'D, a,b € Z. Tana

Tr(a) = 2a € Z, N(a) = a* - b*°D € Z,

na je a € O, T1j.

Z|VD] C 0.
2) dy = /P
HeKajea:a+b1+;/5, a,b € Z. Taga
2a+b\> 2D
Te(a) = 2a + b € Z, N(a):< a; > —bT

Axo je 2| b, mupekTHO cieau N(«) € Z.
Ako je 21D, tana (2a +b)> =1 (mod 4) u b*> =1 (mod 4) na

N(a) €Z <= 4| (2a+b)>—-b’D <= D=1 (mod4),
na je « € O xama D =1 (mod 4), 1j.

Z[6g) CO kama D=1 (mod 4).

OcraJjio je jour IMpOKOMEHTAPUCATH 114 je : Z[\/E] CZ [H‘/ﬁ] kata D = 1

(mod 4):
1 D 1 D
a+bVD = (a—b)+2b +2\/_€Z +2\/_ ,
Te JUPEKTHO JT00MjaMo
zvDlcz | +2¢5 .

Cagna hemo nokazaru ma je O C Z[dg]:



2.4. ®akropuzarnuja eiremenara y O 8

Hexka je o =a+bV/D € O, rne a,b € Q. 36or Tra = 2a € Z cienn gajea:g

3a HEKO 1 € Z.

m 2 2
Heka je b= —,(m,n) =1 = Na =a* — b’D =
n

r m

1 5 D. Jodujamo:
n

4m?D = n*(r* — 4Na) = n”® | 4D jep je (m,n) = 1,

n?t D jep je D GeckBajparaH, HajBulle n Moxke JejuTu D, 11a n Mopa JeauTH 4.
Axo jen=4= 16 | 4D = 4| D mrro je KOHTpaIUKIHAja.

m
Haknen € {1,2} = b=— = 5 04 HEKO 5 € 7. Bpatumo ce caja IMOHOBO Ha U3Pa3
38 HOPMY: "

2 82

1
aQ—bQDEZ:>%—ZD€Z:>Z(TQ—SQD)EZ:>7"2532D (mod 4).
1) D#1 (mod 4)

=7r?=5"=0 (mod 4) jep t* € {0,1} (mod 4) =2 |r,2|s=abeZ =

a+bv'D € Z[5y), tae je dp = VD,

= O C Z[6o] re je & =vVD, D=2,3 (mod 4).

2) D=1 (mod 4)
= 72 = s> (mod 4) = r = s (mod 2). Heka je ona r = s +2k , k € Z
1 D
a=a+bV/D = g g\/_ + +§\/5:k+s+T\/_,k,s€Z,
1 D
:>(’)§Z[50]rgeje<50:+T\/_,Dzl (mod 4).

]

Cama Kajsa cMo JedUHUCAIN CTPYKTYPY HPCTEHa MEeJnX OpojeBa, MPUPOIHO je
u J1a a1edUHAIIEMO HEKY BPCTY (PaKTOpU3alfje IerOBUX eJIeMeHaTa.

2.4 dPakrTopusaiuja eaemenaray O

Kana mpuuamo o daxropuzanuju enemenara y (O, BaXKHy yJIOTy HAM HUI'Da
HOpMa eJIeHeHTa, Kao U II0jMOBHU Koje heMo jeduHncaT y HaCcTaBKY OBOI JeJIa.

Teopema 2.3. Hopma on mponsBo/ia JiBa e€JIeMeHTa jeJHaKa je TPOU3BOJLy HOPMU
eremenara: N(af) = (Na)(Ng).

Jowas. N(ap) = (aB)(aB) = aa B = (Na)(NB). =
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Kaza cmo rosopuiu o 1mospy Q[\/ﬁ] HUCMO TIOCEOHO TTOMUEHAIN WHBEPTUOMITHE
eJIeMeHTe, jep Cy y CBAKOM II0Jby CBHU HeHyJsa ejemMeHTn muBeprudminu. Ca jpyre
CTpaHe, y MPCTEHY IEJNX OpOjeBa, NHBEPTUOWIHUX eJeMeHaTa je 3HATHO Marbe U
UMajy BeoMa BayKHY VJIOTY Yy (PaKTOPU3AIHUjU eJieMeHaTa.

Hedbununmja 2.9. € € Z[6y) je ”THBEPTUOMIIHA €JI€MEHT aKO U CAMO AKO II0CTO-
ju enement € € Z[dy] TakaB jga je €€/ = 1. CKyn cBUX WHBEPTUOMJIHUX €JIEMEHATA
o3HauaBaMo ca Z[dg]*.

[Ipumep MHBEPTUOWTHOT eJleMeHTa KOJU Ce HAJIa3W y CBAKOM KBAaJIPATHOM pa-
mupemby je € = 1. IIIto ce Tude octajnx MHBEPTUOUITHUX eJeMeHaTa, IIPBO heMo
JIOKa3aTH jeJIHy BeoMa 3HaYajHy TeopeMmy momohy koje hemo sakiire mponahu ocra-
Jle UHBEPTUOMJIHE €JIEMEHTE Y HEKOM OJIpeeHOM pallupemy.

Teopema 2.4. EjlemeHT € je ”HBePTHOUIHU €/IEMEHT akKo U caMo ako je Ne = +1.

/loxa3. AKo je € ”HBePTUOUTHA €JIEMEHT:
€ € Zb) <= FveZld,ev=1 = (Ne)(Nv)=N(1) =1 < Ne = =+1.
Axko je Ne = £1:
Ne=41=Ne=¢€-e =+l =¢€-(£e) =1,
na je £€ MHBEp3 OJ €, T€ je € NHBePTUOMIHU €JIEMEHT. [

[Tokazahemo cajia Ha TpUMeEpy KaKO ce TpaKke jeJIMHUYHU €JIEeMEHTU KBaJIPaT-
HOT' palllipemha.

IIpumep 2.1. Hahu hemo cBe jequnuune enemente y npcreny Z[i]. Kopucrehn
Teopemy 2.4, 3ak/bydyjeMo Ja ako je € = a + bt Mopa ja BaxKu:

Ne = N(a + bi) = a® — b*i* = a® + b* = 1.

OpnaBne nmamo gernpu moryhwocru 3a {a,b}: {1,0} , {-1,0} , {0,1} , {0,—1}.
CxomHO ToMe, Jobujamo jia cy jeauHndHu enementu Z[i|* = {1, —1,i, —i}.
Pammupeme Z[i] ce nasupa ckynom I'aycoBux menaux dpojesa.

[Tpumerno je na 3a mmarnHapha pammupema (D < 0) HOpMa ejleMeHTa yBeK
HeHeraTuBHa, Te Ne IMoCcTojaTu OrpaHMYeHH OPOj perrema jegnadnae Na = 1, ma
CaMUM THUM U OTPAHUYEH OPOj jeITMHUIHUX ejleMeHaTa. Ko mo3uTUBHUX palupemna
(D > 0) HOpMa MOXKe OUTH M HEraTWBHA, 114 Y TAKBUM DAIMPEHUMA MOYKEMO
UMaTH 3HATHO BUINE jeJIMHUYHUX ejieMeHaTa. VcmocraBmhe ce 3ampaBo ja he y
CBAKOM ITO3UTHUBHOM PAIIUPEHY OUTH OECKOHATHO MHOI'O jeIMHUYIHUX €JIEMEHATA.



2.4. ®akropuzarnuja eiremenara y O 10

ITpumep 2.2. Pammupeme Z[v/319] je peanno u Heka je € = a + byv/319 meros
jENUHUIHU eJIeMeHT. 3HAMO J1a MOpa & BarKu

Ne = a® — 3190 = +1.

Ogo je IlenoBa jemnadmHa n nMa OEKCOHATHO MHOTO peliema. OCHOBHU jeIMHUIHN
eJIEMEHT OBOI' I0Jba (eJIeMEHT ca HajMamuM a > 1) je

e = 12901780 + 722361+ 319.

Kako je Ne = 41, To he u Ne” = +1 3a cBako n € N, Te y 0BOM palllupernby uMa
OEKCOHAYHO MHOIO jeJIMHUIHUX eJIeMeHaTa.

VY onemky 2.4 hmo mokazatu ja y BeNUHM MMAarnHaApHUX PalIUPEha MOCTOjU
CTPOTO OTPAHUYEHHe KOjU CBE €JIEMEHTU MOI'Y OUTH jeTUHUYIHH.

Hedbunnnnuja 2.10. Exementu 7,0 € O, 7 # 0 cy eKBUBAJIEHTHH (03HAYABAMO
ca m ~ f) ako u camo ako nocroju ejement € € O* Takas ja je m = €f.

Hedbunnunmja 2.11. Exement 7 € O je HepeayKyjyhu ako u camMo ako 3aJ10BO-
JbaBa cyefeny MMITUKAINjy:

T=af, a,fEO0 = ac O um e O

Hepenykyjyhu enement he nam dutn ocrnoBa daxropusanuje eixemenara y O,
Kao IITO Cy IPOCTU OpOjeBU OCHOBa akTopusaluje meanx opojesa. llocroje u
IIPOCTH €JIEMEHTH, aJIi OHU HUCY UCTO IITO U HEpeJayKyjyhu ejieMeHTH, 0 ToMe he
duTn peun maso kancuje. Cajia HABOIMMO BaKHO TBPherbe Be3aHO 3a HepelyKyjyhe
eJIEMEHTe.

Teopema 2.5. Caku enement m € (O je Moryhe IpeiacTaBUTH Kao ITPOU3BOJI
Hepeaykyjyhux ememenara mnpcrera O.

Jloxa3s. TlpernocraBuMO CynpoTHO, Tj Jia MOCTOju cKym S (KOHaYaH min DeCKOHAa-
4yaH) cBux ejeMenara u3 () KOju ce He MOTY IMPeJCTABUTH Kao MPOU3BOJ, HEPEIy-
Kyjyhux esremenara. Taj ckyn uMa ejeMeHT ca HAjMakbOM HOPMOM IIO allCOJIYTHO]
BPEJIHOCTHU, HA30BUMO T'a 0.

Kako o Huje HepeayKyjyhn egemMeHT, MOXKEMO Ta MPEJICTABUTH Kao ITPOU3BOJ
DapeM JiBa HejeMHUYHA ejeMeHTa 0 = af , a, € O Yzumajyhu nHOpMy 00e
crpare, pooujamo ga je No = (Na)(NS). Kako o u 8 Hucy jequHudHu, nma-
Mo ga je |[N(a)] > 1 u [N(5)| > 1 (mopma je meo 6poj), ma je |[N(a)| < |N(o)]
u [N(B)| < |N(o)|. Ilo npernocrasuu, o« u 3 He mory dutm y S, Te ce MOry
IIPEJICTABUTH Yy OOJIMKY IPOM3BO/Ia HEPENAYKYyjyhuxX ejeMeHarTa, o = T Mo ... Tk ,
B = AAg...\. BakpyuyjeMo ja je 0 = aff = mMe... Tk + AAg ...\, IITO je
KOHTPATUKIIH] . O
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Bak/pydyjeMo ja rnoctuju pakTopusaiuja cBakor ejnrementa y O. Hasbe ce mo-
cTaB/ba IHUTambe KaJjla je Ta akTopusalifja jeJMHCTBEHA, KOje yCJIOBE MOpa Ja
zajoBosbaBa npcren 0. Kaja yBenemo njeaste, moduhemo u ogarosapajyhe ycaose
3a jeIMHCTBEHY (haKTOPU3AIIH]y.

Hedbununmuja 2.12. 3a aBe dakropusaruje Ha Hepeaykyjyhe eemente o =
My ... M = T Ty ... T KaXKEeMO Jia Cy €eKBUBAJIEHTHE aKO I CaMO aKO BayKH:

(1) k=1
(2) mocroju nepmyrarmja o : {1,2,...,k} — {1,2,...,k} TakBa ma 3a cBaKo
i €{1,2,...,k} Baxm: m; = 7, vae € € O%.

Hedbununuja 2.13. Exement p € O je mpocT ako u camMo ako 3a cBako a,b € O
BaYyK! UMIIJTAKAITI]a:

plab = plawmp|b

Teopema 2.6. CBaku mpocT eJieMeHT je HepeayKyjyhu.

oxas. TlpermocraBuMo CyopOTHO, Tj Ja IOCTOJH IPOCT ejeMeHT p = ab, a,b €
O\ O*. Jacno je Taga na ummuinkanuja ab | ab = ab | @ win ab | b HEje TauHa,
IITO je KOHTPAJIUKIIA]a. [

2.5 JIucKkpuMHUHaAHTA I10JbAa

Ocrasia je jomr jesna OuTHA KapaKTEePUCTUKA KBAIPATHUX PAIIUPEHa KOjy Tpe-
ba nedunrncarn, quckpuMuHanTa noba F = Q[vV D], anu ga ducmo gorumm 0 e,
IIPBO MOPaMO Ja JiepuHUIIEMO:

Hedbununuja 2.14. JduckpumuHanta ejgementa o € O je:
disca = (Tra)? — 4Na.

Komkperro 3a nose Q[v/D)], rue je D = 2,3 (mod 4), guckpuMuHAHTa e/Te-
MenTa o = a + by/D msmocn: disc o = 4a? — 4(a® — b2D) = 4b%D.

Koz mosma Q[v/D] ko xor je D = 1 (mod 4), m3pa3 je HEmMITO KOMILTHKOBAHIH:

b\* b’
disca:4a2—4<(a+§) _ZD> = —dab+b*(D - 1).

Teopema 2.7. 3a a € O u € Zla] = Z + Za C O Baxu disc 8 = ¢* - disc a 3a
HEKU TIPUPOJIaH OPOj c.
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Jloxas. Y nokasy hemo kopucruru ciegeha JBa cBojcTBa Tpara i HOpMe €JIeMEHTa:
Tr(a + ba) = 2a + (Tra)b ;  N(a+ba) = a® + (Tra)ab + (Na)b?

Hoka3z oba cBojcTBa je jemHocraBaH (IIPECTABUTH (v y OOJIUKY o = k + ndy u
UCKOPUCTUTH JIeOUHUIIN]JY Tpara U HOpPMe), ajii MOJLyKH, Te I'a 3aT0 He HABOIUMO
OBJIE.

Heka je 8 = a + ba 3a Heke a,b € Z:

disc 8 = disc (a + ba) = (Tr(a + ba))* — 4N(a + ba).
[Ipumenom rope HaBeJIEHUX CBOjCTaBa JIOOMjaMO:
disc 8 = (2a + (Tra)b)? — 4(a® + (Tra)ab + (Na)b?)
disc 8 = 4a”® + 4(Tra)ab + (Tra)?b* — 4a* — 4(Tra)ab — 4(Na)b?
disc 8 = (Tra)?v* — 4(Na)b? = disc o - b*.
O

[Ipumerumo 11a je auckpumuHaHTa ejgeMenTa [ Beha 0 IUCKpUMUHAHTE eJjie-
MEHTa (v YUjeM PAIUPEIby MPUIAIA. 3aKJbydyjeMo:

Ilocaemuna 3. 3a enemente «, 3 € O BaxKu:

(1) Ako Z[S] C Z[a] = disc« | disc 8
(2) Ako Z[f] = Z[a] = disc a = disc S.

[IpumerHo Takohe u ma, mrro ce Buie ,mpuoankaBamo’ mpcreny O, TUCKpU-
MUHAHTa TOCTaje CBe Marba, 1a je HHTYUTUBHO JePUHUCATH:

Hedbunuruja 2.15. Juckpumunanta nosa F = QD] je
Dp = disc O = disc dy

C obzupom Ha TO Jia 3HAMO KOje BPEIHOCTH y3UMa Jj, JIAKO je TMOKa3aTh JIa
JUCKPUMUHAHTA 110Jba MOXKE UMAaTU CaMO JIB€ BPEIHOCTU:

4D, D=2,3 (mod 4)
Dyp =
D, D=1 (mod4)

u ypex s F = QvD] = Qv/Dr).

Hokazahmo casa Beh HajaB/bUBaHY TeopeMy Be3aHy 3a je/IMHUYIHE eJIEMEHTe
BEJINKOI' OPOja MMArnHAPHUX PAaIlUpEha.
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Teopema 2.8. AKO 3a JUCKPUMUHAHTY 10Jba BaxKu Dp < —4, y TOM TOJbY je CKYII
cBUX jeuHUYHUX esemeHara OF = {£1}.

Jloxas. Heka je € = a + bd jequnnannu enement O = Z[J]. Taga Baxku
N(e) = N(a + bd) = a* + tab + nb* = £1,

e jet =Trd uw n = N§.
Axo je b = 0, umamo 2 TpuBHmjasHa perema, ¢ = 1 u a = —1, ogHOCHO € = 1
u € = —1. Pasmorpumo cajia ciaydaj kKajia b nuje myita. lememem ode crpame
jemmaumne ca b? 1odujamo:
a

<E>2+t%+n:j:b—12.

JleBa cTpana ce MOYKe TPEJICTABUTHU y OOJIUKY:
a\?2 a t* 2 a 1)\° 1
—) bt ———4n=—4=t] —=(t*—4n).
<b)+b+4 g (b+2) 4
Ksajgpar je yBek HeneratuBaH, ma BazKu

11, 1

1 1
Kako je :I:b—2 < 02 <1 jep je b eo 0poj, BuauMoO fa ako je Dp < —4, HejerHaImHA
(2.1) mehe numarTn permeme, ma Cy y TAKBUM HOJBIMA jeJMHU JeIMHUTHA €JIEMEHTH
1m-1.

]

2.6 JeamHcTBeHa dpakTOopuU3alHnja ejleMeHaTa

N3 Teopeme 2.5 3HAMO J1a C€ CBAKU €JIEMEHT MOKE ITPEJICTABUTH Y OOJIUKY IIPO-
U3BOJIa HepeyKyjyhux esemenara. To HaM caMo 1Mo cedu Ha »KaJIoCT HUje T0BOJHHO
3a JIOKa3WBarhe HEKNX O30M/bHUjUX TBpDema Be3aHux 3a (rakropusaiujy opojesa,
Beh Keanmo fa Ta pakTOpH3aliija YBEeK Oy/e U jeIMTHCTBEHA 3a CBAKU €JIEMEHT.

Y Ipumepy 2.1 cmo nomenysiu ['aycose 11iesie OpojeBe, KOJI IbUX BazKH jeIMHCTBE-
Ha dakropuzanuja u y npcreny O = Z[i] 3aucta MOXKeEMO Jia TPETUPAMO eJIEMEHTE
Kao 1esie Opojese. Koji Behune 1mo/ba HaMIa3nMo Ha 1IpodJieMe mpu paKTOPU3aIiju.

IIpumep 2.3. ITocmarpajmo nowe Q[v/—13] u mweros npceren neanx opojesa O =
Z[\/—13]. Enement 14 numa nBe daxropusanuje:

14=2-7=01-+v/-13)1 +/-13)
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[Tokazahmo ma oBe aBe dakropusaluje 3aucTa HUCY €KBUBAJIEHTHE, jep Cy
{2,7,1—+/-13, 1+ +/—13} mepeaykyjyhu enemenrn y npcreny Z[v/—13|. Kako
IpOBepaBaMo Ja JId je eJleMeHT HepeayKyjyhu?

[TperniocTaBuMO J1a eJIEMEHT (v HUje HepeLyKyjylin, OHOCHO 1a ce MOXKe 3alu-
carn Kao o = 7 - 0 3a Heke 7,0 € Z[dg] \ Z[do])*. Y3umajylin Hopmy obe crpane
JI001jaMo J1a je:

Na = N(70) = (N7)(N6)
( cmenn na je N, NO < Na jep je Nm # +1 # N, (Hopma je 1ieo 6poj) ).

3aKJbydyjeMo J1a YKOJIUKO eJIEMEHT HUje HepeLyKyjyjhu Mopa ja IoCTOju eJIeMeHT
ca MamOM HOPMOM II0 aCIIOJIyTHO] BpeaHocTu (pasyiumautoM of 1 u -1) koju ra
JIeJIN.

Y oBOM IpHMepPY UMaMoO Ja je:

N(2) =4; N(7)=49; N(1—+—=13)=N(1+v—13) = 14.

JloBOJbHO je Jia MPOBEPUMO JIa HE IMOCTOjH €JIEMEHT Ca HOPMOM KOja JeJId HOPMY
HEKOT' OJ] OBUX ejieMeHaTa, a Ja je pa3/IMuhTa OJ IJIyC MUHYC 1 W IIyC MHHYC
HOpME TOI' eJIeMEeHTa, OJHOCHO Tpeda MOKa3aTh Jia YCJIOB:

N7 e {2,7}
HUje UCIyIheH HU 3a jefHo T = a + by/—13 € Z[/—13]. [lornemajmo mra je N
N7 = N(a + bv/—13) = a® + 13b°.
1. ciryqaj:
A+13¥=2 = b=0 = d’>=2,

a OBO HEMa peIlerhe 3a MeJ00POjHO a.

2. caydaj:
A+13 =7 = b=0 = da’=T.

Hu oo Hema perremse 3a 11e7100pojHO a.
Homuu cMmo 710 3aKJ/bydKa Jla He TIOCTOjU TPAXKEeHU €JIEMEHT 7, T€ CMO JIOKa3aJIh

na cy eqementu {2, 7, 1 —+/—13, 14+ +/—13} mepeaykyjyhu y npcreny Z[/—13].

[Ipodaem Ha KOju CMO HAUIILIN, 8 Ce HEKU €JIEMEHTU MOTY PDACTABUTH HA BUIIE
HEeeKBUBAJIEHTHUX HaUYMHA HAaC MOTHBHUIIE j1a HaheMo JApyru IpucTyll (hakTopu3a-
muju y O, Kao u ycjoB Koju he Ham jacHo pehu y KOjuUM TO/bUMAa OBaj IIPOOJIEM
nehe nmocrojatu. @oKyc Hape IHA JIBa MOTJIaB/ba he OUTH yIpaBO Ha OBOME.
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Nneanun KBaapaTHUX palllpema

3.1 JledbmHuinmuja m oCHOBHaA CBOjCTBa uaeajia

Hedbununuja 3.1. Unean [ npcrena R je nojarpyna npcrera R Koja 3a710BO/baBa
cinenehe Tpu craBke:

ICR
(2)Va,bel=a+bel, a—bel
B)Veel,Vae R=azx€l.

Hpyrum peunma, ujgeast I je aauTuBHaA MOJATrPyIia IpcTeHa R Koja arcopdyje
MHO2KEILE U3 IIPCTEHA.

JeqHocraBan npumep ujeasta y CKyIy IeJMX OpojeBa Ou OW/u mapHU OpOjeBu.
30up, O/IHOCHO pa3/inKa CBaKa JBa MapHa Opoja je mapaH Opoj, a mapaH OpOoj
IIOMHOYKEH OMJIO KOJUM IIEJIUM OpOojeM je ujiajbe IapaH Opoj.

VYBemnthemo cajia 1mojaM eKBUBAJICHIIAjE eJIeMeHaTa y OJIHOCY Ha ujeaJ I:

Hedununmja 3.2. Enementu a u b ¢y eKBUBaJI€HTHU ([IPUTIAJIA]Y CTOj KIIACU
€KBUBAJIEHIINjE€) y OJHOCY Ha ujeasj | ako M CaMO aKO je HHXOBA PA3JIUKA y
njeay.

a~b <<= a—-bel.

ITpumep 3.1. Ilocmarpajmo umean I =57 = {...,—5,0,5,10,...} Koju npezacra-
BJba CKYII CBUX IEJINX OpojeBa JiesbuBuX ca 5. [Ipumernmo ma cy eementu a u by
HCTOj KJIacU aKKO je IUXOBa Pa3JiMKa Je/bUBa ca b, OHJIOCHO akKko ¢ = b (mod 5).
Jacno je ma he kjace ekBUBaJIEHIUje 3AIIPABO OUTU OCTAIIM 10 MOJLYILY 5.

Kraca ekBusasenije enementa a € R he durn ckyn a + [ ={a+z | z € I}.
Hapemumo Heka cBOjcTBa KJjaca €KBUBAJICHIIH]e:

15
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Tsphemwe 3.1. Heka je I unean y R. 3a Kiace eKkBuBaJjeHmuje Baxke cieaeha asa
CBOjCTBA:

(1) (a+I)+b+1)=(a+b)+1
(2)  (a+I)b+I)=ab+ 1.

Hedbunaunmuja 3.3. KoJIMYHUYKN OPCTEH je CKyIl CBUX KJaca €KBUBAJICHIIHje
uneasa I npcrena R u o3navasa ce ca R/I.

IIpumep 3.2. Ilocmarpajmo upceren R = Z[v/—5] u weros unean I = 77 + 7(4 —
V—=b) ={7a+ (4 — V/-5)b | a,b € Z}. Ilpso hiemo nmokazaru ma I 3aucra jecre
ujeast nmpcrera R:

(1) I jecre nonckyu R;

(2)saa,felmamo a=Ta+ (4—+/-D)bupf=T7Tc+(4—+/=-5)d atp=
(Ta+ (4 —+/=5)b) £ (Tc+(4—+/=5)d)=T(atc)+ (4—+/-5)(b+td) eI

B)zaa=Ta+(4d—vV-b5)belux=k+myv-5,a,bk,m € 7Z vopa Jja BaxKu
ar = (Ta+ (4 — V-=5)b)(k+mv/—5) € I

ax = (Tak + (4 — V/=5)bk) + am - 7v/=5 + bm (4 — v/—5)v/—5.

[TpBu 4naH je y nueay, Te je HOTpedaH U JIOBOJ/bAH YCJIOB Ja, ¢ 0O3UPOM Ha TO I
cy am u bm nemu opojesu, 7v/—5 u (4 — /—5)y/—b npunamajy uieany (v, = 7 u
72 = (4 — v/=5) ce HazuBajy remepaTopma uiaeasta I, TOBOJLHO je MoKa3aTh Ja dg
[yTa TeHepaTop MPUIAJIA MIeasly 3a CBAKU MEHepaTop 7y Jla OM BasKuo ycos (3))

TV -5 =28+ (—28+7V-5)=4-T+(-7)(4—+v—=5) eI
(4—V=b)V-b5=4V-5+5=(-16+4y/-5)+16+5=3-7T+ (—4)(4 —V/-5) € 1.

Bakspydak je na I jecre uygean R.

[Tokymajmo caja j1a opeauMo Kjiace eKBUBAJICHINjE€ U KOJUIHUIKHU ITPCTEH.
3a enement a = k+1/—5 € Z[\/—5] Tpazkunmo onrosapajyhy Kjaacy eKBuBajeHnuje
a+ I. Ty knacy MokeMo 3amucati u Kao a + z + I, tie je x = Tm + (4 — v/=5)n,
m,n € Z, NIpon3Bo/baH ejieMeHT ujeasa. Omadpahemo x TakBo 1a je m3pas a + x
IIITO jeTHOCTaBHUjU:

a+z=k+IvV-5+Tm+4—+v-5)n=(k+7Tm+4n)+ -5 —n).
Opabupom n = [ hemo eslmMuHICATH KOMILIEKCAH YJIaH U3 U3Pa3a, T€ HAM OCTaje:
a+x=(k+40) +™m.

IIpumernMo J1a 3a cBako a = k + [v/—5 yBexk MoOXKeMoO o1abpaTé T Tako Ja
a+x € {0,1,2,...,6}, mrTo HAM MHTYUTHBHO Jaje Jla Cy KJace eKBHBAJCHII]je
3aIpaBo OCTaIy o Mojyiy 7, onHocuo R/I = 7./7Z. Hanomumemo 1a je 0BO camo
UHTYUTUBHO, CTPOI'H JIOKA3 OBE TBPJIIbE CE U3BOIY IIPEKO XOMOMOP(hU3aMa.
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Hedbununmuja 3.4. Unean I upcrena R je ryilaBHU ako U CaMo aKoO je 3a HEKO
a € R:

I =Ra={ra,re€ R} = ()

Enement o HazuBamo reHeparopowm ujeana I, («) je Horamuja kojy hemo Kopu-
CTUTHU JIa 00eJiezKuMO ujieas I remeprucan eJeMeHTOM (.

Hamowmena: y pa/y KOpECTHMO JIBe HOTAIlHje 3a NeHepaTop MmyTa IpcTeH, ol =
Ra. IlomTo mogpasymeBaMo Ja je MHOXKeHe y IPCTeHNMa KOMYTaTHUBHO, OBE JIBE
HOTaIlje Cy UJIEHTUYIHE.

[Tornterajmo cajia HeKa TpUBHjaJIHa /i 3HAYAjHA TBPhEba Koja Barke 3a IJIaBHE
nujease:

Tepbemwe 3.2. 3a cBaku ryraBam njeasa I npcrena R 3HAMO 1a:

(1) Ra=R <= a€ R*
(2)a|b <= be Ra <= RbC Ra.

Ipumep 3.3. Heka je I = Z -3+ Z(1 — §) unean R = Z[§] = Z[**2]. Iberosu
rereparopu cy 3 u 1 — d. IIpoBepumo j1a ce oBaj wmieasa He MOXKE PEJyKOBATH Yy
dopmy Z - a 3a HEKO v € R, OHOCHO J1a HUje TJIABHU.

[IpermoctaBumo ma jecre rimasuu, Tj I = Ra. 3namo ga emementn 3 u 1 — 0
[IPATIA 1]y UJEeaJTy, Te IIOCTOje eI OPOjeBU M3 IIPCTEHA M, N TaKBU Ja je ma = 3
u no = 1 —§. Ysumajyhu nopmy ode crpamne, nmajyhu y BUIy s je HOpMa, I€0
Opoj, 100MjaMo J1a MOpa Jia BaXKH:

1—+-23
Na |N(3) =9 Na|N(1—5):N(T> =6,
na 3akspyayjemo na N | nzd(9,6) = 3, ogaocro Nov = +3 mimm Naw = +1

1. cayaaj: Na = £3. To snaun na Na = N(a + bd) = 3 3a neke a,b € Z

V=2 2 v=23\" 2 9
N(a+b5):N(a+g+b 5 3>=(a+g> —(b 5 3) z(a+g) +Z362:3

Kako cy a,b nenu OpojeBu, jacuo je ga b Mopa OuTH HyJja, IIa JIOOHjaMO Jia je
a?® = 3, mTo HeMa peliena y Z.

2. cayuaj: Na = £1, ma je « € R*, onyocno I = aR = R. OBo ouureaso
HHje Ta4YHO jep, Ha IpUuMep:

2
2€R, 3a+b(1—6):2:>b:01/1a:§:>2¢1.

o cMo /10 KOHTPAJIUKITF]je, TIa je 3aK/bydak Jia ujeas | Huje riiaBHU.
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Hedbununuja 3.5. llpcren D je nHTErpajsiHu JOMEH aKO He CAJPXKU JIEJIUOIE
HyJIe, Tj Baxku uMmiuukanuja ab=0=a =0V b=0, Va,b e D.

Z/77Z du duo mpuMep MHTErpajHOT JIOMEHa, JOK Ha npumep Z/6Z uuje unre-
rpajan jgomen jep je 2 -3 = 0. Tepmun mHTErpaHOT JOMEHA HAM je BaKaH jep
y BeMy MOXKeMoO Ja cKpahiyjemo ejeMeHnTe, OHIOCHO JUPEeKTHO u3 ab = ac,a # 0
MOZKEMO J1a 3aKJbYyIUMO J1a je b = c.

Csaku unrerpasnu jgoMen D nma cBojcrBo: Da = Db <= a = be,e € D*

Hedbununmja 3.6. I'maBaouneasicku gomen (I'MII) je maTerpasnu gomen y
KOM Cy CBU WJICAJIU TJIABHU.

Bunehemo ma je 3ampaBo HEOIXOJIaH YCJIOB 3a jeIMHCTBEHY (DaKTOPU3AIHU]Y Y
O yupago 1a je O rJIaBHOWIEAJICKH JIOMEH.

3.2 Omnepanmuje Hag naeaIIMa

Nmajyhu y Buy Jla MOKyIIaBamMo Jia YOUIITHMO (DaKTOPHU3AIU]y eeMeHaTa
njieaanMa, Mopamo JeUHUCATHU TITa MIPEJICTaB/ba JIe/bUBOCT Y CKYILy HJeaJia.

Hedbunnnuja 3.7. Heka cy I u J uneanu. Unean I meam ugean J ako u camo
ako je J mopckyn I: I |J <— JCI.

OBa neduHuNmEja Ha MPBY JIONTY JEIyje MOMaJ0 KOHTPAUHTYUTHBHO, 3AINTO
,Behn” mmeasn nenm mamu a He 00pHyTO? Kasa mormemamo nmpumep, Bugehemo j1a
je oBakBo Jedunncame JespuBocTH 3amnpaso jorudno. Heka je I = (2), a J = (6).
C obzupom Ha TO 71a 2 € (2) u 6 € (6), Kao u jga 2 | 6, 3aK/byIyjeMo Ja je HpaBUIHA
nebununmja na I gemm J. Ca npyre crpane, 3aamo na J = (6) = {6r,r € R} C
{2r,r € R} = (2) = I, nakne J C I (OBa uHKIy3uja BayKu jep ako je eJeMeHT 21
y ujeasy I, orja 300r 3aTBOPEHOCTH TIpeMa cadbupamby u 2r + 2r + 2r = 6r takobhe
mopa ourtn y I).

3a Je/pUBOCT njeasa TPUBHjaIHO Bayku TpamsutusHocT: ako [ | J u J | K
ciemuga l | K (312 JuJ DK cieqn ja je I O K).

3a nBa uneasa I u J, HajMawkbu uaeasl KOju uxX AeJu je:

I+J={z+y|xzel yeJ}=nzd(,J)

Kako moxxemo na Oysie curypau 71a je on 3ancta Hamjamibu! CBaKM ujieas KOju Jae-
s I Mopa j1a caJip:Ku cBe ejieMeHnTe u3 [, aHaJorHo u 3a J, a Kako Ou OMO UCITYHeH
YCJIOB 3aTBOPEHOCTH NpeMa cabupamy, 3a Vo € [,Vy € J; x,y € nzid([,J) = = +
y € nzid([, J). 3aTBOpeHOCT Y OJHOCY HA MHOXKEH-€ CBUM €JIEMEHTUMA M3 IIPCTEHA,
ce j1ako mpoepasa: (x+y)r = xr+yr; zr € [yr € J = ar+yr € [+J (Vr € R).
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Hedbunaunmuja 3.8. 3a uneane [ u J kKaxkemo Jia cy y3ajaMHO HPOCTH aKO U
camo ako je I +J = R.

Teopema 3.1. 3a uneane I u J upcrena R Baxku [ + J = R ako u caMo ako
nocroje x € I mw y € J TakBu 1a je x +y = 1.

Jloxas. 1) ako je I +J = R, 3Hamo jga R caapku jeauHuily = mocroje © € [ u
y € J takBu 1a je x +y = 1.

2) ako mocroje x € lmy € JrakBu majex+y=1,=1€ (I +J)=1-r€
(I+J),Vre R=RCI+J,amkako je [ +J unean R = I+ J=R. O

Can kas1a cMo jedpuHUCAIN JIe/BUBOCT Heasa, HEOIXOIHO je J1a J1edUHUIeMo
U IITa IIpecTaB/ba IMPOU3BOJ JBa njeasa. Kako je 30up aBa miaeasa AedUHUCAH
Kao CKYIl CBUX 30MpOBa ejieMeHaTa Ta JiBa HjeaJjia, HHTYUTUBAH IIPEJIOT Ou OMo
J1a je U Ipou3Bo/L JepUHUCAH Ka0 CKYIl CBUX IIPOU3BOJIA eJIeMeHATa U3 00a uiaeasia;

IJ=A{zxy|zeclyecJ}

OBa nedwunHUIMja Ha KAJTOCT He OM Omsa morogHa. [Ipumernmo j1a mpu OBaKBOM
nedunucamwy IJ Huje ugean, 3a Heke 1, T € I, y1,ys € J , x1Y1, T1Y2, ToY1, U TolYs
ommm y I.J, MOK HUXOBU 30UPOBU T1Y1 + Tols , 1Yo + Toly; HE OM MOpaId HY>KHO
na oyny y IJ. Kako ducmo uzbersin oBaj mpoditem, nedbunucahemo npousson I.J
Ka0 CKYIl CBUX OBHX CyMa Ca IPOM3BOJAHO MHOT'O YJIAHOBA, OJIHOCHO:

:{szyz‘xlej7ylejam€N}

i=1

OBako medunucano, I.J zaucra jecre mmeas. Haperrhemo caja cBojcTBa Koja 3a-
JIOBOJbABajy Ollepaliije caduparba U MHOXKEHhA HICAA.

Tephemwe 3.3. 3a cse unease I,.J, K npcrena R 3HaAMO J1a BasKu:
(H)I+J=J+1;I1J=JI (koMyTaTHBHOCT)

2 I+J)+K=1I+(J+K); (IJ)K =I(JK) (acormjaTuBHOCT)

(3) { +J)K = IK + JK (zucrpudyTHBHOCT)

(4) IR=RI=R

(5)ICJ=IKCJK

(6)

6) Ako IJ = R, ouna je I = J = R, onaoctHO R je jeuHn uaeas ca WHBEP30M
3a OIEpAIN]y MHOYXKEHha UJIealIa.

Teopema 3.2. Heka cy [, J, K nneamun R taksu na cy I u J y3ajaMHO poCTH U
mal| K uJ| K. Tana Baxku na IJ | K.
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Zloxas. Tlpedadeno Ha jesuk momackymoBa, umamo ga K C I u K C J. Tpeda
nokasaru 1a K C IJ:

[Tocmarpajmo mopusBosban esnemenT k € K. Takobhe m3 yciosa na cy [ n J
y3ajaMHO IIPOCTH MMaMoO Jia noctoje x € I m y € J TakBu Ja je * +y = 1.
Bamummmo ejiement k na cienehn waunn: k = k-1 = k- (z+y) = kx+ky = zk+ky.
Haspe nmamo:

r, kel

= zk+kyelJ = kel
k;yGJ} TR Ry

C 003upoM Ha TO J1a 0BO Baxku 3a cBako k € K, ciean ja je K C I.J, mro je

TpedaJsio JIOKa3aTH.
]

JIlema 3.1. IIpousBo; jBa ry1aBHA Hjeasia je TJIABHU UJIeall.

Jlokas. Heka cy I = () u J = (f) rnaBau niaecann npcrena R. Fbuxos mponssof
je:

IJ = {a)(B) = {Zarl-ﬁrg | 71,79 € R} = {aﬁZrlrg | 71,79 € R} —
={aBd> r|rer} =),

Te 3aksbydyjemo ja je IJ = (af3). O

3.3 MakcuMa/JtHu M IIPOCTU HMJIeaJIn

Hedbununuja 3.9. Unean M upcrena R je MakcuMasiaH aKkKo:
(1) M #R
(2)uzs M CIC Rcnenu I = M wim I = R 3a cBaku ujean [ npcrena R

MakcumaJtau ujeas y CynmTHHA IpeJicTaB/ba ,IpBU cegaehun” uiaeas mocie ca-
mor R. Busio koju enement t € R\ M na monamo y M, kako SucMo 3aJprkajim
CBOjCTBO 3aTBOPEHOCTH IIpeMa CadUparby W CBOjCTBO AIICOPIIINje MHOXKEHa U3 IIp-
CTeHa, OJTHOCHO Kako om M TOHOBO OWMO mMjeas, MOpaJd OMCMO My J0JIaTH U CBE
ocraje ejgemente u3 R\ M, na du oHja OMO MJAEHTHUYKHU jeJHAK CAMOM IIPCTEHY.
MakcumaJian ujieas He Mopa Jia Oy/e jeJIMHCTBEH, YaK HAIPOTUB, BEOMa YECTO UX
nMa OeCKOHAYHO MHOTO.

IIpumep 3.4. Ilocmarpajmo ugean M = pZ npcrena Z, 3a OWI0 KOju MPOCT OPOj
p. IlpermoctaBuMo cajsia ga mocToju uaeasa Za 3a HeKH 11eo 0poj a Tia. Zp ¢ Za
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(cBu uneanu y Z cy odnuka Zk). Ha ocaoBy Tepbhema 3.2 (2) caenu na a | p. Kako
Zp # Za, mopa dutu a # +p, na je a = +1. To onga numamo 1a je Za = 7, aume
CMO TIOKa3aJu Jia je ujaeast M = Zp makcuMaJsial 3a OMJIO KOje ITPOCTO P.

[Tornremajmo cajia KaKoO HAJA3WMO U MPEMO3HAjeMO MAaKCUMAaJIHE HeaJje MPCTe-
Ha!

Teopema 3.3. Unean M C R je makcumasian akko je R/M mosbe.

/loxas. Ilokazahemo ma Baxku cMmep c JieBa Ha JIECHO.

Opnabepumo esement a + M € R/M xoju nuje nyna (a ¢ M) = M C M + Ra.
Kaxko je M makcumanan unean, M + Ra = R, na nmocroje m € M,r € R TakBu na
je m 4+ ab = 1. Ila;pe umamo ma je:

(a+M)(b+M)=ab+M=(1-m)+M=1+ M.

Opnasgie 3aksbydyjemo na je (b+ M) myaruninkaruBHu nHBEp3 ejementa (a + M)
npcrera R/M. Kako 0BO Baxku 3a CBaKM HEHyJIa €JIEMEHT IIPCTEHA, CJIeIU Ja je
upcren R/M 3anpaBo mosbe. AHAJOHUM IIOCTYIIKOM, CAMO YHAa3all, ce J0Ka3yje
Jpyra cTpaHa eKBUBaJICHIIU]E. [

Hedbunaunuja 3.10. Unean P upcrena R je mpocT akko:
(1) P # R;
(2) Va,b € R Baxxu nmiuinkanuja ab € P =a € P V b€ P.

[Ipumernmo j1a cy mpocTu ujieasn jepuHICaAaHT AHAJIOIHO IPOCTUM €JIEMEHTHMA
(dedunnmmja 2.13.). Creneha teopema HaM TOBOPH KAKO HPEIO3HAJEMO IIPOCTE
nujeadie.

Teopema 3.4. Unean P C R je npoct akko je R/P uHTerpaJiHu JIOMeH.

Jlokas. R/P je unrerpajHu JOMEH aKO U CaMoO aKo 3a CBake a,b € R Baxu ja:
u3 (a+ P)(b+P)=0+Pcaemma+P=0Vb+ P =0.

Hlecna crpana je eKBuUBaJieHTHa ca a € PV b € P, JIoK ce yc/IOB Ha JIEBOj CTPAHU
MOXKe HAIUCATH Kao:

(a+P)(b+P)=ab+P=0+P,

mro je ekBuBaseHTHO ca ab € P. lakse ycioB ma je R/P wHTerpajaH JI0MeH je
€KBUBAJIEHTAH Ca YCJIOBOM Jia 3a cBake a,b € R Baxxu ab € P = a € PVbe P,
IIITO je eKBUBAJIEHTHO ca TUM Jia je P mpocT. [

ITocneaunna 4. CBakyu MaKCUMAJIHU UJIEAJ je TPOCT.
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Joxas. Tlpahemem mMILIMKAIMja TPETXOAHUX Hap Teopema: M je MaKCHMAJIHU
uneain = R/M je moswe = R/M je unrerpamau gomeH = M je mpoct uujead,
JIOJIA3UMO J0 JOKa3a. ]

C 003upoM Ha TO J1a je CBaK!U MaKCHUMAJIAH MJIeasl IPOCT, IIOCTaB/ba Ce MUTAHe
KaJa je mpoct ujaeas makcnmagan? Ciregeha nsa TBphemba HaBOIUMO 0€3 J0Ka3a:

Tspbheme 3.4. Heka je P npoct ujiean R. P je MmakcumaJjan ujeas R ako mpcren
R/P mma KOHAYHO MHOTO €JIEMEHATA.

Tepbhemwe 3.5. Heka je R '1/I. Caku nipoct umean R je m makcumasiaH.

3a J1eJbUBOCT Hjleasia je OCTAJIO Jia TOKAXKeMO jOI je/IHYy, N3Y3eTHO 3HA4ajHYy
TeopeMy, Koja he HaM jaj/be OUTH OCHOBA jeIMHCTBEHE (paKTOpU3AIUje UICaa.

Teopema 3.5. (EykuugoBa sema 3a uneasne) Heka jy P, I, J uneanu R. Baxu
ciesieha eKBUBAJICHIINjA:

P jeupocr <= (P |I1J <= P|IVP|J, VI, J).

Jloxas. Tlpumerunmo na P | IV P | J = P | IJ TpuBujaaHo BaxKu, Ia HAC 3a1PaBO
uHTepecyje J1a JOKAXKeMo:

Pjenpocr <= (P|IJ=P|IVP|J, K VIJ). (3.1)

Cmep = :

P je npoct unean, na 3a ceako a,b € RBaxxuabe P=ac P V be P.
[Tpernocrasumo cyuporuo, 1j P+ I u P 1 J a na Baxku P | I.J. To 3naun na
Jrel,JyecJraksugazr ¢ Puy¢ P, amu kako P | I.J 5 xy, us yciosa ja je P
upoct jgodujamo: zy € P = (r € P V y € P), mto je KOHTPaIUKIIAja.

Cmep < :

P|IJ= P|IVP]|J. Iocmarpajyhu rnasue uipeane I = (a) u J = (()
3a HeKe «, f € R, umamo na je IJ = (a)(B) = (af) C P (Jlema 3.1), mrro Ham
zanpaso rosopu Ja «f € P. Ilo nupernocrasiu ciaeau ga P | («) ma camum TuM u
P> a, umu P | () na cavum tum u P 3 3, Te J071a3UMO 10 MMILIHKAIH]e:

afe P=a€cPVpeP.

Kaxko oBo Baxku 3a cBaka jBa niacana [ = (o) n J = (), muinkarnuja hie BazxxuTu
3a CBaka JiBa ejJleMeHTa «, 3 € R, mTOo je u TpedaJio J0Ka3aTH.

O

Nako mocToje KBaJipaTHa palupenha y KOjuMa He BaXKU jeIMHCTBEHA (PaKTO-
pusamuja eseMeHaTa, jeAMHCTBeHa dakTopusaluja uaeaja yBeK BaXKH Yy
CBUM KB3aJIpAaTHUM palIMpemhnuMa panuoHaJHUX OpojeBa. Paxropuzarmja
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je jeInHCTBEeHa MCKJBYUYMBO JI0 Ha IIEPMUTAIN]Y eJleMeHaTa, KaJa PaJuMo ca njiea-
JINMa HEMaMO HUKaKBY eKBI/IBa.HeHILI/ij 0 Ha MHOXKEIHE I/IHBepTI/ISI/I.HHI/IM cJIEMCH-
TOM, jep je MHBEPTUOMIHU €JIEMEHT IIyTa OUJI0 KOjU UJIeasl jeTHAK IEJIOM IIPCTEHY.
Venos na ¢y e dhakTopu3alyje UCTOr Ujeaja Ha IPOCTe ujeasie HWICHTUIHE ce
n3BOIM ynpaso u3 ExynuaoBe jeMe 3a ujease.

3.4 CrangapaHa dpopma m HOpMa Haeajia

YV nmeny 2.2 ¢cMO TOKa3aJ KaKBOI' OOJIMKA MOpa OUTH IPCTEH IeJIMX OpojeBa
0. Cazma hemo HaBecTn KakBOT' 00JIMKa Mopajy ountu umaeasn npcrena O, ciaenehy
TepeMy HABOJIMMO O€3 JI0Ka3a:

Teopema 3.6. 3a cBaku umean I npcrena O mocroje nenn Opojesu a, b, d € 7 3a
Koje Baxku a > b > 0 u d > 0 TakBu 1a je:

(a) I =d(Za+ Z(—b+9))
(6) ¥* —tb+n = 0(mod a) , omuocro a | N(—=b + &) (oBa mBa yciiosa cy
exkpuBasieaTHa) (t = Trd, n = NJ).

Csako I C O xoje 3agoBosbaBa yciaose (a) u () je mmean npcrena O. Uspas us
Jiesta o (a) ce Ha3WBa CTaHAAPAHA (popMa HUaeasa.

Hedbununuja 3.11. Hopma uaeana I # 0 npcrena O je npupojan Opoj:
NI =|0/I|.

Hopma mHam oBjie urpa MCTy yJory Kao W KaJja CcMO JepUHHUCATH HOPMY ejie-
MeHTa, osipehyje Ham mopesiak y mpecreny. HaBeanMo Heka cBOjcTBa HOpME:
Tepbhemwe 3.6. 3a uneane [ u J npcrena O Baxku:

(1) I|J=NI|NJ

(2) NI+ J)|nzd(NI,NJ)

(3) NO =1, O je jequnu uzneas sopme 1.

Hedbnnnnyja 3.12. Konjyrar ngeasna [ ca crangapanom ¢opmom [ = d(Za +
Z(—=b+90)) je unean I = d(Za+Z(—b+t—9)).
Teopema 3.7. Hexa je I nenyna nnean O. Tana saxxu I1 = O - NI.

OBy Tepemy nehemo mokasmBaru, Beh hemMo HaBecTH BaKHE ITOCJIEIHIE KOje
JI00UjaMO U3 Hhe.

IMocnenauna 5. Axo cy I,J u K uneamun O, Baxu:
N(IJ)=(IJ)IJ)=II)JJ)=NI-N.J. (3.1)
IJ=IK,I#0=(I0J=(I1)K=NI-J=NI-K=J=K. (3.2)
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Pemerke

Csaku npceren nesnx opojesa O[0] = Z + Z§ MoxkeMo Ja BUAMMO KAO CKYII e~
JIOOPOJHUX TavdaKa y JeKapTOBOM KOOP/IMHATHOM CHCTEMY, TJe Ce Ha X-OCU HAJIa3e
1IeJI00OPOjHE TavuKe, a Ha y-OCHU I1eJI00pojHr ymHoIIu 6. Ha oBaj HaunH mpaBumo Ou-
jeknmjy m3mehy enementa o = a+ bd € O u TauKe ca MEJIOOPOJHUM KOOPINHATAMA

(a,b):

a
a=a+bl €Z+7Z) < {b} )
[Tpumernmo ma ckyn O[§] = Z + 70 nokpuBa cBe YBOPOBE KOOPJMHATHOI CUCTEMA,
Kao W Ja CBaKa TadykKa Ca IeJIOOPOJHMM KOODJAMHATAMa KOOPJIUHATHOI CHCTEMA
n,2kusn” y (O, Te OBO 3amCTa jecTe OMjeKIHja.
Koopaunatuu cucreMm MOXkKeMO jia TPETHPAMO KA0 BEKTOPCKU IIPOCTOD Hal Z
JIUMEeH3Hje 2, Ynju Cy jJeJINHUYHU BEKTODPU:

[(1)] — v =1 (z-0ca) ; m — v1 = 6 (y-oca),

u ouu popmupajy Oa3uyHy, KBaJpaTHY JeJIUHUYIHY PENIETKY KOja OJroBapa IIpcTe-

ny O] = Z + Z6:
AO:ZH +Zm.

(IlpaBu BEeKTOPCKM MPOCTOP 3aXTEBa Ja PaJUMO Ca MMOJbUMA, JIOK OBJIE dapaTamo
caMo IeJIOOPOJHUM TadKaMa Ha 00e oce, OJIHOCHO TEeJTOOPOjHUM yMHOXKITUMA BEK-
topa (1,0) u (0,1). IHTYUTUBHO BUAMMO PEIIETKY KAO BEKTOPCKU MPOCTOP Ha Z,
nako 1o OPMAaHO HE MOCTOjH).

Ako mocmarpamo pousBosbaH ujeas npcrena ) reHepucaH ca JBa JUHEAPHO
He3aBUCHA ejieMeHTa y opuocy Ha Z, I = Za + ZS = Z(a + bd) + Z(c + df)
(JIMHEApHO HE3aBUCHU TE€HEPATOPH y OJHOCY Ha 7 3HAYW J1a HUjeJaH TeHepaTop
HUje [eJ00POJHU YMHOXKAK JIPYyror IeHeparopa), npumerulieMo ja oH ¢opMupa
MOJIPEIIETKY pererke Ag, YUju Cy jeIMHUYHA BEKTOPU:

H — vy = a(z-oca) m — v = B (y-oca),

1a je MaTpUYHK 3aIKC pelneTke Koja ofarosapa uieasy I y upcreny O8] = Z+Z4:

s-zurza-zfi vzl = [0 o] (2] +2[1]) = 5 oancan
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Hapenumo cajta j103BoJbeHE MAHUITYJIAIjE€ KOje MOXKEMO ITPUMEHhUBATH Ha pe-
IIeTKe:

Omnepanuja Osznaka
Jlonaj a - myTa KOJIOHY 4 KOJIOHU j C; + aC;
3aMeHn KoJIOHe i H j C; « C;
[Tomuoxkwm KostoHY @ ca (—1) —C;

IIpumep 3.5. Iocmarpajmo unean I = Z(2 + i) + Z(—1 + 2i) upcrena O = Z[i].
[TpumerHo je J1a 0Baj HEMa TaKo Jiell 3amnuc (Huje y crasgapaHoj popmu), re hemo
ra cpeautu Kopuctehu pererke.

JlaTom maeasty omrosapa perreka A:

2 —1
A= .
1 2
[IpumemnBameM JI03BOJHEHUX OllEpalifja, JT0Ja3UMO JI0 cpeheHor odmka pererke:

A o 2 _1 02—201 2 _5 C1<—>CQ _5 2 —Cl 5 2
12 1 0 0 1 0 1}’

IITO HAC JOBOJM JI0 u3pasa 3a ugean I y cranpapauoj dopmu (Teopema 3.6):
I=7Z-5+7Z2+i)=Z-5+7Z(-3+1).

Nneja je yBek J1a cBeJieMO ATy PEINIeTKY Ha OOJIUK TJie Cy CBU €JIeMEHTH OCUM
MOCJIE b JIBA €JIEMEHTa Y TOPHeM pelly (a u b) U IOC/Ie Hher eJIeMEHTa Y JIOHeM
pexy (d) myse. Kako du jodujenn miealt 3a/10B0/baBao yCJIOB cTaHapne dpopme,
HEOIXO/THO je  na Baxku a > b >0wu d > 0, kao u ga a | N(—b+ 9).

ITpumep 3.6. Hekacy [ =Z -2+ Z(1++/—13) u J =7Z-11 + Z(3 — v/—13) nBa
uneasa npcerena Oy —13]. Iormenajmo kako ce oapebyje 3oup I + J:

I+J mopa Jia caipzku cBe reHeparope, oHocHo 2, (14+/—13), 11, (3—/—13) €
I + J. Ox oBa getnpu reHepaTopa (GOPMUPAMO PEIIETKY, TAKO JIa CBaKa KOJIOHA,
PEeJICTaB/ba jeJIaH eJeMeHT (Kao U JI0 CaJla, POPbU €JIeMEHT WJIe Y3 JeJMHUILY, JTOK
JIOU €JIEMEHT Ujle y3 §, Y OBOM CiIy4ajy y3 v/ —13):

2 1 11 3
A_[O 10 —1}'
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N3Bohemem manuiysranuja HaJ| PeIIeTKOM, JI0JIa3UMO JI0 CTaHgap/He hopMme:

[2 1 11 3} CatCo {2 1 11 4] Ca—2C4 [2 1 11 o] Cs—5Ch
A= —_— —_— R

01 0 -1 01 0 O 01 0 O
2 1 1 0| c4-2c5 |01 1 0] co-c5 [0 0 1 0| coescs |0 0 1 0
01 00 01 00 0100 000 1|’

naje I +J =72+ 7Zv—13 = O, onakyne nodujamo u na cy I u J ysajamuo mpoctu
HJ1ean.

Craunuan nocrynak ce nmpuMerbyje u npu ojipehuBarby mpousBo/ia ABa Hjeasia;

IIpumep 3.7. laru cy nonoso uctu ujpeamu I = 7Z -2+ 7Z(1 —/—13) u J =
Z-11+47(3 —+/—13) npcrena O = Z[/—13]. Ilokazahemo kako ce oapelhyje muxon
poussBoy, IJ:

OBaj 1myT y3uMaMo MpOU3BOJIE CBAKA J[BA TEHEPATOPA 34 €JIEMEHTE Y PEIIeTKHU:

2:-11,2(3—=+/-13), (1 = v/=13) - 11, (1 — v/—13)(3 — vV—13) :
22 6 11 —-10
A= [0 -2 11 —4] '
Omneparujama Hal pemIeTKOM J0JA3UMO 0 cpeheHor odIuKa:

22 6 11 —10} Cu—2C {22 6 11 —22} C14Cy [0 6 11 —22}
—_— —_—

A:_O -2 —-11 -4 0 -2 —-11 O 0 -2 —-11 O

Cs—50, |0 6 —19 —22] cy-205 [0 44 —19 —22] cyi20, [0 O —19 —22
3_0—2—10 o 0o -1 0 "lo o -1 0

csecys 100 =22 —19] —cy:—cy [0 0 22 19
>_0 0 0 -1 "loo o 1

Hakie mobujamo na je I =Z-22 4+ Z(19++/—13) = Z - 22 + Z(—3 + v/—13).

OcraJio je jor j1a mOKaXkeMo KaKoO Ce padyHa HOpMa HeaJia IIOMONY peleTKu.

Tepbhemwe 3.7. Hopma umeana I ca remeparopuma o« = a + bd u § = ¢+ dd xoju
Cy JIMHEapHO HE3aBUCHU y OJHOCY Ha Z, KOME OJroBapa PeIieTKa

a C
A=
ce paqua Ha CJIG,H‘ehI/I HA4YUH:

NI =|0/I| = AO/(lZ 2} AO)’:‘det [Z Sz} = |ad — bc] .
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Teopema 3.8. Hopma uneana I ca cragmapaaoMm dopmoM je NI = ad?

Zloxas. Vnean ca crangapaaoM pOPMOM UMa OOJIHK:
I =d(Za+7Z(—-b+96)) = (Zad + Z(—bd + d?)),

3a Heke 1ies1e opojese a, b, d. Ha ocnoBy TBphema 3.7. umamo:
ad —bd
w/ ([ ] )

Teopema 3.9. Hopwma nzeana I = Oa, a € O je |O/Oal = |[Na/.

= ad?.

NI = |0/1] = ad —bd]

0 d

:det{

/oxas. 3amummumo o Kao o = x + yo, 3a Heke x,y € O. lornemajmo mrra je I:
I =0a=(z+y6)(Z+ 76 = Z(x + yb) + Z(x5 + yi?).
OBjie pasiKyjeMo aBa ciydaja, kaga je 6 = v/ D u kana je 6 = 1+;/5 :

(1) § =vD:  manaje I = Z(x + yv'D) + Z(xv/D 4 yD), oknaxme j1o5ujamo
ojroapajyhy pererky 3a I:

A:[m yD}j
Yy x

4uja je ancosyTHa BpejgHocT gerepmunante |det A| = |z -z —yD-y| = |2? —y*D| =
INa.

2
1 D 1 D 1 D
IzZ(:L’-I— +\/_y>+Z +2\/_33+( +2\/_> vy,

1++vD 1+ D+2VD
5 T + 1 v,

2 2 4

(%y + (z + y)é) .

1++vD 1++vD D—-1
T + Yy + v,

N
N —/— N
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Wneany I npunpy:kyjemo peretky A:

A= |* Ty
y v+y|’
. . D-1,
4nja je alcosIyTHA BPEIHOCT JeTepMuHanTe jeauaka: |det A| = |z(x + y) — — v

Ca npyre crpaHe, HOpMa eJIeMeHTa (v jeJlHaKa je:

Na=a-a=(x+yd)(x+yd)= (a:+1y+@y> <$+ly—@y>7

1 D
Nol = | (a4 + 322) - o

Y obda cayuaja cmo modbunm ga je |Na| = |det A| = |O/O«l, mro je u Tpedaso
HOKA3aTH. O
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Kiacaa rpyna mageaJsia

4.1 Pazjgomaukm maeajim

YBobheme komyrara 3a ujease (lebununuja 3.12.) nam je omoryhuiio ga jakiie
ckpahyjemo ujease, ogHocHO ja u3 [J = [K MoxKeMO J1a 3aKJ/byUnMO JIa BaxKu
J = K axo I nuje mymna umgean. lmnak, agekBaTHrje Ou OUJIO /18 38 CBAKH UJEAJT
Je(DUHATIIEMO HerOB MHBEP3HU ejieMeHT. AKo ce cetumo (opmystie u3 Teopeme 3.7:

IT = O NI,
UHTYUTHUBHO je /1a 3a JedUHUIN]y UHBep3a 3a ujaeas I y3memo:
1 _
I''=—.T.
NI

Nako oBakBa jedunuimja 3a/ip:KaBa yCJIOB 3aTBPEHOCTH IIPeMa Caduparby, Kao 1
YCJIOB aIlcopIIuje MHOXKemba 13 nperera O, naseps 1! He Mopa 1a Oye TMoICKyTI
O, Te ou Huje yBek nyeas. Crora JedUHUIIIEMO pa3IOMadKe ujeaje Koju he ympaso
3a/10BOJHABATU OBa CBOjCTBA KOja »KEJIMMO Jla WHBEP3HU UJIeasl 33/I0BOJbaBa.

Hedbununuja 4.1. Pazsiomauku uaeana ¢ noma F je nmogprymna Koja 3a10BO-
JbaBa ciejnehe Tpu cTaBKe:

(1) Va,be I =a+be S, a—be I
(2)V0 0,67 C .7
(3) F = aZ+ PBZ, rue cy o, € F juHeapHO HE3aBUCHU Yy OIHOCY HA Z.

Paznomaukn nneanu ve mopajy outu Hu upeasn O, au umeaaun F'. One pasiomadke
ujgeasie Koju cy ugeasn y O hemo 3BaT 1 MHTETPAJIHU UI€AJIN.

Hedbununuja 4.2. Pajomauku ngean ¥ je riIaBHU aKo U CAMO aKO UMa (DopMy:
S =a0 ={af | p €0} =aZ+ adZ,

3a Hekn eseMent o € F'\ {0}.

29
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HaBO,ZLI/IMO Cala €KCIVIMIIUTHY BE3Yy 1/13Me}')y OOMYHUX U pPa3/iIOMavdKuX HaeaJia:

Teopema 4.1. Ckyn .# C F je pa3joMadky Hea] aKO U CAMO aKO IOCTOjU I€0
0poj e € Z takaB j1a je e.# umean npcrera O.

Zoxas. Heka je .# C F pasnomaukn umgeas. Ha ocnoBy nedunmmmje 4.1, MoxkeM0
ra 3alfcaTh Kao:

I =al+ BZ = (p1 + 4VD)Z + (ps + 2V D)Z,

) a b c d
3a HEKe PaIMOHAJIHE OpojeBe P = —, 1 = —, Pa = —, @3 = —,

k l m n
a,b,c,d,k,l,m,n € Z, nzd(a, k) = nzd(b,l) = nzd(c,m) = nzd(d,n) = 1.

MuoxkermeMm 0be crpase ca e = nzs(k,l, m,n), nodujamo ja je:
e = (ay + WVD)Z + (¢, + diVD)Z,

rie aq, by, c1,d; € Z. Onapne je jacuo na je e C O, Kao u Ja je e.¥ 3aTBOPEH 3a
cadupame. OcraJjio je joIn Ja MoKazkKeMo J1a BayKu:

Veeed VreO = zreceds.
3HamMo 1a je:
red)=resd =e(rs)CrfNreO = r(ef)Cef VreO,
ojakJie Jooujamo na rr € e 3a cgako r € e ur € 0.
Hpyru cmep cjeau TupeKTHO u3 JepUHUIM]e PA3IOMYAKOr Healia. [
Ileo ©poj e hMo 3BaTH UMEHHMOIIEM PA3JIOMATKOr Heasa & .

IMocnenuna 6. 3a caku pasysiomadku ujaeasa ¢ y mosby F mocroje nemu dpojeBu
a n b 3a xoje Baxku a > b > 0, kao u parmonanan o6poj ¢ € Q \ {0}, Tako na Baxku:
(a) S =q(aZ+ (—b+90)Z)
(6) B> —tb+n =0 (mod a).
Csako .# C F koje 3a0BosbaBa yciaose (a) u (6) je paszimomadku umean y mosby F.

Cranjgapiaa o3HaKa 3a CKyn cBux mieata nperena O je IF, 1ok je osnaka 3a
CKYII CBUX PA3JIOMavYKUX ujeasa y mnospy F' 0e3 miyca, [p.

N3 Ilocnemure 6 je jacHO Ja ako je ¢ 1e0 OPOj, UMaMO CKYIl HWHTErPaJTHUX
njeana, na je I C Ip.
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4.2 Komacua rpyna CI(F)

Hedbununnuja 4.3. Heka je Pp nojgckyn [x Koju cajip:Ku cBe TJIaBHE Pa3JI0MadKe
ujeasne. ledbununemo KjIacHy rpyIy Kao KOJUIHUIKY TPYILY:

CUF) =/ Pr.

[Ipumerumo ma, yKoauko je mpcren 1ennx opojeBa O mospa F' riiaBHOMIEA-
CKU JIOMEH, CKYIl CBUX IVIABHUX PA3JIOMAYKUX Hjieasia e OUTU yIpaBO CKYIl CBUX
pasJIoMaYKuX ujeasa, mna he KjacHa Ipyla 3a TaKBO MOJbe OUTH TPUBHjasIHA (KO

Cy CBU HJecaJin IIpCTeHa O I'JIaBHH, Ta/Ja he u cBu pa3/ioOMavdKu HujaeaJinu obiuka —1
€
onTH ryaBHU pa3/JioOMavdKu HJICaJIn. Kako cBakom pPa3/IOMav9KOM HI€aJly OJAroBapa

HEKU MHTEerpaJionu ujiacaJli, To he CBHU Pa3/IOMaiKHN HaeaJIn 6I/ITI/I FJIaBHI/I).
Ca apyre crpane, ako O nmje ', kimacua rpyma Ham Mepu Koauko je O
yhaaneko” ma oyme ', Pamu nakine kBantudukaiuje, 1eUHAIIIEMO:

Hedununnmja 4.4. Knacau dpoj noma F je dpoj h(F') takas ma je:
h(F) = |CI(F)].

Bakspyuak je ma je O ']l ako u camo axo je h(F') = 1.

Komuuamyka rpyna mMa cjJIndHa CBOjCTBA KAO W KOJUIHUYIKU IIPCTEH, T€ U Y
0] MOCTOjU Heka Bpcra Kiaca eksubasiennuje. Ceaku esement Cl(F') je obimka
[#] = Pp.#. OBaj ejleMeHT HA3MBAMO KJIACOM Pa3JIOMadKor ujeania & y noswy F.
IIpumernmo Ja ako 1Ba pasjoMadka nieana ¢ u ¢ NPHIAJAjy UCTOj KJIACH, OJ-
HOCHO [ ] = [_#], T0 3Ha4m, 10 JepUHUNNUjH, Ja Ce MyJITHIINKATHBHO PA3JIHKY]y
3a HEKH IJIaBHU Pa3JIOMavdKU MJieasl, OJTHOCHO:

=17 = J=(a0)/, (4.1)

3a neko a € F'\ {0}.

3HaMO J1a CBAKOM Pa3JIOMAdIKOM Hjeasy ¢ oAroBapa MHTErPAHH Haeast e.¥
3a Heku 1eo 0poj e. Ilocaemuna oBe YHELEHHUIE je J& MOXKEMO Jia TOBOPHUMO O
KJIacaMa pPa3IoMadKAX Hjeajia KOpPUCTeNW MCKJ/BYYNBO UXOBE PEIpPe3eHTATUBHE
npumepe u3 npcrena O:

4] = [es] = [T].
Yumenunna (4.1) ce oHja MoXKe 3anucaru Ha cjejehn HaunH:
U =[J] < BIl=1J,

3a meke 3,7 € O.
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Kipyuna Teopema Bezana 3a kiiacHe rpyne je Teopema MwunkoBckor. hena
dopmystanmja je reoMeTpujcka, Te je HehemMo HaBOIUTH y TOM OOJIMKY, Beh hemo
MCKOPUCTUTH jeJTHY, HaMa KJBYUIHY IOCIEINIy Be3aHy 3a Hease KOja U3 e Mpo-
m3mtazu. Cienehe tBpheme he mam omoryhurn ja mpoBepuMo fa Jin je oapeheHn
IIpCcTeH neaux opojesa mosba ['MJI:

Teopema 4.2. Cpaka kiaca y kiaacuoj rpynu Cl(F) caapxu ujeays KOju mma
nopmy He Behy oy rpanunie MunkoBckor 9. ['panuna MuHKOBCKOT U3HOCH:

2
My — /—D ‘{F,DF<O

5, Dp>0.

ITpumep 4.1. Bparumo ce jom jeqaom na [aycose nese dpojee O = Z[i]. Cana
MozkeMO (hopMaJsIHO Ja nokaxkemo ja je Z[i] TTI.

[Tosbe Q[i] je mmaruuapuo, uuja je auckpumunanrta Dp = 4D = —4 (Bugern
odstacr 2.5), ma uMamo Jia je rparuna MUHKOBCKOT:

My = /4] 2 =2 ~ 197324
T ow

Kako je HOpMma 1eo Opoj, Ha ocHOBY Teopeme 4.2 3aK/bydyjeMo Ja CBakKa Kjaca
canpxku uzgeas umja je Hopma 1. Tepheme 3.6 (3) Ham Kaxke Ja je jenuHu ujaeas
mopMme 1 cdm nipcren O, ma 3akjbydyjemo Jj1a cBaka kiaca caap:xku O. To 3naqan ma
3aIpaBoO UMaMO caMo jeJiHy KJjacy, unju je npeicrasauk O, ma je CI(F) = {[O]},
OIHOCHO KJtacHu Opoj nosba F' = Z[i] je h(F') = 1, na 3akspyayjemo ma je Q[i] TTI.

ITpumep 4.2. Iornenajmo jom npumep u3 gena 2.6, nomse Q[v/—13] u meros
upcrer nesanx opojesa O[v/—13]. Tlokazahemo ga uuje M1 u nomolhy rpanwuie
MunkoBckor hemMo onpeuTn meros KJIacH Opoj.

HuckpummnanTa nmosba Qv —13] je Dp = —52, na je rpanumna MuHKOBCKOT 3a
OBO TOJbE:

2
mF: V52'—%4,59.
™

To 3mHaum 12 cBaka Kjaca CaJIp:Ku ujeas drja je Hopma He Beha ox 4. Cran-
napana dopma uieana je I = d(Z-a+7Z(—b+4)) (y3 Baxkan ycios ja je b < a), na
je na ocnoBy Teopeme 3.8 merosa Hopma NI = ad?. Jlakye TpaxKuMo cBe HjeaJe
npcrena O/—13] 3a koje Baxku:

NI = ad® € {1,2,3,4}.

1) ad* =1: Cierm na je a =d = 1, na je I = Z + Z[\/—13] = O.
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2) ad? = 2: Cnean ja je d = 1 u a = 2, na umamo ase moryhuoctu 3a I:
I=7-2472V=13 u I=7-2+47Z(—-1++/—13).

3) ad? = 3: Cnean ja je d = 1 u a = 3, na umamo Tpu moryhnocru 3a I:

I=7-34+2V-13 , I=7Z-3+Z(-1+vV-13) u I=7-3+7Z(-2++/—13).

4) ad?® = 4: One caja umamo jase mMoryhnocru 3a a u d. Ilpsa je qa je d = 2 u
a=1mnajel =2-0, aapyraje 71a je d =1 u a = 4, na umMaMo0 jOIT YETUDPH
moryhnocTu 3a I:

[=7-4+7V=13 |, I=7-4+7(-1+/—13),
I=7-4+7Z(-24V—=13) u I=7-4+Z(-3+/—13).

OBo cy cBu KapguIaTH 3a uiaease ca HopMmoM He Behowm ox 4. Cama Tpeda mpose-
PUTH KOJH OJ] BbUX 3aUCTa jeCy WJIeaJId.

Kao y Ilpumepy 3.2, m0BOJBHO je Jjia MpPOBEpUMO Ja JU «d W (0 IpUIaIajy
ujeasty, rjue cy « u 3 mweropu reaeparopu. ckymnosu I = O u I = 2 - O ouuryeHo
jecy uneasmn OO, mpoBepaBaMo 3a OCTaJIe:

W) I =7-2+Z(-b+v/—13), b€ {0,1}:

2v/—13=2b—2b+2V/—-13 =20+ 2(—b++V/—13) € I
(=b++V—13)vV/—-13 = —by/—13 - 13 = -13 - b* —b(—b+V/—-13) € I < 2| (13 +1b?),

na umamo ga je b =1, onnocuo I =7 -2+ Z(—1 4+ /—13).

i) I =7 -3+ Z(—b++/—13), b € {0,1,2}:

3v—13=3b—3b+2vV/-13=3b+3(-b++—13) € I
(=b++vV—13)vV/—=13 = —by/—13 — 13 = =13 —b* — b(—-b+V/—13) € I < 3| (13 +b%).

OBze BumMmo Ha Hemamo perneme. [Iperaszumo Ha cienehn ciryaaj..

ii)) I =7 -4+ Z(—b+ v/—13), b € {0,1,2,3}:

[Tornyno aHaJIOrHO Kao M y MPETXO/HA JBa CIydaja, JTOJa3UMO JI0 YCJIOBA:
4| (13 +0?),

IIITO TaKohe HUje NCIYHEeHO HU 3a jeqHO b.
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[TpumeTumo fa ce y ceuM moryhnoctmma saxteBa Aa a | (13 + b?) kaxo Om
HABEJIEHN CKYI KOjU 3aJI0BO/baBa CTaHIAP/HY (HbOpMY Hjeasa 3aucra OUo Ujeal.
Oso Huje ciaydajHO, Taj ycaoB je ymnpaso ycios (2) Teopeme 3.6 o crangapaHO]
dbopmu naeana, a | N(—b + §), mro je y oBoM KOHKpeTHOM ciy4ajy: a | N(—b +
V—13) = b*—(—13) = b*+13. Kaxko ycsioB (2) nasejiene TeopeMe HICMO JIOKA3aIH,
0BO je j100ap mpuMep Ha KOM BHJMMO KaKO Ce 3allpaBo J0J1a3u JI0 TOI YCJIOBA.

Haxue y oy Q[v/—13] nocroje camo Tpu umjeana mopme He sehe o 4:
L=0 , L=2-0 u Li=2-2+7Z(-1+v—13).

Uneamu I, u Iy cy rnasau, onnocuo I, Iy € [O]. Hokaxkumo na I3 Huje riaBHH
naealt:

[IpernocTaBuMO CynpoTHO, OJTHOCHO Ha I3 jecte riaBuu ujaeast oosmka Iy = aQ
3a "Heko o € (. To 3Haum ja nocroje 1esm oOpojeBu u3 npcrena O TakBHU 1a je:

af=2 , ay=-1++v-13 , B,y€O.
Vsumajyhu HOpMy 00e cTpane, 100MjaMO Ja MOpa Jia BarKu:
Na |[N(2)=4 , Na|N(=1++/—13) =14,
omuocuo na Na | nzd(4, 14) = 2.
1. cryuaj: Na = 2: Heka je a = a + by/—13 3a Heke nese dpojese a u b:
Na=N(a+b/=13)=a®> +130*° =2 = b=0 = da*>=2,

a OBO HeMa peIlerna 3a IeJI00POjHO a.

2. ciyuaj: Na = 1: Caequ ja o € O, na je I = aO = 0. OBo TpuBHjaJHO HE
Baxku jep, Ha upumep, 1 € O/ —13], amu 1 ¢ I. Tomum cMo JI0 KOHTPAIUKIIHje.

Hokazanu cmo na unean Iy vuje riasau, na camum tum u Oy/—13] He Moxe
Surtn rnasHoMIeancku gomeH. Takobe, 3akibydyjemo na Baxku I3 ¢ [O], na nocroju
CUTYPHO jOIII je/THa KJiaca OCUM TpuBHjaJsiHe. Kako je oBO jeuHU Mjeas KOju uMa
HOpMy He Behy o1 4, a jia He npunaa kiaacu ox O, uMamo Ja je:

CI(F) ={10], [I5] },
na je KjaacHu Opoj oBor mosba h(F') = 2.

[Ipumernmo jomr jemHy BaxKHY CTBap, IITa ce JOTOAW Kajia AurHeMo [; Ha
CTEIleH jeJIHaK KJIACHOM Opojy, y OBOM cJIydajy Kaja KBajapupamo I37 Iloriemsajmo:

B=I I;=(Z -2+ Z(—1+V=13)) - (Z- 2 + Z(~1 + V—13)).
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Unean I3 caapzKu MpousBojie cBaka jBa rereparopa: {2-2, 2(—1++/—13), (=1 +
v/—13)?} (upoussos 2(—1++/—13) ce nojasbyje IBAIyT, IOBOJLHO Ta je TIPEJICTABH-
TH jefHOM y MaTpuim). /Jo3Bo/beHnM onepaljaMa HaJ| oAroBapajyhom pererkom
A nobujamo:

A= [4 -2 —12] C3+3C, [4 -2 O} Ca+C3 [4 -2 O}

0o 2 =2 0o 2 =2 0o 0 =2
Corcs (4 =2 0| 1420, |0 =2 0 -c,-Cc, |0 2 0
lO 0 —2} {O 0 —2] {O 0 2} ’

naje 2=7-2+7-2/-13=2-0.
Opnasne Bumumo na je [I3] = [2- O] = [O], na je k1acHa Tpyna 3aIpaBo TeHe-
pHCaHa jeJHUM eJIeMEHTOM:

CL(F) = {[Is], [Z3] }-

Bpatumo ce jomr jeqnom ma mpumep u3 jena 2.6. OH mokasyje /iBe HeeKBUBa-
JeHTHe (akTopusaluje ucror eaementa y npcreny Qv/—13):

14=2-7T=(1—-+v-13)(1++v—13) (4.2)
IIpeBeneno Ha je3wk mjieasia, oBa jeJIHAKOCT IIOCTaje:
(14) = (2) - (7) = (1 —v/—13) - (1 + vV/—13). (4.3)

Mozke ce mpoBepuTH Ja ce umeas (7) MOXKe pacTaBUTH Kao:
(Y=(Z-T+Z(-1+v-13))- (Z- T+ Z(—6 + vV—13))
—(Z-T+Z(-1+V=13))-(Z- T+ ZA+v—13)) = I; - I,

rae cy Iy n 1 7 IPOCTH WIeaIm.
[Tornemajmo wemy je jemnak mpousBo I3 - I7:

Is- I; 5 {14, 2(—1 +v/—13), 7(—1 + V/—13), (=1 +/—13)%},
ma je ojaromapajyha pererka:
Ao [ -2 =7 —12] cia, [14 =2 =T 2] e, [14 0 =7 2
o 2 7 -2 1o 2 7 -2 "looo 7 -2

C3+4Cy 14: 0 1 2 C1—2C3 14: 0 1 0 C3+Cy ; C1C3 O 0 14: ].
0O 0 —1 -2 0 0 -1 0 00 0 -—-1|°

[Torsrerajmo 3aTuM Koja perieTka oxropapa muiaeaty (1 —+/—13):

(1—v=13)=(1—v—13)- 0 = (1 — V=13)(Z + Zv/—13)
= (Z - 7Zv/—-13) + (ZV—-13 + 13 - Z),
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na je permerka A’:

;|1 13 ciees |13 1 ci+c, (14 1|
O e el ] el e

Tume cmo nokasamu ga je Iy - Iy = (1 — /—13). Ananoruo ce jokasyje ja je
I3 I7;=(14+/—13). Jennaunna (4.3) onja nonpuma OOJIHK:

(14) = 132 Il = Iy - LI = I§]7777 (4.4)

rie cy I3, I, I, MTPOCTU WU/IEAJIN.

Ha npakTuvnoM npuMepy ¢MO BUJIE/IN J1a jeIMTHCTBEHA (DaKTOpHU3allnja Hiaeaa
BaXKM YaK M y M0J/bYy ¥ KOM He BayKH jeJIMHCTBeHA (PaKTOpU3allHja eJieMeHaTa, 3aTo
je mpucTyn (hbaKTOPU3AIUjHU IPEKO UAeasia NeHePAJTHUjH HEro IPeKO eIeMeHaTa.

OBa J1Ba IPHUCTYIIa MOCTAjy eKBUBAJEHTHA NCKJBYIUBO Ka/Ia je KJIACHU OpOj IO-
Jba jeHaK JeJIMHUIIA, OJTHOCHO KaJla Ce Pajid O MPUHITUIIN]ATHO MJIEAJICKOM JJOMEHY.
Tajia mMaMo myHy CJI0DO/LY Jla TPETUPAMO eJIeMeHTe, OJJHOCHO IJIaBHe ujeasie (3a-
BUCH 38 KOJU TIPUCTYII CE OJJIyINMO) Kao Ja Cy OOMYHU IeJii OPOjeBU.

[Tomohy kacHux rpyna u KJacHUX OpoOjeBa ce MOXKe IMOKa3aTh Jia IMOCTOjU TaIHO
9 MMarnHapHUX 110/bA YUjU je TMPCTEH IeJnX OpojeBa IVIABHOUICAJICKH JIOMEH:

De{-1,-2,-3,-7,—11,—19, —43, —67, —163}.

Nnejy nma mocroju Beoma MaJii OpPOj MMArMHAPHUX 10Jba KOja UHjU je MPCTEH
nesinx dopojeBa ['MJI je npemyioxkuo 'ayc, a qoka3aHo je TEK CPEJIMHOM JIBAI€CETOT
Bexa ma 3a nosba Qv D] xox kojux je D < —163 je xiacum 5poj ysex sehu mim
jemnak 2. OBo je 030m/baH pe3ysITAT y MaTEMATHUIIA U Y HETOBOM JIOKA3y Ce KOPH-
CTe HAIpeJHNje aHAJIUTUYKE MeToJle KOje JIaJeKO IIpeBa3uiia3e HIBO OBOI' Pa/ia.

OBux 9 OpojeBa ce jorr u Ha3WBajy XUTHEPOBU OPOjEBH, 10 HEMAYKOM MAaTe-
matndapy Kypty Xuruepy koju je /a0 HajBehu JONPUHOC TIPU JIOKA3UBAILY OBE
reopeme (Crapk-XuruepoBa Teopema,).

Y cienehem moryiaB/by hemo IokasaTu TpPUMEHY KBaJIpATHUX PAIIUpErha Ha
jeTHOM, KOHKPETHOM 33/1aTKY.
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IIpumena

5.1 3amartak n’+n + 41

[Ipe Hero mTo MoYHEMO ca 3aJlaTKOM, Jiokazahemo jegHO mOMOhHO TBpDhembe
Koje he HaM OUTH HEOIXOJIHO 3a 3aJaTaK.

JIema 5.1. IIpcren nemux 6pojesa O8] moma Q[v/D] je T, Exement a € O]
je HepyayKyjyhu ako m caMo aKo je HOpMa eJIeMeHTa (v IIPOCT OPOj.

Joxas. Cmep <«:

Hopwma enemenTta « je mpoct 0poj. IIpernocraBumo na o Huje Hepeaykyjyhu,
OJTHOCHO (v = [37, 3a Heke (3,7 € O\ O*. ¥Y3umajyhu HOpMy 0De cTpaHe, IMaMO Ja
je Nao = N(B8v) = (NB)(Nv). Kako je Na mpoct &poj, cieam a HEKa OH HOPMH
esleMenara (3,7 mopa outu wian 1 wim -1, ma je Taj eJleMeHT WHBEPTUOUJIAH, IITO
je KOHTpaMKIMja. 3a 0Baj CMep HAM HHUje HeOnxoaH ycaoB ja je npcrer 'L
Cmep =

Enement « je nepenykyjyhu. IIpernocraBumo 1a HopMma ejieMenTa v Huje IpOCT
0poj, oxHocHo Ja je Nao = b - ¢, 3a Heke y3ajaMHO IIpocTe Iiejie OpojeBe b u ¢
pazmuaure ox +1. /lasme nmamo J1a je:

aac =Na=b-c. (5.1)

Y nosbuMa Koja UMajy jeIMHCTBEHY (DaKTOpHU3aIUjy IeanX OpojeBa, HepeayKyjyhu
eJIEMEHTH U TPOCTU €JIEMEHTH CY UCTa CBTap, T€ 300T TOra UMaMO J[a BaryKu:

albe = al|b V alec

Bes ymamema ommroctu, ysehemo na « | b, ongocuo b = « - 0, tue 6 € O[4].
Konjyryjyhu obe crpane Bumnmo jaje b=5b = af = a -0, jep je b meo 6poj, ma
BujmMo na « | b. Jakiae umamo jga « | b u a | b, ma caean na aa | b, omHOCHO
Na | b. Kako u b | Na, cnemn na je b = +Ne, ogrocHo na je ¢ = £1, mro je
KOHTPATUKIIH] . O
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Bamarak 1. Jlokazatu ja je peanoct nosunoma P(n) = n? +n + 41 npocr 6poj
3a cBe IpuUpojHe OpojeBe n Mame o 40.

Pememe 1. [Iposepom memke 3a cBe dpojese n € {1,2,3,...,39} Bunehemo na
JaT MOJIMHOM 3aMCTa jecTe yBeK mpocT. 3a n = 40, BpeaHOoCT moJmHoMa he OuTh
P(40) = 40% + 40 + 41 = 40(40 + 1) + 41 = 412, mrro je jacuo gesbuso ca 41.

[ToenTa oBor 3ajaTKa je Ja ra ypaJuMo eJeraHTHO, KOpucTtehn KBajipaTHa pa-
muperma, 0e3 mpoBepe 3a cBe OpojeBe mambe o 40. Takobhe, Bugehemo yomrreme
OBOI' 3aTaTKa, TO jecTe 3a KOje CBe OpojeBe ¢ ce MOXKe MCTOM METOJIOM IOKa3aTu
na oymaoM Q(n) = n? 4+ n + ¢ renepuine npocre Spojese 3a cBako n < ¢ — 1.

3a nmouerax, pemumo jegnamuny P(r) = 2? + x + 41 = 0:

—14++v12—-4-41 14++/-163
1‘2+£E+41:0:>£L‘1,2: 5 = 5 .

[Mosmuom P moxkemo na 3amumiemo Kao P(z) = k(z—z1)(x —x2). Kaxo je nosmuom
MOHUYAH, 3HAMO Ja je kK = 1, ma godujamo ja je:

<x+1+\/2T63) <x+1_\/T63)

Plz) = (5.2)

2

Viaaszumo y kBagparHo pammupere Q[ —163]:

14+ +v/—163
—

Nmajyhn y Bugy ma pasmarpaMo Iese Opojese 1, 3a BHX BayKd 1. = 7, I1a Hall
nosimHOM P 110CTaje:

Kako je —163 = 1 (mod 4), umamo na je O = Z[d], tae je § =

Pin)=n+0)(n+8)=mn+d)(n+d)=N(n+46), sancZ.

Caesi ¢MO 3a/1aTaK Ha TO Jia XKEeJIMMO JIa JJOKazKeMo J1a je HopMa, esleMenTa (1 + 0)
y OBOM pallupemy mpocT 0poj 3a n < 40.

[IpernocraBumo j1a n+0 HUje HepeayKyjuhn eJIleMeHT, OJTHOCHO J1a je n+0 = af3,
3a Heke o, B € O\ OF. ¥Yzumajyhu nopmy obe crpane, godujamo Ja je:

N(n +0) = N(af) = (Na)(NB).

[ToryieiajmMo cajr mTa 3HAMO O HOPMU ejieMeHTa « = a + bd, a,b € Z (anajoruo je

u 3a f):

2 2
Na = N(a + b6) = N (a . \/——2163b) B (a N %b) ) (\/——21631))

1 163
:a2+ab+1b2+7b2 = a® + ab + 41b°.
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Hajooswe je nma ce 3aap:KUMO Ha OOJIUKY:

1\? /=1 2 1\? 1
Na=<a+§b> —( 263b) :(a+§b) +%b2,

. . 163 . .
jep omaBie BuauMo na je Na > TbQ, a 3aKJbydyjeMo JIa je 3a CBAKH eJIEMEeHT

a € Z[d] \ Z, nopma Tor ejleMeHTa:
1
Na > % = Na > 41,

jep je HOpMa 1M€o Opoj. Ocrtajo je joir mpoKOMEHTapuCcaTH 3allTO HU « HU [ He
MOry OWTH IIeiu OPOjeBH.

[TpermocraBumo cynpoTHo, aa je 6e3 ymamema ommroctu [ = k € Z \ {1}
(cerumo ce na [ Huje naBepTUOMIHE ejieMenT). Onatie ciesu:

n+0=oaf =k(a+bd) =ka+ kbd.

Koedunujentu y3 § Ha JIeBOj U JI€CHO] CTPpAHU MOPAjy OUTH jeJHAKH, Ha OJATIIE
nodbujamo yesoB ga je: kb = 1. Kako k # 1 u ¢ odb3upom Ha TO na je u b 11eo
Opoj, 3HAMO Jla OBa jeJHAaYMHA HEMa Pellerma, T€ CMO JOILIN IO KOHTAIUKIIU]E.
3ak/bydyjeMo fa HU « HU 3 HE MOTY OUTH IIeJTH OPOjeBH.

Jlakje yKoMKO 1 + § HUje HepeayKyjyhu, Mopa Jia BaxKu:

N(n +9) = (Na)(NB) > 41 - 41 = 412,
Te 3aK/bydyjeMo Ja je 3a cse n Takse ja je N(n + §) < 412, enxement n + §
nepeayKyjyhn. Yenos N(n + 6) < 412 je ekBuBajieHTaH:
N(n+6)=n>+n+41 <41® < n(n+1) <40-41 <= n < 40.

Haxkite, 3a cBako n < 40, exemenT n + 0 je Hepeaykyjyhu. Ha ocHoBy cmepa ¢
aeBo Ha JecHo Jleme 5.1, 3akspydyjemo na 3a cBako n < 40 Baxku na je N(n + )
IpOCT, OJHOCHO Ja je P(n) mpoct, mro je u Tpedaso JToKa3aTH.

[TocmaTpajmo npoussosban nojuuoM Q(x) = x? + x + c. Fberose nyue cy:

—1++v1—-4c

x1,2

2
Ako ce cetnmo Koja cBa mMmaruHapHa pamupema cy '/, Buaumo na 3a 1 — 4c €
{=3,-7,—11,—-19,—43, —67} umamo anajIorHu 3aJaTak Kao 3a 1 —4c = —163, na

BUJIVIMO J1a Ce OBaKaB 3aJaTaK MOxKe ImocTaBuTH 1 3a ¢ € {1,2,3,5,11,17}. Baxkso
je HaIlOMEeHyTH Jla 3aJlaTakK JIOKa3yjeMO 3a IMpupojHe OpojeBe n < ¢ — 1, ma 3a
¢ € {1, 2}, 3a1aTak TpaKTUIHO HEMA CMUCAO.
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