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1

Uvod

Particija prirodnog broja n je predstav	a�e n u obliku zbira prirodnih
brojeva, pri qemu je redosled sabiraka nebitan. Sa p(n) oznaqavamo broj par-
ticija od n. Po definiciji va�i p(0) = 1, a na primer ako je n = 5, p(5) = 7
i to su:

5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

Nakon pokuxaja da se otkrije direktna veza izme�u p(n) i n (tj. pokuxaja
da se p(n) izrazi preko elementarnih funkcija od n) mo�emo zak	uqiti, ili
barem naslutiti, da to nije mogu�e. Ono xto je jasno jeste da p(n) raste, i to
eksponencijalno, xto je oqekivano u kombinatorici (dolazi do tzv. kombina-
torne eksplozije). Vrednosti nekih p(n) mo�emo videti u tabeli 1.

n 0 1 2 3 4 5 . . . 10 . . . 50 . . .
p(n) 1 1 2 3 5 7 . . . 42 . . . 204226 . . .

Tabela 1 − broj particija za neke ma�e brojeve

Quveni matematiqari Hardi i Ramanu
an su se, izme�u ostalih stvari,
bavili i istra�iva�em particija (�ihova na�alost kratka, ali bogata zajed-
niqka istorija predstav	ena je u filmu ,,The Man Who Knew Infinity"(2015)).
Otkrili su asimptotsku formulu ponaxa�a p(n) koja tvrdi da kada n→∞

p(n) ∼ eπ
√

2n/3

4n
√
3
. (1.1)

Particiju λ nekog prirodnog broja n oznaqavamo kao λ = (λ1, λ2, λ3, . . . , λk),
pri qemu je

∑k
i=1 λi = n. Tako�e, particije mo�emo predstav	ati preko Jan-

govog dijagrama, koji mo�emo videti na dijagramu 1.
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2 1. Uvod

Dijagram 1

Particija prikazana na dijagramu 1 je (4, 4, 3, 1, 1). Me�utim, to se dobije
posmatra�em kvadrata po kolonama, a jasno je da mo�emo brojati i kvadrate
po vrstama i u tom sluqaju posmatramo particiju (5, 3, 3, 2). Ovakve particije
nazivamo konjugovanim particijama.

Teorema 1.1. Broj particija n na najvixe k sabiraka jednak je broju particija
n na sabirke ne ve�e od k.

Dokaz. Posmatrajmo particiju λ = (λ1, λ2, λ3, . . . , λk). Ukoliko prika�emo ovu
particiju na Jangovom dijagramu na takav naqin da i-ta kolona sadr�i λi
kvadrata, onda, zbog toga xto postoji najvixe k kolona, svaka vrsta ima naj-
vixe k kvadrata, tj. najve�i mogu�i qlan konjugovane particije λ je k. Na ovaj
naqin smo uspostavili bijekciju (funkcija koju koristimo je upravo funkcija
konjugova�a, jasno je da je ona surjektivna i injektivna) izme�u particije n
na najvixe k sabiraka i particije n na sabirke ne ve�e od k, tj. mora ih biti
jednako.
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Uspostav	a�e bijekcija na

Jangovom dijagramu

Qesta metoda u radu s particijama jeste uspostav	a�e bijekcije. U ovom
poglav	u �emo se pozabaviti razliqitim naqinima prav	e�a bijekcije izme�u
Jangovih dijagrama, xto je ideja koja �e biti korix�ena i u drugim delovima
rada.

Primer 1. Broj samokonjugovanih particija jednak je broju particija na
neparne i razliqite qlanove.

Particija je samokonjugovana ukoliko je �en konjugat na Jangovom dija-
gramu jednak �oj samoj (odnosno ako je �en Jangov dijagram simetriqan u odnosu
na ,,glavnu dijagonalu"). Primeni�emo funkciju koja pravi novi dijagram na
slede�i naqin. U prvoj vrsti novog dijagrama �e se nalaziti onoliko kvadrata
koliko ih ima u uniji prve kolone i prve vrste poqetnog dijagrama. U drugoj
vrsti �e se nalaziti onoliko kvadrata koliko ih ima u uniji druge kolone i
druge vrste, a da nisu ve� prebrojani itd. Funkcija se mo�e lepo predstaviti
na dijagramu (preslikava dijagram 2 u dijagram 3).

−→

Dijagrami 2 i 3, respektivno

3



4 2. Uspostav	a�e bijekcija na Jangovom dijagramu

Neka je data particija λ = (λ1, λ2, λ3, . . . , λk), pri qemu je λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk.
Neka je i-ti kvadrat na glavnoj dijagonali definisan kao presek i-te kolone i
i-te vrste. Neka takvih kvadrata ima m. Neka naxa funkcija preslikava par-
ticiju λ u neku particiju κ. Znamo da �e κ onda imati m qlanova. Konkretno,
bi�e κl = 2(λl − l) + 1 = 2λl − 2l + 1. Dakle, svi κl su neparni. Kako nam je
particija λ ure�ena opadaju�e, onda je i κ, pa su sve κl razliqite. Dakle, od
polazne samokonjugovane particije dobijamo jedinstvenu particiju s neparnim
i razliqitim delovima.

Doka�imo jox da je inverzni proces tako�e jedinstven. Neka je data parti-
cija s neparnim i razliqitim qlanovima κ = (κ1, κ2, κ3, . . . , κm) gde je κ ure�en
opadaju�e i κi = 2λi − 2i + 1. I�i �emo vrstu po vrstu i pravi�emo novu
particiju na slede�i naqin. Najpre �emo od vrste κj napraviti novu vrstu
koja se sastoji od λj − j + 1 kvadrata. Svaku slede�u vrstu �emo praviti na
isti naqin, s tim xto �e biti pomerena za jedan kvadrat udesno u odnosu na
prethodnu vrstu, tj. od particije (7,3,1) na dijagramu 4 dobi�emo dijagram 5:

−→

Dijagrami 4 i 5, respektivno

Na novodobijenom dijagramu (dijagramu 6) mo�emo preslikati simetriqno
kvadrate van glavne dijagonale, u odnosu na glavnu dijagonalu, i dobiti jedin-
stvenu samokonjugovanu particiju (dijagram 7).

−→

Dijagrami 6 i 7, respektivno

Dakle, uspostavili smo bijekciju izme�u samokonjugovanih tipova parti-
cija i particija na neparne i razliqite qlanove, xto dokazuje da ih ima
jednako.

2.1 Bresudova bijekcija

Ukoliko je neka particija pode	ena na razliqite qlanove, to znaqi da se
svaka dva qlana particije razlikuju barem za 1. Ako se svi qlanovi particije
razlikuju barem za 2, nazovimo onda takve qlanove superrazliqiti.
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Posmatrajmo particije broja 10 na superrazliqite qlanove. To su

10 = 9 + 1 = 8 + 2 = 7 + 3 = 6 + 4 = 6 + 3 + 1.

Posmatrajmo sada particije broja 10 na razliqite qlanove. To su

10 = 9 + 1 = 8 + 2 = 7 + 3 = 6 + 4 = 7 + 2 + 1 = 6 + 3 + 1 = 5 + 4 + 1 =
5 + 3 + 2 = 4 + 3 + 2 + 1.

Svakako je jasno da je broj particija na superrazliqite qlanove nekog broja
ma�i od broja particija na razliqite qlanove tog broja, jer je svaka particija
sa superrazliqitim delovima tako�e i particija s razliqitim delovima, ali
ne i obratno. Me�utim, ukoliko ograniqimo razliqite particije uvo�e�em
nekog dodatnog uslova, mogu�e je uspostaviti bijekciju izme�u takvih tipova
particija.

Teorema 2.1. Broj particija na superrazliqite qlanove jednak je broju par-
ticija na razliqite qlanove kod kojih je svaki parni qlan ve�i od dvostrukog
broja neparnih qlanova

Dokaz. Posmatrajmo najpre neku particiju sa superrazliqitim delovima. Po-
merimo svaku vrstu za dva kvadrata udesno u odnosu na prethodnu vrstu na
Jangovom dijagramu. Na primer, ako smo poxli od particije 36 = 14+11+6+
4 + 1, onda �e ona izgledati ovako na Jangovom dijagramu (dijagram 8).

Dijagram 8

Povucimo sada desno od prvog do�eg kvadrata zamix	enu vertikalnu li-
niju, koja deli svaki qlan particije na levi i desni. Oznaqimo celokupnu
particiju sa λ = (λ1, λ2, λ3, . . . , λk), pri qemu je λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk i λi ≥ λi+1+2
za i ∈ {1, 2, 3, . . . , k−1} (jer je particija na superrazliqite qlanove i opadaju�i
je niz λi, onda je ovo dobro definisano). Tada je broj kvadrata levo od naxe
linije u i-tom redu 2(k − i) + 1. Desno od naxe linije se u i-tom redu nalazi
κi = λi− 2(k− i)− 1. Sortirajmo sada sve κi opadaju�e, najpre neparne, a onda
parne delove (ukoliko su svi κi = 0, onda nema kvadrata desno od linije i
svi qlanovi poqetne particije su neparni, ovakva particija spada u obe klase
poqetnih particija i nema potrebe uspostav	ati bijekciju izme�u �ih). Ovim
postupkom dobijamo niz κ′i i dolazimo do slede�e particije (dijagram 9):
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Dijagram 9

Doka�imo da je novodobijena particija λ′i = 2(k − i) + 1 + κ′i upravo tip
particije koji smo tra�ili, tj. particija s razliqitim delovima gde je svaki
parni deo barem dvostruko ve�i od broja neparnih delova.

Svi levi delovi (odnosno delovi 2(k− i)+1) poqetne particije su neparni,
a nakon xto izvrximo sortira�e svih κi, sveukupno �e prvi red biti najve�i
parni broj u novonastaloj particiji (levi i desni delovi su neparni, pod
pretpostavkom da postoji κi koje je neparno, u suprotnom je dokaz analogan).
Poxto su nam sortirani nizovi i levo (sa ove strane je strogo opadaju�i niz)
i desno (odnosno najpre sortirani neparni, pa parni) od naxe zamix	ene
linije, onda se i naxa novodobijena particija sastoji od razliqitih delova,
jer nam redom strogo opadaju prvo parne particije, pa onda strogo opadaju
neparne particije (sveukupno posmatrano).

Doka�imo sada da su svi parni delovi barem dva puta ve�i od broja nepar-
nih delova. Pretpostavimo da je prvih j delova particije λ′j ≡ 0 (mod 2) i
λ′j+1 ≡ 1 (mod 2) (j ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , k}). To znaqi da u particiji λ′ imamo
ukupno k − j neparnih qlanova. Zbog κ′i ≥ 0 znamo da je λ′i ≥ 2(k − i) + 1.
Primetimo da je

min{λ′1, λ′2, . . . , λ′j} ≥ λ′j ≥ 2(k − j) + 1, (2.1)

xto znaqi da su svi qlanovi za koje va�i λ′j ≡ 0 (mod 2) upravo ve�i od
dvostrukog broja neparnih qlanova.

Preostalo je jox da doka�emo da na jedinstven naqin mo�emo preslikati
dobijenu particiju u prvobitnu. Recimo da imamo particiju na razliqite
delove kod kojih je svaki parni deo ve�i barem dvaput od broja neparnih delova
oznaqenu sa λ. Razdvojmo λ na podskupove σ i τ takve da je svaka particija iz
σ parna, a svaka particija iz τ neparna i σ t τ = λ. Pore�ajmo sada delove
na Jangovom dijagramu tako da nam prvo idu delovi iz σ sortirani opadaju�e,
pa potom delovi iz τ sortirani opadaju�e. Translirajmo opet sve particije
za dva kvadrata udesno, kao na poqetku. Sada smo dobili particiju identiqnu
particiji na dijagramu 8. Ukoliko opet zamislimo liniju identiqnu onoj s
poqetka dokaza, onda je jasno da �e sortira�e delova desno od linije i ponovno
spaja�e dati poqetnu particiju. Jox treba dokazati da takvu liniju mo�emo
povu�i.
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Posled�ih |τ | redova su neparni (pod posled�im redom podrazumevamo onaj
ispod kog nema vixe delova particije). Svaki prethodni red u τ je barem za
2 ma�i od prethodnog (da bi se odr�ala parnost). Analogno, svaki prethodni
red iz σ je barem za 2 ma�i od prethodnog. Neka su nam numerisani indeksi
qlanova σ i τ tako da je novonastala particija na dijagramu predsta-v	ena sa
(σ1, σ2, . . . , σ|σ|, τ|σ|+1, . . . τ|σ|+|τ |) (posmatrano odozgo nadole). Tvr�e�e s poqetka
pasusa dokazuje da je τi ≥ τi+1 + 2, a kako je τ|σ|+|τ | ≥ 1, to povlaqi τ|σ|+i ≥
2(|τ | − i) + 1, za i ∈ 1, 2, . . . , |τ |. Zbog definicije tipa particije je min{σ} =
σ|σ| ≥ 2|τ |+ 1, tj.

σ|σ| ≥ 2|τ |+ 1 = 2(|σ|+ |τ | − |σ|) + 1. (2.2)

Analogno kao malopre, ovo povlaqi σi ≥ 2(|σ|+|τ |−i)+1, za i ∈ {1, 2, . . . , |σ|}.
Sveukupno ovo znaqi da u i-tom redu particije imamo barem 2(|σ|+ |τ | − i) + 1
kvadrata, xto nam omogu�ava da povuqemo tra�enu liniju, a to je i trebalo
dokazati.

Dakle, uspostavili smo bijekciju izme�u gorepomenutih tipova particija,
xto upravo dokazuje teoremu.

2.2 Gor�e ograniqe�e za p(n)

Kao xto je naglaxeno u uvodu, p(n) raste eksponencijalno. Me�utim, ipak
je mogu�e ograniqiti p(n) odozgo pomo�u nekog drugog niza koji je pogodniji
za kontrolu.

Jasno je da je p(n) > p(n−1) (za n ≥ 2), jer na svaku particiju n−1 mo�emo
dodati jox jedan kvadrat na dnu Jangovog dijagrama i samim tim dobijamo neku
particiju n. Primetimo da je

p(n− 1) = p(n | postoji barem jedan qlan 1). (2.3)

Direktna posledica ovoga je

p(n) = p(n− 1) + p(n | ne postoji qlan 1). (2.4)

Mo�emo zak	uqiti da je p(n − 2) = p(n | postoji barem jedan qlan 2), jer
je dodava�e jednog qlana 2 (kao i ukla�a�e qlana 2) s Jangovog dijagrama
bijekcija. Posmatrajmo funkciju koja povezuje particije kod kojih ne postoji
qlan 1 i particije kod kojih postoji barem jedan qlan 2. Uzmimo najma�i
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qlan iz particije kod koje ne postoji qlan 1 (taj qlan je barem du�ine dva).
Iseckajmo taj qlan na jedan qlan du�ine 2 i preostale qlanove du�ine 1.
Ovakva particija je upravo drugi tip particija, tj. u ovoj particiji postoji
barem jedan qlan 2. Ovo preslikava�e nije bijektivno, ali jeste injektivno,
xto nam govori da je

p(n | ne postoji qlan 1) ≤ p(n | postoji barem jedan qlan 2) = p(n− 2). (2.5)

Kombinova�em (2.4) i (2.5) dobijamo da je

p(n) ≤ p(n− 1) + p(n− 2). (2.6)

Neka je sa Fn oznaqen n-ti Fibonaqijev broj (F1 = 1, F2 = 1, Fn+2 =
Fn+1 + Fn). Doka�imo indukcijom da je p(n) ≤ Fn+1. Za n = 0 i n = 1 je
tvr�e�e trivijalno (1 ≤ 1). Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za n− 1 i n− 2.
Kombinova�em (2.6) sa induktivnom hipotezom dobijamo

p(n) ≤ p(n− 1) + p(n− 2)

≤ Fn + Fn−1

= Fn+1, (2.7)

xto smo i hteli da doka�emo.
Doxli smo do zak	uqka da p(n) raste najvixe onoliko brzo koliko rastu

i Fibonaqijevi brojevi, iako oba niza rastu eksponencijalno. U tabeli 2 je
dato pore�e�e p(n) sa Fn+1 za neke vrednosti n.

n 0 1 2 3 4 5 6 . . . 10 . . . 50 . . .
p(n) 1 1 2 3 5 7 11 . . . 42 . . . 204226 . . .
Fn+1 1 1 2 3 5 8 13 . . . 55 . . . 12586269025 . . .

Tabela 2 − Pore�e�e p(n) i Fn+1

Vidimo da Fibonaqijevi brojevi, iako jesu gor�e ograniqe�e za p(n), mnogo
odstupaju od p(n) za veliko n, ali za male n daju procenu koja je qesto dovo	na
za odgovaraju�u primenu.

2.3 Ponaxa�e p(n) u beskonaqnosti

Vixe puta smo naglasili da p(n) eksponencijalno raste, no to nije u pot-
punosti taqno. Niz p(n) raste zapravo br�e od polinomne, ali sporije od
eksponencijalne funkcije. Dokaza�emo da je
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lim
n→∞

p(n)
1
n = 1. (2.8)

Pre nego xto do�emo do toga, doka�imo slede�u lemu.

Lema 1. Ako σ(k) predstav	a zbir svih delilaca prirodnog broja k, onda
va�i

np(n) =
n∑
j=1

p(n− j)σ(j).

Dokaz leme 1. Posmatrajmo sve particije broja n. Po definiciji, �ih ima
p(n), a zbir svake je n, pa je zbir svih qlanova ovih particija np(n), tj. upravo
izraz s leve strane. Posmatrajmo sada neki sabirak k. On se pojav	uje barem
jednom u p(n − k) particija, barem dvaput u p(n − 2k) particija itd. Dakle,
ukupan broj pojav	iva�a k u svim particijama je

p(n− k) + p(n− 2k) + p(n− 3k) + . . .

Sada imamo

np(n) =
n∑
k=1

k(p(n− k) + p(n− 2k) + p(n− 3k) + . . . )

=
∑
ik≤n

kp(n− ik)

=
n∑
j=1

p(n− j)
∑
k|j

k =
n∑
j=1

p(n− j)σ(j), (2.9)

xto je i trebalo dokazati.

Doka�imo sada da za svako ε > 0 postoji dovo	no velika konstanta c, takva
da je

1 ≤ p(n) ≤ c(1 + ε)n. (2.10)

Posmatrajmo najpre niz aj =
j(j + 1)

2(1 + ε)j
. Red S =

∑∞
j=1 aj je konvergentan,

jer je

lim
j→∞

∣∣∣∣aj+1

aj

∣∣∣∣ = lim
j→∞

∣∣∣∣ j + 2

j(1 + ε)

∣∣∣∣ < 1. (2.11)
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Dakle, onda mo�emo da odaberemo N (u funkciji od ε) takvo da je N ≥ S.
Odaberimo konstantu

c = max
1≤n≤N

p(n)

(1 + ε)n
.

Doka�imo sada indukcijom da va�i (2.10). Zbog odabira konstante c, jasno
je da �e nejednakost va�iti za sve n ≤ N . Pretpostavimo sada da (2.10) va�i
do nekog n (gde je n > N), a ne uk	uquju�i n. Zbog leme 1 imamo

p(n) =
1

n

n∑
j=1

p(n− j)σ(j) ≤ c

n

n∑
j=1

(1 + ε)n−jσ(j)

=
c

n
(1 + ε)n

n∑
j=1

σ(j)

(1 + ε)j
≤ c

n
(1 + ε)n

n∑
j=1

1 + 2 + . . .+ j

(1 + ε)j

=
c

n
(1 + ε)n

n∑
j=1

j(j + 1)

2(1 + ε)j
≤ c

n
(1 + ε)nN ≤ c(1 + ε)n. (2.12)

Dakle, va�i (2.10). Uzima�em n-tog korena i puxta�em limesa dobijamo

1 ≤ p(n)
1
n ≤ (1 + ε) n

√
c, (2.13)

a kako je ε proizvo	an pozitivan broj, onda su limesi u beskonaqnosti leve
i desne strane jednaki 1. Po lemi dva policajca dobijamo i egzistenciju i
vrednost tra�enog limesa, tj.

lim
n→∞

p(n)
1
n = 1. (2.14)

Da smo raqunali analogni limes za Fibonaqijev niz, onda bismo dobili

rezultat
1 +
√
5

2
. Odavde je jasno da Fibonaqijev niz raste eksponencijalno,

dok p(n) raste sporije od eksponencijalne, ali br�e od polinomske funkcije
(za polinomsku funkciju bi ovaj limes iznosio nula, a za eksponencijalnu bi
bila neka konstanta ve�a od 1). Ovo dodatno potvr�uje formulu (1.1) (limes
n-tog korena asimptotske aproksimacije zaista iznosi 1).
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Generatorna funkcija

3.1 Pojam i definicija

Definicija 1. Funkcija

F (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . . =

∞∑
i=0

aix
i,

gde zapisani stepeni red konvergira u nekoj oblasti, naziva se funkcijom
generatrise, tj. generatornom funkcijom niza (an) = (a0, a1, a2, . . . ).

Funkcija generatrise ima xiroku primenu u kombinatorici i pru�a nov
pristup problemima. �ihovo k	uqno svojstvo je to xto jednoznaqno odre�uju
niz.

Lema 2. Funkcija generatrise niza (1, 1, 1, . . . ) iznosi
1

1− x
.

Dokaz. Zbog konvergencije mora biti |x| < 1. Generatorna funkcija F (x) =

1+x+x2+x2+ . . . predstav	a geometrijski niz, tj. upravo je F (x) =
1

1− x
.

Uvo�e�em smene t = −x mo�emo da zak	uqimo da generatorna funkcija

niza (1,−1, 1,−1, . . . ) iznosi 1

1 + x
.

Ukoliko ne bude drugaqije naglaxeno, u da	em delu rada �e se podrazumeva-
ti da je x iz konvergentnog domena i to �e najqex�e biti (−1, 1).

Primer 2. Odrediti opxti qlan Fn Fibonaqijevog niza u funkciji od n
(F0 = 0, F1 = 1).

Opxti qlan mo�emo lako dobiti standardnim postupkom rexava�a li-
nearne homogene diferencne jednaqine, ali problem mo�emo rexiti i pomo�u

11
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generatorne funkcije. Neka je g(x) generatorna funkcija Fibonaqijevog niza.
Tada je

g(x) = F0 + F1x+ F2x
2 + F3x

3 + . . . ,

xg(x) = xF0 + F1x
2 + F2x

3 + . . . ,

x2g(x) = x2F0 + F1x
3 + F2x

4 + . . .

Oduzima�em druge i tre�e jednaqine od prve dobijamo

(1− x− x2)g(x) = F0 + (F1 − F0)x+ (F2 − F1 − F0)x
2 + (F3 − F2 − F1)x

3 + . . .
(3.1)

Svi koeficijenti, izuzev onog uz linearni qlan, iznose 0 zbog definicije

niza. Odavde je g(x) = − x

x2 + x− 1
. Nule kvadratnog trinoma u imeniocu su

α1 =
1 +
√
5

2
i α2 =

1−
√
5

2
. Izraz g(x) mo�emo onda predstaviti i kao g(x) =

1

α1 − α2

(
1

1− α1x
− 1

1− α2x

)
. Ukoliko je max{|α1x|, |α2x|} < 1, onda mo�emo

1

1− α1x
i

1

1− α2x
predstaviti preko geometrijskog niza, tj. kao funkciju

generatrise niza (1, α1, α
2
1, . . . ), odnosno niza (1, α2, α

2
2, . . . ). Odavde dobijamo

g(x) =
1√
5

(
∞∑
i=0

αi1x
i −

∞∑
i=0

αi2x
i

)
=

1√
5

∞∑
i=0

(αi1 − αi2)xi. (3.2)

Dakle, Fn =
1√
5

[(
1 +
√
5

2

)n

−

(
1−
√
5

2

)n]
.

3.2 Generatorna funkcija niza p(n)

Posmatrajmo funkciju G(x) oblika

G(x) = (1 + x+ x2 + . . . )(1 + x2 + x4 + . . . )(1 + x3 + x6 + . . . ) . . . =
∞∏
k=1

∞∑
i=0

xki.

(3.3)

Neka je koeficijent uz xm u ovom proizvodu am, tj. tada je G(x) funkcija
generatrise niza (a0, a1, a2, . . . ). Proizvo	nu particiju nekog prirodnog broja
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n mo�emo na jedinstven naqin predstaviti kao k1+2k2+3k3+4k4+ . . . = n, gde
k1 predstav	a broj jedinica u particiji, k2 broj dvojki u particiji itd. Sada
vidimo da je an upravo broj naqina na koje mo�emo predstaviti n u ovakvom
obliku, tj. p(n) = an. Zbog konvergencije je |x| < 1, tada svaku zagradu u
prvobitnoj postavci funkcije G(x) mo�emo zapisati kao sumu geometrijskog
niza. Odavde dobijamo da je generatorna funkcija niza p(n) upravo

G(x) =
∞∑
n=0

p(n)xn =
∞∏
k=1

1

1− xk
. (3.4)

Teorema 3.1. (Ojler) Broj particija n na razliqite sabirke jednak je broju
particija n na neparne sabirke.

Dokaz uspostav	a�em bijekcije. Neka su PR(n) i PN(n) redom skupovi parti-
cija n na razliqite, odnosno neparne qlanove. Neka je

λ = (λ1, λ1, . . . , λ1, λ2, λ2, . . . , λ2, . . . , λt, λt, . . . , λt)

particija n za koju su λ1 > λ2 > · · · > λt razliqiti neparni brojevi i neka
postoji taqno ni qlanova particije koji su jednaki λi(1 ≤ i ≤ t). Pokuxajmo
sada da napravimo funkciju ϕ : PN(n) → PR(n) koja pretvara particiju λ,
qiji su svi qlanovi neparni, u particiju λ′, qiji su svi qlanovi razliqiti.
Zbog naqina na koji smo definisali particiju λ, znamo da va�i

∑t
i=1 niλi = n.

Predstavimo n1 u binarnom zapisu, tj. neka je

n1 =
s∑

k=1

2m1 , (3.5)

gde va�im1 > m2 > · · · > ms ≥ 0. Ukoliko svako nk predstavimo na ovaj naqin,
dobijemo n prikazan na drugaqiji naqin, ali opet kao zbir nekih prirodnih
brojeva od kojih svaki predstav	a qlan neke nove particije

λ′ = (2m1λ1, 2
m2λ1, . . . , 2

msλ1, 2
t1λ2, 2

t2λ2, . . . , 2
tqλ2, . . . ).

Doka�imo da su svi qlanovi ove particije razliqiti. Pretpostavimo
suprotno, tj. neka postoje neka dva qlana ove particije koji su jednaki. Tada
bi va�ilo 2mλi = 2tλj. Poxto je svako λi neparno, onda mora va�iti m = t
i i = j, zato xto ,,parni" i ,,neparni" delovi moraju biti me�usobno jed-
naki. Kako va�i i = j, to znaqi da se 2m i 2t nalaze u binarnom zapisu
istog broja kao razliqiti qlanovi. Ovo je nemogu�e zbog toga xto smo na-
glasili da su u binarnom zapisu svi eksponenti dvojke razliqiti. Kontradik-
cija. Dakle svi qlanovi ove particije su razliqiti i λ′ je particija koju smo
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tra�ili, tj. ϕ(λ) = λ′. Preostalo je jox da doka�emo da je ϕ bijekcija.
Neka je ψ : PR(n) → PN(n) funkcija koja vrxi proces obrnut ϕ, tj. od par-
ticije qiji su svi qlanovi razliqiti pravi particiju qiji su svi qlanovi
neparni. Neka je λ0 = (λ1, λ2, . . . , λt) particija qiji su svi qlanovi razli-
qiti. Svako λi mo�emo zapisati kao proizvod nekog stepena dvojke i nekog
neparnog broja, tj. λi = 2miλ′i. Ukoliko ovo primenimo na svako λi, dobijemo
particiju (2m1λ′1, 2

m2λ′2, . . . , 2
mtλ′t). Ukoliko grupixemo sve λ

′
i koji su jednaki

na naqin suprotan naqinu na koji smo maloqas doxli do particije λ′, mogli
bismo da se vratimo u jedinstvenu particiju qiji su svi qlanovi neparni.
Primetimo da, ukoliko na neku particiju qiji su svi qlanovi razliqiti pri-
menimo funkciju ψ i potom na novodobijenu particiju primenimo funkciju
ϕ, dobijemo istu particiju od koje smo krenuli, tj. va�i ϕ ◦ ψ = id, pa su ϕ i
ψ me�usobno inverzne bijekcije. Kako je ϕ bijekcija, onda mora va�iti da je
|PN(n)| = |PR(n)|, xto je i trebalo dokazati.

Dokaz pomo�u generatorne funkcije. Na poqetku ovog poglav	a smo videli ka-
ko particiju mo�emo zapisati u obliku k1+2k2+3k3+4k4+. . . Ukoliko �elimo
da nam svi qlanovi particije budu jednaki, onda je jasno da particija ima sve
razliqite qlanove ako je ki ∈ {0, 1}. Sada je generatorna funkcija niza pR(n)

G(x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) . . . =
∞∏
k=1

(1 + xk). (3.6)

Neka je F (x) generatorna funkcija niza pN(n). U naxem predstav	a�u
particije to je ekvivalentno sa k2i = 0 (za i ∈ N), tada je

F (x) = (1 + x+ x2 + . . . )(1 + x3 + x6 + . . . ) . . . =
∞∏
k=1

∞∑
i=0

x(2k+1)i. (3.7)

Zbog konvergencije je |x| < 1, pa imamo

F (x) =
∞∏
k=1

1

1− x2k−1
. (3.8)

Primetimo da svaku zagradu proizvoda G(x) mo�emo predstaviti kao 1 +

xk =
1− x2k

1− xk
, tj.

G(x) =
∞∏
k=1

(
1− x2k

1− xk

)
=

1− x2

1− x
· 1− x

4

1− x2
· 1− x

6

1− x3
· . . . =

∞∏
k=1

1

1− x2k−1
= F (x).

(3.9)

Kako je F (x) = G(x), zbog injektivnosti to povlaqi i da su �ihovi nizovi
jednaki, odnosno pR(n) = pN(n) za sve n, xto je i trebalo dokazati.
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Primer 3. Generatorna funkcija Gt(x) niza broja particija na qlanove ne
ve�e od t (odnosno broja particija na najvixe t qlanova) jeste

Gt(x) =
1

(1− x)(1− x2) . . . (1− xt)
. (3.10)

Analognim postupkom kao kada smo dokazivali kako izgleda generatorna
funkcija niza p(n) dolazimo i do ovog zak	uqka.
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4

Ojlerova teorema o

pentagonalnim brojevima

4.1 Pentagonalni brojevi

Za broj ka�emo da je pentagonalan ako se taj broj taqaka mo�e rasporediti
u ravni na takav naqin da mo�emo napraviti niz petouglova koji poqi�e iz
�ihove zajedniqke taqke i na qijoj se svakoj ivici nalazi jednak broj taqaka.
Na primer, 12 je pentagonalan broj zato xto mo�emo rasporediti 12 taqaka u
ravni kao xto je prikazano na slici 1.

Slika 1 − Primeri pentagonalnih brojeva

Oznaqimo sa pn n-ti pentagonalni broj. Prime�ujemo da mo�emo izraziti
naredni qlan u zavisnosti od prethodnog preko rekurentne veze

pn+1 = pn + 3n+ 1. (4.1)

Mo�emo da napravimo teleskopsku sumu kako bismo brzo rexili ovu reku-
rentnu jednaqinu, tj.

pn − p1 = (pn − pn−1) + (pn−1 − pn−2) + . . .+ (p2 − p1) = 3
n(n− 1)

2
+ n− 1.

(4.2)

17
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Po definiciji je p1 = 1, odakle direktno dobijamo pn =
3n2 − n

2
. Prvih

nekoliko pentagonalnih brojeva su:

1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, . . .

Definiximo i refleksije pentagonalnih brojeva kao p′n =
3n2 − n

2
, odnosno

ukoliko proxirimo da je n ∈ Z, a ne samo n ∈ N. Prvih par refleksija
pentagonalnih brojeva su:

2, 7, 15, 26, 40, 57, 77, . . .

Pentagonalni brojevi zajedno sa svojim refleksijama qine generalizovane

pentagonalne brojeve, koji su opxteg oblika
3n2 ± n

2
, za n ∈ N0. U da	em delu

rada se podrazumeva da se izraz pentagonalni brojevi odnosi na generalizovane
pentagonalne brojeve.

Teorema 4.1. Neka je pR(n, P ) broj particija n na paran broj razliqitih
qlanova, a pR(n,N) na neparan broj razliqitih qlanova. Onda za svaki priro-
dan broj n va�i

pR(n, P )− pR(n,N) =


1, ako je n = 3j2±j

2
i j parno

−1, ako je n = 3j2±j
2

i j neparno
0, inaqe

Dokaz. Neka je λ = (λ1, λ2, . . . , λs) neka particija n, gde je λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ . . . ≥
λs. Posmatrajmo najpre Jangov dijagram ovakve particije, koji je prikazan na
dijagramu 10.

λ1
λ2
λ3
.

.

.

λs

Dijagram 10
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Kraj�a desna dijagonala u Jangovom dijagramu naziva se kosina (na ovom
dijagramu to su tamnosivi kvadrati), a posled�a vrsta naziva se baza (sve-
tlosivi kvadrati) i neka je b = λs broj elemenata u bazi, a k broj elemenata u
kosini particije. Podelimo sada skup PR(n) na tri disjunktne klase parti-
cija, tj. PR(n) = PR,1(n) t PR,2(n) t PR,3(n). Ovi podskupovi su definisani na
slede�i naqin.

PR,1 = { λ | b ≥ k + 2 ∨ b = k + 1 i baza i kosina se ne presecaju}
PR,2 = { λ | k > b ∨ k = b i baza i kosina se ne presecaju}
PR,3 = PR(n) \ (PR,1(n) t PR,2(n))

Definiximo funkciju ϕ, pomo�u koje �emo uspostaviti vezu izme�u ovih
disjunktnih podskupova. Neka ϕ preslikava particiju λ na razliqite qlanove
u particiju λ′ tako xto premexta sve kvadrate sa kosine particije λ ispod
svoje baze i time stvara novu particiju λ′. Ova funkcija se mo�e lepo pred-
staviti Jangovim dijagramom (ϕ slika dijagram 11 u dijagram 12).

λ

−→

λ′

ϕ

Dijagrami 11 i 12, respektivno

Me�utim, oqigledno je da ovu funkciju ne mo�emo primeniti na svaku
particiju λ. Da bi svi qlanovi particije λ′ tako�e bili razliqiti, potrebno
je da b ≥ k + 2 ili da je b = k + 1 i da se baza i kosina ne presecaju, tj. ϕ
mo�emo primeniti na sve particije iz klase PR,1(n). Lako prime�ujemo da
primenom ϕ na neku particiju λ iz klase PR,1(n) dobijamo particiju λ′ iz
klase PR,2(n). Proxirimo sada domen i kodomen ϕ tako xto �emo dozvoliti da
ne preslikava samo iz PR,1(n) u PR,2(n), ve� da preslikava iz PR,1(n) ∪ PR,2(n)
u PR,1(n)∪PR,2(n). Ukoliko λ ∈ PR,2(n), tada mo�emo ,,odse�i" bazu i zalepiti
je na kosinu i time pravimo particiju iz klase PR,1(n). Lako se vidi da je
ϕ2 = id, pa je ϕ bijekcija. Svaki put kada primenimo ϕ na neku particiju,
broj qlanova te particije se ili sma�i ili pove�a za 1, tj. promeni parnost.
Kako je ϕ bijekcija, onda se u PR,1(n) ∪ PR,2(n) nalazi isti broj particija
na parne i neparne (razliqite) sabirke. Poxto su u PR,3(n) sve preostale
particije, lako uvi�amo da za ovu klasu va�i da je b = k + 1 i da se baza i
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kosina presecaju, ili je b = k i da se baza i kosina presecaju. Prvi tip je
predstav	en na dijagramu 13.

Dijagram 13

U ovom sluqaju vidimo da je ukupan broj particija k i da se dijagram sastoji
od jednog kvadrata stranice k i jednog jednakokrakopravouglog trougla qija
je kateta k i qija se svaka kolona sma�uje za jedan kvadrat gledaju�i sleva
nadesno, pa je

n = k2 + k + (k − 1) + (k − 2) + . . .+ 1 = k2 +
k∑
i=1

i = k2 +
k(k + 1)

2
=

3k2 + k

2
.

Drugi tip particija u ovoj klasi se mo�e predstaviti na dijagramu 14.

Dijagram 14

Ovde vidimo da je dijagram saqi�en od jednog kvadrata stranice k i jednog
jednakokrakopravouglog trougla stranice k − 1. Sada n iznosi

n = k2 + (k − 1) + (k − 2) + . . .+ 1 = k2 +
k−1∑
i=1

i = k2 +
(k − 1)k

2
=

3k2 − k
2

.

Sada mo�emo zak	uqiti da, ako je n 6= k(3k±1)
2

, tada su sve particije iz
PR,1(n) t PR,2(n) i tada va�i pR(n, P )− pR(n,N) = 0. U ostalim sluqajevima,

ako je n = k(3k±1)
2

i k je parno, onda imamo jednu vixe particiju na paran broj
razliqitih sabiraka, a ako je k neparno, onda imamo jednu ma�e particiju,
xto je i trebalo dokazati.
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4.2 Ojlerov polinom

Prilikom rexava�a brojnih problema kombinatorike i teorije brojeva,
Ojleru su se pojavili polinomi specijalnog oblika. Jedan od takvih polinoma
je

ψn(x) =
n∏
k=1

(1− xk),

gde je n ∈ N. Pogledajmo kako izgleda ovaj polinom u razvijenom obliku za
neke ma�e n.

ψ1(x) = 1− x
ψ2(x) = 1− x− x2 + x3

ψ3(x) = 1− x− x2 + x4 + x5 − x6
ψ4(x) = 1− x− x2 + 2x5 − x8 − x9 + x10

ψ5(x) = 1− x− x2 + x5 + x6 + x7 − x8 − x9 − x10 + x13 + x14 − x15
. . .

ψ10(x) = 1− x− x2 + x5 + x7 + x11 − x12 − x13 − 2x15 + . . .+ x55

. . .

Mo�emo dosta stvari naslutiti iz ovih nekoliko primera. Kao prvo,
vidimo da, kako n raste, koeficijenti uz xk se na neki naqin ,,stabilizuju", tj.
postaju konstantni za neko veliko n. Ovo je inspirisalo Ojlera da definixe
funkciju

ψ(x) =
∞∏
k=1

(1− xk),

koja se jox naziva Ojlerova funkcija. Oqigledno va�i ψ(x) = 1
F (x)

, gde je F (x)

funkcija generatrise niza p(n) (kada je |x| < 1).

Razvija�em ovog polinoma za veliko n zak	uqujemo da �e izraz biti oblika

ψ(x) = 1− x− x2 + x5 + x7 − x12 − x15 + x22 + x26 − x35 − x40 + x51 + . . . .

Zbog prethodnog dela teksta, naslu�ujemo da �e u eksponentima ostati samo
pentagonalni brojevi, xto nam je motivacija za slede�u teoremu.

Teorema 4.2. (Ojlerova teorema o pentagonalnim brojevima) Ako je F (x)
funkcija generatrise niza p(n), onda va�i

1

F (x)
=
∑
i∈Z

(−1)ix
3i2+i

2 .
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Dokaz. Posmatrajmo kako izgleda generatorna funkcija niza pR(n), gde je pR(n)
broj particija n na razliqite qlanove. Iz teoreme 2.1 nam je poznato da
funkcija generatrise ovog niza iznosi

∞∏
k=1

(1 + xk). (4.3)

Ukoliko dodamo neki koeficijent uz x, neka je to koeficijent y, onda do-
bijamo slede�i izraz

∞∏
k=1

(1 + yxk) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

pR(n,m)xnym, (4.4)

gde je pR(n,m) broj particija n sa taqno m razliqitih sabiraka. Ukoliko
stavimo da je y = 1, dobijamo

∞∏
k=1

(1 + xk) =
∞∑
n=0

( ∞∑
m=0

pR(n,m)

)
xn =

∞∑
n=0

pR(n)x
n, (4.5)

a ukoliko stavimo y = −1, onda imamo
∞∏
k=1

(1− xk) =
∞∑
n=0

( ∞∑
m=0

(−1)mpR(n,m)

)
xn. (4.6)

Neka je pR(n, P ) broj particija n na paran broj razliqitih qlanova, a
pR(n,N) na neparan broj razliqitih qlanova. U prethodnom izrazu vidimo
da, kako se me�a parnost m, tako se me�a i znak ispred pR(n,m), tj. ako je m
parno, onda u sumi unutar zagrade imamo +pR(n,m), a ako je m neparno, onda
imamo −pR(n,m). Iz ovoga mo�emo zak	uqiti da va�i

1

F (x)
=
∞∏
k=1

(1− xk) =
∞∑
n=0

(pR(n, P )− pR(n,N))xn. (4.7)

Iz teoreme 3.1 znamo da je pR(n, P )− pR(n,N) = 0 ukoliko je n 6= k(3k ± 1)

2
,

kao i pR(n, P )−pR(n,N) = (−1)k kada je n =
k(3k ± 1)

2
. Ovo nam upravo govori

da �emo u rezultatu imati qlanove qiji su eksponenti isk	uqivo pentagonalni
brojevi (svi ostali koeficijenti su nula), tj.

1

F (x)
=
∑
i∈Z

(−1)ix
3i2+i

2 , (4.8)

xto je i trebalo dokazati.
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4.3 Jakobijevi identiteti

Teorema 4.3. Ako je F (x) generatorna funkcija niza p(n), onda va�i

F (x) = 1 +
∞∑
n=1

xn
2

(1− x)2(1− x2)2(1− x3)2 . . . (1− xn)2
.

Dokaz. Posmatrajmo najve�i kvadrat na Jangovom dijagramu qije jedno teme
odgovara gor�em levom �oxku dijagrama. Npr. za particiju (7,5,3,2) to je
kvadrat osenqen na dijagramu 15.

Dijagram 15

Posmatrajmo neku particiju broja n i oznaqimo du�inu stranice kvadrata
sa t. Jasno je da deo dijagrama koji se nalazi ispod kvadrata i desno od
kvadrata jesu neke particije sa najvixe t qlanova (odnosno particije na qlano-
ve ne ve�e od t). Obele�imo sa r, odnosno s, broj kvadrata ispod, odnosno desno
od osenqenog kvadrata, redom (na naxem dijagramu je n = 17, t = 3, r = 2 i
s = 3). Jasno je da je r + s = n− t2.

Posmatrajmo sada sve particije odre�ene nekim n i t. Broj particija r
(odnosno s) sa najvixe t qlanova jednak je koeficijentu uz xr (odnosno xt)
funkcije Gt(x) iz primera 3. Dakle, broj tipova particija koje tra�imo dat
je kao koeficijent uz xn−t

2
u izrazu Gt(x)

2, odnosno kao koeficijent uz xn u
izrazu

xt
2

Gt(x)
2 =

xt
2

(1− x)2(1− x2)2(1− x3)2 . . . (1− xt)2
. (4.9)

Ukoliko sumiramo ovaj izraz po t, onda �e nam u novodobijenom izrazu
koeficijent uz xk upravo biti p(k), jer sumira�em ,,pokrivamo" sve mogu�e
particije k, tj.

F (x) = 1 +
∞∑
n=1

xn
2

(1− x)2(1− x2)2(1− x3)2 . . . (1− xn)2
, (4.10)

xto je i trebalo dokazati.
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Naredne dve teoreme je dokazao Ojler. Pomo�u tih identiteta je Jakobi
uspeo da do�e do svojih rezultata.

Teorema 4.4.

∞∏
n=0

(1 + ax2n+1) =
∞∑
n−0

anxn
2

(1− x2)(1− x4) . . . (1− x2n)
.

Dokaz. Oznaqimo sa K(a, x) =
∏∞

n=0(1 + ax2n+1) = 1 + c1(x)a + c2(x)a
2 + . . .

Primetimo da je K(a, x) = (1 + ax)K(ax2, x), tj.

1 + c1(x)a+ c2(x)a
2 + . . . = (1 + ax)(1 + c1(x)ax

2 + c2(x)a
2x4 + . . . ). (4.11)

Sa leve strane koeficijent uz ak iznosi ck(x), a sa desne iznosi ck(x)x
2k +

ck−1(x)x
2k−1, pa je ck(x) = ck(x)x

2k+ck−1(x)x
2k−1, pri qemu je c0 = 1, a c1(x) = x.

Doka�imo indukcijom da je

ck(x) =
xk

2

(1− x2)(1− x3) . . . (1− x2k)
. (4.12)

Kada je k = 1, tada nam koeficijent uz a jednak x + x3 + x5 + . . . = x(1 +

x2+x4+ . . . ) =
x

1− x2
(kada je |x| < 1, xto je podrazumevano u ovom kontekstu),

xto nam dokazuje sluqaj za k = 1. Pretpostavimo da je tvr�e�e taqno za n− 1.
Iz induktivne hipoteze i dobijene rekurentne veze imamo

cn(x)(1− x2n) = cn−1(x)
x(n−1)

2+2n−1

(1− x2)(1− x4) . . . (1− x2n−2)

= cn−1(x)
xn

2

(1− x2)(1− x4) . . . (1− x2n−2)
. (4.13)

De	e�em obeju strana sa 1 − x2n dobijamo tra�eni izraz za n. Dakle,
dokazali smo opxti oblik ck(x), koji odgovara qlanu ak, tj.

K(a, x) =
∞∑
n=0

anxn
2

(1− x2)(1− x4) . . . (1− x2n)
, (4.14)

xto je i trebalo dokazati.
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Ubaciva�em vrednosti a = 1 i a = x, redom, u teoremu 4.4 dobijamo slede�e
identitete:

(1 + x)(1 + x3)(1 + x5) . . . =
∞∑
n−0

xn
2

(1− x2)(1− x4) . . . (1− x2n)
, (4.15)

(1 + x2)(1 + x4)(1 + x6) . . . =
∞∑
n−0

xn
2+n

(1− x2)(1− x4) . . . (1− x2n)
. (4.16)

Teorema 4.5.

∞∏
n=0

1

1 + ax2n+1
=
∞∑
n−0

(−1)nanxn

(1− x2)(1− x4) . . . (1− x2n)
.

Dokaz. Sprovedimo analogni dokaz kao u prethodnoj teoremi. Neka je

L(a, x) =
∞∏
n=0

1

1 + ax2n+1
=
∞∏
n=0

(1−ax2n+1+a2x2(2n+2)−. . . ) = 1+c1(x)a+c2(x)a
2+...

Primetimo da je L(ax2, x) = L(a, x)(1 + ax). Koeficijent uz ak na levoj
strani iznosi ck(x)x

2k, a na desnoj iznosi ck(x) + xck−1(x), odakle je ck(x) =

− xck−1(x)
(1− x2k)

. Kako je c0 = 1, odavde odmah dobijamo

ck(x) =
(−1)kxk

(1− x2)(1− x3) . . . (1− x2k)
, (4.17)

xto nam upravo dokazuje tvr�e�e.

Teorema 4.6. (Jakobijev identitet o trostrukom proizvodu)

∞∏
n=1

(1− x2n)(1 + x2n−1z)(1 + x2n−1z−1) =
∑
n∈Z

xn
2

zn.

Dokaz. Zapiximo K(z, x) (iz teoreme 4.4) na slede�i naqin:

K(z, x) = F (x2)
∑
n∈Z

(
xn

2

zn
∞∏
k=0

(
1− x2n+2+2k

))
. (4.18)

Suma prolazi po n ∈ Z, no svi koeficijenti uz xn, za n < 0, iznose 0, jer �e
jedan od faktora proizvoda biti 0. Podelimo izraz sa F (x2) i primenimo na
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proizvod
∏∞

k=0(1 − x2n+2+2k) teoremu 4.4 sa vrednox�u parametra a = −x2n+1.
Dobijamo

K(z, x)

F (x2)
=
∑
n∈Z

( ∞∑
m=0

(−1)mxn2
znxm

2+m+2mn

(1− x2)(1− x4) . . . (1− x2m)

)

=
∑
n∈Z

( ∞∑
m=0

(−1)mznx(n+m)2+m

(1− x2)(1− x4) . . . (1− x2m)

)

=
∞∑
m=0

(
(−1)mz−mxm

(1− x2)(1− x4) . . . (1− x2m)
∑
n∈Z

zn+mx(n+m)2
)

=
∞∏
j=0

1

1 + x2j+1z−1

∑
n∈Z

xn
2

zn. (4.19)

Posled�a jednakost je dobijena preko teoreme 4.5 stav	a�em a = z−1. Mno-
�e�em obeju strana sa

∏∞
j=0(1 + x2j+1z−1) dobijamo

∞∏
n=1

(1− x2n)(1 + x2n−1z)(1 + x2n−1z−1) =
∑
n∈Z

xn
2

zn, (4.20)

xto je i trebalo dokazati.

Jakobijev identitet nam govori mnogo stvari. U nekom smislu se mo�e
smatrati uopxtenijom verzijom Ojlerove teoreme. Zaista, kada umesto x i z
ubacimo x

3
2 i −x 1

2 , dobijamo upravo Ojlerovu teoremu o pentagonalnim broje-
vima. Mo�emo i da umesto x i z ubacimo x

1
2 i zx

1
2 . Tada imamo

(1 + z−1)
∞∏
n=1

(1− xn)(1 + xnz)(1 + xnz−1) =
∞∑
m=0

(zm + z−m−1)x
m(m+1)

2 . (4.21)

Desnu stranu mo�emo predstaviti kao

∞∑
m=0

(zm + z−m−1)x
m(m+1)

2 =
∞∑
m=0

zm(1 + z−1)(z−2m − z−2m−1 + . . .+ 1)x
m(m+1)

2 .

Podelimo sada obe strane u (4.21) sa 1 + z−1 i pustimo da z → −1.
∞∏
n=1

(1− xn)3 =
∞∑
m=0

(−1)m(2m+ 1)x
m(m+1)

2 . (4.22)

U nekoj literaturi se (4.22) tako�e naziva Jakobijevim identitetom tro-
strukog proizvoda.
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4.4 Rekurentna veza niza p(n)

Kao xto smo na poqetku rada naglasili, nije mogu�e izraziti p(n) jedno-
stavno u direktnoj funkciji od n. No kao direktnu posledicu teoreme 4.2
mo�emo dokazati slede�e.

Posledica 1. Niz p(n) zadovo	ava rekurentnu vezu

p(n) =
∑
j≥1

(−1)j+1

(
p

(
n− j(3j + 1)

2

)
+ p

(
n− j(3j − 1)

2

))
. (4.23)

Iz Ojlerove teoreme imamo da je

F (x) ·

(∑
i∈Z

(−1)ix
3i2+i

2

)
= 1, (4.24)

gde je F (x) generatorna funkcija niza p(n). Zbog definicije, u funkciji
generatrise niza p(n), koeficijent uz xn iznosi p(n). Izjednaqava�em koefi-
cijenata uz odgovaraju�e stepene dobijamo da je

p(n) = p(n− 1) + p(n− 2)− p(n− 5)− p(n− 7) + . . . (4.25)

xto je i trebalo dokazati.
Treba naglasiti da je izraz na desnoj strani konaqan, jer �e za dovo	no

veliko j, n biti ma�e od
j(3j ± 1)

2
(ti qlanovi su nula jer je broj prirodnih

particija negativnog broja je 0).



28 4. Ojlerova teorema o pentagonalnim brojevima



5

Aritmetiqka svojstva p(n)

Ramanu
an je doxao do zanim	ivih rezultata kada se bavio particijama.
Ustanovio je da je za svako k ≥ 0:

p(5k + 4) ≡ 0 (mod 5)

p(7k + 5) ≡ 0 (mod 7)

p(11k + 6) ≡ 0 (mod 11)

Tako�e, Ramanu
an je naslutio da ne postoji nijedan prost broj p izuzev 5,
7 i 11, za koji postoji identitet oblika p(pk + l) ≡ 0 (mod p). Ovo tvr�e�e je
dokazano 2003, u radu [1].

Doka�imo sada prvi identitet. Primetimo najpre da je (1 − x)5 ≡ 1 − x5
(mod 5) (kada pixemo kongruencije u okviru polinoma, podrazumevamo da se
upore�uju koeficijenti uz odgovaraju�e stepene, po modulu 5). Kada razvijemo
binom, koeficijent uz xk �e biti (−1)k

(
5
k

)
. Koriste�i se qi�enicom da je

binomni koeficijent
(
p
k

)
, gde je p prost, a k ∈ {1, 2, . . . , p − 1}, de	iv sa p,

odmah dobijamo da je tvr�e�e taqno. Odavde sledi

1

F (x)5
≡ 1

F (x5)
(mod 5), (5.1)

gde je F (x) generatorna funkcija niza p(n). Upravo zbog toga imamo

∞∑
n=0

p(n)xn = F (x) =
F (x)5

F (x)4
=

F (x)5

F (x)F (x)3
≡ F (x5)

F (x)F (x)3
(mod 5). (5.2)

29
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Odranije nam je poznato da je

1

F (x)
=
∑
i∈Z

(−1)ix
3i2+i

2 (5.3)

iz teoreme 4.2, a tako�e je

1

F (x)3
=

∞∑
m=0

(−1)m(2m+ 1)x
m(m+1)

2 (5.4)

iz (4.22). Primetimo da eksponenti x iz (5.3) i (5.4) ne pokrivaju sve
vrednosti po modulu 5, ve� je

3i2 + i

2
≡ 0, 1, 2 (mod 5),

m(m+ 1)

2
≡ 0, 1, 3 (mod 5).

No
m(m+ 1)

2
≡ 3 (mod 5) akko je m ≡ 2 (mod 5), a tada je 2m + 1 ≡ 0

(mod 5), pa takvi qlanovi ne utiqu na rezultat. Kada izbacimo tu mogu�nost,
vidimo da nikad ne mo�emo dobiti qlan u proizvodu (5.3) i (5.4) qiji �e
eksponent davati ostatak 4 pri de	e�u sa 5. Kako je

F (x5) =
∞∏
n=0

1

1− x5n
= (1 + x5 + x10 + . . . )(1 + x10 + x20 + . . . ) . . . =

∞∏
k=1

∞∑
i=0

x5ki,

(5.5)

onda F (x5) sadr�i samo one qlanove qiji su eksponenti de	ivi sa 5. U kom-
binaciji sa zak	uqkom iz prethodnog pasusa, vidimo da u (5.2) sa desne strane
nije mogu�e dobiti qlanove qiji eksponent daje ostatak 4 pri de	e�u 5. Dakle,
koeficijenti uz x5k+4 sa desne strane su nula, tj.

∞∑
k=0

p(5k + 4)x5k+4 ≡ 0 (mod 5), (5.6)

xto je i trebalo dokazati.
Potpuno analogno smo mogli da doka�emo kongruenciju i po modulu 7 i po

modulu 11, s tim xto je malo ve�i posao po modulu 11, ali je postupak gotovo
isti.



6

Zak	uqak

Particije su, uprkos svojoj naizgled jednostavnoj definiciji, izrazito
texka oblast za istra�iva�e i danas se smatraju jednom od slabije istra�enih
grana matematike. Primenu pronalaze u ispitiva�u simetriqnih polinoma,
fizici, pa qak i u genetici.

Videli smo da je mogu�e dokazati neke veoma lepe algebarske identitete
kada ih dovedemo u vezu s particijama, a i same ideje dokaza su mo�da lepxe
od kraj�eg rezultata. Odlika particija jeste upravo ta lepota u dokazima i
prav	e�u bijekcija izme�u razliqitih tipova particija, koje povezuju nai-
zgled potpuno razliqite i nasumiqne restrikcije nad tipom particija.

***

Na kraju bih �eleo da zahvalim svom mentoru �or�u Krtini�u, kako na
pomo�i koju mi je pru�io prilikom izrade ovog rada, tako i na predava�ima
analize sa algebrom u prethodne dve godine, tokom kojih me je inspirisao da
se vixe bavim matematikom.
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