MATEMATHUYKA TUMHA3UJA

MATYPCKU PAI
N3 MATEMATHUKE

BjepoBaTtHOoCHe MeTOHE Y
KOMOMNHATOPUIIN

Yuernux Menwop
Ceprej IIETKOBUT, IVO Hukona MUTPHMHOBUR

Beorpam, 28.05.2026






Caap>kaj

1 V¥YsBong 1

2 JledwuHumnuje m HoTarmja 3

2.1 Cuayuajan norahaj m BjepoBatHOoha . . . . . . . . ... ... .. .. 3

2.2  MareMaTHYIKO OUEKMBAIHE . . « « « « v v v v v v e e e e e e 4

3 OcuHoBHa meToOa 6
3.1 Beza usmeby BjepoBaTHOCHE MeTOIE

U METOJIA MIPEOPOJABATDA, .« « « « v v v v v v e e e e e e 6

3.2 Jloka3um HEKUX TeopeMa OCHOBHOM METOIOM . . . . . . . . . . . . . 9

3.3 TypamHoBa TEOPEMA . . . . « .« v v v e 14

4 JloBac JioKaJ/IHA JieMa 15

4.1 Tspbhembe TEOPEME M JIOKAS . . « v o v v v v v et e e e e 16

4.2 Heke mpuMjeHE . . . . . . . . ... 19

5 IloBpaTtak ajJropuTMHUIM U 3aBPIITHA pHUjed 23






Twu BumuIn cTBapu Koje jecy, U IUTAII Ce
3aIITo jecy.

Ja camam o cTBapmMa KOje HUKaJa HUCY
dujie u mTaMm ce, 3aI1TO He?

Ilopur Bepraps 1o
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YBOI

CroTruHamMa roguHa yHa3aJ, KOMOMHATOPHE KOHCTPYKIINje TTPEJICTABIbA]Y 3aHU-
Makbe BeJMKUX CBjeTcKux Maremarmdapa. OHIa Kaja HUje OYUTJIEIHO KaKO JIOKA-
3aTH Jla je HeKW MaTeMaTUYKH 0DjeKaT ca 3aJlaTUM CBOjCTBUMa, HemocTojehm, ek-
CIIEpTU OU ce KOPUCTHUIN aJITOPUTAMCKUAM MeTo/IaMa Ja, Y KOHAUYHOM OpOojy moTe3a,
cTBOpe TpazkeHn odjekaTt. Texkmba Ka OBAaKBUM pjellehbruMa, JI0JIa31Ia je ITPUPOIHO;
HAaJJIaKIITN HAYUH J1a TOKaXKeMO JIa HEKU ITPEJIMET ITIOCTOJU jecTe Jia YATAOILY JI0Ka3a
,YIIEPUMO MIPCTOM” y jeflaH pUMjep TPaKEHOT IIpeIMeTa.

Ha necpehy koHCTpyKTHBHCTA, TOKA3aJ0 CE JIa IOCTOje 3aJIall KOje je BPJIO
temko® (Hekasa u Hemorylie) pujemmutu HerocpeHO Hasazehu mpuMjep pjerema.
VBohemem akcumome n3dopa y TEOPHjy CKYIIOBa M caMe MaTeMaTudke (DOHIAINje
[IOCTaJIe Cy HEKOHCTPYKTHUBHE. BUJIO je TOTPEedHO MOMUPUTU Ce Ca UUFHEHUIIOM J1a,
II0CTOje IpodJieMu Koje Huje moryhe mamajatu meriocpeHo, Beh ce Bpujemu Ciry-
JKUTH aJIre0apCKUM MEeTOaMa, ITIOMONY KOjUX ce MOTJIO YTBP/IUTH IOCTOjarbe HEKOT
objekTa, MaKap He 3HAJU yBHUjeK KaKO Jia T'a KOHCTPYHIIIEMO.

I3 oBor HaumHa pasMUILbaiba H3POJNIa Ce U BjepoBaTHOCHA MeTona’, Koja
je HamuIa ycrjexa Ha MoJbUMa TJjje KJIAaCHIHU, aJTOPUTAMCKHU IPUCTYI JTOKA3U-
Bamwy HUje. [lokasmBame 7a mocToju 0djeKaT ca TParXKeHNM CBOjCTBHMA CBEO OU ce
Ha TIOKa3WBaibe JIa je BjepoBaTHONA Jia HEKU 00jeKAT y BjepOBATHOCHOM IIPOCTOPY
nMa TpaxkeHe ocobune Beha oy myse. TBopiieM oBe MeTosie cMaTpa ce Mahapcku
matemaTuaap 1lon Epgem®. Crpyumanu numy ja je Epaer gonpunujeo passojy
MeTo/e y TOj MjepHu Ja Ou je D110 mOroaHo 3BaTu ,,EpaemeBoM MmeTosoM 7, 1 HAIIO-

'HaknanHo je yBoheme JI0Ka3a IIOTIOMOTHYTUX PAdyHAPHMA, JOIPHHU]EJ0 TOME Ja CE U3BEILY
KOHCTDPYKIIje OdjeKaTa KakBe OM OWJIO IMPAKTHUYIHO HeMoryhe ypaauTu cjiyzkehu ce mammpom u
OJIOBKOM.

2enrut. probabilistic method

3Erdss Pdl(1913-1996)



2 1. ¥YBogx

MUY JIa F-ErOB JIOIPUHOC He JIE?KU CAMO Y MHOTOOPOjHUM Pe3YJITaTUMA JI0 KOjUX
je momrao, Beh M y MHOrOOpOjHHM 3aJalliMa U XHIIOTe3aMa KOje Cy MOTHBHCAJIE
HACTPaXKMBama y OBOj 0OJIACTH.

Hwum oor paja OWO je Ja YUTAOIMMA IIOKAXKEM HOBH IIPUCTYI DjelIaBarby
KOMOMHATOPHUX TIPOOJIEMa KOjU je CTBOPEH y MPOILJIOM BHjEKY. ¥ TOM JIyXy, TEKCT
ce BUIIle DaBM METOJIOJIOTHOM paJia HEro pe3yITaTuMa, W 3aJalll U TeopeMe Cy
Oupane Jia Oy/ly NPHUCTYIIAYHE CPEIIbOIIKOJICKOM HUBOY. Hamme, HuCaM HaBOJIHO
HajOoJbe Moryhe pesyJitTare YKOJUKO OU IbUXOBO U3BODEIbe OUJIO IIPEKOMjEPHO TeX-
HUYKU 3aXTjeBHO.

Cam pajg y cedu cajip:Ku TaKMUYapcKe 3aJaTkKe U TPOdecHoHaIHE TeopeMe
KOje Cy JIOKa3aHe BjepoBaTHOCHOM MeTojoMm. HaBeseH je KpaTKu mcTOpHjaT OBe
TexXHUKe, nmparehe TexHWKe Koje Cy pa3BHjeHe Y3 by, U YTHUIIA] KOjU je OHa UMAaJa
Ha Jla/bU Pa3BOj KOMOMHATOpPHKE. ¥ paJly MOJpa3yMHujeBaM IMO3HABAE OCHOBHUX
MaTeMaTUIKUX 10jMOBa, MONyT JIMpuxX/jeoBOr NMPUHIIAIIA W OCHOBAa TEOpHje Bje-
poBatuohe. Takohe mompasymujeBamM yIIO3HATOCT YUTAOIA Ca HEKHM ITO3HATHM
pe3yaTaTuMa U3 aHaJm3e, TOmyT JeHCeHOBe HejeITHAKOCTH.

Baxsaspyjem ce cBom Mentopy Hukosm Mwurpunosuhy Ha mnpyzKeHUM caBje-
THMa U CTPYYHO] MOMONM MPUINKOM H3pajie OBOI' TeKcTa. Takohe, 3aXBaHOCT
nayryjem u Aunpujanu MapjaHoBuli Ha NMaXK/bUBOM YHUTAY PaJia U JIPArOIjeHIM
cyrecTajaMa.



2
JednHunuje u HoTammja

Jla Ou ce DaBMJIM BjepOBATHOCHOM METOJIOM, MOPaMO JIa YBEJIeMO HEKE OCHOBHE
KOHIIEIITe U3 Teopuje BjepoBaTHOhE.

2.1 Cuayuajan norahaj u BjepoBaTHOha
Hedbununuja. 3a ciaydajan gorahaj F kaxkeMo Jia mMa BjepoBaTHONY jeHaKY

P(E) = Opoj mcxoja Koju 3a/10BoJbaBajy F

yKyIlaH Opoj MoryhHocTu

Ha npuwmjep, ako caydajuy Besuuwny [ nedunuiiemo Kao Opoj kKoju g10dujemo
HaKOH Danarba Koukue, Baxuhe P(D = 1) =P(D =2) = --- =P(D = 6) = ¢,
P(D:13):OHP(DZ4):%.

Kopucran je u KoHIenT wHINKATOPCKE IIPOMjeH/bUBE; 3a ciydajaH jgorahaj F
osnagaBamo jy ca I(F) u ona ysuma Bpujemunoct 1 ca BjepoBarnohom P(E) a
Bpujemnaoct 0 ca BjepoBaraohiom 1 — P(FE). Ona nam ,nokasyje” ma i ce jporabaj
FE necwo nnu He, ojaTiie U HA3UB WHIUKATOP.

Kako je BjepoBarnHOha medunmncana mpeko Opoja MOBOJBHUX MCXOJIA, JIAKO je
Bujern Ja je norabaj E  moryh” ako u camo ako P(E) > 0.
3a nac he oBa TBp/Imba J00UTH je THO KOMOMHATOPHO 3HAYEHH€; 00jeKaT Ca CBOjCTBOM
FE nocrojahe ako u camo ako

P(E(D)) > 0

y Bj€POBATHOCHOM IIPOCTOPY CBUX Moryhmx odjekara D.
Kopuctuhemo ce m mamianom oBe TBp/me 3a ,HemMoryhe” mgorabaje; permumo Jia
nmamo jgorabaje Ei, Es, ..., FE, Koje xemuMmo ja n3djernemo. Mu 3ampaBo oHja



4 2. Jledunuruje u HOTaIHjaA

JKEJINMO J1a U30jerHeMO hUXOBY VHUjY, M MOYXKEMO TO YPAJIUTH aKO U CAMO aKO
P ﬂ E| >0<=P U E; | <1.
ie{1,...,n} ie{1,...,n}
OBo ce MOXKe PUMUjEHUTH U Ha KOMOMHATOPHE 00jeKTe, odjekar ) Koju He Io-
cje/lyje HU jeJIHYy OJ HemoKe/bHUX ocoouna F, s, ... E, mocToju ako u caMo ako
BayK! rOpHa MPOIfjeHa.

2.2 MareMaTn4KO OYEeKNBaAhE

Hedbununuja. Ciayuajua npomjenspbuBa D mMa MaTeMaTHIKO OYEKUBAHE jeTHAKO
E[D]=) P(D=xz) =

MaremaTnyko OYeKHBamb€e 3alpaBO IIPEICTaB/ba IIPOCJEIHY BPHUjETHOCT CJIIydajHe
Beqmunne D. Cieneha Teopema 1mocedHO je KOpUCHA y U3padyHaBaby Pa3HUX OUe-
KHNBambha:

Teopema 1. (auneaprocti owexusarsa) 3a ciydajue Beaumanne X u Y, BaxKu
EX+Y]|=E[X]|+E[Y]
Zlokas.

EX+Y]=) Y (z+y)PX =xAY =y)

=D aP(X =z AY =y)+> > yP(X =z AY =1y)
=) aP(X =2)+ > yP(Y =y)
= E[X] + E[Y]

]

[Tosnaro je u ja Baxku E[cX]| = cE[X], re omarne npousmiazu u KOpuCHA
JETHAKOCT

E [Z cZ-XZ} = ¢ E[X;].
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Crneneha jtema Mmoryia Ou ce y3eTH 3a ,KaMeH TeMesball’ OBOT' Paa:

JIema. (matliematiuuko ovexusarse oculypasa Goctwojatrye)
Ako Baxku
E[D] > ¢

TaJia y IpoCcTOPy BjepoBaTHONE IToCcTOju 00jeKaT uuja BpujeaHocT ) usHocu dapem
¢, ¥ TIOCTOjU 00jeKaT unja BpujeHoCT [ M3HOCU HajBUIIE C.

Jloka3 jieme je NPpUINYIHO jeJlHOCTAaBaH U Hehemo ra HaBoauTH. VIHTYyHTHUBHO, Ode-
KHUBarbe MPeJICTaB/ba IIPOCjeK BpUjeTHOCTU [) CyMUpPaAHUX IO CBUM OOjEKTHUMA; aKO
On cBakM 00jeKaT MMao BPHUjEIHOCT Makby O/ ¢ TaJa IPOCjeK He O MOrao OUTH C.
[IpumujeTrmo 1a odpat oBe JjieMe He MOpa JIa BaXK!, 3aMUCIIMO OI'POMAH ITPOCTOP
BjepoBaTHOhe y KOM cBH Jiorahaju cem jeHOTa J10J1a3€ Ca BPUjEIHOIINY € a jeslaH
yolckade” un y3uma Bpujeanoct C' >> c¢. Hama Ou nama Jiema Jiaja 1mocrojarbe
objekTa ca BpujeaHoNIhy cBera Majgo BehoM oJ1 ¢, JIOK 3ampaBO IOCTOjU MHOTO
Behu odjekar ca Bpujemguonthy C'.

OBmje ce m ocamkaBa MaHa BjepOBATHOCHE METOJIe, HAMME OHa PHUJETKO Jaje
Hajoosbe Moryhe pesystare, U caMu Pe3YyJITaTH Cy OOJbU IIITO je IPOCTOP Bjepo-
BarHohe ,30ujennju”’. OsaB/e ce MOXKe HACTYTUTU U IIPUPO/IA 33/[aTaKa PjeluBUX
OBOM METO/IOM; IIITO je BUINE CJIydajeBa jeTHAKOCTH Yy ONTUMAJIHO] KOHCTPYKIIU]H,
IIPOOJIEM BHUITIE TTO3UBA Ka PjelllaBaiby aJire0apCKUM MeTojaMa. ¥ KOJIMKO IMOCTOjU
peJIATHBHO MaJIO ONTHMAJTHUX KOHCTPYKIIN]a, OHE Ce BPJIO 9€CTO MOTY KaTeropu30-
BaTHU U ,Hanactu Herocpeano”. Ca Ipyre cTpaHe, aKo je ONTUMAJIHUX KOHCTPYKITH-
ja MHOrO M He IPHJIPYKaBajy Ce HEKOI IpaBuja (aKO Cy ONTHMAJIHE KOHCTPYKIIUje
L HacymMuuHe”) OHJIa BPUjed TOKYIIATH 33JaTaK ,HANacTu’ MTPODAOHIUCTHIKOM
METO/IOM.

Paygu jacmohe m mHTyMTHUBHOI pa3yMujeBarba, y OCTaTKy paJjia Kopuctuhemo
ce MaJj0 HenpenusnujuM jesukoMm. Kaja 3a odjekar X Kaxkemo jia je HACYMHUYaH,
zampaBo hemo nojipazymujeBaTu Ja je X caydajHa BeJIMINHA JI00MjeHa YHIMDOMHOM
pacriofgjesiom o cBuM Moryhmm objektuma. Takohe, HepujeTKO heMO MHTYUTHBHO
CJIyYajHy TPOMjeH/bUBY X CXBaTaTU KAO CTBAPHU 00jeKaT J00UjeH U3 Te yHUMOPM-
He pacIo/ijesie, NAKO Ce OBO He IOBHUHYje MOTIIYHO AKCHOMAaTCKOM TeMeJby IO KOM
pagumo. Bomumo ce mpuHIUIIOM Jia YUTAOIM TPBO Tpeda Jla CTEKHY UHTYUTHB-
HO pa3yMujeBaibe JI0Ka3a, Te Ja he 1mocje caMu OUTH CIIOCOOHH PUTOPO3HO Jla T'a
JIOITYHE.
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OcHoBHa MeToOJa

3.1 Be3za usmelhy BjepoBaTHOCHE MeTOd€E
1 MeToaa nmpedpojaBama

BjepoBaTHOoCHa MeTo[a CpoOJHA je APYTHM MeTojaMa IIpedpojaBarmba y KOMOU-
maropunu. [lItaBure, camo kKopuiitheme BjepOBATHOCHE METOJI€ YECTO y CeOU HOCU
OKBUD JIpDYyTUX KOMOMHATOPHUX ajaTa. Jla Oucmo oBy Be3dy mokazaJu, ciejehn 3a-
natak pujermuhemo Ha jBa HaduHa. [IpBo pjememe ciayxuhe ce lupuxsieoBum
[IPUHITAIIOM & JIPYTO pjelllerhe KOPUCTHhe BjepOBATHOCHY METOJLY.

Banarak. (Kanaga 2009) Ca napdera KapToHa OCjedeHa Cy JBa Kpyra pa3imdu-
tux nosaynpednnka. Obda kpyra nmojaujesbera cy na 200 jeanakux jykoBa. IloTom
cy Ha cBakoM Kpyry Heknx 100 jykoBa odojenu dmjesiom dojoM, a mpeoctaux 100
npaoM d0joM. Mamu Kpyr je rmoctaB/beH Ha Behn, Tako j1a UM ce TEHTPH MOKJIAIa-
jy. Ilokazaru na je moryhe porupaTtu Mamu KpPyr TaKO Jia ce JIYKOBU Ha 00a Kpyra
nokJtarajy u ja oapeM 100 JiyKoBa Mamber Kpyra CToje U3Ha/I JIYKOBa UCTe 0oje Ha
BeheM KpyTy.

Pjememe. (kimacuuano pjemremse) [locmarpajmo cux 200 moryhux poranmja
Mamer Kpyra. 3a ogadpaHu JyK § Ha MameM Kpyry, nmoctoju Tadao 100 porarmja
rocJjIe Kojux he ce s ymapuTu ca JIYKOM ucTe 0oje. AKO cyMupamo 1Mo ¢cBUM Moryhum
n3dopuma S, JiBa JyKa UcTe Doje MOKJonuhe ce y CBUM poTalujama YKYITHO

200-100 = 20000 myTa. Cazma, momro uma 200 moryhux poraruja, o JlupuxsieoBom
npuHIuny Heka poraruja umahe dapem 20000 + 200 = 100 nokjanama, MTO je U
TpedaJjio JTOKa3aTH. O
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Pjememe. (BjepoBaTHOCHO pjerneme) [locmarpajyMo HACyMUYHY POTAIU]Y MAHET
kpyra. O4yeknBaHa BpUjeIHOCT Opoja MOKJIAIlama JyKOoBa jeJHaKa je:

200
E[# nokmanama tykosa] = E Z I(nyk i ce mokJama ca JyKoM cBoje boje)
i=1
200
= Z E[I(amyk i ce mokama ca JyKoM cBoje doje)]
i=1
200
= Z P(siyk i ce mokJjiama ca JIyKOM CBOje doje)
i=1

—1+1+ +1—100
22 2
20(;;yTa

3aTO IMITO Ce CBAaKM 3acedaH JIYK ITOKJIalla ca HEKHM CBOje 0oje ca BjepoBaTHOhOM
% = % Kopumihemem Jjieme 0 04eKnBaHOj BPUjEIHOCTHU, OJABJE IOCTOJU HEKA
poranuja ca dapem 100 moksanama 00ja JIYKOBa, T€ CMO I'OTOBH. O

Y mpBoM J10Ka3y TpedaJso ce JOCJeTUTH Ja IpedpojuMo Opoj ,,100pux”’ IMOKJIa-
Imama 3a CBaKHW 3acedaH JIYK, IIOTOM CYMUPATH O CBUM MOIYNHM JIyKOBUMa WU
yrnorpedbutn JIupuxieos npuHiumn. Y JIpyroM JIOKa3y HaM OBO CBe JIOJIa3U ayTO-
MAaTCKH; JTMHEAPHOCT OYeKHBakbha Kao Jia Iocjeayje yrpaheH amapar 3a pjeriaBambe
oBe BpcTe mpodiiema. Jlemorctpupahemo oBo Kpo3 joIrr jejan mpumjep.

Bagarak. (Pycuja 1996.) Y lymu upecjenasa 1600 nenerara. Jemeraru cy dop-
mupaan 16000 komuTeTa, a y CBAKOM KOMHTETYy HaJjasu ce 1o 80 wiranosa. Jloka-
3aTH Ja je moryhe mpoHahu JiBa KoMuTeTa KOju MMajy OapeM YeTUpH 3ajeHIIKa
IAHA.

Pjememe. (MeTomoMm aBocTpykor npedpojaBarma)

[IpermocTaBuMO CyIpoOTHO, HEKA CBAKa JIBA KOMUTETA UMAjy MAKCHMAJIHO TPHU 3a-
jenumuka wiana. IIpedpojumo ckynose {A, B, d} TakBe ma je geserar d 94iaH KO-
muTera A n B. O3naunmMo oBy cymy ca 1.

Kako cBaka jiBa KOMHUTeTa UMajy MaKCUMAJIHO TPU 3aj€IHUYKA YIaHA,

3(16300) > T'. Ca npyre crpane, ako jejerar d y9ecTByje y ay KOMUTETa,

T =5 (“;), jep 3a CBaKoOr Jejierara MOXKEMO H3adpaTu (a2d) [IapoBa KOMHTETa
TaKBa Jla OH IIPecje/iaBa y 00a.

Taxobe, » a; = (# amancrasa mehy csum komurernma) = 16000 - 80.

Kako je dynkmumja ()2() KOHBEKCHA, ITpuMujemyjyhn JenceHoBY HejeHaAKOCT 100U-

jamo:
16000 aq\ Jencen 800
>T = > 1 . .
()22 () = e ()
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Pagynckom mpoBjepoM mgo0ujamMo 18 OBO HHUje TAIHO, T€ je MOYeTHO TBpheme u3
33JIaTKQ UCTUHUTO. ]

Pjemreme. (BjepoBAaTHOCHOM METOZOM) Y3MUMO J[BA HACYMUYHA DPA3IAINTA
komurera A u B, n o3Haunmo ca X Opoj Jejierata KOju Cy 4IAHOBH 00a KOMHUTETA.
Kako X ysuma 11jesiodOpojHe BpPHjEIHOCTH, IO JIEMHU O OYEKHBAHO] BPUjeTHOCTH
JI0BOJbHO je mokazaru E[X] > 3, jep du To MOBIAYNIO /14 TIOCTOje HEKU KOMHUTETH
A u B ca Bume o Tpu 3ajeJHHYKA dUIaHa, T€ OM OPOj 3ajeIHUUKHUX UJIAHOBA
n3mebhy oBa jiBa kKomuTeTa 610 dapeMm YeTUPH, IMITO OU 3ABPIIWIIO JIOKA3. 3a CBAKOT
nenerarta d, HEKa aq O3HAYaBa OPOj KOMHTeTa KojuMma oH npunaga. Caa

1600
E[X] = Z P(niesterar d npunasga komurernma A u B)
d=1

W () s ()

2

(80-16000%1600) (800)
= IGOOW = 1600(16370) > 3.9952 > 3
2 2

Te je TBP/iha U3 33J1aTKa JIOKA33aHA. ]

[TonoBo, BjepoBaTHOCHA METO/IA HAM ITIOMaKe Ja M30jerHeMO HCITUCUBAIbE apry-
MeHTa OpojarbeM. 3aHUMJbUBA je U UUHEHUIIA /1A je HAKOH MPUMjeHe JTUHEeAPHOCTU
OYEKHMBaIba OUHIJICTAH IIPABAI] KOjUM JIOKa3 TPedaMO HACTABUTH - CyMa OMHOMHUX
KoedUIIIjeHATa HAC jeTHOCTABHO HABOIM JIa TPUMUjEHNMO JEHCEHOBY HejeTHAKOCT.
OBa mBa mpumjepa JOBOJHHO Cy JIaKa Jia je WCIHCUBAILE JT0KA3a, ,[TPUMUTHBHUM
ajjaruMma’” jomr yBujek moryhe. Mmak, Kako CTBapu IMOCTajy KOMILIUKOBAHUjE U
IpedpojaBarmba TOCTajy CJ0XKEHU]ja, UCIIOCTaBJ/ba Ce Jla MPOOAOUIUCTUIKA METO/a
OJIpKaBa, 3aIuC (1 MUCAO) YPETHI]OM.
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Nako HHCMO yBeJin MHOTO TeOpHje, JI0Ca/lallliba 3alazKkamba KopullheHa cy 3a
JTOKa3WBakhe HEKNX 3HAYAQJHUX TeopeMa.

3.2 Jloka3m HEeKMX TeopeMa OCHOBHOM METOI0M

Crnenehn pesynarar mahapckor maremarnaapa Tudopa Cereal gecro ce maBomn
Ka0 IPBH JIOKA3 BjepOBATHOCHOM METOIOM.

Hedbunnnmja. Typrup je opjenTucan npoct rpad y KOM 3a CBaKa JIBa Pa3JTUIATA
gpopa A m B mocroju rpana koja Boqu u3 A y B, man ona Koja Bogu u3 B y A.

Hedbunnnmuja. Xamuationos Gy 3a 1atu rpad jecre myT y rpady Koju mocjehyje
CBAKM YBOP TAYHO j€/THOM.

. . |
Teopema 2. Tlocroju TypHup ca n YBOpPOBa KOjU MMa 0apeM = XaMHUJITOHOBUX
Iy TEBA.

/loxas. TlocmaTpajMo HacymMudaH TYpHUP U HeKa X O3Ha4YaBa OpOj HEroBUX Xa-
MIJITOHOBHUX TTyTeBa. OBaj OpP0oj MOKEMO M3padyHATH TAKO IITO 38 CBAKY IIEpMYyTa-
[1jy YBOPOBA 0 YTBPIAUMO JI& JIM TIOCTOjU XAMUJITOHOB IIyT KOJU U PEIOCII)eIOM
Te mepmyranuje, Tj. Ja ju Baxu Ja je (o(i),o(i + 1)) rpana 3a cee 1 < i < n.
Hexka je X, wmnamkaropcka IpoMjeH/bUBaA KOja YTBpDyje 3a 3aJaTy IepMyTalijy
ga qima je XamuiaTonoB myT y X. Taja:

E[X] = XU:]E [X,] = n! (%)n_l

HOMmTO HepMyTanyuja o uma n!, ceaka rpana y X, mocroju ca BjepoBarHohoM 3,
a uma n — 1 rpana. Caga nomro je E[X] = n!- 27"V nocroju nexu Typuup ca

n! - 2=~ XamMmuaTOHOBUX IyTeBa, IITO je Tpedaso JOKa3aTH. [
[Tokazahemo nap pesysiraTta o mpecjernamy rpadoBa.

Teopema 3. Heka je nar rpad G ca n uyBoposa u e rpana. Moryhe je nojaujeautu
G na jBuje nucjyuktae kKomnonente U u V', tako na je 6poj rpana uzmehy U u V'

dapeM §.

/loxas. O3naunmo ca E ckyn rpana rpada G. Mzabepumo U HacyMHYIHO, TaKo
IIITO CBaKM 4BOp v yoaryjemo y U ca BjepoBaTHOhOM % [MocraBumo V = G\ U.
Cajia 3a cBaku 9BOp U:

]P)(UEU):%I/IP(UEV):]P)(’U¢U):%.

ITibor Szele(1918-1955)
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Opnatie, ako paayHamo Opoj rpana u3amehy U u V', oH je jeanak:

E [# rpana msmehy U n V] = Z PlueUANveV)V(ueV Avel))
{u,v}eFE

1 1
=2 575°

{u,v}€FE

I1a KakKo je OYeKWBaH OpOj rpaHa jeaHak %e, HEKO Ipecjername rpada mpahe dapem

1
5€ rpana. [

Hepujerko y npodaduncTuakuM JI0Ka3uMa MUjemhathe IIPOCTopa BjepoBaTHohe
MOKe TI00OJbIIAaTU pe3yiarar. VHTyumja HaM TOBOPH Jla KaJia JHUjesIuMo Tpad
Ha OBaj Ha4YWH, y MPOCjeKy heMo mMmaTu HajBUIIe ,IpeMonihyjyhux” rpana oHJIa
KaJIa JIBUje KOMIIOHEHTE NMajy OTIIPUJINKE UCTU Opoj uBopoBa. Kopucrehu ce oBom
XEYPUCTUKOM, TTOKayKNMO MaJo jade TBpheme:

Teopema 4. I'pad G ca 2n gBOpoOBa U e rpaHa MOXKe Ce MOJINjeTUTH Ha moarpada

TaKo Jia je Opoj rpana uamely jBa jqujesa dapem 5e.

1

Aoxas. CamdHo Kao U y IPOILIOM JI0Ka3y, ompajMo HacymudHo U, aiau cajia yHU-
dopmHO U3 cKyna cBux noarpadoBa KOju UMajy n IBOpPOBA.
Uspauynajmo BjepoBarnohy 3a jorabaj ma rpana {u, v} ,mpemomthyje” nBa nujesa

lopma BjepoBaTHOhA J071a3M U3 OlCEpBallfje Jia ako (pUKCHUPaMO Ja Cy U U v
Ha CyNpPOTHUM KOMIIOHEHTaMa rpada, MOKeMO Jia n3adepeMo KOjU OJ IhUX je y
koMmrioneHTn U, m3adepemMo ocranux n — 1 uBopoBa Koju he Ttakohe whu y U, u
o/IujesIuMo ca dpojem cBux moryhmx mzdopa.

Ako m3padyHaMo OoUeKnBaHy BpHjeIHOCT Opoja rpana mamehy U u V', u3 nureap-
HOCTH OYeKMBamba JI00MNeMo Jia je oHa je/lHaka 5 e, ITO UMILIIUPa PE3yJITaT.
Crauvan pesyarat Morao ou ce u3Bectu u ja je G umao 2n — 1 rpana. ]

Y ommTem cirydajy, yrBphuBaibe Jia Jin 3a JaTH rpad MOCTOjU MIPecjeK JgaTe Be-
JITIIHEe KOMITY TAIMOHAJTHO je TexKak. Hekn ajiropuTMu 3a mpOHATAKEHe ,, MATIX
Ipecjeka Cy MOTHBHCAHU T'Ope HAaBEJIEHUM JOKa3uMa. JeIaH rpaM3uBH aJrOpUTaM
3a IIPBY BapHjaHTy J0Ka3a U3BEO OU Ce OBAKO: HA IMOYETKY N3a0ePUMO ITPOU3BOJHHO
paszbujame rpada G =UUV,UNV = () u y cBakoM 1oTe3y aKo HEKH YBOP ¥ IPH-
I1a/1a KOMIIOHEHTH Y KOjOj MMa BUIIE OJI TIOJIOBUHE CBOJUX T'DaHa, IMPEdaIiMO ra Y
npyry kommonenTy. Moxke ce nmokasaru j1a hie ce oBaj ajropuraM 3aBpIIUTH, U 13
lie HaKOH HEroBOr 3aBpIleTKa BeJMINHA JOOM]EHOr TPecjeKa OUTH Makap s .
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[Iporiec mpeTBaparma BjepOBATHOCHOT JIOKa3a y epUKACAH JeTEePMUHUCTUIKA
aJropuTaM HasuBa ce gepangomusdayuje (eHra. derandomization) W TPEICTABIbA
ILIOJIHY 00JIACT MCTPAXKUBAha MOJIEPHUX PAadyHAPCKUX HAYKA.

Cneneha Teopema o dastancupamy BeKTOpa Takohe mo/1a3u y3 ebukacaHn rpaM3uBu
AJITOPUTAM.

Teopema 5. Heka cy jjatu BeKTOpH ¥1, Vo, . . ., U, € R” U HEKa 3a CBe BaXKu
|v;| = 1. Tama nocroju u3dop 3HaKOBA €1, €9, . . ., €, = +1 TakBU 18
lervr + -+ epun| < V.

/loxas. Bupajmo €1, €, ...,€, y3 nomoh n damama nHopumha. ledunummmmo ciy-
4JajHy IIPOM]jEHJbUBY
2
X = |evy + - + €057

Tamna

n n
X = E E €i€5;V; - Vj

i=1 j=1

E[X] = ZZvi~vjE[eiej]

i=1 j=1

Te Baxku

YKOIHKO § # j, cIydajue Bequdure €; u €; cy nesasucte u Elee;| = Ele;| Ele;] = 0,
VYkomuko i = j, tana Elee;] = E[e?] = 1, Te je koHaIHA OYeKHMBaHA BPHjETHOCT
jeaHaKa

E[X] :ivi-vi =n
i=1

Te TIOCTOju M300p 3HaKOBa Koju jaje X < n, U KOpjeHOBaIbeM JI00MjaMO TParKeH!
pe3yJiTar. O

['pam3uBE pe3ynTar 3a dajaHCUparbe BEKTOpa UIA0 OM OBAKO: Y 1-TOM KOPaKY
[IO/IPAa3yMHjEBAjMO J1a CMO M3PATYHAJH JIOCAJIAINIGY BEKTOPCKY CYMY
w = €101 + - - - + €_1v;_1. Cazia dupajMo 3HaK €; TakaB Jia je yrao uamehy w u €;v;
omrap (miu npas). OBaj ajgropuraMm He Jaje HajMamy MOryhy yIa/beHOCT W O
KOODJIMHATHOT [I0YeTKa, ajil OCUTypaBa jia fie Ha Kpajy Bpujeauru |w| < \/n.



12 3. OcHoBHa MeTOIA

Hoxka3z cienehe Teopeme dpumjantao je ajeso Ilona Epgemma, u gemoncrpupa
KaKO Ce BjepOBATHOCHA METO/Ia MOYKE NCKOPUCTUTH Yy HEOUEKMBAHUM CHTYaIjaMa.

Teopema 6. Ckyn mnujesux OpojeBa B Ha30BUMO U36aHPEGHUM AKO HU 3a KOja
Tpu Opoja a,b,c € B He Baxku a + b = c¢. 3a cBaku ckyn B MoxkeMo m3adparu
meroB nojckyn A takas na je A usBanpenad u |A| > ‘—f‘.

Jloxas. Hexka B = {by,bs,..,b,} m b; # b; 3a i # j.

VYamumo npocr 6poj? p = 3k + 2 Takas Ja Bpujeu p > 2 maxi<i<, |b;l.

YmjecTo fa JI0Ka3yjeMo Ja je CKyl U3BaHpedaH y Z, JIOBOJHHO je Ja JIOKaXKeMO /13
je u3BanHpesan y nossy Z,. Popmasno, nponahu hemo ckyn A Takas na HE 3a KOja
Tpu 6poja a,b,c € A ve Baxku a + b =, c. Ogarie hie BpujeuTn Ja HA 32 KOja TpU
Opoja He Baxku a + b = ¢, jep y nporusHoM pla +b — ¢ = 0.

Huxkoja asa pasimanta enementa b;, b; uucy jennaxa y Z,, jep 0 < |b; —b;| < p no
KOHCTPYKIIH]H.

Hedbwurummmmvo M = {k + 1,k + 2,...,2k + 1}. Jlako je mposjepuru na je oBaj
CKYII U3BaHpeIaH, a Takohe Baxku fa je r - M Takohe m3BaHpeIaH CKYIl 3a CBAKO
1jeJIOOPOJHO 1 KOje Huje JjesbuBo ca p (oBje cKymnoMm r - M mojpasyMujeBaMo CKyIl
nobujen muoxkehn caku esement M ca 7). OBo BayKu 3aTO IITO aKO OM 3a HEKa
Tpu esiemenTa u3 r - M Bpujeauio ra+rb = rc, Taga ou y opuruaajanom ckymty M
BaXKWJIO @ + b = ¢, mTo O a0 KOHTPaAUKIUjy. (IOIITO je Z, 1ojbe, Jujesberbe je
JTIO3BOJBEHO aKO IPETIOCTABUMO Ja T 7# D).

Caja du duiio JI0OBOJBHO JIOKA3aTH Jia 3a HeKo r Baxku |B NrM| > ‘—?‘. YmMjecro
Jla TTpoHahemMo OBaKBO T JUPEKTHO, JioKazaheMo IeroBo IOCTOjarbe MPOOAOUJIH-
crrakd. 3a cBako 1 nummmMo X, = B NrM. OuekuBana Bpujeasoct |X,.| Moxke ce
M3PpAYyHATH TAKO IITO 3a CBAKM ejeMeHT u3 rM TpoBjepuMO Ja JIk je U eJIEMEHT

ckyna B:
2k+1

E[X,]= ) P(rzcB).
r=k+1
U3 Teopuje dpojesa 3namo na je {x,2z,3x, ..., (p — 1)z} nornyn cucrem ocraraka,

Tj. 1a je jeanak ckymy {1,2,..,p— 1} y Z,. Onatine je P (rz € B) = }% Te:
2k+1
| Bl |B| Bl _ B
E[X,] = Bl EG P ol B PRI D el B e
X Zp—l U+ )p—l (k+ )3k'+1 3
rx=k+1
IITO UMILIAIMPA TPAsKEHU PE3YJITaT. O

TTocTojame OBAKBOI' IIPOCTOT OpOja TEXHUYUKH je Pe3ylTaT U3 Teopuje OpojeBa U He THUE Ce
TeMe OBOI' pajia. Y CBAKOM CJIydajy, Hallla WHTYWUIUja TO3HAaje IMOCTOjarbe P 3a IPUXBAT/HUBO;
[IPOCTHU OPOjEBH Ce MOHAIIA]Y ,,HACYMUIHO” M HEMa PA3JIora Ja 0YeKyjeMoO 1a caMO KOHAYHO MHOTO
ImyTa J0Ja3€ ca OCTATKOM 2 TIph Jujesberby ca TpojroM. llorpaxkutu Jupurseosy tweopemy o
APUTMETLULKUM HU30E8UMG.
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[Ipukakumo jean J0Ka3 MaJio APYTaduju O OCTAJNX U3 OBOT OJjeJbKa.
[Ipucjetumo ce orer peduHUNTje TypHUpPA Kao MPOCTOT OPHUjEeHTHCAHOr Tpada,
Tako Ja 3a cBaka jBa uBopa A, B Baxu A — B wm B — A. I'pad TypHUp
MOXKEMO JIOCJIOBHO ITOCMATpPaTH Kao TYPHUD, TJje CBAKH YBOD IPEJCTaB/ba HEKOT
urpada, CBaKu Urpad je urpao IPOTUB CBAKOT JPYTrOr TAYHO jeTHOM M y CBAKOj
UT'PU UMAMO TAYHO jeJIHOT Todjeannka. Tajga Baxxu A — B ako je A modujeano B,
a B — A ako BaxXu CyIpOTHO.

Ba Typrup T o n urpada m npupojaH Opoj k kaxkemo ja 1 mma cBOjCTBO S

aKO 3a CBaKM CKyIl O] k Mrpada MOCTOjU jeJIaH UTpad KOjU MX je CBe IOOU]jeIuno.
Perumo, 3a rpad koju je yemjepen tpoyrao, T3 = (V, E), V ={1,2,3}
nu EF={(1,2),(2,3),(3,1)} Baxkn ma uma cBOjCTBO 5.
Jla s je TauHO [1a 3a CBaKO k IOCTOju TypHUP ca cBojcTBoM Sy? Epmer je mokaszao
Jia je OAroBOP TOTBPJIAH, Te Ja Ce MOXKE BPJIO JIAKO JIOOUTHU Bj€POBATHOCTHOM
MetosioM. IllraBuiie, mcrmocraB/ba ce Jla HAM BjePOBATHOCHA METOJA Jlaje BPJIO
JI0OPY MPOIljeHy KOJIMKO je HajMarme YBOPOBa IMOTPEOHO 3a TaKaB TYPHUD.

Teopema 7. Ako Baxku (Z)(l — 2_’“)""~C < 1, mocToju TypHHUp ca n Urpada Koju
UMa CBOjCTBO Sk.

/loxas. M3adepuMo HAcCyMHYaH TYPHUD Ca 71 YBOPOBa, TAKO IITO heMO 3a CBaka
JIBA UTpada ¢ U j OallalbeM HOBYMNA OJPEUTH J1a JIU BaXKU © — J WA J — 1.
Heka je K neku ckym of k uBopoBa. Heka je Ay norahaj ma He moctoju IBOp KOju
modjehyje cBe uBopose u3 K. Hamr nmusb je s1a cBe oBe jorabhaje usdjeraemo.
Bjeposatnoha P(Ag) = (1 — 27%)"*. Oso je Tako 3aT0 mMTO 3a CBaKM YBOD BaH
K wmopamo ocurypartu ja oH He 1oodjehyje Hu jeman uBop m3 K, To pajgumo ca
BjeposaraohoM 1 — 2% Te omzma MuoxkuMO BjeposaTHOhe Tux n — k morabaja. Cama

BazK1
_ (" —kyn—k
Pl | Ak | <D P(Ax) = <k)-(1—2 R <
|K|=k |K|=k
Te je BjepoBaTHOha yHmje cBux ,somux”’ morabaja mama ox 1. OBo 3Haum ma

IIOCTOjU TYPHUP 3a KOT cBakM cKyn K mMma 4uBop Koju modjehyje cBakora m3 K, Te
je TBp/itha TeopeMe TavHa. [

Bpujenu ocraBuTH JBHje HaloMeHe. 3a Ioderak, lim,, . (Z)(l — 2 Fn—k =0,
T€ CMO 3a CBAaKO IIPUPOJIHO k OCUT'ypaHHU Jia he jJJaTu n3pas3 IIoCTaTh Matbu O/ jeaH
3a HEKO JOBOJbHO BeJIMKO n. Takohe, MpUMHUjeTUMO Jia ce 0Baj JIOKa3 Pa3JIuKyje Ol
OCTaJINX; YMJECTO Ja JIOKazKeMO ITOCTOjarbe KOHCTPYKIIHje padyHamheM OYeKNBAHE
BPUj€IHOCTH MU CMO H3/IBOjUJIN CKYII HEIIOXKeJbHUX Jlorahaja u mpoIujeHnn Bjepo-
BarHOhy ca KojoMm ux moxkeMo uzbdjehu. OBy uzejy hemo mazorpagutu y ciaejiehoj
TJIABU.
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3.3 TypanoBa Teopema

HazoBumo ckyn uBopoBa rpada ne3asucHuMm YKOJTUKO He MOCTOjU TpaHa W3-
MeDy wmkoja aBa uBopa u3 ckymna. Cieneha Teopema 0aBu ce mocTojameM He3a-
BHUCHOI' CKyIla JaTe BeJuduHe y mpousBosbHOM rpady. Ilpsu jy je mokazao Ilon
Typan®, cBoj moka3 je mao u Eppem, amm mu hemo IpukaszaTH BjepOBATHOCHH
nokas Asona n Crencepal.

Teopema 8. V¥ rpady G ca n YBOpoBa, aKO YBOPOBH UMajy IPOCjedaH CTerneH d

Taa [OCTOjH HE3aBUCAH CKYIl BeJMYHHE DapeM 5.

/loxas. Heka aBop 7 uma crerex d;, 3a 1 < i < n.

Yamumo m = (7, o, . . ., T,) 38 HACYMUYHY TepMyTaIyjy 1Boposa rpada G. IIper-
ITOCTABUMO J1a, UJIEMO PEJIOM II0 OBOj ITEPMYTAIMjU U CBAKHU YT KaJIa MOXKEMO JIa,
yOaItiMO HOBHU YBOP y HE3aBUCAH CKYII, Jia ra u yoarumo. PopMaJjiHo, 3a CBAKO i
ybarumhemMo YBOp 7; y HE3aBUCHU CKYIl aKO HU jeJaH OJT YBOPOBA T, T, ..., 1
uuje cycjeman ;. Heka 7 o3HavaBa KapMHAJIHOCT HE3ABUCHOI CKYIIa JOOUjEHOT
Ha oBaj HauwH. QuurieHO

= Z P(uBop i Hema cycjema mehy 1,2, ..., — 1)
i=1

= Z P(uBop ¢ mojaBsbyje ce mpuje CBOjuX cycjeia y )
i=1

_Z d+1 Zd+1

Casa 3namo j1a, y3umajyhn HeKy epMyTaInjy m, MOKEMO U3TPaUTH HEe3aBUCHU
CKYI BeJITYNHE 6apeM S [Tpumujemyjyhu JencenoBy HejeaHakocT (MOIITO

i=1 d +1
je dbynukuja 5 Konsekcha na [1,+00), Taj HezasucHH cKyn umahe
dapeM 717 qBopOBa, Te je TBpheme JI0Ka3aHo. [

[Iporjena je crpora, jeJIHAKOCT Ce TOCTHKE 3a I'pad CACTABJHEH OJ HETIOBE3a-
HUX KJIUKa. Bpujean HalloMeHyTH Jia ce CJUYHE BEpP3Uje OBe TeopeMe T0jaB/bY]y V
dbopmystaiujama o (He)mocTojamy Kauka® y rpadoBuMa JaTe BeJIUUUHE, Al OHe
ce Jajy W3BECTU U3 HaIller pe3ysiTaTta mocMarpajyhm rpad KomieMeTaH OpHUIH-
HAJHOM (TaJia CBAKU HE3aBHCTAH CKYII TIOCTaje Kinka). Takohe, pesysirar 1odujeH
npuje IpuMjeHe JeHceHoBe HejeHaKOCTH HeKaJa ce Hasmba Teopema Kapo-Bejb.

3 Turdn Pdl (1910-1976)

4 Noga Alon(1956-) u Joel Spencer(1946-)

SKJIMKa TIpe/IcTaB/ba CyIPOTHO O] HE3ABHCHOI CKyIIa; CKyI 4BopoBa y rpady meby kojuma cy
CBaKa JBa II0BE3aHA

resaBucHo cy ce mojasuim y pajosumMa Yair, Caro (1971), V. K. Wei (1981)
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JloBac JoKaJIHa JieMa

o cama cmo ce DaBuM ca JABHje BPCTe JOKa3a. Y jEJIHHM CMO ITOCTOjaHe
odjekaTa 3aJ/iaTe BEJUYMHE OIPABIABAIN MATEMATHIKUM OYCKUBAIHEM; YKOJIKO
je oYeKmBarbe JaTOI BjepPOBATHOCHOI MPOCTOPa JOBOJHHO BEJIWKO TaJa IIOCTOJU U
BeJIMKN KOMOWHATOPHU OOjeKar.

Jpyra BpcTa JIoKa3a CIIy>KuJIa ce U30J10BambeM ,,JIomuX  jgorahaja Koje KeJmMo
Jla U30jerneMo, Te padyHarmeM BUXOBUX BjepoBarTHOha. Permmo ma cMo Kejben
u30jehu norabaje Fy, Es, ..., E, koju peaom umajy BjepoBaraohe P(E;) = p;.

Be3 mekux HampemHWjUX ajata, MA CMO OIET MOIJIM W30JI0BATH JBa CIy4aja y
KOjuMa OM JIOKa3 OBe BPCTE MOTJIU 3aBPIIUTH:

e Pernmmo na cy sorabaju E; 1o mapoBuMa He3aBUCHHU. Taja MOXKEMO H3pady-
HaTHU BjepoBaTHONY Jia ce HU jeaH OJ IbUX HE JIECH:

P ﬂE =[]0 -p)

(2

oJlaKJie MOpaMO 3axTHjeBaTH Ja je jaru mpou3Boi Behu om mysne. OBo ce
BpJo jtako moxke moctuhm; 0 < p; < 1 npum yemy moapa3yMujeBaMo Ja je
JlecHa rpaHura crpora (YKOJIUKO je BjepoBarHohia Hekor jomer jorabaja 1,
He MOXKeMO ce HaJaru j1a iemo ra uzdjehn).

e Ca apyre crpaHe, yKOJUKO He 3HAMO HHUINTa O 3aBUCHOCTHU jorabaja Fj,
MOKEMO C€ UCKOPUCTUTH MIPOIjeHOM yHHje jmorahaja:

PIE)=1-P(|JE | =1-) P(E)

Kako xeyimMo J1a MocTUrHeMo Jia je TpazkeHa BjepoBaTHoha Beha o1 HyJie, TO
je caza nososbHO 3axTujesarn y . P(E;) < 1.

Lovasz Laszl6(1946-)

15
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OBa MeTo/1a MOXKe J1a JIOHECe Pe3yJITaT ¥ HEeKUM IPUMjepuMa, ai 00a3pUB UNTa-
Jiail he mpuM#jeTUTH J1a Cy IIPOIjeHe Koje KOPUCTUMO IpuanvHo jadase. [IITapure,
MOKEMO ce HaJIaTu Ja he oHe mpohu caMo y cirydajeBuMa KaJjia je BjepoBaTHOhA j1a
je odjekar mobap m cama npuandHo Besquka. Illta paguTn Kaja g00pux odjekara
UMa peJaTUBHO MAJIO?!

Vkosmmko cy Jommu gorahaju melycoOHO HE3aBUCHU CBAKAKO WX MOXKEMO U3-
0jehu; ykonmko 3aBuce jegaH OJi JPYror a MaJjuX Cy BjepoBaTHOha MOXKEMO ce
MOCJTY?KUATH TIPOIjeHOM yHHUje. AJu mita pajuTn ako ce Jiecu Herto Tpehe, ako cy
Jrorn orabaju ymjepeHo dectn n nMajy MaJju Opoj 3aBucHoctu usmehy cede?

Jlokasna Jjiema koja ce nojasusia y pauay Jlosaca u Eppemra 1975. roaune 6aBu
ce damr oBuM muTarbeM. OHA JI071a3W y BUIE Bep3Uja, ajii MU NeMo MMOKa3aTu OHY
Ha]jeTHOCTABHU]JY, KOja Ce yjeJHO TI0jaBUIa Y N3BOPHOM PaJIy.

4.1 TsBpheme Teopeme m gokas

Teopema 9. Heka cy Ey, Es, ..., E, norabaju raksu na P(E;) < p u cBaku jgorabhaj
je 3aBucan ca najsuie d ocranux. Ykoumko ep(d + 1) <1 raga

n
P(E:NE;N---NE,) > (1+L) > 0.
d+1
OBaj pe3yiarar ce MOBPEMEHO HA3WBa CUMETPUYHOM BAPHUjaHTOM JIOKAJHE JIEME;
OBO JI0J1a3U OTY/Ia IITO CMO Yy3eJUd UCTEe BPHUjeIHOCTH d U p 3a cBe jorahaje Fj;.
[TocToju u jaua, acuMeTprYHa BapujaHTa OBOT PE3YJITaTa, aJlu MU ce home HeheMo
OaBUTH.

Zlokxas. 3Boheme Koje cimjen je NPUJIMIHO TEXHUIKO, T€ HeMa HEKYy KOMOWHAa-
TOpHY HWHTeprpeTarujy. Moxga ra je HajOO/be Ha TPBOM YUTAIbY IPECKOYUTH,
IIOTVIETATH OJIjeJbaK Ca IPUMjeHaMa TeopeMe, Te ce Tocjie Ha mera BpaTtuTu. Mnax,
HaBOJIUMO T'a PaJIfl KOMILJIETHOCTH.

Hoxkazahemo ciesnehy jemy, u3 Koje he ryiaBHE pe3yJTaT BPJIO OP30 CJIMjEIUTH:

JIema. Heka nmamo npoussospan ckym S C {1,2,...,n}. Taxa Baxu

_ 1
PlE| (Ee|<-—
keS d+1

Hoka3 Bpmmmo napykimjom 1o |S|. 3a dasuu cayuaj | S| = 0 Teopema ounrietHo

BaxKu, jep ce Taja coau Ha P(FE;) < ﬁ ITo je TavHo 1o mporjenn ep(d+ 1) < 1.
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[TpermocTaBuMoO cajia Jla TBPmba Baxu 3a cBe S takse ja |S| < t. JTokaxumo
ma Baxku 3a |S| = t. Heka je D; ckyn cBux gorabaja Ej, j # i ca kojuma E; nuje
He3aBHcaH. PasimkyjeMo mBa cirydaja:

e IIpernocrasumo ga S N D; = (). Opasae

_ 1 1
P<E"| ﬂEk) =P < Sty “dwa

kesS

Te je TBpheme y OBOM C/Iy4ajy TadHoO.

e Heka cama SN D; # (). IIpema Bajecosoj dopmynum, Mmu nmamo

P(EAHE?)% E| () EBn () E

keS keSND; keS\D;

keSND; kES\Di

keSND; keS\D;

P|E| N E
keS\D;

P(ﬂE!ﬂE)

P<HE|HE>

<

keSNnD; kES\Dl

_ P (E;) [

_ _ d+1
P( N E.l N Ek)

keSND; keS\D;
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Caja je morpedno ja orpanmunmo nmeHmian. Omaje hemo ymorpedutu un-
qykTuBHY npernocraBky. Heka S N D; = {iy,..

Pl () Bl () Bl =

., 1, }. VImenmar mocraje

keSND; keS\D;
_p “yﬂEkm N B |- ﬂ”| N E
keS\D; keS\D;
=P Zl]ﬂEkﬂ M E|- 12|ﬂEkﬂ N & | -P(NE]| () B
keS\D; keS\D; 1=3 keS\D;

:ﬁp E N Ekﬂﬂ > 1(1——):(1—#)2

keS\D; B =1 1 d+1 d+1
1 1
>(1——)>Z
> ( d—i—l) T e

[Tpu yemy nporjena (*) BaxKu 10 WHLYKTUBHO] IIPETIIOCTABIIN, MOIITO CBAKH
qj1aH jeJHaYNHE UMa Marbe oj t Jjiorabhaja.

Ca/ta Ka/1a CMO TIPOTUjEHITH UMEHU/TAI], MOXKEMO JTOKA3ATH JIEeMY.

P (Ez‘ ﬂE) < P(£)

keSND; keS\D;
1
S J—
d+1
]:ILje 3a0ba HpoujeHa BaxKH II0 YCJIOBHMAa U3 TeOpeMe.

Kopucrehu mokazany Jiemy, Hally HPBOOUTHY TEOpPEMY je JIAKO JTOKA3aTH.
CiuvHuM pa3BHUjarbeM Kao MAJIONPHje T00ujaMo

IITO 3aBplllaBa J0Ka3.
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4.2 Heke npumMjeHe
3anovHnMo ca jeJHIM KJIACHIHUM ITPUMjEPOM.

3amarak. [IpernocraBumo ma 11n Kyrmuia croje Ha Kpyry, U Jia Cy CBe 0DOjeHe
y jemHy oji n Ooja, Tako Jia 3a CBaKy 00jy Ioctoje Tadno 11 kyrimia Te Ooje.
JlokazaTu J1a ce y CBakKoj TaKBO] KOH(MUIYpPAIUju MOXKe OJ[adpaTu n KyIJIUIA,
CBaKa O] 10 jeJiHe OOoje, aJli TAKO Jia HUKOje JIBUje OJladpaHe HUCY CyCjeHe Ha
KPYTY.

Pjememe. Perumo na dupamo 1o jeHy KyIVIHILy OJi CBaKe 00je HACYMUYHO, W
Ja je cBaku m3D0Op He3aBUCAaH OJ ocTajux. Taja cBaKy o n KyIJIMIAa OUPaMoO ca
BjepoBaTHOLOM 1.

Hamm ,yiomu” norahaju he mpejicraBpaTtu Ouparme JBHje Cycje/iHe KYTJIATE Ha
Kpyry, pertumo a u b. BjepoBaTHoha ja cmo m3adpaju u a U b m3HOCU HajBUIIE
p= Flp HayMe OHa je jeJlHaka OBOj BjepoBaTHONM KaJa cy a U b pa3aunauTux 0oja,
a jeJlHaKa je HyJIu KaJia cy ucre doje.

Ucnurajmo caja 3a aBa Jjoira mnapa, penumo a,b u c¢,d taje cy a m b, a ¢ u d
cycjesiHe Ha KPYTy, KaJia OBa JiBa Jjiorahaja 3aBuce jesiaH o1 Apyrora. ¥y KOJHUKO Cy
Kyrauie a u b pazimautux 0oja o7l ¢ u d TaJia CMO UX [0 KOHCTPYKIMjU OupaJjn
HE3aBUCHO jeiHe OJ1 JIpyrux, Te cy oBu Jiomu norahaju wesasucuu. /lakie ja ou
OHU OWJIM 3aBUCHH, DapeM HeKa OJ a, b Mopa JujeJIuTh O0jy ca HEKOM OJI ¢, d.
N3dpojumo cata KOJIMKO IyTa ce OBO JellaBa 3a CBaku map a,b. Axko dukcupamo
00jy 01 @ 1 HaMeTHEMO JIa HeKa OJI ¢, d Takohe nma OBy 00y, MOXKEMO TY jeTHYy OJI
¢,d n3adpaTu Ha jeJlaHaecT HAYMHA. 33 CBAKy OJl THX jeJaHaecT KyTJIAIA UMaMO
IO JIBa CyCjeJia, Te je JIONMX IapoBa Yy OBOM Ciydajy 21, ako YKJIIOHUMO OHaj KOju
oJroBapa M3BOPHOM Imapy a,b. Ako ypamumo umcrTy crBap 3a b modbujamo jorn 21
JIOI TIap 3aBUCAH O] Mapa a,b, 1ma MOXKEMO IMOCMATPaTH HAjrOPU CJIydaj KaJia Cy
00je rpyte o1 o 21 mapoBa JIUCjYHKTHE U y3eTn d = 42.

Cama BaxKu

ep(d+1)=e +43 <0967 < 1

121

Te je mo JIoKaJHO] JeMu Moryhe m3djehu cBe jome gorabaje, ma mocrtoju m3d0p
HeCyCjeTHUX KYIVINIA, IITO je U TpedaJsio JOKa3aTH. [

Cnenehn 3a/1aTak m0jaBuo ce Ha CPEIEHOITKOJICKOM TakKMudemy v Pycuju.

Bamarak. (Pycuja 2006) Ha kammy maremarudapa, cBaka ocoda nma usmehy 50
u 100 npujarespa. [lokazatu 1a je Moryhe mojaujesiluTu Majurie cBakoj ocodOW Ha
KaMITy, TaKO Ja Majure nMajy Hajsuire 1331 pazamanTux 0oja W cBaKa 0coda MMa
dapem 20 mpujaTesba KOjU CBH HOCE MajuIle PA3/IMIUTUX OOja.
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Pjememe. /lajmo cBakoj ocodu majuily Hacymudne doje. 3a cBaky ocody P, Heka
E(P) osnauaBa norabaj na npujaressu ox P noce Hajsuime 19 doja majura. ITo-
cayknheMo ce JIOKQJTHOM JIEMOM /J1a TIOKarKeMoO J1a IOCTOjU HEeHyJITa BjepoBaTHOhA
Jia ce HU jeman og jorabaja E(P) He necu.

Horahaj E(P) 3aBucu camo oj; 0ocode P U WeHUuX IpUjareba, 3aT0 BayXKHU Ja
ako cy jorahaju E(A) u E(B) 3aBucuu, tajia cy A u B wiu npujaresbu Wi umajy
HEKOT 3ajeJIHIYKOr Ipujaresba. Kako cBaka ocoda P mma makcumasino 100 mpuja-
Tejba, U CBAKM O] FheHUX IpHjaTesba NMa MaKCHMaJTHO 99 mpujaTesba pa3amauTux
on P, E(P) zaBucu ox makcumasno d = 100 + 100 - 99 = 100% apyrux jgorabaja.

3a npousBosbHY 0c00y, mocmarpajmo merux 50 < k < 100 npujaressa. Bjepo-
BarHOha 1@ cBU oHu mMajy HajBuire 19 Hoja mehy Majuriama M3HOCH MAKCHMAJIHO

1331 19 ’“< 1331 19 \%°
19 1331 19 1331)

Axo ydarmmo oBe BpUjeIHOCTH y JIOKAJHY JIEMY, OCTaje J1a ce JTOKaxKe

1331 19 \™
— 1002 +1) < 1
6( 19)(1331) (1007 +1) <

OBo mpecTaB/ba BPJIo ¢aady MPOIjjeHy Koja O ce MOIJIa U3BECTH U Ha TAKMUIICIbY
0e3 kopuihema JUTUTPOHA; OYUTJIETHO je J1a je (haKTop @ MHOTO Behu 01 CBUX
OCTAJIHX.

OBJje ce BuM 1 0COOMHA HEKMX PYCKUX 3aJIaTaKa Jia ce KOHCTaHTe Koje Tpeda
JIOKa3aTu OMpAajy MPUJINYHO ITPOU3BOJHHO T€ JIa CYy YeCTO MHOrO cjaduje of Haj-
00/bMX MOI'YNMX KOHCTAHTHU; Ca MaKJbUBUJUM IPOIjeHAMa, JIOKAJIHOM JIEMOM OU Ce
KoHCcTaHTa 1331 Moryta monpaBuTn Ha Yak 48. [

[Tokazahemo jormr jegan mHTepecaHTaH pe3yararT u3 Teopuje rpadoa. la jm
[IOCTOjW MUHUMAJIAH crereH rpada ¢ Koju odesdjehyje mocrojarme MUKIyca mapHe
nyxwune? Ilpumujerumo 1a 0BO He pajin 3a HeNApHE IMUKJIyCe; HAUMe OUIIApPTUT-
Hu rpadoBU MOry MMaTH MPOU3BOJ/LHO BEJUKE CTEIEHE & Jla WMajy camMo IapHe
nukiyce. crmocraBiba ce Jla MOXKeMO 00€30Uje/IUTU TTOCTOjalbe IMUKJIyCa JIy2KUHE
JjesbuBe ca k 3a cBaKHW HMpUpojiaH oOpoj k.

Teopema 10. (Ason u Jlunuan® 1987, nojeanocrasmbeno) Heka je gar yemjepen
rpad HajMarmer u3JIasHor crenena ¢ u Hajseher yiasuor crenera A. Tajga o nma
IUKJIYC JIyKWHe JijesbuBe ca k 3a cBako k € N 3a Koje BaxKu

k< 0
=1+l +A+0A)

?Nathan Linial (1953-)
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/oxas. Yauuuhemo mpBO MaJjly ONTUMHU3AINjY. 38 CBAKU YBOD, OPHUIINMO T'DaHe
KOje m3jia3e M3 era CBe JOK FherOoB M3JIa3HU CTerneH He moctane Tadao §. OBo
HAM OYHUIVIETHO OJP2KaBa yCJIOBE TeOpeMe aJli OTeKaBa IheH JI0Ka3; JOBOJbHO je
MTOKA3aTH JIa OHA BaXKHM Y OBOM CJIYYajy.

Osnaunmo ca V' cKyn cBUX 9BOpOBa rpada. ¥Y3MUMO IIPOU3BOJHHO OOjeHhe I'Pa-
da f:V —{0,1,...,k — 1}, TakBO J1a CBAKOM YBOPY ¥ JIOJ[jeJbYjEMO HACYMUIHY
60jy f(v) mo yaudopmHuoj pactnomgjenn. Ilorom dpurremo cBe rpane u3 rpada, cem
oHUX 3a Koje Baxkxu v — u u f(u) = f(v) +1 (mod k).

Ako y oBoM rpady CBaKH YBOp MMa M3JIA3HU CTEIEH DapeM jeJlaH, 3arapaHTo-
BaHO je ja hemo J10OWTH MUKJIyC JTy2KUHE JjeJbuBe ca k; HauMe MOXKEeMO KPEHYTHU
13 ITPOU3BOJHHOT YBOPA U YBHUjEK IIyTOBATH HEKOM I'DAHOM KOja M3JIa3U U3 IHera;
KaKO YBOPOBa MMa KOHAYHO MHOT'O HEKaJIa TOKOM OBOT IIyTOBamha Jiecuhie ce j1a CMO
UCTHU YBOP TOC]eTU/IN JIBAILYTA; TaJa Taj IBOP MOpPa OUTU U0 IHUKJIyCa JIyKUHE
JjesbuBe ca k 110 KOHCTPYKITHjU.

3a cBako v € V, Heka je A, norahaj na v Hema usiasay rpany (OBO KeJIUMO JIa
n30jeruemo). 3a cBaKOr KOMIIIK]Y U YBOPA ¥ 3HAMO Jia TpaHa v — u OMBa M3dDaveHa
ca BjepoBarnoliom (1 — 7). Omarne P (A,) = (1 — )" < e *.

Ocraje ma mpoMCcKyTyjeMo MakcuMaJsaH opoj gorahaja ca kojuma je A, y 3aBu-
cHOM ojfHOCY. A, 3aBucH o1 oHuX jJorabaja A, oHJa Kaja BayKu jeiHO o1 ciejeher:

1. u — v y opurunajgHoMm rpady, nMma HajBuilne A TaKBHUX;
2. v = u y opuruHaJHOM Tpady, Jdaje HajBUIIE § TBOPOBA;

3. u m v 0da MMajy rpaHy Koja MU3/Ia3W Ka HEKOM YBOPY W, IITO Jaje HajBUIIIE
d(A — 1) moryhuocrn.

Cseykymno, opojumo Hajsuiie A + dA 3aBucHux jgoralaja, T€ MOXKEMO Yy JIOKAJIHO]
jgemu y3etu d = A + 0A, mTo gaje

ep(d+1) < e F(1+A+8A) < 1

5
<
SRS T M L A 0A)

IITO je eKBUBAJIEHTHO IIPOIjeHN JIATO] Y TE€OPEMMU. [
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JlokaJiHa JieMa Halllla je IpUMjeHy YaK U Ha HajTexkeM 3371aTKy ca Mehynapoiue
MaTEeMaTHU4IKe OJH/IMHI/Ij aJle.

Bamarak. (UMO 2014/6) 3a ckyn npaBux y paBHH KayKeMO Jia Cy Y OIIIITEM
MOJIOXKA]y aKo HUKOje JBHje HUCY IapaJieslie U HUKOje TpHU He TpoJia3e Kpo3 UCTY
tadky. CKyIl IpaBUX y OIIITEM II0JIOZKAjy JUje/In PaBaH HA 00JACTH; OHE 0OJIACTU
KOje mMajy KOHAYHY MOBPIIUHY Ha3WBaMO 0Iparuverum odractTuMa. JlokazaTn sa
3a CBaKO JIOBOJbHO BEJIMKO N BayKh cjiesiehe TBpheme: y CBAKOM CKYILY OJI 1 IIPABUX
y OIIIITEeM MOJIOXKA]y MOXKEMO 0DOJUTH Yy ILIABO 0ap /N IPaBUX TaKO Ja HUjeTHAa
0J1, OTPAHUIEHUX ODJIACTH HEMa MOTIIYHO IIPABY T'PAHUILY.

Hanowmena: /Tokasu TBphema y KojuMma je /1 3aMHje-eHo ca ¢y/n duhe domosanm
Y 3aBHUCHOCTH OJI BPUjeIHOCTU KOHCTAHTE C.

Pjememe. [Jokazaliemo TBpmby y K0joj je /1 3aMUjEEHO ca ¢y/n Tjje

je ¢ = (6€)"2.

[Momujesumo n mpaBux y |cy/n| rpyna, rjaje csaka rpyna uma [\/Tﬁ npasux. 13
CBaKe Tpylie, 0JadepUMO TI0 jeHy IpaBy U 0D0jUMO je y TLIaBO.

OzHaunMo cBe orpaHndeHe obdjiacTu papHu ca Ry, R, ..., R, 1 3a cBaky orpaHu-
JeHy 00JIacT m3adeprMO HEKe TPH IpaBe ca ibeHe rpanutie. ledburummmo cama
norabaje Ay 1a Baxke ako cy OHe TpH IpaBe ca rpanuiie R, miase. lokaxkumo ja
II0CTOjW HEHYJITa BjepoBaTHONA Jla ce HU jeJlaH OJ oBUX Jsorahaja He JecH, Taja he
BaXKUTH JIa IIOCTOjU OOjerbe TaKBO JIa Ca CBaKe OrpaHUYeHe 00JIACTU OapeM jeIHa
paBa ca IPaHUIle HUje IIaBa.

Bjeposarnoha ma ce morahaj Ay mecu m3HoCH HajBUIIIE (\/Lﬁ)3 (oHa je jeHaKA OBOME
aKO TpU m3adpaHe IpaBe IMPUIAJIAjy PA3JUIUTUM IpyliaMa, Y CYIPOTHOM OHA je
jesiHaKa HyJIn).

3a cBako Ay Tpu mzadpame 1paBe O3HAYABA]y TPU Ipyie. Y CBaKOj OJf OBUX IPyIa
‘/TE [IpaBUX, & CBaKa MpaBa je TPAHWIlA HAjBUIIE 21 — 2 OrPAHUIECHUX

oonacru. Onmarie, norabhaj Ay 3aBucu ox HajBuIe 3 - \/Tﬁ -(2n —2) npyrux gorabaja.

Cazma Kaxko ,
c . _\/_” . 2
e (\/ﬁ) (3 - (2n 2)) < bec” =1

TBP/ba je oJMax JiokazaHa nmomohy JloBac jokasHe Jieme.

nMa HajBUIIIE
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IloBpaTak ajropuTMuiil u
3aBpIIIHA pUjed

3a kpaj, n3aBojuhemMo map pujedn O aJTOPUTAMCKOM ACIEKTYy BjepOBATHOCHE
MEeTOJIe U HhEHOj BE3U Ca padyHapCKUM Haykama. Kao mro cMo Bujjesu, jeJIHo je
JIOKa3aTH Jia JIn HeKa KOMOMHATOPHA CTPYKTYpPa IOCTOjHU, JIOK je IIPOoOJIeM 3a cede
KOHCTPYHUCATHU TIpuMjep TakBe cTpykType. CpoJiHO nuTame Koje 3aHuMa aJrOpuT-
MHuYape jecTe Jia JIM ce OH MOXKe T'eHepucaTu epuKacHUM aJropuTMoM. /luckycuja
je ImocedHo MHTEepecaHTHa OHJIA KaJla ce JI0OKa3 IOCTOjamba 00jeKaTa 0 KOjUM TOBOPH-
MO M3BeO BjepoBaTHOCHOM MeTosioM. OBe ujeje Hasia3e CBOjy MPUMjEHY Y MOJIEPHO]
Kpunrorpaduju, Te TeopujamMa KoJaupama 1 nHOpMaInja.

NuTepecanTnn cy ajaropuT™Mu KOju KOPHUCTE HACYMHUYHE BEJIUINHE TOKOM W3-
BpiiaBama. HajmosHatuju npumjep je cBakako Quicksort amropuram 3a COPTH-
pame. Ca muMa HEpPHjeTKO J0Jia3e W HOBE Weje WU MOCeOHW OCBPTU HA CTPYK-
TYpy ca KojoM pajuMmo. Nmak, MU 9ecTo KeJIMMO Jia JKPTBYjeMO MaJjio e(DUKACHO-
CTH Jla OM ajropuTaM y4duHwuau puroposuujuMm. Kopwurnriheme mpodaduIncTUIKux
XEYPUCTUKA [PU KPEUparby JIETePMUHUCTUYKUX AJTOPpUTaAMa HA3UBAMO JIEPaHJI0-
muzaruja. [Ipumjepu oBe meroze jecy CAT npodsiem (mpobiiem 3a/10BOJbUBOCTH),
npecjenu rpadoBa, HaJTaXKeHe HE3aBUCHOT CKyIla y rpady Te ajJropuTaMcKa Bep-
3uja JloBacoBe JIOKaJTHE JIeMe.

Kopumheme apyrux HanmpeaHux ajaTa, MOMYT aJredapCKuX U AHAJIUTUYKHX
TeXHUKA, CIEKTPAJIHUX METOJA, U TOMOJIONIKIAX J0Ka3a TaKohe y MHOTUM CJiydaje-
BUMa, JOBOIM JI0 HEKOHCTPYKTUBHUX J0Ka3a. FbruxoBo mpeBoheme y aaropuraMcke
apryMeHTe YWHU Cce Kao jeJaH OJI TVIABHUX Oy/yhuX IOJyXBaTa KOMOWHATOPUKE
Kao 00JIaCTH.

OBu U3a30BH, €CTETCKA MPUBJIATHOCT KOMOMHATOPUKE KAO JIUCITUILINHE, HEeHA
[IOBE3AHOCT Ca JIPYTMM OOJaCTUMa U Pa3Hu (DACIUHAHTHA OTBOPEHU MPODJIEMU
ocUI'ypaBajy Ja he oHA HACTABUTHU Jla UT'Pa 3HAYAJHY YJIOTY Y Pa3BOjy MaTEeMATUKe
y oyayhuaocTH.
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