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1

YBO/,

Y OCHOBHOj IIKOJU CMO yYWJIA KAKO Ja MHOXKHUMO mojuHome. ObjacHuIu cy HaM
MPOIeAyPy yV KOjOj CBAKM MOHOM Y TIPBOj 3arpajii MHOXKHUMO C& CBAKUM MOHOMOM Y
JIPYToj, a 3aTuM cabupamo KoedUInjeHTe y3 UCTe CTeleHe. ¥ KOJUKO je CTEIeH MPBOT
HOJIMHOMA M, a JIPYror m, jacHO je Ja OBaj ajropuraMm paau y cjoxkeHoctu O(nm).
Anropuram 6p3e @ypujeose Tpancdopmanuje (FFT) mam pemasa mpobiemM MHOXKEHA
nBa mosimHOMa edukacuo, y ciaoxenoctu O((n + m)log(n + m)). Ilejmc Kymm u Ilon
Tyku cy 1965. rogune objaBuam paji KOju OIKCYje OBaj aJI'OPUTAM U TUME Cy T'a IIPBU
IIAPOKO TIOTYJIAPU30BAJIH.

Nurepecantro je ma je jormn 1805. romume, Buie ox 150 rogmna mnpe mux, Kapi
@puspux ['ayc mpBr OTKPHO aJIrOpuTaM Koju je MaTeMaTUIKN €KBUBAJIEHTAH JTAHAITHEM
FFT nokymasajyhu nga uzpadyna opobuty acrepouga. OH cam HEje CXBATAO 3HAYA] CBOT
orkpuha u HEKa 1a HEUje 06jaBuo c¢Boj paa. Ou je mporahen Tek q0cTa KacHUje U 00jaB/HEH
je mocTxyMHO 1866.

Y ocHOBU aJrOpPUTMa je MaTeMaTUIKu 1ojam quckpetna PypujeoBa TpanchopMalimja
(DFT), koja je anasoraa aenpekuanoj @ypujeosoj rpancdopmanuju. FET eduracuo
paayna DFT u men maBep3. Heke ox 3unauajuux mpumena FFT cy y obpaam 3ByKa
U CUTHAJA, TeJeKOMYHUKAIMjaMa, Y PaJlapCKUM U COHAPHUM CHUCTEMUMA U JPYTUM
obsracruma. CTora MHOIHM cMaTpajy Ja je OBO HajBaXKHUjU aJTOPUTAM MKA1a U3MUIIL/bEH.
[In/b oBor pajsia je ma mpohemMo Kpo3 TO Kako caM aJjiropuTam (YHKIIMOHUIIE U Ja
BHJIMMO HEKe IberoBe IIPUMEHE Y 3a/IallMa U3 TAKMUYAPCKOT ITPOTPAMUPAHA.



2

JInckperna PypujeoBa
TpaHcdopMaIluja

2.1 IlosmmHOMHA IMEpPCIIEKTHUBA

Penumo sa umamo nojmaoM P(z) = ag + ayz + ... + a,_12" 1 € C[z]. Hbera moxkemo
peJICTaBUTH Kao Hu3 Koedurmjenara (ao, ..., a,—1). Mehyrum, mocroju jorr jeqan Hadnn
KaKo TO Ja ypaaumo. Axo omabepemo tadke (o, Yo), -, (Tn_1, Yn_1) Taxse na je P(x;) =
Yi, TaJIa U3 MIOJJMHOMHE WHTEPIIOJIAITN]e TIOCTOJU JeIMHCTBEH TTOJIMHOM P cTenieHa HajBHITIE
n — 1 Koju 3a10BOJbABA JlaTE YCJIOBE.

OBo Apyro mpejicTaB/barbe 3HAYAJHO OJIAKIIIABA MHOXKEHE MOJUHOMA. AKO MMaMo
nosmaoMe P, () crenena HajBuine n — 1 1 OPOJEBE T, ..., L1, Y0, -y Y15 205 -5 2n_1 € C
3a KOje BaxKh

P(x;) = yi, Qzi) = 2
OHJIA je
P(x)Q(z:) = yizi.

[Tpumerumo na mommuoMm P(x)Q(x) nma crenen najsuimie 2n — 2. 360r Tora HaM
je 3a IEeroBy jeJHO3HAYHY PEKOHCTPYKIIMjy IOTpeOHO HajMame 2n — 1 BpegHOCTH.
Jlakjie, IpUJIMKOM MHO»KEHha MOJIMHOMA HUje JI0BOJAHO KOPUCTUTHA CAMO N Tadaka, Beh
je moTpebHO JiojaTu HyJITe KoedUuIlMjeHTe Ha Kpaj Tako Jia Opoj Tadaka Oyie JI0BOJHHO
BEJIMKM.

Cajza, ako Om TIOCTOja0 HAYUH Ja C€ BPATUMO Y IIPBO IPEJICTAB/HAHE ITOJUHOMA
Jo6mm 6ucmo koedurmjerte noaunoma P(x)Q(x). laxbus onabup cuenujainux x; he
HaM OMOTyhuTH J1a e(pUKACHO ITPEJIaA3UMO U3 jeTHOT MPEJICTaB/batba Yy JAPYTro. ¥3uMajyhu
Ja x; Oy/ly KOMILIEKCHU N-TU KOPEeHU jeauHuiie jona3umMo 10 Jduckperne @ypujeoBe
TpaHncdopmMariuje.

27

Hedbununuja 2.1. Heka je w = e » . 3a HU3 n KOMILJIEKCHUX OpojeBa ay, ..., an_1 € C,
Huckperny ®@ypujeoy rpancdopmanmjy DFT, 30Bemo uus (by, ..., b,—1) € C" raka na

je
n—1

b; = E apw .
k=0

Hakne 3a P(1) = ag + a1z + ... + a,_ 12" umamo

DFT, = (P(1), P(w™), P(w™2),..., P(w™ (D)),

2
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[Ipumerumo kako ce y JgedUHUNIAU TIOjaB/byje 3HAK — y ekcrmoHeHTy. OBo je
CYIITUHCKH caMoO JIoroBop. /Jla ymecto mera cToju 3HaK -+ oOcCTaTak Hpude Kao u
ajropuTaM O6m Omm MCTU. 3aIITO CMO Oarl oBako Aedunucasn o6uhe jacHo y ciemehem
on1esbKy e mocmarpamo DFT us mepcrnektuse jimHeapue ajaredope. Bpen Hamomeny T
na y HekuM uspopuma DFT u jecre nedpunucan ca 3HAKOM +.

2.2 IlepcnekTuBa JinHeapHe aJjiredope

Ilocmarpajmo BekTope v, = (1,wF w?, .. W= VF) ¢ C". 3a i # j ckanapuu
IIPOU3BOJ] BEKTOPA. je

k=0
azai=jje
n—1
(v, ;) Zw’kuﬂk = Z (W = Z 1=n.
k=0 k=0
akJse, oBU BeKTOpH cbopMHpaJy oproronasny 6a3y. IIpebanuBame u3 jeame y apyry
OpTOTOHAJHY 0623y je 3Ha4YajHO JIaKIIle Hero y OIIITeM cayd4ajy. 1o je 3aTo IITo MOXKEeMO
JIa ICKOPUCTUMO (POPMYJIy 3a OPTOTOHAJIHY TIpOjeKInjy BeKTopa. IIpojekmuja BekTOpa
v Ha BEKTOp U je

roj v:<
proj,, (v) <

Koopaunara ¢; BekTOpa a y 6a3u vy, . .., v,_1 J100Hja ce TPOjeKInjoM a Ha v;, JTaKJie

Jp— ]' ik — —tk
C; akw akw .
Uz; Uz

Bumumo na Baxku b; = nc; 3a cBako 0 < i < n. Hakime, DFT, je npeacrapbame
BeKTOpa a y 0asu vg,...,V,_1, IMOMHOXKEHO ca KOoHCTaHTOM 7. OBre ce mojaBibyje
HeraTuBaH €KCIOHEHT 300T y3UMarmha KOMIIJIEKCHOT KOHjyTaTa IIPU CKaJIapHOM ITPOU3BOJLY .
pyru HaUWH 18 OBO 3AITUIIEMO je

3

11 1 . 1 ag bo
1wt w? ... w D a by
1 w2 w22 Al az | = | b2
i w—('”—l) w_(”‘_l)'Q . w_("_.l)("_l) an'—l bn'—l

Ogro je crienmjastan caydaj Bandepmondose maTpurie.

Cauano mmamo Ja ce u3 base vy, ..., v, 1 BpahaMo y crangapaHy 6a3y e, ..., €, 1
dopmyaom
<C, €i> 1 -1 1 n—1 "
a; = = = Zbkvka ei) = — Zbk<vk7€i> == bu'*.
(i, i) "= =0

OBumMme 107123UMO JI0 HaMa HajBaXkKHUje Teopeme, 0 mHBep3HOoM DFT.
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Teopema 2.1. Heka je b = DFT,. Taga Baxkn
1 n—1
i = b ika
=25 b
n Kaxkemo 1a je a = IDFT, uuBepzau DFT oz b.

Ba 360r Tora mto je moryhe nahu IDFT u 3aTo mTo je merosa dhopmysia anaaoraa
obmuynom DFT omoryhasa Ham Jia HanpaBUMO aJropuTaM Koju eMUKACHO Ipesia3u U3
jeTHOT Yy JIpYTO.
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bp3a ®ypujeoBa Tpancdopmamuja

3.1 Auaropuram FFT

[Tpumennhemo yecTy TEXHUKY y ajropuTMuMa - 3aBaau na Biajaj (divide and con-
quer). Heka nam je gat nomunom P(z) = ag + a1 + ... + a,_ 12" . Moxkemo jiofaBaru
HyJITe KoepUIIjeHTe Ha KPaj MOJNHOMA JIOK He /100ujeMo J1a je n creneH jBojke. Jlakse
IIPETIIOCTABUMO JIa N jecTe CTeleH JiBojKe. PazmaTpajMo KoeduiimjeHTe y3 mapHe cTerneHe
" KoedUIrjeHTe y3 HernmapHe crereHe 3aceOno. Tajga MoxkeMo HanmcaTu

P(z) = Py(2?) + 2P (2?),

rie cy
Py(z) = ag + agx + -+ + ap_gz? 1,

Pi(z)=a;+asx + - +ap_qz2 "

Baxu deg Py = deg P, = § — 1. Caza nosuBaMo peKyp3MBHO aJrOpHTaM Ja H3paqy;{a

DFTp, u DFTp,. Ham musmb je ga oBa nBa Hu3a KomMbunyjeMmo y jenan. Heka je w = e .
3a 0 <:< %5 —1 umamo

DFTp[i] = P(w™) = Py(w™) + w P (w™)

= Po((W*)™) +w P ((w) ™)

= DFTp,[i] + w "DFTp,[i],
DFTpli 4 g] = P(w™ %)) = Py(w20+2)) 4 = +3) p (= 20F2))

= Py(w™ ) +w w2 P (w%)

= DFTp,[i] — w "DFTp,[i].
Jennaunme
DFTP[Z] = DFTPO [’l] + wiiDFTpl [Z],
DFTpli + g] = DFTp,[i] — w DFTp, [i],

ce 3oBy Jsienitup (butterfly) rpancdopmamnuja. 3a 0 < i < n one ce mory kpahe HamucaTun
1 Kao

DFTp[i| = DFTp,[i mod g] +w DFTp,[i mod g].
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Axo je f(n) xommiexkcroct anropurma ouna je f(n) = 2f(%) + O(n) mro jacHo maje
f(n) = O(nlogn) no macrep Teopemu.

OBako cmo m3pauynam DFT p, a anropuram MoxkeM0 Majio MOIUMPUKOBATH TAKO 1A
pauyna u IDFTp. ITorpe6HO je caMo yMecTo w™ ¢ cTaBUTH w' U Ha KPajy IOJEJUTH ca N
36or dgopmysie 3a IDFT kojy cMmo u3Besin y mpoIinio]j riaBu.

3.2 Pexkyp3uBHA MMILJIEMEHTAIINja

Cneneha je pexypsupna umiiemenTaruja FET.

1 11

2 1d

3 cd complex< >

! 1d PI=acos(-1);

5 fft (vector<cd>&a, inv) {

6 n=a.size();

7 (n<=1) 5

8 vector<cd>A[2];

9 ( i=0;i<n;i++)A[i%2].push_back(ali]);
10 fft (A[O0],inv) ;

11 fft (A[1],inv);

12 1d ang=-2%PI/n;if (inv)ang=-ang;

13 cd w(1) ,wn(cos(ang) ,sin(ang));

14 ( i=0;i<n;i++,w*=wn) {

15 alil=A[0] [i%(n/2)1+wxA[1][i%(n/2)];
16 (inv)alil/=2;

Kopm 3.1: Pexkyp3usna nmiutementanuja FFT

Oyukiuja fft y3uMa BeKTOp KOMILIEKCHUX OpoOjeBa a U IapaMeTap inv Koju o3HadaBa
na gu je norpeono mspauaynaru DFT, wnun IDFT,, 3aBucno na qu je inv=false win
inv=true pecmektuBuo. Omarosop ce 4dyBa y BeKTOpy a. lIpBo ce padyna BesmauHa
BEKTOpa M, 3a KOjy rapaHTyjeMo na je cremeH aBojke. Axko je n < 1 3aBpmraBamo
pexyp3ujy. ¥ cynporHoM padyHaMo Aj, A, Koju npencrasrpajy Hame Py, Py, n mo3uBamo
pekyp3ujy 3a mwux. OHjga geduHUIIEMO wn = et uw=1. Ilorom y TIeT/bU PadyHaMO
a[i] no dpopmy/H Kojy cMO U3BesH, Ty je w = wn'. YKOJIMKO je inv=true joII 1 MoJeIMMO
al[i] ca 2 ma 6u ce HA CBAKOM HUBOY PEKyp3Hje 10 jeTHOM OO €a 2, IITO jeé YKYITHO
HWCTO Kao Jia CMO jeTHOM Ha KPajy TOJEJUIN Ca 1.
MHoxkeme JIBa MOJIMHOMA C€ OHJIa UMILJIEMEHTUPA OBAKO:

1 11

2 1d

3 cd complex< >

| vector<ll>mul (vector<ll>a,vector<1l1l>b){
5 n=1;

;, (n<( da.size () +( )b.size () -1)n<<=1;
7 vector<cd>A(n),B(n);

8 ( i=0;i<a.size();i++)A[il=alil;
9 ( i=0;i<b.size () ;i++)B[i]l=b[i];
10 fft (A, ); fft (B, E:

11 ( i=0;i<n;i++)A[i]*=B[i];

12 fft (A, )

13 vector<ll>res(n);
14 ( i=0;i<n;i++)res[i]=(11)round(A[i] .real ());
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15 ('res.empty () &&res.back()==0)res.pop_back();
16 res;

Kox 3.2: Muoxkeme moamaoMa

Oyuknuja mul MHOXKU JIBa MOJUHOMA ca long long KoedUIMjeHTUMA, MPEJICTAB/HEHA
BekTOpuMa a u b. IIpBo pauyHaMo n KOju je IPBU CTeIleH JIBOjKe Behu miu jeiHaK 6pojy
KoeduIjeHaTa mpou3Boa OBa JBa IMOJUHOMA. 10 je HEeOMXOJHO Ja OMCMO TPABUJIHO
u3padyHaJu cBe KoeduimjeHTe. A je KOIMja BEKTOPa a ca J0JaTUM HyJlaMa Ha Kpaj
Tako jga My je BenmumHa n. Vcero Baxku m 3a B. llomro je mpomsBoji moJimHOM ca
11e/100pojHNM KoeUInjeHTUMa, y3UMaMO PeaJiaH JIe0 u 3a0KpyxKyjemo ra. OBie mMoxke
nohwu 110 rpemike 36or mpernusnoctu. Ha kpajy OpuieMo Hyse ca Kpaja Koje cy CYBUIITHE.

OBa mMILIEMEHTAIMja je KpaTKa W jeJHOCTABHA, MeDyTUM TOCTOjU W WTEPATUBHU
MIPUCTYT KOJU je HEIITO KOMIUJIMKOBAHUJU AU M 3HATHO OPXKM.

3.3 HUreparuBau FFT

Y uTepaTuBHOM MPUCTYIy UMaMO CaMO jeJaH BEKTOP a4 U CBa padyHarma hemo 1a
M3BPIIABAMO Ha beMy, 0e3 3HadajHe Jo/1aTHe MeMoprje. 3a oBo he HaM OUTH TTOTPEOHO
J1a TIEPMYTYyjeMO IberoBe eJleMeHTe Ha HeKH HaduH. l[IpuMermMmo na Ha TPBOM HHUBOY
pekypauje cBu OpojeBu Ha mapHuM uHjekcuMa uay y A[0], a ma menapuum y A[1]. VY
cienehem HuBOy pekypsuje je HajMawu our dukcupan (0 wau 1), a oBae cBu 6pojeBu
KOju uMajy Japyru HajMmamu out 0 uay y A[O] u cBu ocrasm uuju je Apyru HajMambu OUT
1wy y A[1]. Hanasme ce JiermaBa ucta cTBap u 3aKJ/by4dyjeMo Jia, TOIITO MPBO YJIa3UMO
y pekyp3ujy 3a A[0], Tpeba Ji1a cBaKM WMHJIEKC 3aMEHHUMO Ca WHJEKCOM YHjU je OMHApHU
zarmc o6puyT. OBaj pemociel ce 30Be bit-reversal permutation. Axo je rev(z) 6poj
ca OOpHYTUM OMHAPHUM 3aIUCOM OHJIA j€JIMHO IITO Tpeda Jia yPaJuMo je J1a 3aMEeHUMO
al[x] u alrev(x)]. Ha npumep, 3a n = 8 mobujamo ciemehu mopegax

jep uMaMo
rev(0) = rev(0002) = 0005 = 0
rev(l) = rev(001y) = 100, = 4
rev(2) = rev(0102) = 0105 =
rev(3) = rev(011y) = 110, =
rev(4) = rev(1005) = 0015 =
rev(5) = rev(101y) = 1015 =
rev(6) = rev(110y) = 011, =

Y npBoM mposiasy criajamo npsu 6poj ca apyrum (ag ca aq), Tpehu ca gerBprum (as
ca ag), ¥ TAKO jJajbe. Y JPYyroM IpoJiady CIiajaMo HpBa JBa ca Jpyra nsa (ag,ay ca
as, ag), Tpeha nBa ca derBpra JaBa (a1, as ca as,ary) W TAKO Jiajbe. YKYIHO UMaMo log, n
IpoJjia3a.
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3.4 HreparuBHaA mMIJIEMEHTAIIja

NmmtemenTanuja n3riega OBaKO

1 1d

2 cd complex< >
1d PI=acos(-1);

! fft (vector<cd>&a, inv) {

5 n=a.size(),1lg=0;

6 ((1<<1g)<n)1lg++;

7 revbits=[&] ( x){

8 y=0;

9 ( i=0;i<1lg;i++) if (x>>i&1)y~=1<<(1lg-1-1i);
10 Vs

12 ( i=0;i<n;i++){
5 j=revbits (i);
14 (i<j)swap(alil,aljl);

16 ( m=2;m<=n;m<<=1){

17 1d ang=-2%PI/m;if (inv)ang=-ang;

18 cd wm(cos(ang) ,sin(ang)) ;

19 ( i=0;i<n;i+=m){

20 cd W(i);

21 ( j=0;j<m/2; j++) {

22 cd x=ali+j],y=w*al[i+j+m/2];
23 ali+jl=x+y;

24 ali+j+m/2]=x-y;

25 Wx=ym;

29 (inv) ( &i:a)i/=n;

Kop 3.3: Ureparusna nmiuiementanuja FET

Kao n npe, dynknuja fft y3uma Bexrop a u inv. IIpso pauynamo n u log, n. ®ynxnuja
revbits(x) pauyna rev(z) y O(logn) onepanuja. 3atum npostazumo pegom o 0 g0 n—1
u 3amemyjemo al[i] m alrev(i)]. OBze na3umo ga He 3aMEHUMO UCTU IIap JBAILYT, 32TO
nMamo yciaos i<j. [laspe mmamo log, n mponaza. ¥ cBakOM padyHaAMO m M Wm = et .
Omnyia 3a cBaku OJIOK M y3acTOIHUX OpOjeBa ClajaMo MPBY U JIPYTY MOJIOBUHY OJIOKA HA
ocHOBY Jieritup Tpauncdopmanuje. Ha kpajy momenumo cBe ca n yKOJIHKO je inv=true.

OBze mocroju jomr jegHa omTUMHU3AINMja KOja je 3HadajHa 3a Op3uny. l[Ipmmernmo
Kako n myTa nosuBamo byHKuujy revbits, oo je ykymuo O(nlogn) onepamuja. Moryhie
je mopebaru a y Tauan nopegax y O(n) onepanuja. Mueja je na cumynupamo gonasame 1
Ha HEKM OPOj Kao y OOMIHOM OMHAPHOM 3aITUCY, JeUHO IIITO OBJIE TO PAINMO Y OOPHYTOM
nopetky. MMniemenTanuja usriiega oBako
1 1d
2 cd complex< >

fft (vector<cd>&a, inv){

! n=a.size();
3 ( i=1,j=0;i<n;i++){
6 k=n; jo=k>>=1; (~j&k) ;
7 (i<j)swap(alil,aljl);

9 ( m=2;m<=n;m<<=1){
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10 1d ang=-2*PI/m;if (inv)ang=-ang;

11 cd wm(cos(ang) ,sin(ang));

12 ( i=0;i<n;i+=m){

13 cd w(l);

14 ( j=0;j<m/2; j++) {

15 cd x=ali+j],y=w*al[i+j+m/2];
16 ali+jl=x+y;

17 ali+j+m/2]=x-y;

18 WX=Wm ;

22 (inv) ( &i:a)i/=n;

Kon 3.4: Bospa nureparusna nmiuiementanuja FET

ok mposiazumo Kpo3 mersby Kpehemo ca i=1 jep ce a[0] cBakako me mema. OBie
HaM j IpeJcTaB/ba HaIl Opoj ca oopHyTHM OmToBmMa. lloummemo om k=n. Y cBakom
posiazy kKpo3 do while mpBo momesmmo k ca 2, a 3atum XOR-yjemo j ca k. Oso he
y IIPBOM KOpakKy oOpHyTu HajBehum OuT, y Jpyrom Jpyru HajBehu OUT, U Tako Jajbe.
36or pemociiesia onepaiuja y je3uky C++ ce OBO MOYKE HAIUCATH Kao y KOIy. YBeK
IIpoBepaBaMo Jia Jid je TPeHyTHU OUT KOju CMO OOpHYyJIM 1, ako jecTe 3aBpIiiaBamo. 10
~j&k mposepaa jep omeparop ~ obplhe cBe 6muToBe y j, a k caJp:Km caMo Taj OUT Koju
maMm Tpeba. Ocrarak Koma je ucT.

Hajeehn 6utT ce npomenu n myra, npyru najsehu 5, Tpehn najsehu § u tako nasbe.
36or n+ 5+ 5+ § +--- = 2n ypagu ce O(n) onepanuja y oBOM JeiLy.

Taxobe je moryhe u jeiHOM m3padyHaTH 11€0 rev Hu3 1npe no3uBama fft. OBo moxe
OUTH KOPUCHO y HEKUM CUTyaIHjaMa.

3.5 Ilopebemwe nepdbopmancu FFT nmniaemenrarmja

UNrepaTuBHa mMILJIEMEHTAI]a je MHOTO OpzKa OJ1 PeKypP3UBHE U3 HEKOJUKO PAa3Jjiora.
Y pekyp3uBHO] HMMILIEMEHTAIMjU CBaKU TIO3UB (DYHKIKje HMa J0JIaTaH TPOIIaK
300r mo3uBa (PyHKIHje U paja ca CTeKOM. Y (QYHKIHUjU Cce MpaBe HOBU BEKTOPU
vector<cd>A[2]. Twume ce crajHO BpIIM JUHAMAYKA AJOKAIMja MEMOpHUje HA XUILY U
TOKOM M3BpIIaBama ce yKymHo ajgonupa O(nlogn) momarHe memopuje. Y MTEpATUBHO]
UMILIEMEHTAIMjU HHUje MOTPeOHO MHOI'O JI0JaTHE MEMOpHUje jep ce omepaluje paje Ha
noyeTHOM Hu3y. Haj3a/, BeIuKy paz3iuKy HpaBu Kell MeMopuja. Y UTepaTUBHOM
MPUCTYILY Ce padyHalba M3BPIINABajy Ha MEMOPHUjCKUM JIOKAIljaMa KOje Cy IOCTaBJbEHE
pPeJIoM, 3a PA3JIUKY OJI PEKYP3WBHOI TJie Cy, MOTOTOBO 300T ajoKallje JTUHAMUYKE
MeMOpHje, MEMOPHjCKe JIOKaIuje pa3daliane u MOTPEOHO je CKakaTw u3Mehy mMecTta y
memopuju. Tume ce y pexypsuju mHOro derthe jeriaBajy mpomaraju kema (cache
miss), KOju 3HAYAJHO yCIOpaBajy U3BpIIaBarbe.

MsBpmmo cam TecT y KoMe TOpeauM Op3WHE pPeKyp3uBHE U 00€ HUTepaTUBHE
nmiieMentanuje. Tecr je ypabhen ma Jsanrorny Lenovo Legion 5 ca mpomecopom AMD
Ryzen 7 6800H with Radeon Graphics, 3.2 GHz u 16GB RAM. Kox je mokpenyt

KOMaH/THOM JIMHHIjOM
g++ -02 -static -Wl,--stack,268435456 -o main main.cpp

na Windows 11 Home Bepzuju 25H2. Ilopemuo cam OGp3uHy MHOXKEHA JIBa MOJTUHOMA
JIy?KAHE N, 32 Pa3/JIMIUTe BPEIHOCTH N, CA4 HACYMUYHUM KOE(UIMjEHTHMA AIICOJIYTHE
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speqnoctu g0 10°. Bpeme je Mepeno y MHWIHCeKyHIaMa. — DBpika HTepaTHBHA
n Pekypsusna | Ureparusua 1 | UtepatuBna 2
10000 o4 19 16
30000 109 42 35
50000 231 88 75
100000 484 192 167
200000 1185 493 401
500000 2113 890 786

Tabena 3.1: Ilopebeme Bpemena usBpinaBarba pasiuuntux FET wmMmmiemenrtaruja y
MUJTHCEKYHIaMA.

umiiemenTanuja (Ureparusua 2) paau oko 2.3 myTa 6pzxke oy pekypsubhe (Pekypsusna),
a oko 1.2 myra 6pxke oj ciopuje ureparusue nmiieMentanyje (Mreparusua 1).
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Tpancdhopmalruja 3acHoBaHa HA
Teopuju OpojeBa

[IpernocTaBuMoO J1a cy HaM JlaTa JiBa MOJUHOMA, Kao u mpocT 6poj p. Harmr mum je
JTa UX MTOMHOXKUMO I10 Mojysry p. Hajmaximm Hadus Kako TO J1a YPaJuMo je 13 YPaJIIMO
FFT u na omna cBaku koeduiujeHT peykyjeMo moiysio p. OBo MoOxKe JI0BECTH 10
rperike 300r mpernu3Hoctu. TpaHcdopMmaliuja 3acCHOBaHa Ha TEOPHUju OpojeBa, IMO3HATA
kao number theoretic transform (NTT), rapanroBano 6e3 rperike Mo¥Ke OBO Ja ypaju
y caoxenoctu O(nlogn).

Ananm3upajMo Koja CBOjCTBa KOMILIEKCHUX OpojeBa cmo kKopuctmim y FET
ajroputMy. 300r ynorpebe JimHeapHe ajarebpe nHama je omiio zHeonxosno na je C mospe.
I'py6o peueno, mosbe je MaTeMaTudKa CTPYKTypa KoOja IOoJIpKaBa ollepaliije cabuparba,
MHOXKEha W JIeJbeiha HAJ HEKUM CKYIIOM. ¥ OIIINTEeM CIydajy, JuHeapHa ajredbpa ce
pajan Haj nojbeM. Kubyuna gumenuiia je o ga je IF, moswe, rme cy F, = {0,1,...,p—1}
u +,- cabupame U MHOXKeme 110 Moyay p. OBJe je K/by9IHO TO IITO je p TMPOCT. JemaumHo
IO/, TUM YCJIOBOM C€ MOXKe Je(bUHUCATU % mod p 3a cse z #, 0. Hanme, no masoj
®epmaoBoj Teopemu je aP~! =, 1 3a cBe a #, 0. Onzna je T=al=, a2

OcJiramanu cMO ce yBeJIMKO U Ha Opoj w = e, OHO mTO HAM je 6umo 6uTHO 3a W
je ma Baxkm w" = 1 u ga w* # 1 3a k < n. Takas 6poj ce HA3WBa W MPUMUTUBHU N-TH
KopeH jemaute. Kipydano HaM je 6mio ma cy 1,w,w?, ..., w" ! cBa pazamanTa perrema,
jemnaguue x" = 1. OBa uYnumeHUNA CJIeIu U3 TOTA Ja je w MPUMUTUBHUA N-TH KOPEH
JjeTMHUTIE.

akie, nama tpeba nocrojame w € F, Takso na je w™ =, 1 u w® #, 1 3a k < n. To
3HAYM Ja HaM je MOTpebaH w 4uju je Mopeslak 10 MOIYIy p jenHak n. 3a Heko a € [F),
a # 0, nopesiak 6poja a o MomymLy p je HajMame n € N TakBo 1a je a” =, 1 u numemo
ordy(a) = n. Baxkua unibeHuna OKO MOPETKa je Ja je

a" =,1 < ordy(a) | m.

[Tommrro je aP~* =, 1 umamo ord,(a) | p — 1. dakse, ceaku moryhu mopenak je mesuary
6poja p — 1. Jlokaszano je n cynporTHo, 3a cBaku jgesiuiarn d | p— 1 nocroju a € F, takas
1a je ord,(a) = d. Tlocebuo je 6butHO mOCTOjarbe 6poja g TakBor ma je ordy(g) = p — 1,
Ibera Ha3MBaMO IIPUMHUTHUBAH KOPEH Wi MeHepaTop.

ITorpebuo HaMm je ma Baxku w" =, 1, To ject n = 2™ | p — 1. OBo 3Ha4IH ma HAM
Tpeba, mpocT 6poj obmmka p = c - 2¥ 4+ 1 3a meko Bemmko k. Crammapaan msbop y
TAKMIYIAPCKOM ITporpaMupaby je p = 998 244 353 = 119-223 +1. Osaj Moy je ofymaan
3a IMpaKTUIHE CBPXe W3 HEKOJUKO passora. IIpso, k = 23 mam omoryhasa ma pajaumo

11
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TpancdopMalmje ca IyxKuHOM 10 22 ~ 8.3 - 10° mTo je yriiaBHOM JOBOJBHO BEJIHKO.
ITopen Tora momyn je mamu ox 10° mro omoryhasa ma MHOXKEMO 6e3 mpobiema 12
opojeBu u3ahy u3 okBupa long long. Hajsasm, moxke ce mpoBepuTu Jia je 3 je/iaH HEroB
npuMATABAH KopeH. lIpakca je ma ce, YKOJIUKO je y 3aJaTKy MOTPEOHO U3padyHaATH
HEIIITO 110 MOJLYJTY, y3uMa Oalll 0Baj MOJIYJI, IOTOTOBO aKO peIlerhe KopucTH, FFT

Heka je g nmpumuTuBHEA KOpPEH 110 MOAY/Iy p. 3a n = 2" TBPAUMO Ja g n = @ AMa
nopesiak n. Jacwo je ga je Taj mopenax Hajsumte n 36or a” =, gP~' =, 1. IIpernocrasumo
cynporno, ueka je 0 < [ = ord,(a) < n. Taga je 1 =, d' =, g(pnl)l mTo je memoryhie jep
je @ — 1. akne g 5 nva IopeJiak 71, TO JecT OH je N-TH TPUMUTUBAH KOPEH
jeHuIIe.

NTT pamu anamorno kao FFT. Jeauna pasnuka je y ToMe KakKO padyHAMO W U
TO IIITO CBE olepaluje pagauMo 1mo moayay. [lorpebHo je mMminiemMeHTUpATH U OMHAPHO
crertenoBame. VMmemenraruja je caeneha.

1 11
2 mod=998244353;
3 11 Pow(1ll a,11 b){
| 11 res=1;
(b) {
6 (b&1l) res=res*a%mod;
7 a=ax*a%mod;
8 b>>=1;

10 res;

12 ntt (vector<ll>&a, inv){

13 n=a.size();

14 ( i=1,3j=0;i<n;i++){

5 k=n; jo=k>>=1; (~j&k) ;
16 (i<j)swap(alil,aljl);

18 ( m=2;m<=n;m<<=1){

19 11 wm=Pow (3, (mod-1)/m);

20 ('inv)wm=Pow (wm,mod-2) ;

21 ( i=0;i<n;i+=m){

22 11 w=1;

% ( j=0;3j<m/2; j++){

2 11 x=ali+j],y=w*ali+j+m/2]%mod;
25 ali+jl=(x+y)%mod;

26 ali+j+m/2]=((x-y)%mod+mod) %mod;
27 w=wxwmymod ;

29 }

31 (inv){

3o 11 ni1=Pow(n,mod-2);

33 ( &i:a)i=i*n1%mod;

34 }

-}

36 vector<ll>mul (vector<ll>a,vector<11>b){

37 n=1;

38 (n<( Ja.size () +( Jb.size()-1)n<<=1;
39 a.resize(n);b.resize(n);

10 ntt (a, );ntt (b, IE

1 ( i=0;i<n;i++)alil=al[il*b[i]%mod;

12 ntt (a, )
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13 (ta.empty () &&a.back () ==0)a.pop_back();
14 a;

5}
Bpean wanmomenmytu mga, 30or Tora mrTo cMmo gedwunaucasu DFT ca meraruBaum
€KCIIOHEHTOM, Yy KOJIy y3MMaMO MOJyJIapHU WHBEP3 YKOJHMKO je inv==false a He y
OOpHYTOM CJIy4ajy.

Heku on kopucaux npoctux momayia 3a NTT cy

p=998244353 =119-2% 4+ 1,9 = 3,
p=167772161 =52 +1,9 = 3,
p=469762049 =7 -2+ 1,9 =3,

p=7340033=7-2"+1,9 =3,

p=1004535809 =479 - 2*' + 1,9 = 3.

VKomKO HaM je JaT Moy kKoju Huje norogan 3a NTT, monyt p = 10° + 7, mocroju
HEKOJIMKO OIIIHja IITa MOXKEMO PaJIUTH. Y IJIABHOM je Hajoosse na pajmmo oouwdan FFT
i 1a ypaaumo N'TT ca mekosmmko mo0pux Mojysa ma Jia oAroBop nahemo kopucrehu
Kunecky Teopemy o ocrarmma. Oba perrema 3axTeBajy j1a KOeMUIIMJEHTH TOJUHOMA
He MOCTaHy IpeBuilie BejukKu. Ha npumep, ako 6mcmo yzenun p; = 998 244 353, p, =
1004 535809, p3 = 469 762 049 mornmu 6mcMO J1a PauMO ca KOeUIMjeHTUMa BEJTUINHE
710 pipops ~ 4.71 - 10%6. OBo 6m 3axTeBaJI0 BEJUKY MaxK/buBOCT. Mopauau 6mucMo sia
KOPUCTUMO __int128 m ja ma3mMo Ha HeraTuBHe Opojese.



5]

KonBoJjymuje

5.1 /IuckpeTHa m HeNpPeKUTHA KOHBOJIYIIHUja

AnanmmsupajMo omeparmjy MHOXKemba JBa MOJHHOMA. Heka cy HaM JaTw HOJIMHOMMA
P(z) =ao+arx+ -+ a,2™, Q(z) = bg + byx + - - - + b,x™. Taga je

n m n+m
PO =3 Y adr ™ =SS 3 ab,
=0 j=0 k=0 i+j=k
0<i<n
0<j<m

Axo momedurumemo a; = 0 3a 7 < 0 u i > n, ¥ AHAJIOTHO 3a b, MOXKEMO HAITUCATH

P(z)Q(x) = Z 2" Z a;b;.

k=—co  i+j=k
Tako jobujamo eUHUIN]Y JUCKPETHE KOHBOJIYIIUjE /IBa HU3A.

Hedununuja 5.1. 3a 1Ba Hu3a a,b Kaxkemo Ja je ¢ = a * b JuCKpeTHa KOHBOJIYIIN]a
IbUX YKOJIMKO 3a CBAKO k BayKu
C — E (libj.

itj=k

Hakse, moxkemo cmaTpatu jia cMmo Kopuctehn FFT padynasm KOHBOJYIIHMjy HU30BA.
To je jom jemna BaxKHA TEPCIEKTHUBA, IOPE] MOJUMHOMHE U JimHeapHe aJjrebpe. U3
teopuje DFT-a o kojoj cmo Beh npudasu cirein

DFT(a * b) = DFT(a) - DFT(b).

To je pazsor 3amro je DFT kopucran nmpu pajy ca JUCKPETHOM KOHBOJIYIIHjOM.

[Topesr MHOXKEma TTOJIMHOMA, KOHBOJIYIIHja ce IPUPOJIHO MT0jaBJbyje U Y BEPOBATHONM.
Ako cy HaMm j1are JiBe JMCKpeTHE CydajHe mpoMeHsbuBe X u Y ca HEKUM pacliojiesaMa
BepoBarHoha, Taja ce pacrozesna seposarnohe X +Y mobuja 1ucKpeTHOM KOHBOJIYIIHjOM

P(X+Y =k)= Y PX=i)P(Y =)

[Tormyno amnaiorHo je cabupame JiBe HENpPEKuJHEe C/IydajHe MPOMEH/bUBE, CaMO Ce
OBOTI' IIyTa T0jaBJbyje HENPeKHIHa KOHBOJYIMja, KOja YKJ/bydyje MHTerpaJ JIBe peaJTHe

14
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dyukiuje. 3a HempekujHe cjaydajHe mpoMenspbuBe X,Y ca rycTuHama BepoBaTHOhe
fx, fy nMaMO

Ixiv(k) = /_OO fx(t) fy (k —t)dt.

Ogne je, anmamorao DFT, kopucua obumana @DypujeoBa Tpanchopmaruja. AHaJIOrHA
jerHaumMHA BaxKu 3a JBe morogHe ¢gyukmuje f,g: R — C

F(fxg)=F(f) Flg),

rJae cy
(f % g)(x) = / " f(Hgle — dr,
F(f)(x) = / " (e,

5.2 JoIn KOHBOJIyIIHja

[TocToju MHOIITBO IMpUMepa TJie ce T0jaB/by]y HEKe BapujaHTe KOHBOJIYIIH]A.

5.2.1 JImpuxijieoBa KOHBOJIyIHja

Y Teopuju OpojeBa mocroju JlupuxieoBa KOHBOJIYIHja JIBE apUTMETUYKe (PYHKIIHje
f,g: N—=C

(F*9)m) = D F(@d)g(5) = D Fi)g(s):

dln ij=n

Ona mMma BeJMKM 3HAYA], MOCEOHO Y aHAJIMTUYIKO] Teopuju Opojena.

5.2.2 KouBoJuaylimje ca OUTOBCKUM omeparizjaMma

MozkeMo pajiuTu KOHBOJIYIU]Y U CAa OMTOBCKUM OIepalyjamMa. 3a JaTe HU30Be a,b
JyKuHe 2" mMamo

Cr = E a’ibj7

ilj=k

C — E aibj,

i&j=k

C = E aibj,

ilj=Fk
i&;j=0

Cr — Z aibj.

iDj=k

Cpe ueTupyu KOHBOJIYIMje ce MOTY u3padyHaTu 6p30, y cioxenoct O(2"n) i O(2"n?).
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[Tpsa (OR) u apyra (AND) kouBosymmja ce mMory mspadyHaru Kopucrelin 3era u
Mebujycose TpancdopmMmariuje

2(f(@) = fy),

yCo

p(f(x) = (=) Wf(y).

yCx

OBze reiamo 6pojeBe T,y Kao CKYIOBe, HA OCHOBY CBOr OmnHapHOr 3amuca. Moxke ce
IIPOBEPUTH JIa Cy OBeE JiBe TpaHchopMalimje nHBep3He Kopuctehu dopmyry yKIbydema
HCKJbyderha. § TaKMUYAPCKOM IPOrpaAMHUpPAIby je TeXHUKa Op30r padyHama 3eTa
Tpancdopmalmje mosuara kao sum over subsets (SOS) dp. Croxenocr je O(2"n).

Ba Tpehy kousosyujy (subset sum convolution) ce kopucre ucre aBe Tpancdopmaryje,
jeJIMHO je OBJie aaropuTaM 3HATHO KOMILIMKOBAHUjU U cioxkenoctu O(2'n?).

Ba nocneamy (XOR) kouBosyujy je Heomnxojgan aiaropuram 6pse Bou-A pamapose
tpancdopmarmje (FW HT). Oaj asropuraM ©Ma MHOTO BHIIE CAMIHOCTH Ca OOUIHUM
FFT w xoMmimkoBaHWjuU je O NpPHUCTyIa 3aCHOBAHOI Ha 3eTa TpaHCOpPMAIUju.
Crnoxenocr je O(2"n).

5.2.3 (min,+) u (max,+) KOHBOJyIHje

Oz Besmmkor 3uavaja cy u (min, +) u (max, +) kouposyrmje. Ilomrro cy one anasorsue,
npuuahemo camo o (min, +) BapujauTtu. [Ipumernmo kako cy Hama 3a OOUIHY JIUCKPETHY
KOHBOJIYIIHjy Owmyie morpebue omepanuje + u -. /[la OmcMo 0BO reHepaiM30Baud HA
IIPOM3BOJbHE OTepaluje TOTpeOHO je Ja MMaMO HeKa OCHOBHA CBOjCTBa HAIIUX HOBUX
+ ¥ -, TOIYyT acOIMjaTUBHOCTU, KOMYTATUBHOCTH W JAUCTPpUOyTHBHOCTH. KOHKpETHO,
xeaumo Jia je (R, 4, ) mperen. Moxke ce nposeputn ja je crpykrypa (RU{oc}, min, +)
UJIEMIIOTEHTHH TOJIynpcTeH. Jlakyie Hema cBa CBOjCTBA IMPCTEHA, AU UX UMa JTOBOJHHO
Ja OMCMO MOTJIM CMUCJIEHO ja nedwunHuUIeMo KoHBOIyIujy. OBie je omeparmuja min
aHAJIOTHA OTepanuju +, a + anajoraa -. Ouma 3a aBe dyHKIWMje f, g UMaMo

(F+9)(k) = min () + ().

Y omrreM caydajy HUje TO3HAT OP3 aJropuTaM 3a padyHarmbe oBe KOHBoJyIje. 1o je
300T TOTa IIITO je OHA BPJIO Pa3InduTa O/ 0buduHe KOoHBoIyInje. 3a npumeny FFT nam je
Tpebasio 1a je (C,+, ) mospe, Kao 1 J1a MOCTOjU MIPUMHUTHUBHO pellerhe jeqHadnte a” = 1.
C o63upom Ha TO Jjia jacHO oBe jsiBe cTBapu He Baxke 3a (R U {oco}, min, +), Huje moryhe

ypagutu anajoran ajgroputam FFT-y. Hajbo/pu mosnaru ajaropuT™mu Cy CJI0KEHOCTH
2 2(loglogn)3 . :
O(Z2-) w O(2lelen)’y iy me npeacTaBmbajy Bemko mobossmame o1 O(n?).

o 2

ki@[%lijHM, ;Oggj)lyqajy na cy f m g KouBekcHe (yHKIMje, MOoryhe je NpUMEHUTH
TexHUKYy MUHKOBCKM CyMe KOHBEKCHUX MHOTOyTyioBa. Ha oBaj HAaUYMH ce TOCTUKe
croxkenoct O(n), Koja je onrumasna. ¥ ciaydajy (max, +) KOHBOJIyIHje MoTpebHO je Ja
f n g 6yny koukasue. Takobhe je moryhe nmoctuhu ucty C/102KEHOCT MIPH CIabUjEM YCIOBY,
r7e je caMo jegHa (pyHKIMja KOHBEKCHA WJIM KOHKaBHa pecriekTuBHO. [Ipumep 3amaTka
r7e ce OBa TeXHUKA HeTPUBHjaJHO TpuMemyje je Japanese Olympiad in Informatics
Spring Camp (JOISC) 2018 day 4 problem 1 Candies.

Humennna 1a je (R U {oco}, min, +) moaympcreH ce moBpeMeHO MOXKe MOjaBUTH U
y JapyradmjuM 3ajanuma. Ha mpumep, O6mio je 3ajaTaka rje je wujaeja TPUMEHUTH
OMHAPHO CTEIeHOBaIe€ MaTpPHUIlE TI'Jie je MHOXKEIhe MaTpula JedUHUCAHO ca min u +
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omepaljamMa ymecto crangapaaor + u . OBo je moryhe 360r ¢BojcTBa acOIjaTUBHOCTH
" JUCTPUOYTUBHOCTH.
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IIpumene

6.1 3agarak 1

Hatn cy n < 10° w 5113 a4, . . ., a, Heaux opojesa rie je a; < 10°. Tpeba mcrmcaTn HA3
b xoju cazpxku cBe 6pojese x Takse Ja mocroje 1 < i,j < n TakBH Ja je T = a; + a;.

Pememe. Opo je mupektna npumena FFT. Heka je P(x) = ™ + 2% + -+ + 2.
Axo mspauynamo P(z)? mobmhemo ma je Koedunujent y3 z¥ 6poj HadmHa T2 HATHITIEMO
k = a; + a;. Hakne ma 6ucmo uspadyHaian b morpebHO je Hahm cBe KoedunujeHTe
paziuante on Hysae. Jla 6GucMo m3bersim rpemky y Tpernu3HOCTA 3TOMHO je KOPUCTUTH
NTT. Mehyrum, koedurmjentu nosunoma P(z)? npejacrasbajy 6poj maposa (i, j) Koju
najy oxapebeny cymy, ma mory npehu mosyn 998 244 353. OBo pemraBaMo Tako IITO IIPBO
YKJIOHUMO [IyIJIIKaTe U3 Husa a. Taza cy csu Koedunujentn najsume 10°.

6.2 3agarak 2

(Codeforces 954I)

[IpermocTaBuMo f1a cy HaM jaTa JIBa CTPUHTA S U t, U Jla Cy IUXOBE JIyKWHE je/THAKE.
Moryhe je mzBprmTu cienehy onepanujy nmpounsBo/baH OPOj IyTa: MOXKeMO oj1adbparu
JIBA PA3JIMIUTA KapakTepa €} U Cy, U 3aMEHUTU CBAKO II0jaB/bUBAIHE KapaKTepa Ci
y o0ba crpuHra ca cp. O3HauuMoO pacrojarbe m3Mel)y CTpuHra $ U t Kao0 MUHHMAJIaH
O6poj omeparuja MOTPeOHWX Ja OBU CTPUHIOBHU IIOCTaHy jeanaku. Ha mpumep, ako
je s = abed u t = ddcb, pacrojarbe u3Mehy mux je 2 — MOXKEMO 3aMEHUTU CBAKO
1ojaB/bUBAIbE KapakTepa a ca b, Tako ja s mnocrane bbed, a 3aTUM MOXKEMO 3aMEHUTH
CBaKO II0jaB/bUBaIb€ KapakTepa b ca d, Tako ma oba crpunra nocrany dded. Hatu cy
crpuarosu S u 1’ cauumbenu oJ1 KapakTepa a /0 f. 3a cBaKWM MOJHU3 CTPUHTA S KOjU
ce cacroju of |T| kKapakTepa mMoTpeGHO je OJpeUTH pacTojame u3Mely Tor momHM3a U
crpunra 1 .

Pememe. Penpvo ma mmamMo mpa CTpuHra S, UCTe Ay>KUHE M YKEJIMMO Ja Habemo
IbUXOBY JucTaHIly. HampaBumo rpad T/ie cy KapakKTepu Ci,Cy MOBE3aHU aKO IMOCTOjU
0 < i < |s] rako ga je {c1,c2} = {si,t;}. Tama je 3a cBaky moBe3aHy KOMIIOHEHTY
NOTPeOHO ypauT ONEPaIjy Ha CBUM KapakKTepuMa CeM eBeHTyaJHo jeanor. Jlaxie
OZroBOp je 6poj KapakTepa MUHYC OpPOj TOBE3aHUX KOMIIOHEHTH.

Heka cy n = |S|,m = |T'|. ®ukcupajmo KapaxrTepe ¢, ¢y ¥ MOCMATPajMO HU30BE a, b
e je a; = 1 ako je S; = ¢q, a 0 y cynporaom. Comano je b; = 1 ako je T}, 1_; = c9, a0

18
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y cynporaom. KouBostyrujom a u b nobujamo ¢ = a * b 3a koje Baxku (3am— 1 <i < n)
na je ¢; > 0 yKoImKO ¢y ¢, ¢y moBesanu y rpady oz momamsa S[i—m + 1,....i u T.
JlakJjie TOBOJBHO je 3a CBAKU Iap KapaKTepa U3PAadyHATH 110 jeJHYy KOHBOJIYIIU]Y U OHJIA
3a cBaku nojauu3 ca DFS nahu 6poj kommonenTu. Ako je K = 6 6poj KapakTepa pelemne
je coxenoctu O(K?nlogn).

6.3 3amaTtak 3

(Codeforces 1096G)

Cse aytobycke kapre y Bepnanmy umajy csoje 6pojese. Bpoj ce cacroju ox n mudapa
(n je mapan 6poj). Camo k merumasnaux nudapa di, ds, ..., d; MOTY ce KOPUCTUTU 32
dopmupame OpojeBa Kapara. Axo ce mudpa 0 Hasmasu mehy oBuM nmdpama, OHJIA
o6pojeBu mory umatu Bojehe uyse. Ha mpumep, ako je n = 4 u MOTY ce KOPUCTHTHA CAMO
mudpe 0 u 4, orga cy 0000, 4004, 4440 ucnpaBuu OpojeBu Kapata, mok 0002, 00, 44443
nucy. Kapra je cpehna ako je 36up npsux n/2 nudapa jemnak 36upy mnpeocragux n/2
nndapa. N3padynajre 6poj pazanautux cpehaux kapara y Bepaanmay. Ilomro omrosop
MOKe OUTU BEJIUKU, UCIUIIUTE Ta 1Mo Mojyry 998 244 353.

Pememe. Heka je P(z) = 2% +---+2% u Q(z) = P(x)2 = ag+ayx+---+agz?. Tana je
ay, 6poj mudpu gyxuue % uuju je 36up nudapa jennak m. Jlakie oarosop je aj+. .. a3
Ha 6ucmo uzpauynasu Q(z) npeo gomymaBaMo HU3 Koedwunujenata P Hyjlama JI0K He
nobujemMo uctu O6poj Koedwuimjenara Kao kox (). Sarum hemo mspauynatu DFTp ma,
KopucTehu Jia je OH CKyI BPEJIHOCTHU MOJUHOMA, MOXKeMo camo cBaku 0poj y DFTp na
crenenyjemo Ha 4 Ja 6ucmo gobumm DFTg. Oprne xopucrumo 6MHApHO CTeleHOBaIbE.
Ha kpajy camo tpeba ma uspadynamo IDFTy. Ciaoxenoct je O(nlogn).

6.4 3agatak 4

Ba maro p = 998244353 u 0 < n < p uzpauynartu n! mo Moyy p.

Pentemwe. Ouursenan npucrtyn 6m 6uo jga caMo HeT/boM IpohemMo Kpo3 OpojeBe pesiom
" TIOMHOXKUMO uX. [lormro n Moxke OUTH BEJIMKO, OBO PeEIlIeihe je mpeBuiie criopo. Maeja
je ma dukcupamo m ~ /p u ga gedunmmemo P(x) = (v + 1)(z +2)...(x + m).
[Tpumenom TexHuKe 3aBau ma Biajaaj 3ajeqso ca NTT moxkemo ma uzpagynamo P(x)
y O(mlog’m). To pamumo Tako HITO y3MeMO m; ~ 2 U PeKyp3HBHO H3PadyHAMO
Q(z) = (xz+1)...(z+m1) u R(z) = (x+m1+1) ... (x+m). Onna jexnom npumenom NTT
uspaaynamo Q(z) - R(z) = P(x). Cana npumenom Texnuke multi-point evaluation !
Moxemo uspadynaru P(0), P(m), P(2m), ..., P((|Z]—1)-m) y croxenoctu O(mlog? m).
Ako je n = mqg+ 7, toe je 0 < r < m, mmamo n! = P(0)P(m)...P((¢ — 1)m) -
(mg+1)...(mg+ r). OBo pauyname je jacuo O(m), nakje CBEyKyIHO je aJrOpUTaM

O(mlog®m) = O(,/plog” p).

6.5 3agarak 5

(The 4th Universal Cup. Stage 1: Grand Prix of Korolyov, Problem B
Domain Compression)

lAnropuram koju omoryhasa edwkacHo W3padyHaBame BDEJHOCTH TOJWHOMA Yy BUIIE TavaKa
HCTOBPEMEHO, noryenaTu [7).
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Torro mMa crabio ca n < 10° usoposa. Hayumo je TexHHMKY KOMIIpecuje JOMeHa, KOja
GYHKIMOHUTIIE HA cJieehy HaYnH:

e [IpBo Oupa HEKHW YBOP ¥ KOjU IMPETXOIHO HUje oOpucaH u3 rpada. 3aTuM, 3a CBaKU
rmap YBOPOBa u < W KOjU Cy MOBE3aHU Ca YBOPOM U, OH JIOJIaje HEyCMepeHy T'DaHy
(u, w) YKOJIMKO OHa TPETXOHO HHUje TocTojasa y rpady. Hakon Tora, 6purie 4Bop
v u3 rpada, 3ajeIHO ca CBUM IrpaHaMa Koje Cy ca UM WHITAJICHTHE.

Ba cBako k (1 < k < n), mwera 3annMa yKyaH 6poj TpaHa y IpeocTagnM rpadoBrMa
3a CBUX (n%'k), Ha4YMHA 3a U3BpIIaBame k oBux omepanuja. [lomro oaroBopu mory outun
BEOMa BEJIMKH, UCIUCATU UX 10 Momysty 998 244 353.

Pememe. Pennmo j1a cvo bukcupain nap pasjimauTux YBOPOBa U, U U k U Ja YKEJIMMO
Jia BUJIUMO Y KOJIMKO CJIydajeBa HAKOH IMpuUMeHe k orepalidja 1moctoju rpana u —v. Heka

jeu—x;—xo—-+-—Iy 1 —0 JMHCTBEHU Iy T y cTabuy usmehy u u v, tae je d = dist(u,v).
[Ipumerumo na rpana u — v MOCTOJU AKO W CAMO aKO je ollepallidja MPUMeheHa Ha CBE
x1,...,Tq_1 & HUje MpuUMemeHa Ha u HU v. [lakmie 6poj moryhnocTu je
k n—(d-1)—2
(d—l) -(d—l)!-( k= (d—1) )~(k—(d—1))!—
k! (n—(d-1)-2)!
(k—d—-1) (n—-2—k!
k! (n—d—1)!

m—2—k)! (k—d+1)

[TpumeTrrMo Kako oBO He 3aBucu o u u v Beh camo ox mwuxose paznasbune d. Heka je
paths|d] 6poj meypehenux maposa u, v ca mucrannom d. Tazga je oaroeop 3a k

k! (n—2)! (n—3)!

-(paths|[1] o o1

(n—k—2)!
(n—2—k)!(

+paths[2] 0 ).

ans|k] = +- - -+paths[k+1]

Axko nedpunniemo

P(z) = (n — 2)!paths[1] + (n — 3)!paths[2] - z + - - - + Olpaths[n — 1] - 22,

1 T x? "2
Q(x)—a—F +2+ "Fm,

nMamo Ja je koedbunujent y3 x* on P(z)Q(x) tauno paths[l]
paths[k + 1]M Haxre

Bl RS

M ;e [2"(P(2)Q(x)),1 <k <n—2.

ans|k] = mo2=h)

Jacuo je ma oBo moxkemo uzpaaynaru 6p3o kopucrtehu NTT. Cuernujasiau ciayuajeBu cy
ans[n — 1] u ans[n| xoju cy jacuo oba 0. Ocraje jour uspadynaru Bpegaoctu paths|kl.
3a oo hemMo ymorpebWTH TEXHUKY IeHTpouHe jekommosuimje.  Ompabepumo
1neHTpoui ¢ opor crabsa. Ilo medunuruju, To je YBOp TakaB Jia akKo Ta U3OPUIIEMO
cTabjio ce TMoje/n y HEKOJUKO TojcTabaia Koje je cBako O6ap JIyILUIO Mambe O/l
moyeTHor crabsa.  Xohemo Ja wu3padyHaAMO KOJIMKO WMa IIyTeBa CBaKe IyXKUHE
KOju TpoJjiaze Kpo3 4YBOp ¢. 3a i-To momacTabio Hampaumo mosauHoM Fi(z) rae je
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[#7]F;(x) 6poj uBopoBa u yHyTap TOr mojcTabia Ha mucTaHmu j on c. Ja 6ucmo
n30pojasii U myTeBe KOju ce 3aBpinaBajy y ¢ gedunummmo Fy(x) = 1. 360r BpemeHCKe
CJIOKEHOCTH je TOTPEeOHO Jia COPTHUPAMO MOJMHOME II0 CTENEeHY, ITPETIIOCTABIMO
deg Fy < degF; < --- < degF,,, tie je m 6poj nojcrabana. Ilpomsasumo pemom Kpo3
netsby u Ha paths[k] nomajemo [z*]((Fy(z)+- -+ Fi_1(z)) - Fi(z)) 3a cee 1 < i < m. Oso
Opoju cBe IIyTeBe KOjU MOYUIbY Y IT0JICTabJ/Iy ¢ U 3aBpIIaBajy ce y HEKOM O/ IojicTabalia
1,...,i—1wmy c. JacHo je na oBa MmHOXKema pagumo kopuctehu NTT. Mopamo j1a
COPTHUPAMO TIOJMHOME TIO CTEIEeHY jep MHOXKEHe JIBa MOJMHOMA CTeleHa a W b paam y
O(max(a, b) log(max(a,b))). VY cympornom 6u moryo ja ce gecu ja je deg Fi(z) ~ § u
1@ je Takohe m &~ & mro 6u Guno O(n?logn) onepanuja. Kaja coprupamo ciokeHoCT
je O(deg Filogdeg Fy) + -+ - + O(deg F,, logdeg F,,) = O(nlogn). ame Gpuiemo ¢ u
MO3MBAMO PEKYP3UBHO CBaKO oJ] m mojcrabana. Tume je ykymHa ciaoxkernoct O(n log® n),
jep ce mojcTabsia cMamyjy JIYIUIO CBaKU IIyT, TO jecT JayOmHa pekypauje je logn.



7

3akJbydak

Y oBoMm pajty cMmo mporntu Kpo3 ocHoBHe ujeje Juckperne @ypujeose Tpancdopmariuje
u ajgropurma 60p3e Pypujeose Tpanchopmanmje. Pasmarpamun cmo DFT uz Bume
repcrekTuBa u Bujeaun Kako ce FFT edukacno umiiementupa y npakcu. Takohe cmo
poILM Kpo3 Bapujanujy aaropurma, NTT, u Bujgenu 3amro je oHa 9ecTo IpaKTUIHH]A,
y TakMudapckuMm 3aganuMa o FFT. Jlorakam cMo ce m BaxKHOT MaTeMaTHYIKOT TTOjMa
KOHBOJIYIIMje M HEKUX HeHUX Bapujaruja. Ha Kpajy cMO Kpo3 KOHKpPETHE 3aJIaTKe
BHU/IEJIN KAKO CE OB€ TEXHUKE IPUMERY]Y Y TAKMIUYIapPCKOM IIPOTPaMUpPAIbY .

22



JImreparypa

[1]
2]

3]

[4]

[5]

[6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

Codeforces, FFT. https://codeforces.com/blog/entry/111371

Codeforces, OR Convolution for Common People. https://codeforces.com/blog/
entry/115438

Codeforces, Fastest way to get factorial modulo a prime. https://codeforces.com/
blog/entry/63491

Codeforces, Tutorial on Zeta Transform, Mobius Transform and Subset Sum Con-
volution. https://codeforces.com/blog/entry/72488

Codeforces, Knapsack, Subset Sum and the (maz,+) Convolution. https://
codeforces.com/blog/entry/98663

CP-Algorithms, Fast Fourier Transform. https://cp-algorithms.com/algebra/
fft.html

CP-Algorithms, Operations on polynomials and series. https://cp-algorithms.
com/algebra/polynomial .html

Michael T. Heideman, Don H. Johnson, C. Sidney Burrus, Gauss and the History
of the FFT. https://wwuw.cis.rit.edu/class/simg716/Gauss_History_ FFT.pdf

Wikipedia, Dirichlet convolution. https://en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet_
convolution

Wikipedia, Discrete Fourier transform. https://en.wikipedia.org/wiki/
Discrete Fourier transform

Wikipedia,  Fourier transform. https://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_
transform

23


https://codeforces.com/blog/entry/111371
https://codeforces.com/blog/entry/115438
https://codeforces.com/blog/entry/115438
https://codeforces.com/blog/entry/63491
https://codeforces.com/blog/entry/63491
https://codeforces.com/blog/entry/72488
https://codeforces.com/blog/entry/98663
https://codeforces.com/blog/entry/98663
https://cp-algorithms.com/algebra/fft.html
https://cp-algorithms.com/algebra/fft.html
https://cp-algorithms.com/algebra/polynomial.html
https://cp-algorithms.com/algebra/polynomial.html
https://www.cis.rit.edu/class/simg716/Gauss_History_FFT.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet_convolution
https://en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet_convolution
https://en.wikipedia.org/wiki/Discrete_Fourier_transform
https://en.wikipedia.org/wiki/Discrete_Fourier_transform
https://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform
https://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform

	Увод
	Дискретна Фуријеова трансформација
	Полиномна перспектива
	Перспектива линеарне алгебре

	Брза Фуријеова трансформација
	Алгоритам FFT
	Рекурзивна имплементација
	Итеративни FFT
	Итеративна имплементација
	Поређење перформанси FFT имплементација

	Трансформација заснована на теорији бројева
	Конволуције
	Дискретна и непрекидна конволуција
	Још конволуција
	Дирихлеова конволуција
	Конволуције са битовским операцијама
	(min,+) и (max,+) конволуције


	Примене
	Задатак 1
	Задатак 2
	Задатак 3
	Задатак 4
	Задатак 5

	Закључак

