
Matematiqka gimnazija

MATURSKI RAD
- iz matematike -

Gedelove teoreme o nepotpunosti

Uqenik:
Stefan Shrestha IVa

Mentor:
dr Zoran Petri�

Beograd, jun 2023.



SADR�AJ

Sadr�aj

1 Uvod 1

2 Teorija izraqunǉivosti 3
2.1 Efektivna izraqunǉivost i odluqivost . . . . . . . . . . . 3
2.2 Primitivno rekurzivne funkcije . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.3 Minimizacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.4 Rekurzivne relacije i skupovi . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.5 Rekurzivno nabrojive relacije . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3 Logika 17
3.1 Sintaksa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2 Semantika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3 Dokazna procedura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4 Aritmetizacija sintakse 27
4.1 Gedelovo kodiraǌe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.2 Korisni rezultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

5 Reprezentabilnost 33
5.1 Aritmetiqka definabilnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
5.2 Reprezentabilnost u Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5.3 Peanova aritmetika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6 Teoreme o nepotpunosti 45
6.1 Dijagonalna lema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
6.2 Prva teorema o nepotpunosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

6.2.1 Egzistencijalni dokaz . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
6.2.2 Gedelov dokaz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

6.3 Druga teorema o nepotpunosti . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
6.4 Pogrexna tumaqeǌa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

7 Zakǉuqak 57

Literatura 58



1 Uvod

Gedelove teoreme o nepotpunosti jedne su od najva�nijih rezultata mo-
derne logike i imale su dubok uticaj na logiku i matematiku, ali i na
filozofiju matematike.

Kurt Gedel (1906-1978) je ove rezultate objavio u svom revoluci-
onarnom radu iz 1931. godine. Teoreme o nepotpunosti nam govore o
granicama dokazivosti unutar formalnih sistema. Ugrubo, prva teo-
rema o nepotpunosti ka�e da bilo koji formalni sistem, koji zadovoǉa-
va odre�ene uslove, ne mo�e biti potpun, to jest ne mo�e dokazati sva
taqna tvr�eǌa o prirodnim brojevima. Druga teorema o nepotpunosti
jox dodaje da ovakvi formalni sistemi ne mogu dokazati svoju konzis-
tentnost.

Ciǉ ovog rada je da qitaocu predstavimo Gedelove teoreme o nepot-
punosti, ali i da prvo uvedemo i objasnimo svu potrebnu teoriju za
ǌihovo razumevaǌe.

Prvo �emo obraditi osnovne pojmove teorije izraqunǉivosti i defi-
nisati rekurzivne funkcije i relacije. Zatim �emo uvesti i potrebnu
teoriju iz logike, konkretnije, pojmove sintakse i semantike. U sle-
de�em poglavǉu, prelazimo na Gedelovu ideju o aritmetizaciji sin-
takse. Zatim u poglavǉu o reprezentabilnosti, poveza�emo nax rad s
rekurzivnim funkcijama sa jezikom aritmetike, ovde uvodimo i teoriju
minimalne aritmetike. Konaqno, u xestom poglavǉu predstavi�emo
Gedelove teoreme o nepotpunosti i re�i nexto vixe o ǌima, kao i o
ǌihovom filozofskom znaqaju.
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2 Teorija izraqunǉivosti

Kada je Gedel objavio svoj revolucionarni rad 1931. godine, jox nije
postojala generalna teorija izraqunǉivosti. Ono xto je nedostajalo
je opxirna i formalna analiza intuitivnih pojmova, kao xto su efek-
tivna izraqunǉivost i efektivna odluqivost. Na primer, mora biti
efektivno odluqivo da li je neki niz tvr�eǌa dokaz nekog drugog tvr-
�eǌa. Teorija izraqunǉivosti procvetala je 1930-tih godina, upravo
sa radovima Kurta Gedela, Alana Tjuringa, Alonza Qerqa... Danas
umesto pojmova efektivno izraqunǉivih funkcija i efektivno odlu-
qivih relacija imamo pojmove rekurzivnih funkcija i rekurzivnih rela-
cija. Iako su samo intuitivni, koncepti efektivne izraqunǉivosti i
odluqivosti mogu nam pomo�i u razumevaǌu drugih formalnih ideja u
teoriji izraqunǉivosti.

2.1 Efektivna izraqunǉivost i odluqivost

Jox odavno su nam poznate procedure za mno�eǌe dva broja ili nala�e-
ǌa ǌihovog NZD-a, kao i procedura za proveru da li je neki broj
prost. Ove procedure nam omogu�avaju da efektivno (iliti u pot-
punosti mehaniqki) izraqunamo vrednosti nekih funkcija.

Xta taqno mislimo pod ”efektivno izraqunamo” je da postoji al-
goritam koji se zavrxava posle konaqno mnogo vremena koji mo�emo da
pratimo kako bi doxli do tra�ene vrednosti funkcije. Algoritam je
unapred odre�en skup instrukcija, gde je svaka instrukcija do detaǉa
opisana, ne ostavǉaju�i prostora pogrexnom tumaqeǌu. Izvrxavaǌe
algoritma se mo�e posmatrati kao niz diskretnih malih koraka koje bi
i vrlo jednostavna maxina mogla da uradi (npr. Tjuringova maxina),
gde nema nikakve potrebe za ingenioznox�u same maxine ili oslaǌaǌa
na spoǉaxǌe izvore informacija.

Definicija 2.1. Funkcija f je efektivno izraqunǉiva, ako postoji algo-
ritam kojim bi, u konaqno mnogo koraka, mogli da izraqunamo vrednost te
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funckije za bilo koji element ǌenog domena.

Primetimo da pod efektivno ne mislimo i efikasno, ili uopxte
izvrxivo u praksi. Mislimo samo na to da bi u teoriji sa dovoǉno
vremena i prostora mogli da izraqunamo vrednost date funckije.

Interesova�e nas i kada je neka relacija, iliti svojstvo prirodnih
brojeva, efektivno odluqivo, to jest da li postoji odgovaraju�i algo-
ritam koji bi nam, u konaqno mnogo koraka, dao odgovor na pitaǌe da
li ta relacija va�i za neki objekat. Obiqno �e to biti prirodan broj
ili ure�ena k-torka.

Definicija 2.2. Karakteristiqna funkcija za k-arnu relaciju R je k-arna
funkcija cR : Nk → {0, 1}, takva da je cR(x1, . . . , xk) = 1 ako (x1, . . . , xk) ∈ R i
cR(x1, . . . , xk) = 0 u suprotnom.

Definicija 2.3. Relacija je efektivno odluqiva ako je ǌena karakte-
ristiqna funkcija efektivno izraqunǉiva.

Definicija 2.4. Skup prirodnih brojeva je efektivno odluqiv ako je kara-
kteristiqna funkcija relacije pripadaǌa tom skupu efektivno izraqun-
ǉiva.

2.2 Primitivno rekurzivne funkcije

U ovom poglavǉu definisa�emo skup primitivno rekurzivnih funk-
cija, a zatim i pokazati da su neke nama vrlo dobro poznate funckije
primitivno rekurzivne. Primitivno rekurzivne funkcije dobijaju se
korix�eǌem kompozicije i primitivne rekurzije. Zatim �emo ovaj skup
nadograti operacijom minimizacije i time dobiti ceo skup rekurzivnih
funkcija.

Poqiǌemo sa par jednostavnih funkcija koje �emo zvati osnovnim,
pomo�u kojih �emo izgraditi sve rekurzivne funkcije.

Osnovne funkcije su:

1. Nula funkcija koja za svaki broj uzima vrednost nula:

z(n) = 0

2. Sledbenik funkcija:
s(n) = n+ 1
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3. Projekcija i-te kordinate:

idki (x1, . . . , xk) = xi , gde je 1 ≤ i ≤ k

Prva operacija koja nam omogu�ava da od osnovnih pravimo jox re-
kurzivnih funkcija jeste kompozicija. Taqnije, ako je f primitivno
rekurzivna funkcija m argumenata i g1, . . . , gm primitivno rekurzivne
funkcije n argumenata, onda je i:

h(x1, . . . , xn) = f(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn))

primitivno rekurzivna funkcija. U skra�enoj notaciji ovo mo�emo za-
pisati i kao:

h = Cn[f, g1, . . . , gm]

Primer 2.1. Neka su m,n ∈ N0 funkcija constn(m) = n je primitivno
rekurzivna. Primetimo da je nula funkcija u stvari const0, a const1 mo-
�emo dobiti kompozicijom sledbenik i nula funkcije tj. const1 = Cn[s, z].
Sada komponovaǌem const1 sa sledbenik funkcijom dobijamo const2. Ovakvim
procesom se oqigledno mo�e dobiti constn za svaki prirodan broj n. Na
primer, const4 bi dobili ovako:

const4 = Cn[s, Cn[s, Cn[s, Cn[s, z]]]].

Druga operacija koja nam omogu�ava da definixemo skoro sve nama
poznate funkcije jeste primitivna rekurzija. Neka su f i g primi-
tivno rekurzivne funkcije onda je primitivno rekurzivna i funkcija h
definisana na slede�i naqin:

h(x, 0) = f(x)

h(x, s(y)) = g(x, y, h(x, y)).

U skra�enoj notaciji to bi izgledalo ovako h = Pr[f, g] .

Napomena. Ova definicija lako se mo�e uopxtiti na funkcije vixe od
2 ili samo jednog argumenta, dovoǉno je u svakoj definiciji zameniti
x sa x1, . . . , xn ili ga u potpunosti izbaciti (u sluqaju funkcije jedne
promenǉive f(x) je samo konstanta).

Formalno skup primitivno rekurzivnih funkcija definixemo na slede-
�i naqin.
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Definicija 2.5. Skup primitivno rekurzivnih funkcija je najmaǌi skup
funkcija koji sadr�i tri pomenuta tipa osnovnih funkcija i zatvoren je
u odnosu na operacije kompozicije i primitivne rekurzije.

Primer 2.2 (Sabiraǌe). Posmatrajmo funkciju koja sabira dva broja,
pravila za izraqunavaǌe ove funkcije mogu se koncizno zapisati kao:

x+ 0 = 0

x+ s(y) = s(x+ y).

Ovaj zapis svakako da podse�a na funkciju definisanu pomo�u primitivne
rekurzije, definiximo je sad koriste�i naxu zvaniqnu definiciju primi-
tivne rekurzije:

suma(x, 0) = f(x) = id11(x)

suma(x, s(y)) = g(x, y, suma(x, y)) = s(suma(x, y)).

Iliti u naxoj skra�enoj notaciji suma = Pr[id11, Cn[s, id
3
3]]. Ovime smo

pokazali da je funkcija koja uzima dva broja i vra�a ǌihov zbir primitivno
rekurzivna.

Primer 2.3 (Mno�eǌe). Sliqno sabiraǌu, pravila mno�eǌa se mogu za-
pisati na slede�i naqin:

x · 0 = 0

x · s(y) = x+ x · y.

U naxoj notaciji to bi izgledalo ovako:

proizvod = Pr[z, Cn[suma, id31, id
3
3]].

U primitivno rekurzivnoj definiciji funkcije proizvod koristili
smo funkciju suma za koju smo pre toga pokazali da je primitivno
rekurzivna. Na sliqan naqin koristi�i funkciju proizvod mo�emo de-
finisati ekponencijalnu funkciju exp(x, y) = xy,
exp = Pr[Cn[s, z], Cn[proizvod, id31, id

3
3]]. Onda koriste�i exp mo�emo defi-

nisati takozvanu super-eksponencijalnu funkciju supexp(x, y, z) = xy
z
.

Evo jox nekoliko primera primitivno rekurzivnih funkcija koje �emo
kasnije koristiti.

Primer 2.4. Slede�e funkcije su primitivno rekurzivne:
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1. Funkcija prethodnika pred(x) = x− 1 za x ̸= 0 i pred(x) = 0 za x = 0.

2. Izmeǌeno oduzimaǌe koje se definixe x .− y = x − y za x ≥ y i
x .− y = 0 za x < y.

3. Signum funkcije sg(0) = 0 i sg(x) = 1 za x ̸= 0, s̄g(x) = 0 za x ̸= 0 i
s̄g(0) = 1.

4. Neka je f primitivno rekurzivna funkcija onda su to i:

g(x, y) =

y∑
i=0

f(x, i),

h(x, y) =

y∏
i=0

f(x, i).

Dokaz. 1. Vidimo da je pred(0) = 0, a pred(s(x)) = x iliti pred = Pr[z, id21].
2. x .− 0 = x, a x .− s(y) = pred(x .− y).
3. sg(x) = 1 .− (1 .− x), i s̄g(x) = 1 .− x.
4. g(x, 0) = f(x, 0), g(x, s(y)) = suma(f(x, s(y)), g(x, y)), a za drugu funkciju
h va�i h(x, 0) = f(x, 0) i h(x, s(y)) = proizvod(f(x, s(y)), h(x, y)).

U budu�nosti se ne�emo vixe truditi da primitivno rekurzivne
funkcije zapisujemo preko zvaniqne definicije, jasno �e biti da se to
mo�e uraditi.

2.3 Minimizacija

U prethodnom poglavǉu videli smo da sa samo tri osnovne funkcije i
dve operacije nad ǌima mo�emo dobiti xirok spektar funkcija. Sada
uvodimo i tre�u operaciju minimizacije, s kojom �emo upotpuniti naxu
definicju rekurzivnih funkcija. Pomo�u minimizacije �emo tako�e
mo�i da definixemo i parcijalne funkcije (do sada smo samo govorili
o totalnim funkcijama). Intuitivno govore�i, postoja�e efeketivna
procedura za izraqunavaǌe parcijalne funkcije za svaki element ǌenog
domena, me�utim za brojeve van ǌenog domena mo�emo uzeti da naxa
procedura nema kraja.

Za datu funkciju f sa n + 1 argumenata minimizacija nam daje
slede�u parcijalnu funkciju h od n argumenata za koju va�i:
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Mn[f ](x1, . . . , xn) = y, ako je f(x1, . . . , xn, y) = 0 i ako za svako z < y
va�i da je f(x1, . . . , xn, z) definisano i razliqito od nule. Ako takvo y
ne postoji, Mn[f ](x1, . . . , xn) bi�e nedefinisano.

Napomenimo ovde da su sve rekurzivne funkcije efektivno izraqun-
ǉive. Obrnuto tvr�eǌe zove se Qerqova teza.

Hipoteza (Qerqova teza). Sve efektivno izraqunǉive funkcije su zapravo
rekurzivne.

Iako je ovo samo hipoteza, tokom godina se nakupila velika koliqina
posrednih dokaza koji ukazuju na ǌenu taqnost. Praktiqno svi rezul-
tati u ovom poglavǉu, kao i priliqno nezgodni dokazi Teorema 4.2 i 4.3
postaju skoro trivijalni uz ǌeno prihvataǌe. Mi ipak nastavǉamo da
radimo samo sa formalnim pojmom rekurzivnih funkcija.

Mo�emo re�i i nexto vixe, primitivno rekurzivne funkcije su taqno
one funkcije koje se mogu izraqunati pomo�u konaqno mnogo for petǉi.
Evo primera pseudo-koda koji raquna vrednost f(m,n), gde je f = Pr[g, h].

1. f = g(m)

2. for i = 0 to n− 1

3. f = h(m, i, f)

4. end do

U promenǉivoj f na zavrxetku programa nalazi�e se vrednost f(m,n).
Ispostavǉa se, da se ne mogu sve efektivno izraqunǉive funkcije izra-
qunati pomo�u konaqno mnogo for petǉi1, ve� nam je potrebna i neogra-
niqena pretraga. U teoriji izraqunǉivosti tu ulogu vrxi operacija
minimizacije, dok je to u svakodnevnim programskim jezicima while
petǉa.

2.4 Rekurzivne relacije i skupovi

Definicija 2.6. Relacija je (primitivno) rekurzivna ako je ǌena karak-
teristiqna funkcija (primitivno) rekurzivna.

Poseban sluqaj ove definicije koji �e nas qesto interesovati je
sluqaj kad je R unarna relacija iliti samo skup. Na primer, skup
prostih brojeva je primitivno rekurzivan, ovo �emo uskoro i dokazati.

1Za primer rekurzivne funkcije koja nije primitivno rekurzivna pogledati Aker-
manovu funkciju.
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Primer 2.5 (=, <,≤). Relacija jednakosti izme�u dva broja je primitvno
rekurzivna. Lako se proverava da je ǌena karakteristiqna funkcija za-
pravo:

c=(x, y) = 1 .− (sg(x .− y) + sg(y .− x)).

Karakteristiqna funkcija za relaciju x < y samo sg(y .− x), a za relaciju
x ≤ y, 1 .− sg(x .− y). Ovo su primitivno rekurzivne funkcije.

Sada �emo navesti jox jedan naqin pravǉeǌa novih (primitivno)
rekurzivnih funkcija pomo�u (primitivno) rekurzivnih relacija. Ovo
su zapravo dve leme u zavisnosti da li qitamo req primitvno u zagra-
dama, isti dokaz va�i u oba sluqaja.

Lema 2.1 (Definicija po sluqajevima). Neka je f funkcija definisana na
slede�i naqin:

f(x, y) =


g1(x, y) ako R1(x, y)

...
...

gn(x, y) ako Rn(x, y)

gde su relacije R1, . . . , Rn (primitivno) rekurzivne i za svako (x, y) va�i
taqno jedna od ǌih i gde su g1, . . . , gn (primitivno) rekurzivne funkcije.
Onda je f (primitivno) rekurzivna.

Dokaz. Neka je ci karakteristiqna funkcija za relaciju Ri. Funkcija f
je zapravo onda:

f(x, y) =
n∑

i=1

gi(x, y)ci(x, y).

Ova funkcija je (primitivno) rekurzivna.

Primer ovakve definicije su funkcije minimum i maksimum:

min(x, y) =

{
x ako x ≤ y

y ako y < x
max(x, y) =

{
x ako y ≤ x

y ako x < y

Definicija 2.7. Ograniqena egzistenicjalna, odnosno univerzalna kvan-
tifikacija relacije R(x1, . . . , xn, y) je relacija S definisana na slede�i
naqin:

S(x1, . . . , xn, z) ⇐⇒ ∃y < z R(x1, . . . , xn, y) odnosno,
S(x1, . . . , xn, z) ⇐⇒ ∀y < z R(x1, . . . , xn, y)

u sluqaju univerzalne kvantifikacije.
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Definicija 2.8. Pod substitucijom totalnih funkcija f1(x1, . . . , xn), . . . ,
fm(x1, . . . , xn) u relaciju R(x1, . . . , xm) mislimo na relaciju R′(x1, . . . , xn) de-
finisanu na slede�i naqin:

R′(x1, . . . , xn) ⇐⇒ R(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).

Slede�i skup tvr�eǌa da�e nam jox naqina za pravǉeǌe novih (pri-
mitivno) rekurzivnih relacija. U iskazu i dokazu ove teoreme pisa�emo
samo req rekurzivna, ali �e ona jednako va�iti ako ispred svakog ǌenog
pojavǉivaǌa dodamo req primitivno.

Teorema 2.1.

(a) Relacija dobijena supstitucijom rekurzivnih funkcija u rekurzivne re-
lacije je rekukrzivna.

(b) Ako je f(x1, . . . , xn) rekurzivna funkcija onda je rekurzivna i relacija G
(graf funkcije f) koja je definisana kao:

G(x1, . . . , xn, y) ⇐⇒ f(x1, . . . , xn) = y.

(c) Negacija rekurzvine relacije je rekurzivna relacija

(d) Konjunkcija dve rekurzivne relacije je rekurzivna relacija.

(e) Disjunkcija dve rekurzivne relacije je rekurzivna relacija.

(f) Relacija dobijena ograniqenom egzistencijalnom kvantifikacijom re-
kurzivne relacije je rekurzivna.

(g) Relacija dobijena ograniqenom univerzalnom kvantifikacijom rekurzi-
vne relacije je rekurzivna.

Dokaz. (a) Neka je R′ relacija dobijena supstitucijom rekurzivnih funk-
cija n argumenata f1, . . . , fm u rekurzivnu relaciju R(x1, . . . , xm) odnosno:

R′(x1, . . . , xn) ⇐⇒ R(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

Karakteristiqna funkcije relacije R′ je onda:

c′(x1, . . . , xn) = cR(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)),

Kako je c′ kompozicija rekurzivnih funkcija to je i ona rekurzivna, pa
samim tim je i relacija R′.
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(b) Karakteristiqna funkcija relacije G je:

cG(x1, . . . , xn, y) = c=(f(x1, . . . , xn), y).

(c) Ako je R(x1, . . . , xn) rekurzivna relacija karakteristiqna funkcija
ǌene negacije je cneg = 1 .− cR.
(d),(e) Karakteristiqna funkcija koǌunkcije relacija R1, R2 je c∧ =
min(cR1 , cR2), a u sluqaju disjunkcije c∨ = max(cR1 , cR2).
(f),(g) Radi preglednosti pixemo x⃗ umesto x1, . . . , xn.
Karakteristiqna funckija relacije ∃y < z R(x⃗, y) je:

c(x⃗, z) = sg
( z∑
i=0

cR(x⃗, i)
) .− sg(cR(x⃗, z)).

Dok je za relaciju ∀y < z R(x⃗, y) to:

c(x⃗, z) = cR(x⃗, z)
z∏

i=0

cR(x⃗, i) + (1 .− cR(x⃗, z))
z∏

i=0

cR(x⃗, i).

Primer 2.6. Skup prostih brojeva P je primitivno rekurzivan. Ako je
P (x) relacija koja va�i akko je x prost onda je ona ekvivalentna sa:

P (x) ⇐⇒ 1 < x ∧ ∀u < x ∀v < x(v · u ̸= x).

Desna strane ove ekvivalencije dobijena je primenom nekoliko razliqitih
stavki prethodne teoreme. Kako su sve korixtene relacije primitivno
rekurzivne, to je i P (x). Napomenimo da je v ·u ̸= x negacija relacije grafa
za funkciju proizvod.

Teorema 2.2 (Ograniqena minimizacija i maksimizacija). Za datu (pri-
mitivno) rekurzivnu relaciju R funkcije definisane na slede�i naqin:

Min[R](x1, . . . , xn, z) =

{
najmaǌem y ≤ z za koje va�i R(x1, . . . , xn, y)
z + 1 ako takvo y ne postoji

Max[R](x1, . . . , xn, z) =

{
najve�em y ≤ z za koje va�i R(x1, . . . , xn, y)
0 ako takvo y ne postoji

su (primitivno) rekurzivne.
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Dokaz. Radi preglednosti pixemo x⃗ umesto x1, . . . , xn.
Dajemo dokaz za funkciju Min[R], sluqaj Max[R] je sliqan.

Posmatrajmo (primitivno) rekurzivnu relaciju ∀t ≤ y¬R(x⃗, t). Ako po-
stoji najmaǌe y tako da je R(x⃗, y) za ǌenu karakteristiqnu funkciju
va�i�e:

c(x⃗, 0) = c(x⃗, 1) = · · · = c(x⃗, y − 1) = 1 i c(x⃗, y) = · · · = c(x⃗, z) = 0,

ako takvo y ne postoji sve vrednosti c(x⃗, i), 0 ≤ i ≤ z bi�e jednake 1.
U svakom sluqaju je:

Min[R](x⃗, z) =
z∑

i=0

c(x⃗, i).

Konaqno smo u poziciji da doka�emo da su neke funkcije, koje �e nam
biti neophodne u daǉem radu, (primitivno) rekurzivne.

Primer 2.7. Pomo�u prethodne teoreme mo�emo i definisati funkcije
koje izraqunavaju koliqnik i ostatak pri deleǌu neka dva broja. Ako je
n = k · m + r, gde je r < m, tra�ene funkcije treba da uzimaju redom
vrednosti k i r. One se mogu definisati ovako:

quo(n,m) =

{
najve�e k takvo da je k ·m ≤ n

0 ako je m = 0

za koliqnik, dok �e ostatak onda samo biti rem(n,m) = n− quo(n,m) ·m.
Kao posledicu prethodnog primera lako definixemo i relaciju ”|”

(deli).
m|n ⇐⇒ rem(n,m) = 0 ∧m ̸= 0.

Slede�e funkcije se odnose na predstavǉaǌe (kodiraǌe) konaqnog
niza prirodnih brojeva samo jednim brojem. Kodiraǌe koje koristimimo
je slede�e:

niz (a0, a1, . . . , an−1) kodiramo brojem 2n · 3a0 · ... · πan−1
n ,

gde je πn−1, n-ti prost broj.

Teorema 2.3.

(a) Funkcija π(n − 1) = πn−1, gde je πn−1, n-ti prost broj je primitivno
rekurzivna (π(0) = 2, π(1) = 3 . . . ).
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(b) Neka je ent(n, i) eksponent prostog broja πi+1 u kanonskoj faktorizaciji
n. Funkcija ent(n, i) je primitivno rekurzivna. Ova funkcija nam za-
pravo daje i-ti qlan originalnog niza brojeva, ent(n, i) = ai.

(c) Funkcija len(n) koja vra�a eksponent dvojke u kanonskoj faktorizaciji
broja n je primitivno rekurzivna. Ova funkcija nam zapravo daje du-
�inu originalnog niza brojeva.

Dokaz. (a) Pozivaju�i se na Teoremu 2.2 definiximo funkciju h(n) =
Min[R](n, 2n) gde je R(n, x) ⇔ n < x ∧ P (x) i gde nam P (x) govori da li
je broj x prost. Funkcija Min[R](n, 2n) onda uzima vrednost najmaǌeg
prostog broja ve�eg od n, a maǌeg od 2n. Qiǌenica da izme�u n i
2n uvek postoji bar jedan prost broj, zove se Bertrand - Qebixevǉeva
teorema i mo�e se dokazati elementarnom teorijom brojeva. Tra�ena
funkcija π(n) se dobija primitivno rekurzijom na slede�i naqin:

π(0) = 2

π(s(n)) = h(π(n)).

Kako je h primitivno rekurzivna funkcija, to je i π(n).
(b) Tra�ena funkcija bi�e samo:

ent(n, i) =Min[R](i, n, n),

gde je R(i, n, x) ⇔ πx(i+ 1)|n ∧ πx+1(i+ 1) ∤ n.
(c) Sliqno kao pod (b), tra�ena funkcija bi�e:

len(n) =Min[R](n, n)

gde je ovog puta R(n, x) ⇔ 2x|n ∧ 2x+1 ∤ n.

Na primer, niz (3, 2, 0, 1) kodiramo brojem n = 24 · 33 · 52 · 70 · 111 i va�i
len(n) = 4, ent(n, 0) = 3, ent(n, 1) = 2.

2.5 Rekurzivno nabrojive relacije

Intuitivno govore�i, skup brojeva je efektivno nabrojiv, ako postoji
algoritam koji �e nam pri ubacivaǌu broja iz tog skupa vratiti 1 (ili-
ti ’da’), a ako broj nije iz tog skupa, algoritam se nikad ne zavrxava.

Konkretnije posle t malih koraka algoritma mo�emo videti da li smo
dobili odgovor 1 ili jox nismo dobili nixta. Zato mo�emo zapisati
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efektivno nabrojiv skup S kao:

S(x) ⇐⇒ ∃tR(x, t) (1)

gde je R efektivno odluqiva relacija, posle t koraka algoritma dobili
smo odgovor 1. Obrnuto, ako je R(x, y) efektivno odluqiva relacija i S
kao u (1) onda je S efektivno nabrojiv skup. Mo�emo proveriti redom
da li va�i R(x, 0), R(x, 1), R(x, 2)... Definicija rekurzivno nabrojivih
relacija bi�e sliqna ovoj za efektivno nabrojive skupove, samo xto
efektivno odluqiva relacija R sada rekurizvna.

Definicija 2.9. Relacija S je rekurzivno nabrojiva, ako i samo ako je ona
oblika:

S(x1, . . . , xn) ⇐⇒ ∃yR(x1, . . . , xn, y),

gde je R rekurzivna relacija. Broj y zovemo svedokom da relacija S va�i
za x1, . . . , xn.

Sada sliqno Teoremi 2.1 imamo slede�i niz tvr�eǌa.

Teorema 2.4.

(a) Svaka rekruzivna relacija je i rekurzivno nabrojiva.

(b) Relacija dobijena supstitucijom totalnih rekruzivnih funkcija u re-
kurzivno nabrojivu relaciju je rekurzivno nabrojiva.

(c) Konjunkcija i disjunkcija dve rekurzivno nabrojive relacije je rekurzi-
vno nabrojiva relacija.

(d) Relacija dobijena neograniqenom egzistencijalnom kvantifikacijom
ili ograniqenom univerzalnom kvantifikacijom rekurzivno nabro-
jive relacije je rekurzivno nabrojiva relacija.

Dokaz. Skra�eno pixemo x⃗ za x1, . . . , xn.

(a) Ako je R(x⃗) rekurzivna relacija onda je to i S(x⃗, y) ⇔ R(x⃗) ∧ y = y, a
onda imamo i R(x⃗) ⇔ ∃yS(x⃗, y).

(b) Ako je R rekurzivno nabrojiva relacija R(x⃗) ⇔ ∃yS(x⃗, y), mi �elimo
da poka�emo da je R(f(x⃗)) rekurzivno nabrojiva. Poxto je S rekurzivna
relacija onda je to i S ′ definisana kao S ′(x⃗, y) ⇔ S(f(x⃗), y). Pa je
R(f(x⃗)) ⇔ ∃yS ′(x⃗, y), iz qega sledi da je R(f(x⃗)) rekurzivno nabrojiva
relacija.
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(c) Neka je R(x⃗) ⇔ ∃yS1(x⃗, y) i Q(x⃗) ⇔ ∃yS2(x⃗, y), uz to xto su S1, S2

rekurzivne relacije. Onda va�i:

(R(x⃗) ∧Q(x⃗)) ⇐⇒ ∃w (∃y1 < w∃y2 < w(S1(x⃗, y1)) ∧ S2(x⃗, y2)),

gde je desna strana, zanemaruju�i ∃w, rekurzivna. Dokaz za disjunkciju
je jox lakxi.

(d) Ako je R rekurzivno nabrojiva relacija R(x⃗, y) ⇔ ∃zS(x⃗, y, z), ako
je R′(x⃗) ⇔ ∃yR(x⃗, y) onda je relacija S ′(x⃗, w) ⇔ ∃y < w∃z < wS(x⃗, y, z)
rekurzivna, a tako�e imamo i R′(x⃗) ⇔ ∃wS(x⃗, w), xto je i trebalo doka-
zati. Sluqaj ograniqene univerzalne kvanitifikacije je sliqan.

Zamislimo sada da imamo algoritam koji nam u sluqaju da je m ∈ S
na pitaǌe ”Da li je m ∈ S?” posle konaqno mnogo vremena daje odgovor.
Kao i drugi algoritam koji nam u sluqaju m ̸∈ S posle konaqno mnogo
vremena daje odgovor na pitaǌe ”Da li je m ∈ S?” (S je komplement
skupa S). Mi bismo kombinovaǌem ova dva algoritma mogli da odredimo
za proizvoǉan broj da li je on element skupa S. Konciznije ako su
skup i ǌegov komplement efektivno nabrojivi, onda je taj skup zapravo
odluqiv.

Slede�a teorema nam ovo i formalno kazuje.

Teorema 2.5 (Princip komplementarnosti). Ako su skup R kao i ǌe-
gov komplement R rekurzivno nabrojivi onda je skup R (a zbog toga i R)
rekurzivan.

Dokaz. Po pretpostavci va�i R(x) ⇔ ∃yS+(x, y) i ¬R(x) ⇔ ∃yS−(x, y),
gde su S+ i S− rekurzivne relacije. Definiximo S ′(x, y) ⇔ (S+(x, y) ∨
S−(x, y)). I neka je f(x) jednako najmaǌem y za koje va�i S ′(x, y).

Ovako y uvek postoji, da bi ovo videli razmotrimo slede�a dva
sluqaja: ako bi x ∈ R (iliti R(x)) po definicji va�i ∃yS+(x, y), sliqno
ako x ∈ R va�i ∃yS−(x, y), u svakom sluqaju ∃yS ′(x, y). Iz ovoga sledi da
je f rekurzivna funkcija, koja za domen ima ceo N0.

Ali je onda R(x) ⇐⇒ S+(x, f(x)), to jest R se dobija supstitucijom
rekurzivne funkcije f u rekurzivnu relaciju S+, pa je samim tim R
rekurzivan skup.
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3 Logika

U ovom poglavǉu obradi�emo dva kǉuqna pojma logike prvog reda koja
�e nas najvixe interesovati, to su sintaksa i semantika. Zatim �emo
pomenuti i sintaktiqki pojam, dokazne procedure, koja nam omogu�ava da
od nekog skupa tvr�eǌa (aksioma) izvodimo teoreme (dedukcije).

3.1 Sintaksa

Sintaksa se bavi pravilima pisaǌa i transformisaǌa izraza formalnog
jezika, bez obzira da li ti izrazi imaju neko znaqeǌe i da li im je data
neka interpretacija. Sintaksa je u suxtini gramatika naxeg jezika.
Pravila sintakse �e nam na primer re�i da je ”(A(x, y, z)∨B(x, y))” for-
mula naxeg jezika, za razliku od ”A)(x, z(y)” xto nije formula. Nax
ciǉ u ovom poglavǉu je da za pojmove formule, reqenice i jezika damo
stroge definicije.

Logiqki simboli koje �emo koristiti bi�e klasiqni logiqki vez-
nici: ¬ negacija, ∨,∧ disjunkcija i konjunkcija, ⇒ implikacija, ⇐⇒
ekvivalenicja, kvantifikatori ”za svaki” ∀ i ”postoji” ∃ , kao i pro-
menǉive x, y, z . . . koje idu uz kvantifikatore. Me�u logiqke simbole
svrsta�emo i binarni predikat jednakosti =, mada �e ovo biti jedini
predikat kojeg �emo tako svrstati (ostale predikate tretiramo kao ne-
logiqke simbole). Pritom, uz ove �emo u logiqke simbole svrstavati
levu ”(” i desnu ”)” zagradu kao i zareze ”,”.

Nelogiqke simbole delimo na konstante, predikate ili relacione
simbole, i funkcijske simbole.

Uze�emo da req jezik oznaqava prebrojiv skup nelogiqkih simbola.

Primer 3.1 (Jezik aritmetike). Jezik koji �emo mi sve vreme koris-
titi zove se jezik aritmetike LA. ǋegovi nelogiqki simboli su kon-
stanta nula 0, binarni predikat ”maǌe od” <, unarni funkcijski simbol
sledbenik S i binarni funkcijski simboli sabiraǌe + i mno�eǌe ·.

17
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Zvaniqno, mi �emo re�i da za svako k > 0 radimo sa fiksiranim
beskonaqim prebrojivim skupom simbola za k-arne predikate:

A1
0 A1

1 A1
2 A1

3 ...

A2
0 A2

1 A2
2 A1

3 ...

A3
0 A3

1 A3
2 A3

3 ...

...

kao i fiksiranim beskonaqim prebrojivm skupom simbola za konstante:

f 0
0 , f 0

1 , f 0
2 , f 0

3 . . .

Sliqno kao za predikate, re�i �emo da za svako k > 0 imamo fiksi-
rani beskonaqan skup k-arnih funkcijskih simbola:

f 1
0 f 1

1 f 1
2 f 1

3 ...

f 2
0 f 2

1 f 2
2 f 1

3 ...

f 3
0 f 3

1 f 3
2 f 1

3 ...

...

kao i fiksiran beskonaqan skup simbola za promenǉive:

v0, v1, v2, v3 . . .

Zvaniqan jezik �e opet onda biti prebrojiv podskup ovih simbola. U
tom smislu su simboli 0, <, S +, · koje smo koristili u definisaǌu
jezika aritmetike i koje �emo nastaviti da koristimo, samo kolokvija-
lizmi, koji zapravo predstavǉu redom f 0

0 , A
2
0, f

1
0 f

2
0 , f

2
1 , dok bi u principu

i promenǉive x, y, z trebalo pisati u obliku vi, vj, vk.

Sada �emo definisati pojam formule, mada nam pre toga treba jox
nekoliko definicija.

Promenǉive i konstante su atomski termi. Ako je f n-arni funk-
cijski simbol i t1, . . . , tn termi, onda je i f(t1, . . . , tn) term. Termi su
onda taqno ono xto se mo�e dobiti uzastopnim dodavaǌem funkcijskih
simbola na jednostavnije terme. Na primer, f 2

1 (f
2
0 (f

0
0 , f

0
0 ), v0) iliti (0 +

0) · x je term. Termi koji sadr�e promenǉive su otvoreni, a termi koji
ih ne sadr�e su zatvoreni.

Atomska formula je formula oblika R(t1, . . . , tn) (ili = (t1, t2), ovaj
izuzetak navodimo jer je znak jednakosti zvaniqno logiqki simbol), gde
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je R, n-arni predikat, a t1, . . . , tn termi. Ako je F formula, onda je
formula i ǌena negacija ¬F . Ako su F i G formule, onda su i ǌihove
disjunkcije i konjunkcije (F ∨G), (F ∧G) formule. Ako je F formula a
x promenǉiva onda su ∀xF i ∃xF formule. Sve xto spada u formule se
mo�e dobiti primeǌivaǌem konaqno mnogo negacija, disjunkcija, kon-
junkcija i kvantifikacija nad jednostavnijim formulama. Na primer,
∀v0(A2

0(f
0
0 , v0)∨ = (v0, 0)) iliti ∀x(0 < x ∨ x = 0) je formula.

Napomenimo, da bi zvaniqno predikati kao < trebalo da se pixu
ispred terma < (x, y) i da je x < y jox jedno odstupaǌe od zvaniqnih
pravila sintakse. Navodimo jox neka takva odstupaǌa, pisa�emo:

(A⇒ B) umesto (¬A ∨B),

(A ⇐⇒ B) umesto (¬A ∨B) ∧ (¬B ∨ A),
∀x < y(...) umesto ∀(x < y ⇒ (...)) i ∃x < y(...) umesto ∃x(x < y ∧ (...))

x ̸= y umesto ¬ = (x, y).

Tako�e �emo zanemarivati nepotrebne zagrade, najqex�e S(0) pixemo
S0. Na kraju jox, umesto S0, SS0, SSS0 . . . �emo standardno pisati
1,2,3 . . . Boldirana slova u formulama (poput a i b) oznaqavaju nu-
merale. Odnosno, numeral a predstavǉaju skra�enicu za zapis S . . .S0,
gde se simbol S pojavǉuje a puta.

Prirodno se postavǉa pitaǌe, zaxto ne bismo sve ove skra�enice do-
dali u zvaniqnu definiciju jezika. Ispostavǉa se da je lakxe dokazi-
vati tvr�eǌa o termima i formulama nekog jezika, ako je taj jezik vrlo
rigidan i nefleksibilan, me�utim, to ima svoju cenu jer su formule
zvaniqnog jezika nepraktiqne za pisaǌe i texke za qitaǌe. Standardni
pristup logiqara je da zvaniqni jezik o kome dokazujemo tvr�eǌa osta-
vimo nefleksibilnim, dok u nezvaniqnom jeziku zapravo zapisujemo sve
formule. Naravno, da bi tvr�eǌa dokazana o zvaniqnom jeziku bila
primenǉiva na nezvaniqni jezik mora biti mogu�e da se sve skra�enice
vrate u svoje formalne oblike, mada to u praksi ne�e biti potrebno.

Glavna metoda za dokazivaǌe teorema o formulama nekog jezika je
indukcija po kompleksnosti. Ona izgleda ovako:
Baza indukcije: Atomske formule zadovoǉavaju tra�eni uslov (ovde
obiqno moramo napomenuti i da atomska formula sa znakom = zadovo-
ǉava tra�eni uslov, to radimo zato xto smo znak = dodali u logiqke
simbole)
Induktivni korak: Ako se formula ve�e kompleksnosti formira doda-
vaǌem logiqkih operatora (¬,∧, ∨, ∀, ∃) na jednostavniju formulu onda,
pretpostavǉaju�i da sve jednostavnije formule zadovaǉavju tra�eni
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uslov, i formula ve�e kompleksnosti zadovoǉava taj uslov. Induktivni
korak se obiqno deli na sluqajeve u zavisnosti od toga koji logiqki
operator smo iskoristili.

Slede�a lema ilustruje ovaj metod.

Lema 3.1. Za formule zapisane u zvaniqnom jeziku va�e slede�a tvr�eǌa:

(a) Svaka formula se zavrxava desnom zagradom.

(b) Svaka formula ima jednako mnogo desnih i levih zagrada

(c) Ako podelimo formulu na levi i desni deo i pri tom su oba dela nepra-
zna, onda levi deo formule sadr�i ili vixe levih nego desnih zagrada
ili ne sadr�i zagrade uopxte.

Dokaz. (a) Baza, formule oblika R(t1, . . . , tn) i = (t1, t2) se naravno za-
vrxavaju desnom zagradom. Ako se formule F i G zavrxavaju desnom
zagradom, onda se i ¬F , ∀xF , ∃xF zavrxavaju desnom zagradom, jer su
jedini novi simboli na poqetku izraza. Tako�e, (F ∧ G) i (F ∨ G) se
oqigledno zavrxavaju desnom zagradom.

(b) Da bi dokazali ovo tvr�eǌe za formule prvo �emo dokazati pomo-
�no tvr�eǌe da svi termi imaju jednako mnogo levih i desnih zagrada.
Ovo tako�e radimo indukcijom po kompleksnosti. Atomski termi nemaju
zagrade, pa za ǌih tvr�eǌe va�i. Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za
terme t1 i t2 i da oni imaju redom po m i n levih (odnosno desnih)
zagrada. Onda i term f(t1, t2) ima isto levih i desnih zagrada, taqnije
m+ n+ 1 obe vrste. Sliqno i za f(t1, . . . , tk) za k ̸= 2.

Neka termi t1, . . . , tk redom imaju n1, . . . , nk levih i desnih zagrada, za
atomsku formulu oblika R(t1, . . . , tk), va�i da ima (

∑k
i=1 ni) + 1 levih i

desnih zagrada (sliqno za specijalni sluqaj = (t1, t2)). Ako formule F
i G imaju jednako mnogo levih i desnih zagrada, lako se vidi da imaju
i formule ¬F , ∀xF , ∃xF , (F ∧G) i (F ∨G), qime je dokaz zavrxen.

(c) I u ovom sluqaju nam treba preliminarni rezultat da odgo-
varaju�e tvr�eǌe va�i za terme, mada ga mi ne�emo dokazati. Za atom-
sku formulu R(t1, . . . , tk) se tvr�eǌe lako pokazuje. Pretpostavimo da
tvr�eǌe va�i za formule F i G i pogledajmo formulu (F ∧ G), imamo
nekoliko sluqajeva kako levi deo ove formule mo�e izgledati:

Sl. 1: Sl. 2: Sl. 3: Sl. 4: Sl. 5: Sl. 6:
( (fl (F (F ∧ (F ∧ gl (F ∧G
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gde su fl i gl levi delovi formula F i G. Primera radi, uradimo sluqaj
tri, kako F ima jednako mnogo levih i desnih zagrada po (b) onda (F ima
jednu levu zagradu vixe nego desnih, xto je i trebalo dokazati. Ostali
sluqajevi se sliqno rade.

Posmatrajmo niz uzastopnih simbola neke formule F . Ako je ovaj
niz i sam formula, zva�emo ga potformulom formule F . Na primer
F ∨G je potformula formule ∃x(¬(F ∨G)∧ (F ∧¬G)). Slede�a lema, koju
dajemo bez dokaza, nam govori nexto vixe o potformulama.

Lema 3.2.

(a) Jedina potformula atomske formule R(t1, . . . , tk) ili = (t1, t2) je ta
sama formula.

(b) Jedine potformule formule ¬F su sve potformule F i samo ¬F .

(c) Jedine potformule formule (F ∧G) su sve potforumle F , sve potfor-
mule G i samo (F ∧G). Sliqno za (F ∨G).

(d) Jedine potformule formule ∀xF su sve potformule F i samo ∀xF . Sli-
qno za ∃xF .

Mada ovo tvr�eǌe deluje trivijalno, ono je jedino taqno zato xto
koristimo dovoǉno zagrada. U gore navedenom primeru ∃x(¬(F ∨G)∧(F ∧
¬G)) mogli bi da pomislimo i da je (F ∨G)∧ (F ∧¬G) potformula orig-
inalne formule, me�utim ovo uopxte nije formula. Xta po zvaniqnoj
definiciji jeste formula je ((F ∨G) ∧ (F ∧ ¬G)).

Pojavǉivaǌe promenǉive x koja je u formuli F je vezano, ako je
deo potformule F koja poqiǌe sa ∀x ili ∃x, a u suprotnom je slo-
bodno. Na primer, u formuli (∀x∃yR(x, y)∨∀yP (x, y)), prvo pojavǉivaǌe
promenǉive x je vezano, drugo slobodno, a oba pojavǉivaǌa promenǉive
y su vezana.

U nastavku �emo kada ka�emo neka je F (x) formula, misliti neka je
F formula u kojoj se nijedna promenǉiva osim x ne pojavǉuje slobodna.

Instanca F (t) formule F (x) se dobija supstituisaǌem zatvorenog
terma t za svako slobodno pojavǉivaǌe x.

Reqenica je formula bez slobodnih promenǉivih. Formule, pri
valuaciji slobodnih promenǉivih, �e zaparvo imati istinitosne vre-
dnosti, taqno ili netaqno. Specifiqno, reqenice �e imati istini-
tosnu vrednost. Mada, da bi govorili o istinitosnoj vrednosti neke
reqenice prvo moramo dati interpretaciju za jezik u kome su napisane.
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Napomenimo, da iste reqenice mogu imati razliqite istinitosne vre-
dnosti u dve razliqite interpretacije. Pojam interpretacije i istine
nad interpretacijom definixemo u slede�em odeǉku.

3.2 Semantika

Preciznim definisaǌem sintaktiqkog pojma reqenice osigurali smo
se da imamo posla sa smislenim izrazima. Prirodno se postavǉa pi-
taǌe kada je neka reqenica taqna iliti istinita. Imamo za ciǉ da u
definiciji istine imamo isti nivo preciznosti kao kada smo defini-
sali reqenicu. Sada �emo definisati pojam interpretacije, koji nam
omogu�uje da priqamo o istinitosnoj vrednosti neke reqenice.

Interpretacija I nekog jezika L sadr�i dve stvari.
Prvo, neprazan skup |I| koji zovemo domen interpretacije, to jest

skup objekata (najqex�e skup brojeva N, Q,...) o kome govori jezik L po
interpretaciji I. Kada ka�emo ”za svako x” ili ”za neko x” xta mi po
interpretaciji I mislimo je ”za svako x ∈ |I|” i ”postoji x ∈ |I|”.

Drugo, svakom nelogiqkom simbolu jezika L pridodajemo neko znaqe-
ǌe. Za konstantu c ǌeno znaqeǌe cI je samo neki element skupa |I|. Za
nelogiqki n-arni predikat R ǌegovo znaqeǌe RI je samo podskup svih
ure�enih n-torki elemenata |I| (Podsetimo se da se neka relacija stan-
dardno definixe kao skup ure�enih n-torki). Za n-arni funkcijski
simbol f ǌegovo znaqeǌe fI je samo funkcija n argumenata iz |I| u |I|.
Treba jox samo da pridodamo znaqeǌe zatvorenim termima. Za atomske
zatvorene terme, to jest konstante, ve� imamo ǌihovo znaqeǌe. Ako
su nam ve� poznata znaqeǌa tI1 , . . . , t

I
n terma t1, . . . , tn, onda je znaqeǌe

slo�enijeg terma f(t1, . . . , tn) definisano ovako:

(f(t1, . . . , tn))
I = fI(tI1 , . . . , t

I
n).

Primer 3.2 (Standardna interpretacija jezika aritmetike). Inter-
pretacija koja �e nam biti od najve�eg znaqaja zove se standardna in-
terpretacija jezika aritmetike (ili skra�eno samo standardna inter-
pretacija), koju oznaqavamo IA. ǋen domen |IA| je skup prirodnih bro-
jeva (ukǉuquju�i i nulu), znaqeǌe 0IA simbola 0 je samo broj 0, znaqeǌe
<IA simbola < je uobiqajena ”maǌe od” relacija, znaqeǌe SIA simbola S
je samo funkcija sledbenika, koja za prirodan broj vra�a slede�i prirodan
broj, znaqeǌe +IA i ·IA znakova + i · su uobiqajene funkcije za sabiraǌe i
mno�eǌe.

Pod ovom interpretacijom reqenica: ∀x∀y(x · y = SS0 ⇒ (x = SS0 ∨
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y = SS0)), oznaqava: ”za svaka dva prirodna broja x i y ako je ǌi-
hov proizvod dva onda je bar jedan od brojeva x i y jednak dva”. Ova
reqenica je taqna u standardnoj interpretaciji.

Definicija 3.1. Ako je reqenica F taqna u interpretaciji I pisa�emo
I |= F , a u suprotnom I ̸|= F .

Posmatrajmo reqenice:

(1) ∀x∃y(x < y ∧ ¬∃z(x < z ∧ z < y)),

(2) ∀x(x < Sx ∧ ¬∃z(x < z ∧ z < Sx))

za obe va�i da su taqne u standradnoj interpretaciji jezika aritmetike.
Ako bi sada uzeli drugaqiju interpretaciju jezika aritmetike Q gde
je domen skup pozitivnih racionalnih brojeva, ali je znaqeǌe 0Q sim-
bola 0 i daǉe broj 0, znaqeǌe SQ simbola S funkcija koja na broj
dodaje jedan, znaqeǌe simbola +, · i < su i daǉe uobiqajene funkcije
za sabiraǌe, mno�eǌe i uobiqajena relacija ”maǌe od” na skupu poz-
itivnih racionalih brojeva. Reqenice (1) i (2) su sada netaqne u in-
terpretaciji Q, zato xto izme�u svaka dva racionalna broja postoji
beskonaqno mnogo drugih racionalnih brojeva. Razmotrimo jox jednu
interpretaciju jezika aritmetike P i neka je domen ove interpretacije
skup |P| = {0, 1

2
, 1, 3

2
, 2, 5

2
, 3, 7

2
, 4 . . . }, znaqeǌa simbola S,+,< su redom i

daǉe, funkcija koja na broj dodaje 1, i uobiqajena funkcija sabiraǌa
brojeva, uobiqajena relacija ”maǌe od” (Naravno na naxem skupu |P|).
Mno�eǌe se ne mo�e interpretirati na standardni naqin, jer proizvod
1
2
· 3
2
= 3

4
daje broj koji nije u skupu |P|, mada nam za ovaj primer inter-

pretacija mno�eǌa nije bitna. U interpretaciji P je sada reqenica (1)
taqna, a reqenica (2) netaqna. Xta ne�emo na�i je interpretaciju gde
je (1) netaqno, a (2) taqno. Reqenica (1) je zapravo logiqka posledica
reqenice (2).

Mada smo u posledǌem pasusu rekli za neke reqenice da su taqne i
daǉe nismo dali preciznu definiciju xta mislimo pod ovim. Sada �emo
dati definiciju istine, to jest definiciju xta znaqi da je reqenica F
taqna u interpretaciji I.

Prvi korak je da definixemo istinitost za atomske reqenice, to jest
reqenice oblika R(t1, . . . , tk) gde su t1, . . . , tk zatvoreni termi. Re�i �emo
da je:

(1a) I |= R(t1, . . . , tk) ako i samo ako RI(tI1 , . . . , t
I
k).

Kada je znak jednakosti = prisutan kao logiqki simbol postoji jox jedna
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vrsta atomske reqenice:

(1b) I |= = (t1, t2) ako i samo ako tI1 = tI2 .

Na primer u standardnoj interpretaciji jezika aritmetike znaqeǌe ter-
ma SSS0 je broj 3 i znaqeǌe terma SS0+S0 je tako�e broj 3, pa je taqna
atomska reqenica SSS0 = SS0 + S0. Dok je na primer znaqeǌe terma
SS0 broj 2, pa je netaqna reqenica SS0+ S0 = SS0.

Za logiqke veznike ¬,∨ i ∧ definicije su slede�e:

(2a) I |= ¬F ako i samo ako I ̸|= F

(2b) I |= (F ∨G) ako i samo ako I |= F ili I |= G

(2c) I |= (F ∧G) ako i samo ako I |= F i I |= G

Na primer, u standarnoj interpretaciji jezika aritmetike taqna je
reqenica 0 = 0, a netaqna reqenica 0 < 0 pa je taqna i disjunkcija
(0 = 0 ∨ 0 < 0), dok je konjunkcija (0 = 0 ∧ 0 < 0) netaqna.

Jox jedna posledica ove definicije je da je (F ∧G) taqno ako i samo
ako je ¬(¬F ∨ ¬G) taqno. Tako da smo mogli, kao xto smo ⇒ i ⇐⇒ , da
izbacimo ∧ (ili ∨) iz naxeg zvaniqnog jezika i da ostanemo samo sa ¬
i ∨ (¬ i ∧).

Jox nam samo preostaje da definixemo taqnost u sluqaju univerzalne
i egzistencijalne kvantifikacije, slede�a definicija bi mogla na prvi
pogled izgledati dobro:

(3a∗) I |= ∀xF (x) akko za svaki zatvoreni term t, I |= F (t)

(3b∗) I |= ∃xF (x) akko za neki zatvoreni term t, I |= F (t).

Ovakva definicija u opxtem sluqaju ne bi bila zadovoǉavaju�a. Posma-
trajmo interpretaciju jezika aritmetike qiji je domen |I| neprebrojiv.
Onda nije mogu�e svaki element domena zapisati kao zatvoreni term.
Podsetimo se, da smo za definiciju jezika rekli da je to prebrojiv skup
nelogiqkih simbola, lako se onda mo�e videti da korix�eǌem prebro-
jivo mnogo funkcijskih simbola i prebrojivo mnogo konstanti mo�emo
dobiti samo prebrojivo mnogo zatvorenih termova. Na primer, zami-
slimo da je domen naxe interpretacije zapravo skup realnih brojeva R
i da je znaqeǌe simbola · standardna funkcija za mno�eǌe dva realna
broja. Po definicji (3b∗) reqenica ∃x x · x = 2 bi bila netaqna, ovakav
rezultat nije saglasan sa intuicijom. Problem nastaje, jer se broj

√
2

ne mo�e predstaviti kao zatvoren term.
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Ispravna definicija je slede�a:

(3a) I |= ∀xF (x) akko za svako m ∈ I, Ic
m |= F (c)

(3b) I |= ∃xF (x) akko za neko m ∈ I, Ic
m |= F (c).

Pod Ic
m mislimo na interpretaciju koja proxiruje interpretaciju I

tako xto na ǌen jezik doda novu konstantu c koja ima znaqeǌe m. U
primeru gore, reqenica ∃x x · x = 2, bi sada bila taqna jer bi u jezik
aritmetike mogli da dodamo novu konstantu c koja oznaqava broj

√
2.

Napomenimo da se u standardnoj interpretaciji jezika aritmetike
lako mogu svi elementi ǌenog domena predstaviti kao zatvoreni termi,
pa bi u tom sluqaju definicije (3a∗) i (3b∗) tako�e bile ispravne.

U narednom odeǉku treba�e nam i slede�a definicija.

Definicija 3.2. Neka je S reqenica, a Γ skup reqenica jezika L. Re�i �emo
da je S logiqka posledica od Γ ako i samo ako ne postoji interpretacija
I jezika L takva da su sve reqenice skupa Γ taqne, a da je reqenica S
netaqna u interpretaciji I.

3.3 Dokazna procedura

Kada kasnije budemo formulisali Gedelove teoreme o nepotpunosti,
vide�emo da one govore o granicama dokazivosti unutar formalnih sis-
tema. Me�utim, naxe intuitivno razumevaǌe xta konstituixe mate-
matiqki dokaz nije dovoǉno precizno za ovakvu analizu.

Ono xto nam je potrebno je dokazna procedura, koja se sastoji iz skupa
logiqkih aksioma i pravila izvo�eǌa. Koriste�i ova pravila i aksi-
ome �emo, polaze�i od nekog skupa tvr�eǌa (premisa), mo�i da u malim,
disrektnim koracima formalno doka�emo neka druga tvr�eǌa.

Formalni sistem se upravo i zadaje formalnim jezikom (u naxem
sluqaju najqex�e jezikom aritmetike), skupom aksioma i pravilima iz-
vo�eǌa.

Ipak, ne�emo izlagati konkretan skup pravila izvo�eǌa, poxto ih
u daǉem radu ne�emo ni pomiǌati. Za nas �e pak va�nija biti neka
svojstva zajedniqka za sve poznatije dokazne procedure.

Formalan dokaz formule S, polaze�i od skupa Γ, je konaqan niz for-
mula koji se zavrxava formulom S, takav da za svaku formulu tog niza
va�i da je aksioma ili pripada skupu Γ ili se dobija primeǌivaǌem
nekog pravila izvo�eǌa na prethodne formule niza. Postoji precizno
definisana procedura koja nam govori da li je dati niz simbola dokaz
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ili ne. Navodimo jox dva svojstva, koja su poznatija kao teorema o
saglasnosti i Gedelova teorema o potpunosti.

Teorema 3.1 (Teorema o saglasnosti). Ako postoji dokaz reqenice S po-
laze�i od skupa reqenica Γ, onda je S logiqka posledica od Γ.

Teorema 3.2 (Gedelova teorema o potpunosti). Ako je S logiqka posledica
od skupa reqenica Γ, onda postoji dokaz reqenice S polaze�i od Γ.

Napomena. Da razjasnimo, Gedelova teorema o potpunosti i Gedelove
teoreme o nepotpunosti nisu suprotna tvr�eǌa. Ove teoreme govore o
razliqitim vrstama (ne)potpunosti.

Dokazi ovih teorema zavise od detaǉa izabrane dokazne procedure.
Nama ovi detaǉi ne�e biti od presudne va�nosti dokle god dokazna
procedura ima prethodnih nekoliko svojstava.

Navodimo jox pojmova koje �emo koristiti kasnije u radu.

Definicija 3.3. Ako je polaze�i od skupa reqenica T dokaziva reqenica
S pisa�emo ⊢T S.

Definicija 3.4. Pod reqi teorija mislimo na skup reqenica nekog jezika,
koji je zatvoren u odnosu na dokazivaǌe. Reqenice koje pripadaju teoriji
zovemo teoremama te teorije.

Dakle isto znaqeǌe imaju, ”S je teorema teorije T”, ⊢T S i S ∈ T .

Definicija 3.5. Ako postoji rekurzivan skup reqenica Γ, takav da se
teorija T sastoji iz onih i samo onih reqenica dokazivih polaze�i od
premisa Γ, re�i �emo da je T aksiomatizabilna teorija.

Definicija 3.6. Teorija T je konzistentna ako i samo ako ne dokazuje
sve reqenice ǌenog jezika.

Definicija 3.7. Teorija T je potpuna ako i samo ako za svaku reqenicu
S ǌenog jezika, ⊢T S ili ⊢T ¬S.

U nastavku �emo, ako nije drugaqije navedeno, pod reqi teorija po-
drazumevati da se radi o teoriji jezika aritmetike.
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Kako bi dokazali Gedelove teoreme o nepotpunosti, treba nam naqin da
teorije aritmetike ”priqaju same o sebi”. Poxto jezik aritmetike go-
vori samo o prirodnim brojevima, mora�emo sintaktiqke objekte logike
(formule, reqenice, dokaze) da tako�e pretvorimo (kodiramo) u prirod-
ne brojeve. Postoje mnogi naqini da se ovo uradi, ono xto je najva�nije
za bilo koje kodiraǌe je da se od objekta na u potpunosti mehanqki
naqin mo�e dobiti ǌegov kod i obrnuto od koda nazad dobiti objekat.
Ideja o aritmetizaciji sintakse potiqe od samog Gedela, a kodiraǌe
koje �emo mi koristiti, danas poznato kao Gedelovo kodiraǌe, dolazi
jox od ǌegovog slavnog rada iz 1931. godine.

4.1 Gedelovo kodiraǌe

Pre nego xto krenemo fiksirajmo jox neke definicije.

Definicija 4.1. Skup simbola, formula, reqenica, dokaza ili kompliko-
vanijih objekata je rekurzivan ako i samo ako je skup kodova tih objekata
rekurzivan.

Podsetimo se da smo definisali jezik kao prebrojiv skup ne-logiqkih
simbola.

Definicija 4.2. Za neki jezik �emo re�i da je (primitivno) rekurzivan
ako i samo ako je skup kodova za simbole tog jezika (primitivno) rekurzi-
van. Jezik aritmetike LA je primitivno rekurzivan.

Pre�imo sada na definiciju Gedelovog kodiraǌa. Svaki pojedinaqni
simbol predstavǉamo jednim brojem i to na slede�i naqin:

Simbol ( ) , ¬ ∨ ∃ ∀ = vi An
i fn

i

Kod 1 3 5 7 9 11 13 17 2 · 5i 22 · 3n · 5i 23 · 3n · 5i

27
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Pritom je bitno da napomenemo da nikoja dva razliqita simbola ne-
maju isti kod. Kako bi razlikovali predikatske od funkcijskih simbola
jedni su oblika 22 ·x a drugi 23 ·x. Na primer, u jeziku aritmetike sim-
bol 0 iliti f 0

0 predstavǉamo brojem 23 · 30 · 50 = 8, simbol S iliti f 1
0

brojem 23 · 31 · 50 = 24, simbol < iliti A2
0 brojem 22 · 32 · 50 = 36 itd.

�elimo da proxirimo kodiraǌe na konaqne nizove simbola, to radi-
mo na slede�i naqin. Neka je I izraz od n simbola i neka su (c1, . . . , cn)
redom ǌihovi kodovi, kod za izraz I je onda broj 2n · 3c1 · 5c2 · ... · πcn

n .
Na primer kod za reqenicu 0 = 0, koju zvaniqno pixemo = (f 0

0 , f
0
0 ) je

26 · 317 · 51 · 78 · 115 · 138 · 173 xto je broj sa 36 cifara. Sre�om, u praksi
nikad ne�emo sami morati da kodiramo ili dekodiramo velike izraze,
jedino xto je bitno je da je to u teoriji mogu�e uqiniti. Sliqno kao
za niz simbola, mo�emo definisati i kod za niz formula. Kod za skup
formula �e nam biti isti kao kod za niz formula, samo xto �emo prvo
zahtevati da su kodovi u nizu pore�ani u rastu�em redosledu.

Pre nego xto pre�emo na va�nije rezultate, moramo da doka�emo da
je funkcija konkatenacije primitivno rekurzivna.

Lema 4.1. Ako je a kod za niz (a0, . . . , an−1) a b kod za niz (b0, . . . , bm−1) onda
je funkcija conc(a, b) koja vra�a kod za niz (a0, . . . , an−1, b0, . . . , bm−1) primi-
tivno rekurzivna.

Dokaz. Doka�imo prvo da je pomo�na funkcija ext(a, e) koja za kod a niza
(a0, . . . , an−1) i broj e vra�a kod za proxireni niz (a0, . . . , an−1, e) primi-
tivno rekurzivna. Lako se vidi da zapravo va�i:

ext(a, e) = 2 · a · (π(len(a) + 1))e

i da je ext primitinvo rekurzivna funkcija. Sa funkcijom ext defi-
nixemo pomo�nu, primitivno rekurzivnu, fukciju g:

g(a, b, 0) = a

g(a, b, s(i)) = ext(g(a, b, i), ent(b, i))

Konaqno dobijamo conc(a, b) = g(a, b, len(b)), iz qega sledi da je conc pri-
mitivno rekurzivna funkcija.

Skra�eno �emo pisati a ∗ b umesto conc(a, b).

Primer 4.1. Funkcija num(n) koja za broj n uzima vrednost koda za nu-
meral n je primitivno rekurzivna.
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Dokaz. Dovoǉno je primetiti da je:

num(0) = 8

num(s(n)) = 24 ∗ 1 ∗ num(n) ∗ 3

Jer su 8, 24, 1, 3 redom kodovi za 0, S, levu zagradu i desnu zagradu.

Teorema 4.1. Logiqke operacije negiraǌa, disjunkcije, egzistencijalne i
univerzalne kvantifikcije i supstituisaǌa terma umesto slobodne pro-
menǉive su primitivno rekurzivne.

Dokaz. Neka je x kod za neku formulu, kod za negaciju ove formule dobija
se iz neg(x) = 7 ∗ x, zato xto je broj 7 kod za simbol ¬.

Za disjunkciju dve formule sa kodovima x i y redom va�i disj(x, y) =
1 ∗ x ∗ 9 ∗ y ∗ 3, zato xto su brojevi 1,9,3 redom kodovi za levu zagradu,
disjunkciju i desnu zagradu. Odavde mo�emo lako i definisati kon-
junkciju dve formule sa kodovima x i y:

conj(x, y) = neg(disj(neg(x), neg(y)))

Ako je v kod promenǉive u odnosu na koju vrximo egzistencijalnu
kvantifikaciju formule sa kodom x va�i exquant(v, x) = 11∗v∗x jer je broj
11 kod za simbol ∃. Sliqno za univerzalnu kvantifikaciju uquant(v, x) =
13 ∗ v ∗ x.

Dokaz za supstituciju je nexto komplikovaniji i idejno je sliqan
dokazu Teoreme 4.2.

Od skupova izraza za nas �e najznaqajniji biti skupovi formula i
reqenica. Intuitivno vidimo da je efektivno odluqivo da li je neki
niz simbola zapravo formula (ili reqenica). Slede�a teorema ovo i
formalno tvrdi.

Teorema 4.2. Skupovi formula i reqenica su primitivno rekurzivni.

Napomena. Ako je jezik u kome radimo samo rekurzivan, a ne primitivno
rekurzivan kao LA, u tvr�eǌu gore treba obrisati req primitivno.

Dokaz. Prvo, pokaza�emo da su unarna relacija ”a je kod za predikat” i
binarna relacija ”a je kod za n-arni predikat” primitivno rekurzivne.
Funkcija f(n, i) = 22 ·3n ·5i je primitivno rekurzivna, a samim tim i ǌena
relacija grafa a = f(n, i). Odavde se ograniqenom egzistenicjalnom
kvantifikacijom dobijaju tra�ene relacije:

∃n < a∃i < a(a = 22 · 3n · 5i) i ∃i < a(a = 22 · 3n · 5i).
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Sliqno se mo�e pokazati da su relacije ”a je kod za promenǉivu”, ”a je
kod za funkcijski simbol”, ”a je kod za n-arni funkcijski simbol”, ”a
je kod za konstantu” (odnosno funkciju 0 mesta) i ”a je kod za atomski
term” (odnosno konstantu ili promenǉivu) primitivno rekurzivne.

Sada pokazujemo i da je relacija ”s je kod za atomsku formulu” pri-
mitivno rekurzivna (doduxe u specijalnom sluqaju kada nisu prisutni
funkcijski simboli niti znak jednakosti). Zbog razumǉivosti pixemo
na slede�i, maǌe formalan naqin, s je kod za atomsku formulu ako i
samo ako postoji n < len(s) tako da va�i slede�e:

len(s) = 2n+ 2 ∧
ent(s, 0) je kod za n-arni predikat ∧
ent(s, 1) = 1 (kod za levu zagradu) ∧
za svako i, 1 < i < len(s)− 1 :

ako je i paran, ent(s, i) je kod za atomski term ∧
ako je i neparan, ent(s, i) = 5 (kod za zarez) ∧

ent(s, len(s)− 1) = 3 (kod za desnu zagradu).

Pri definisaǌu kada je s kod za proizvoǉnu formulu, ne mo�emo biti
toliko direktni. Prvo definixemo niz formiraǌa fomule F kao niz
formula u kojem je svaka formula ili atomska ili je dobijena negacijom,
disjunkcijom ili egzistencijalnom kvantifikacijom formule/la koje se
pojavǉuju ranije u nizu, i pritom je posledǌa formula niza bax F . Neka
je niz formiraǌa redukovan ako je svaki qlan tog niza potformula od
F i ako se svaka potformula F u nizu pojavǉuje taqno jedanput. Na
primer, redukovani niz formiraǌa za formulu (¬F ∨ G) ∧ (F ∨ ¬G), uz
pretpostavku da su F i G atomske formule, bi mogao biti niz:

(F,G,¬F,¬G,¬F ∨G,F ∨ ¬G, (¬F ∨G) ∧ (F ∨ ¬G)) .

Nastavǉaju�i nax dokaz, s je kod za formulu ako i samo ako postoji
neko r koje je kod za niz formiraǌa te formule. Relacija ”r je kod za
niz formiraǌa formule sa kodom s” je primitivno rekurzivna jer je
ekvivalentna sa:

za svako i < len(r) va�i:(
ent(r, i) je kod za atomsku formulu ∨
za neko k < i, ent(r, i) = neg(ent(r, k)) ∨
za neko k < i i neko l < i ent(r, i) = disj(ent(r, k), ent(r, l)) ∨
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za neko k < i i neko e < r, ent(r, i) = exquant(2 · 5e, ent(r, k) ∨
za neko k < i i neko e < r, ent(r, i) = uquant(2 · 5e, ent(r, k))

)
∧

ent(r, len(r)− 1) = s.

Nije texko pokazati da �e ako je s kod za formulu uvek postojati kod
r za redukovani niz formiraǌa, takav da je r < π(len(s))s·(len(s)+1) = f(s).
Primetimo da je f(s) primitivno rekurzivna funkcija. Zbog toga se u
posledǌem pasusu ”ako postoji neko r” mo�e zameniti ”ako postoji neko
r < f(s)”, iz qega sledi da je relacija ”s je kod za formulu” primitivno
rekurzivna.

Kada su funkcijski simboli i simbol jednakosti prisutni, morali
bismo prvo uspostaviti preliminarne rezultate o nizu formiraǌa za
terme i shodno tome promeniti definiciju za atomsku formulu.

Da bismo dokazali da je skup reqenica primitivno rekurzivan, mo-
rali bismo jox da definixemo relaciju koja proverava da li je neko
pojavǉivaǌe promenǉive vezano ili ne, a zatim da proverimo da li su
sva pojavǉivaǌa promenǉivih vezana. Izostavǉamo detaǉe.

Sledi jox jedna bitna teorema, qiji �e dokaz zavisiti od toga koju
smo dokaznu proceduru izabrali.

Teorema 4.3. Ako je Γ rekurzivan skup reqenica onda je relacija ”Σ je dokaz
reqenice D od premisa Γ” rekurzivna.

Obiqno se pod aritmetizacijom sintakse misli na prethodne 3 teo-
reme i ǌihove posledice.

4.2 Korisni rezultati

Ovde �emo pokazati par rezultata koji �e nam kasnije biti korisni.

Teorema 4.4. Skup reqenica koji je dokaziv polaze�i od datog rekurzivnog
skupa reqenica Γ je rekurzivno nabrojiv.

Dokaz. Teorema 4.3 nam zapravo govori da je relacija:

R(r, d) ⇐⇒ r je kod za reqenicu,
d je kod za dedukciju te reqenice iz skupa Γ,

rekurzivna. Onda je skup kodova za reqenice dokazive iz Γ rekurzivno
nabrojiv, jer je on ustvari S(r) ⇔ ∃d R(r, d)
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Za teoriju T ka�emo da je rekurzivna ako je skup kodova ǌenih teo-
rema rekurzivan.

Teorema 4.5. Neka je T aksiomatizabilna teorija. Ako je T potpuna onda
je i rekurzivna.

Dokaz. To xto je T aksiomatizabilna teorija znaqi da postoji rekurzi-
van skup reqenica Γ iz kojeg su dokazive sve reqenice u T . Neka je T ∗

skup kodova teorema od T . Po proxloj teoremi je T ∗ rekurzivno nabro-
jiv skup. Treba da poka�emo da je skup T ∗ rekurzivan. Ako bi se za
neku reqenicu R desilo da su R i ¬R teoreme teorije T , onda bi T bio
skup svih reqenica, koji je rekurzivan po Teoremi 4.2.

To xto je T potpuna teorija znaqi da je za svaku reqenicu R ili ¬R
teorema ove teorije. Posmatrajmo komplement od T ∗ skup T ∗. Ovaj skup
je zapravo unija skupa X brojeva koji nisu kodovi za reqenice i skupa
Y reqenica qija je negacija teorema T . Kako je rekurzivan komplement
od skupa X, odnosno skup svih reqenica, to je po Teoremi 2.1(c) i X
rekurzivan. Neka je ThmT (y) rekurzivno nabrojiva relacija koja nam
govori da li je y kod teoreme teorije T . Skup Y je onda skup svih y za
koje je ThmT (neg(y)), to jest skup kodova qija je negacija teorema od T
(koristimo to da je T potpuna teorija), primetimo i da je ova relacija
dobijena supstitucijom rekurzivne relacije neg u rekurzivno nabrojivu
relaciju ThmT . Odavde sledi da je skup Y rekurzivno nabrojiv, samim
tim je i unija X i Y rekurzivno nabrojiva.

Odavde su onda T ∗ i T ∗ rekurzivno nabrojivi skupovi, pa je po prin-
cipu komplementarnosti (Teorema 2.5) skup T ∗ i rekurzivan, xto je tre-
balo dokazati.
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U proxlom poglavǉu povezali smo nax rad o rekurzivnim funkcijama sa
pojmovima formule, reqenice i dokaza. Sada �emo ove oblasti povezati
u drugom smeru. Pokaza�emo kako mo�emo da priqamo o rekurzivnim
funkcijama koriste�i formule jezika aritmetike.

5.1 Aritmetiqka definabilnost

Ciǉ nam je da poka�emo da za bilo koju rekurzivnu funkciju f postoji
formula φf , takva da ako je f(a) = b onda je ∀y(φf (a, y) ⇔ y = b) taqno u
standardnoj interpretaciji jezika aritemtike.

Skra�eno �emo umesto taqno u standardnoj interpretaciji jezika
aritmetike pisati samo taqno.

Formula F (x) aritmetiqki definixe skup S ako za svako a ∈ N0

va�i: a ∈ S ako i samo ako je F (a) taqno. Prirodno se ovaj pojam
proxiriruje na n-arne relacije, formula F (x1, . . . , xn) aritmetiqki de-
finixe n-arnu relaciju R ako va�i:

R(a1, . . . , an) ako i samo je F (a1, . . . ,an) taqno.

Ako postoji formula koja aritmetiqki definixe relaciju ka�emo da je
ta relacija aritmetiqki definabilna ili skra�eno aritmetiqka.

Funkcija f je aritmetiqka ako i samo ako je ǌena relacija grafa
aritmetiqka. Na primer, unarna funkcija f je aritmetiqka ako postoji
formula F takva da je za sve a, b ∈ N0, f(a) = b ako i samo ako je F (a, b).

Primer 5.1. Osnovne funkcije su aritmetiqke.

Nula funkciju z(x) = 0 aritmetiqki definixe formula:

φz(x, y) ≡ x = x ∧ y = 0.

33
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Funkciju sledbenika s(x) aritmetiqki definixe slede�a formula :

φS(x, y) ≡ Sx = y.

Projekciju i-te kordinate aritmetiqki definixe formula:

φid(x1, . . . , xk, y) ≡ x1 = x1 ∧ · · · ∧ xn = xn ∧ y = xi.

Primer 5.2. Sabiraǌe i mno�eǌe su aritmetiqke funkcije.

Sabiraǌe i mno�eǌe aritmetiqki definixu redom formule:

φ+(x1, x2, y) ≡ x1 + x2 = y i φ·(x1, x2, y) ≡ x1 · x2 = y.

Primer 5.3. Funkcije koliqnika i ostatka su aritmetiqke.

Funkcije quo i rem aritmetiqki definixu redom formule:

φquo(x1, x2, y) ≡ (x2 = 0 ∧ y = 0) ∨ ∃u < x2(x1 = x2 · y + u),

φrem(x1, x2, y) ≡ (x2 = 0 ∧ y = x1) ∨ ∃u ≤ x1(y < x2 ∧ x1 = u · x2 + y).

�elimo da doka�emo da su sve rekurzivne funkcije aritmetiqke.
Poxto smo ve� dokazali da su osnovne funkcije aritmetiqke, dovoǉno je
sad pokazati da su kompozicija, primitivna rekurzija i minimizacija
nekoliko aritmetiqkih funkcija tako�e aritmetiqka funkcija.

Neka su f i g unarne funkcije i neka ih redom aritmetiqki defini-
xu formule φf i φg. ǋihovu kompoziciju h(a) = g(f(a)) aritmetiqki
definixe slede�a formula:

φh(x, z) ≡ ∃y(φf (x, y) ∧ φg(y, z)).

Sliqno se mo�e aritmetiqki definisati kompozicija za funkcije bilo
koje arnosti.

Pri definisaǌu primitivne rekurzije imamo malo vixe problema.
Xta bi nam bilo korisno je da imamo naqin da kvantifikujemo preko
nizova proizvoǉne du�ine. Na primer, neka je f unarna funkcija defin-
isana primitivnom rekurzijom na slede�i naqin f(0) = c i f(s(x)) =
g(x, f(x)). Da bi izrazili f(n) = y �eleli bismo da mo�emo da ka�emo:
postoji niz a0, a1, . . . , an takav da je:

a0 = c

za svako i < n g(i, ai) = ai+1

an = y.
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Me�utim, logika prvog reda nema ugra�enu ovakvu mogu�nost. Ovaj
problem rexio je opet sam Gedel definisaǌem takozvane β funkcije.

Lema 5.1 (Lema β funkcije). Za svako k i svaki niz brojeva a0, . . . , ak,
postoje brojevi s i t takvi da za svako i, 0 ≤ i ≤ k va�i β(s, t, i) = ai.

Dokaz. Funkciju β zapravo definixemo na slede�i naqin:

β(s, t, i) = rem(s, t(i+ 1) + 1).

Sada treba dokazati da postoje brojevi s i t takvi da je:

s ≡ a0 (mod t+ 1)

s ≡ a1 (mod 2t+ 1)

...
s ≡ ak (mod (k + 1)t+ 1)

Ovo tvr�eǌe �e odmah slediti, iz Kineske teoreme o ostacima, ako na-
�emo t tako da su za svako i, j 1 ≤ i, j ≤ k+1 brojevi t ·i+1 i t ·j+1 uzajmno
prosti. Pritom t mora i biti dovoǉno veliko, tj. mora va�iti ai <
t(i+1)+1. Neka je am = max{a0, . . . , ak}, dovoǉno je uzeti t = (am+1)!·(k+1)!.
Ovo t je svakako dovoǉno veliko, doka�imo da zadovoǉava i prvi uslov.
Pretpostavimo suprotno, da t · i+1 i t · j+1 nisu uzajamno prosti i neka
je d > 1 ǌihov NZD. Odavde zakǉuqujemo da d | t(j − i), lako se vidi da
d i t moraju biti uzajamno prosti. Sledi da d | j − i me�utim kako je
j − i < k + 1 dobijamo d | j − i, d | (k + 1)! iz posledǌe deǉivosti sledi i
d | t = (am + 1)(k + 1)! kontradikcija.

Formula koja aritmetiqki definixe β funkciju je:

φβ(x1, x2, x3, y) ≡ φrem(x1, (x3 + 1) · x2 + 1, y).

Sada mo�emo da nastavimo sa aritmetiqkim definisanǌem primiti-
vne rekurzije. Neka su f i g redom unarna i ternarna funkcija koje su
aritmetiqki definisane formulama φf i φg, i neka se funckija h dobija
od ǌih primitivnom rekurzijom. Formula koja aritmetiqki definixe
h je φh(x, y, z) = ∃s∃tφ gde je φ konjunkcija slede�e tri formule:

∃u(φβ(s, t,0, u) ∧ φf (x, u)),

∀w < y ∃u∃v(φβ(s, t, w, u) ∧ φβ(s, t,Sw, v) ∧ φg(x,w, u, v)),

φβ(s, t, y, z).
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Konstrukcija je vrlo sliqna za funkcije bilo koje arnosti.
Ostala nam je jox samo operacija minimizacije. Neka je funkcija g

dobijena od binarne funkcije f minimizacijom. Neka je f aritmetiqki
definisana formulom φf onda je funkcija g aritmetiqki definisana
formulom:

φg(x, y) ≡ φf (x, y,0) ∧ ∀z < y ∃u(φf (x, z, u) ∧ u ̸= 0).

Opet, konstrukcija je sliqna za funkcije bilo koje arnosti.
Ovime smo odradili veliki deo posla potreban za dokazivaǌe slede�e

va�ne teoreme.

Teorema 5.1.

(a) Sve rekurzivne funkcije su aritmetiqke.

(b) Sve rekurzivne i rekurzivno nabrojive relacije su aritmetiqke.

Dokaz. (a) Kako smo dokazali da su osnovne funkcije aritmetiqke i da
su kompozicija, primitivna rekurzija i minimizacija nekoliko arit-
metiqkih funkcija aritmetiqka, mo�emo zakǉuqiti da su sve rekurzivne
funkcije aritmetiqke.

(b) Neka je R n-arna relacija i neka je f ǌena karakteristiqna
funkcija. Iz (a) zakǉuqujemo da postoji formula φf (x1, . . . , xn, y) koja
je aritmetiqki definixe. Onda φR(x1, . . . , xn) ≡ φf (x1, . . . , xn,1) arit-
metiqki definixe relaciju R.

Po definiciji, rekurzivno nabrojive relacije se dobijaju egzisten-
cijalnom kvantifikacijom rekurzivnih relacija. Neka je S rekurzivno
nabrojiva relacija oblika

S(x1, . . . , xn) ⇔ ∃zQ(x1, . . . , xn, z),

ako φQ(x1, . . . , xn, z) aritmetiqki definixe relaciju Q formula:

∃zφQ(x1, . . . , xn, z),

aritmetiqki definixe relaciju S.

Ovaj rezultat mo�emo i da ojaqamo, tako xto �emo da definixemo
razliqite vrste formula. Re�i �emo da je formula elementarna ako je
izgra�ena od atomskih formula koriste�i samo negaciju, disjunkciju,
konjunkciju i ograniqene kvantifikacije ∀x < t i ∃x < t. Formula je
∃-elementarna ako je oblika ∃xF gde je F elementarna formula, sliqno
se definixu ∀-elementarne formule.
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Definicija 5.1. Dve formule φ i ψ (sa na primer dve slobodne prome-
nǉive) su aritmetiqki ekvivalentne ako je za sve brojeve a, b ∈ N0 ψ(a, b)
taqno ako i samo ako je φ(a, b) taqno.

Teorema 5.2.

(a) Svaka elementarna formula je aritmetiqki ekvivalentna nekoj
∃-elementarnoj formuli.

(b) Disjunkcija (konjunkcija) dve ∃-elementarne formule je aritmetiqki
ekvivalenta ∃-elementarnoj formuli.

(c) Formula dobijena ograniqenom egzistencijalnom (univerzalnom) kvan-
tifikacijom ∃-elementarne formule je aritmetiqki ekvivalentna ∃-
elementarnoj formuli.

(d) Formula dobijena neograniqenom egzistencijalnom kvantifikacijom ∃-
elementarne formule je aritmetiqki ekvivalenta sa ∃-elementarnom
formulom.

Dokaz. (a) Elementarna formula φ logiqki je ekvivalentna ∃-elementar-
noj formuli ∃t(t = t ∧ φ).

(b) Formula ∃xφ(x) ∧ ∃yψ(y) aritmetiqki je ekvivalentna ∃-elemen-
tarnoj formuli ∃t∃x < t∃y < t(φ(x)∧ψ(y)). Dok je ∃xφ(x)∨∃yψ(y) logiqki
ekvivalentno ∃-elementarnoj formuli ∃t(φ(t) ∨ ψ(t)).

(c) Formula ∃y < z∃xφ(x, y) je logiqki ekvivalentna ∃-elementarnoj
∃x∃y < zφ(x, y). Dok je ∀y < z∃xφ(x, y) aritmetiqki ekvivalentno for-
muli ∃t∀y < z∃x < tφ(x, y). U jednom smeru implikacija je logiqka, a
u drugom koristimo qiǌenicu da za svaki konaqni niz brojeva x1, . . . , xz
postoji broj t ve�i od svih ǌih.

(d) Formula ∃x∃yφ(x, y) je aritmetiqki ekvivalentna ∃-elementarnoj
formuli ∃t∃x < t∃y < tφ(x, y).

Primetimo sada da su sve formule korix�ene u dokazu Teoreme 5.1.
zapravo aritmetiqki ekvivalentne ∃-elementarnim formulama. Iz ovoga
dobijamo slede�u lemu, koja je poboǉxaǌe Teoreme 5.1.

Lema 5.2. Svaka rekurzivna funkcija ili rekurzivno nabrojiva relacija
mo�e se aritmetiqki definisati ∃-elementarnom formulom.
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Neka je funkcija koja se mo�e aritmetiqki definisati elementarnom
formulom elementarna funkcija.

Slede�a lema, koju navodimo bez dokaza, �e nam znatno olakxati
dokaz da su sve rekurzivne funkcije reprezentabilne u odre�enoj teoriji
aritmetike, Q.

Lema 5.3. Svaka rekurzivna funkcija se mo�e dobiti kompozicijom od
elementarnih funkcija.

Napomenimo jox samo da se ne mo�e svaka rekurzivna funkcija ari-
tmetiqki definisati elementarnom formulom.

5.2 Reprezentabilnost u Q

Pre nego xto definixemo teoriju minimalne aritmetike, koju �emo
oznaqavati sa Q1, moramo definisati pojmove definabilnosti i re-
prezentabilnosti u teoriji T .

Neka je T konzistentna teorija, re�i �emo da je skup S definabilan
u teoriji T ako postoji formula φ takva da je:

T ⊢ φ(n) ako je n ∈ S i
T ⊢ ¬φ(n) ako je n ̸∈ S.

Za formulu φ ka�emo da definixe ovaj skup u teoriji T . Ova defini-
cija lako se generalizuje na proizvoǉne relacije. Ali se ispostavǉa
da je definabilnost funkcije maǌe korisna od malo drugaqijeg pojma
reprezentabilnosti funkcije. Unarna funkcija f je reprezentabilna u
teoriji T ako i samo ako postoji formula φ(x, y) za koju va�i:

ako je f(a) = b onda je T ⊢ ∀y(φ(a, y) ⇔ y = b).

Ka�emo da formula φ za koju ovaj uslov va�i reprezentuje funkciju f
u teoriji T . Pomenuti uslov je logiqki ekvivalentan sa φ(a, b) ∧ ∀y(y ̸=
b⇒ ¬φ(a, y)). Dok bi definabilnost funkcije zahtevala samo da mo�emo
dokazati φ(a, b), i da za proizvoǉno c ̸= b mo�emo da doka�emo ¬φ(a, c). U
teoriji Q postoja�e reqenice qija se svaka pojedinaqna instanca mo�e
dokazati, dok generalno tvr�eǌe ne�e biti dokazivo. Primer za to je
prosta reqenica ∀x(1 + x = x + 1), koja se ne mo�e dokazati iz aksioma
Q, dok se za bilo koji broj n mo�e dokazati 1+ n = n+ 1.

1U literaturi Q qesto oznaqava Robinsonovu aritmetiku. Robinsonova aritmetika
je u nekim pogledima jaqa, a u nekim slabija od teorije minimalne aritmetike.
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Napomenimo jox samo da ako je T ∗ slabija teorija od T (skup teorema
T ∗ je podskup teorema T ) reprezentabilnost u T ∗ implicira reprezen-
tabilnost u T .

Konaqno navodimo aksiome minimalne aritmetike Q.

(Q1) ∀x(0 ̸= Sx)

(Q2) ∀x∀y(Sx = Sy ⇒ x = y)

(Q3) ∀x(x+ 0 = x)

(Q4) ∀x∀y(x+ Sy = S(x+ y))

(Q5) ∀x(x · 0 = 0)

(Q6) ∀x∀y(x · Sy = x · y + x)

(Q7) ∀x(¬x < 0)

(Q8) ∀x∀y(x < Sy ⇔ (x < y ∨ x = y))

(Q9) ∀x(0 < x⇔ x ̸= 0)

(Q10) ∀x∀y(Sx < y ⇔ (x < y ∧ Sx ̸= y))

Teorija Q je onda skup svih reqenica dokazivih polaze�i od ovih aksi-
oma. Aksiome minimalne aritmetike nisu dovoǉno jake da doka�u ve�inu
rezultata teorije brojeva, mada bi svaki skup aksioma koji je ”adekva-
tan” za teoriju brojeva morao da ih doka�e (a ako ih dokazuje mo�e i
da ih ima kao aksiome). Postavǉa se pitaǌe zaxto bi uopxte posma-
trali ovako slabu teoriju (koja ne mo�e da doka�e ni ∀x(x+ 1 = 1+ x)),
ispostavǉa se ipak da Q mo�e da doka�e sve ∃-elementarne reqenice
jezika aritmetike koje su taqne u standardnoj interpretaciji. Xta je
jox interesantnije je da se prva Gedelova teorema o nepotpunosti mo�e
dokazati za svaku teoriju koja sadr�i Q, poxto je Q slaba teorija
nax rezultat nepotpunosti �e biti utom sna�niji.(Osim da zadr�e Q,
teorije na koje se odnosi prva Gedelova teorema moraju da budu konzis-
tentne i aksiomatizabilne)

Sada prelazimo na dokaze glavnih teorema vezanih za teoriju Q.

Teorema 5.3. Bilo koja ∃-elementarna reqenica je taqna ako i samo ako
je teorema od Q.

Dokaz. Poxto su sve aksiome teorije Q taqne, iz teoreme o saglasnosti
dobijamo da su i sve teoreme od Q taqne. Druga strana ekvivalencije
zahteva vixe posla.

Qistom logikom je dokazivo m = m. Iz aksiome (Q1) je dokazivo
0 ̸= 1,0 ̸= 2,0 ̸= 3 . . . Iz aksiome (Q2) se dokazuje 1 = 2 ⇒ 0 = 1, 1 = 3 ⇒
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0 = 2 . . . Iz prethodna dva zapa�aǌa samo koriste�i logiku sledi da je
dokazivo 1 ̸= 2,1 ̸= 3 . . . Opet koriste�i (Q2) dobijamo 2 = 3 ⇒ 1 = 2,
2 = 4 ⇒ 1 = 3 . . . koriste�i i malopre dokazano 1 ̸= 2,1 ̸= 3 . . . , dobijamo
da je 2 ̸= 3,2 ̸= 4 . . . dokazivo. Nastavǉaju�i na isti mo�e se dokazati
m ̸= n kad god je m < n. Koriste�i simetriju jednakosti i qiǌenicu da
ako je m ̸= n va�i m < n ili m > n, mo�e se dokazati da je m ̸= n kad
god je m ̸= n.

Sada �elimo da poka�emo da kad god je m < n da je m < n dokazivo,
a kad god je m ≥ n da je ¬m < n dokazivo. Koriste�i (Q8) dobijamo
x < 1 ⇔ (x < 0 ∨ x ̸= 0), kako je (Q7) ¬x < 0 dobijamo x < 1 ⇔ x = 0,
iz qega sledi da je 0 < 1 dokazivo. Kako je 1 ̸= 0,2 ̸= 0 . . . dokazivo
qistom logikom iz toga i x < 1 ⇔ x = 0 dobijamo da je ¬1 < 1,¬2 <
1,¬3 < 1 dokazivo. Koriste�i (Q8) opet dobijamo x < 2 ⇔ (x < 1∨ x = 1)
koriste�i xta smo prethodno dokazali dobijamo x < 2 ⇔ (x = 0 ∨ x =
1), odavde se dobija da je 0 < 2,1 < 2 i ¬2 < 2,¬3 < 2 . . . dokazivo.
Nastavǉaju�i na ovaj naqin dobijamo da je za bilo koje m dokazivo:

x <m ⇐⇒ (x = 0 ∨ x = 1 ∨ · · · ∨ x <m− 1). (1)

Iz ovoga sledi da je m < n dokazivo kad god je m < n i da je ¬m < n
dokazivo kad god je m ≥ n.

Prelazimo sada na sabiraǌe i mno�eǌe, ciǉ nam je da doka�emo da
kad god je a+b = c da je a+b = c dokazivo. Pokaza�emo da je 2+3 = 5 ili
SS0+ SSS0 = SSSSS0 dokazivo. Koriste�i (Q4) dokazivo je redom:

SS0+ SSS0 = S(SS0+ SS0)

SS0+ SS0 = S(SS0+ S0)

SS0+ S0 = S(SS0+ 0).

Koriste�i (Q3) je SS0 + 0 = SS0 dokazivo, koriste�i ovo i vra�aju�i
se unazad kroz prethodne jednakosti dobijamo da je dokazivo:

SS0+ S0 = SSS0

SS0+ SS0 = SSSS0

SS0+ SSS0 = SSSSS0.

Ovaj metod se mo�e primeniti u opxtem sluqaju, pa dobijamo a + b = c
kad god je a + b = c. Na sliqan naqin se i u sluqaju mno�eǌa pokazuje
da je a · b = c dokazivo kad god je a · b = c.

Sada posmatrajmo slo�enije terme. Na primer, �elimo da je (1+ 2) ·
(3+4) = 21 dokazivo. Iz prethodnih razmatraǌa je 1+2 = 3, 3+4 = 7 i
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3·7 = 21 dokazivo. Odavde samo logikom dobijamo da je (1+2)·(3+4) = 21
dokazivo. Sliqno je za bilo koji zatvoreni term izgra�en od 0,S,+, ·
dokazivo koja mu je taqna vrednost. Pretpostavimo da dva terma s i
t imaju istu vrednost m. Dokazivo je s = m i t = m odakle je i s = t
dokazivo. Ako dva terma s i t imaju razliqite vrednosti m i n, dokazivo
je m ̸= n odakle je i s ̸= t dokazivo. Sliqno su dokazive i sve taqe
reqenice oblika s < t i ¬s < t. Ovime smo pokazali da su sve taqne
atomske i negirane atomske reqenice dokazive.

Sada prelazimo na slo�enije reqenice od atomskih. Prvo, dupla
negacija reqenice dokaziva je ako je reqenica dokaziva. Konjunkcija
dve reqenice je dokaziva ako su oba konjukta dokaziva, disjunkcija dve
reqenice je dokaziva ako je bar jedan disjunkt dokaziv. Negacija kon-
junkcije je dokaziva ako je negacija bar jednog konjukta dokaziva, ne-
gacija disjunkcije je dokaziva ako su negacije oba disjunkta dokazive.
Kako su sve taqne atomske i negirane atomske reqenice dokazive, doka-
zive su i sve taqne reqenice oblika:

¬S1, ¬¬S1, S1 ∧ S2, S1 ∨ S2, ¬(S1 ∧ S2), ¬(S1 ∨ S2)

gde su S1 i S2 atomske ili negirane atomske reqenice. Ponavǉaǌem
ovakvog razmatraǌa na reqenice sa vixe negacija, konjunkcija i dis-
junkcija dobija se da su sve taqne reqenice bez kvantifikatora dokazive.

U sluqaju ograniqene kvantifikacije, koriste�i (1), imamo da je za
bilo koju formulu φ(x) dokazivo:

∀x <m φ(x) ⇐⇒ (φ(0) ∧ φ(1) ∧ · · · ∧ φ(m− 1)),

∃x <m φ(x) ⇐⇒ (φ(0) ∨ φ(1) ∨ · · · ∨ φ(m− 1)).

Ovako je svaka ograniqena kvantifikacija formule bez kvantifikatora
dokazivo ekvivalentna reqenici bez kvantifikatora, a ova reqenica je
po proxlom paragrafu dokaziva ako je taqna. Sliqnim argumentovaǌem
je i svaka taqna reqenica dobijena negacijom, disjunkcijom, konjukcijom
i ograniqenom kvantifikacijom atomskih formula dokaziva. Drugim
reqima svaka taqna elementarna formula je dokaziva.

Konaqno posmatrajmo taqnu ∃-elementarnu reqenicu ∃xφ(x). Kako
je ona taqna postoji neko a za koje je φ(a) taqno. Kako je φ(a) taqna,
elementarna reqenica ona je dokaziva, a kako je dokazivo φ(a) dokazivo
je i ∃xφ(x).

Kako bi dokazali da su sve rekurzivne funkcije reprezentabilne u
Q potrebne su nam slede�e dve teoreme.
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Teorema 5.4. Svaka elementarna funkcija je reprezentabilna u Q i to
elementarnom formulom.

Dokaz. Iz aksioma (Q7) i (Q8) prethodno smo dokazali:

x <m ⇔ (x = 0 ∨ x = 1 ∨ · · · ∨ x = m− 1), (1)

sliqno tome se iz aksioma (Q9) i (Q10) se mo�e pokazati:

m < x⇔ (x ̸= 0 ∧ x ̸= 1 ∧ · · · ∧ x ̸= m). (2)

Kao posledicu (1) i (2) imamo x <m ∨ x = m ∨ x >m.
Sada neka je f unarna elementarna funkcija (dokaz za funkcije druge

arnosti je isti) i neka elementarna formula φ(x, y) aritmetiqki defi-
nixe funkciju f . Koristimo φ kako bi napravili novu elementarnu
formulu ψ koja reprezentuje f u teoriji Q. Za formulu ψ(x, y) uze�emo:

φ(x, y) ∧ ∀z < y¬φ(x, z).

Prvo, moramo da poka�emo da ako je f(a) = b onda je ψ(a, b) teorema od
Q. Kako je φ(a, b) taqno i kako je ¬φ(a, c) taqno za svako c ̸= b dobijamo
da je i φ(a, b) ∧ ∀z < b¬φ(a, z) taqno, to jest ψ(a, b) je taqno. Koriste�i
qiǌenicu da je ψ(x, y) elementarna formula i Teoremu 5.3 dobijamo da
je ψ(a, b) dokazivo, tj. da je teorema teorije Q.

Drugo, moramo da poka�emo da je ∀y(y ̸= b ⇒ ¬ψ(a, y)) teorema od Q.
Raspisuju�i ψ treba da doka�emo:

∀y(y ̸= b ⇒ ¬(φ(a, y) ∧ ∀z < y¬φ(a, z))). (3)

Formula (3) je logiqki ekvivalentna sa:

∀y(φ(a, y) ⇒ (y = b ∨ ∃z < yφ(a, z)). (4)

Zapravo, dovoǉno bi bilo da doka�emo:

∀y(φ(a, y) ⇒ (y = b ∨ b < y)) (5)

Jer (5) zajedno sa φ(a, b) logiqki implicira (4). Primetimo da

∀y(y <m ∨ y = m ∨m < y) i ∀y < b¬φ(a, y),

logiqki impliciraju (5).
Ovime je dokazano da su ψ(a, b) i ∀y(y ̸= b ⇒ ¬ψ(a, y)) teoreme Q, iz

qega sledi da ψ reprezentuje f u Q.
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Teorema 5.5. Kompozicija dve elementarne funkcije je reprezentabilna u
Q i to ∃-elementarnom formulom.

Dokaz. Neka su f i g dve unarne elementarne funkcije (dokaz za funkcije
druge arnosti je sliqan) i neka ih u Q reprezentuju redom formule φf i
φg. Neka je h(x) = g(f(x)), tvrdimo da slede�a formula φh reprezentuje
h u Q:

∃y(φf (x, y) ∧ φg(y, z)).

Neka je f(a) = b i c = h(a) = g(f(a)) = g(b). Kako je f(a) = b i kako φf

reprezentuje f slede�a formula je teorema Q:

∀y (φf (a, y) ⇐⇒ y = b). (1)

Kako je g(b) = c i kako φg reprezentuje g slede�a formula je teorema Q:

∀z (φg(b, z) ⇐⇒ z = c). (2)

Da bi pokazali da φh reprezentuje h treba da doka�emo da je:

∀z(∃y(φf (a, y) ∧ φg(y, z)) ⇐⇒ z = c), (3)

teorema teorije Q. Me�utim, (1) i (2) logiqki impliciraju (3), qime
je dokaz zavrxen.

Sada smo u poziciji i da doka�emo slede�u va�nu teoremu.

Teorema 5.6.

(a) Sve rekurzivne funkcije su reprezentabilne u Q i to ∃-elementarnim
formulama

(b) Svaka rekurzivna relacija je definabilna u Q i to ∃-elementarnom
formulom.

Dokaz. Deo pod (a) odmah sledi iz Leme 5.3 i Teorema 5.4 i 5.5.
(b) Neka je R rekurzivan skup i f ǌegova karakteristiqna funkcija.
Neka ∃-elementarna formula ∃tφ(x, y, t) reprezentuje f u Q. Ako je broj
n u skupu R onda je f(n) = 1 i Q dokazuje ∃tφ(n,1, t). Ako n nije u skupu
R onda je f(n) = 0 i Q dokazuje:

∀y(y ̸= 0 ⇒ ¬∃tφ(n, y, t)),

posebno za y = 1, Q dokazuje ¬∃tφ(n,1, t). Sledi da formula ∃tφ(x,1, t)
definixe skup R u teoriji Q. Dokaz za rekurzivne relacije bilo koje
arnosti je sliqan.
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Ovime smo dokazali sve potrebne rezultate za analizu prve Gedelove
teoreme o nepotpunosti, me�utim za drugu teoremu o nepotpunosti �e
nam biti potrebna teorija jaqa od Q.

5.3 Peanova aritmetika

U prethodnom odeǉku definisali smo teoriju minimalne aritmetike
Q, napomenuli smo i da Q ne mo�e da doka�e neke vrlo jednostavne
∀-elementarne reqenice. Najoqigledniji naqin da se ovaj nedostatak
ispravi je da na neki naqin dodamo indukciju u naxu teoriju Q. S tim
u vidu definisa�emo novi beskonaqan (ali primitivno rekurzivan) skup
aksioma. Uzimamo da su sve reqenice slede�eg oblika aksiome:

∀y1 · · · ∀yk((A(0) ∧ ∀x(A(x) =⇒ A(Sx))) =⇒ ∀xA(x)),

gde je A(x) formula koja nema druge slobodne promenǉive osim x, y1, . . . , yk.

Peanova aritmetika PA je teorija koja se dobija dodavaǌem gore
navedenog beskonaqnog skupa aksioma na aksiome minimalne aritmetike
Q. Na primer slede�e dve reqenice su aksiome PA:

((0+ 0 = 0+ 0 ∧
∀x(0+ x = x+ 0 =⇒ 0+ Sx = Sx+ 0)) =⇒ ∀x(0+ x = x+ 0))

i

((1+ 0 = 0+ 1 ∧
∀x(1+ x = x+ 1 =⇒ 1+ Sx = Sx+ 1)) =⇒ ∀x(1+ x = x+ 1)).

Teorija PA je znatno jaqa od minimalne aritmetike Q. Sada je iz
aksioma PA dokaziva reqenica ∀x∀y(x + y = y + x). Zapravo, teorija
PA je dovoǉna jaka da doka�e sve klasiqne rezultate teorije brojeva,
ukǉuquju�i i tvr�eǌa poput teoreme o prostim brojevima, qiji stan-
dardni dokazi koriste kompleksnu analizu.
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U prethodnim poglavǉima uveli smo praktiqno svu teoriju potrebnu
za razumevaǌe Gedelovih teorema o nepotpunosti, tako da sada mo�emo
pre�i na ǌihovu analizu.

Prvo dokazujemo dijagonalnu lemu, koja igra kǉuqnu ulogu u dokazu
prve teoreme o nepotpunosti. Zatim, prelazimo na same teoreme o nepot-
punosti i govorimo nexto vixe o ǌima i ǌihovim posledicama na ma-
tematiku i filozofiju matematike.

6.1 Dijagonalna lema

Iz rezultata poglavǉa o reprezentabilnosti rekurzivnih funkcija za-
kǉuqujemo da mo�emo da ”priqamo” o rekurzivnim funkcijama unutar
formalnih teorija aritmetike. Iz rezultata poglavǉa o aritmeti-
zaciji sintakse zakǉuqujemo da mo�emo da ”priqamo” o reqenicama i
dokazima formalne teorije koriste�i rekurzivne funkcije. Spajaju�i
ova dva zapa�aǌa, mo�emo da ”priqamo” o reqenicama i dokazima unu-
tar formalne teorije aritmetike.

Kǉuqna lema potrebna za dokazivaǌe teorema o nepotpunosti jeste
dijagonalna lema. U svom radu iz 1931. godine Kurt Gedel je dokazao
samo ǌen specijalni sluqaj, dok je Rudolf Karnap bio prvi koji je doka-
zao ǌen opxti oblik.

U poglavǉu o aritmetizaciji sintakse definisali smo kod za svaki
izraz A jezika aritmetike, ovaj kod zva�emo Gedelovim brojem za izraz
A. Ako je a Gedelov broj izraza A onda numeral a (S . . .S0 gde se S
pojavǉuje a puta) zovemo Gedelovim numeralom izraza A i obele�avamo
ga sa ⌜A⌝.

Definicija 6.1. Dijagonalizacija proizvoǉnog izraza A je izraz:

∃x(x = ⌜A⌝ ∧ A).

45
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Iako ova definicija ima smisla za proizvoǉne izraze nas �e na-
jvixe zanimati sluqaj kada je A zapravo formula A(x), sa samo jednom
slobodnom promenǉivom x. U sluqaju da je A takva formula, ǌena di-
jagonalizacija �e biti logiqki ekvivalentna reqenici A(⌜A⌝).

Lema 6.1 (Dijagonalna lema). Neka je T teorija koja sadr�i teoriju
minimalne aritmetike Q, onda za svaku formulu B(y) postoji reqenica
G takva da je ⊢T G⇔ B(⌜G⌝).

Dokaz. Doka�imo prvo da postoji primitivno rekurzivna funkcija diag
koja za Gedelov broj izraza A uzima vrednost Gedelovog broja dijago-
nalizacije od A. Lako se vidi da va�i:

diag(a) = exquant(v, conj(j ∗ l ∗ v ∗ z ∗ num(a) ∗ r, a)),

gde je v kod za promenǉivu x, a slova j, l, z, r redom kodovi za znak
jednakosti, levu zagradu, zarez i desnu zagradu.

Ako teorija T sadr�i Q, onda je po Teoremi 5.6 funkcija diag repre-
zentabilna u T . Neka formula Diag(x, y) reprezentuje diag(x) u teoriji
T , to jest ako je diag(m) = n onda je i ⊢T ∀y(Diag(m, y) ⇔ y = n).

Neka je A(x) formula ∃y(Diag(x, y)∧B(y)) i neka je a Gedelov broj for-
mule A(x) i a ǌen Gedelov numeral. Definiximo jox G kao reqenicu:

∃x(x = a ∧ ∃y(Diag(x, y) ∧B(y))).

Zapravo G je ∃x(x = a ∧ A(x)), xto je upravo dijagonalizacija od A(x) i
logiqki je ekvivalentna sa A(a). Raspisuju�i reqenicu A(a) dobijamo
∃y(Diag(a, y) ∧ B(y)). Odavde je ekvivalencija G ⇔ ∃y(Diag(a, y) ∧ B(y))
logiqka (to jest taqna u svakoj interpretaciji) i samim tim je po Gede-
lovoj teoremi o potpunosti dokaziva u svakoj teoriji. Dakle imamo:

⊢T G⇔ ∃y(Diag(a, y) ∧B(y)). (1)

Neka je sad g Gedelov broj reqenice G i neka je g ǌen Gedelov numeral.
Zbog toga xto je G dijagonalizacija od A(x) imamo diag(a) = g, iz qega
sledi:

⊢T ∀y(Diag(a, y) ⇔ y = g). (2)

Daǉe iz (1) i (2) dobijamo:

⊢T G⇔ ∃y(y = g ∧B(y)).
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Poxto je ∃y(y = g ∧B(y)) logiqki ekvivalentno sa B(g) dobijamo:

⊢T B(g) ⇔ ∃y(y = g ∧B(y)).

Konaqno imamo:
⊢T G⇔ B(g)

ili drugim reqima ⊢T G⇔ B(⌜G⌝), xto je i trebalo dokazati.

Lema 6.2. Neka je T konzistentna teorija koja sadr�i Q. Skup Gedelovih
brojeva svih teorema teorije T nije definabilan u T .

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da formula τ(x) definixe skup GT Gede-
lovih brojeva teorema teorije T . Po dijagonalnoj lemi postoji reqenica
G za koju va�i:

⊢T G⇔ ¬τ(⌜G⌝).

Neka je g Gedelov broj reqenice G. Doka�imo prvo da G mora biti
teorema od T . Pretpostavimo da G nije teorema teorije T to jest g ̸∈ GT ,
kako τ(x) definixe skup GT u teoriji T imamo ⊢T ¬τ(⌜G⌝). Ali kako je
⊢T G⇔ ¬τ(⌜G⌝) dobijamo da je ⊢T G.

Kako je G teorema od T imamo g ∈ GT , a opet iz toga xto τ(x) definixe
skup GT imamo i ⊢T τ(⌜G⌝). Ali onda iz ⊢T G⇔ ¬τ(⌜G⌝) dobijamo ⊢T ¬G.
Kako smo dokazali da je ⊢T G i ⊢T ¬G dobijamo da je T nekonzistentna
teorija, kontradikcija.

6.2 Prva teorema o nepotpunosti

6.2.1 Egzistencijalni dokaz

Prvi dokaz koji dajemo je qisto egzistencijalne prirode. Sva ǌegova
te�ina nalazi se u rezultatima koje smo ve� pokazali.

Teorema 6.1 (Gedelova prva teorema o nepotpunosti).
Ako je T konzistentna, aksiomatizabilna teorija koja sadr�i teoriju
minimalne aritmetike Q, onda je T nepotpuna teorija.

Dokaz. Kako T sadr�i Q iz Leme 6.2 dobijamo da skup teorema T nije de-
finabilan u T . Me�utim, po Teoremi 5.6(b) su svi rekurzivni skupovi
definabilni u T , iz qega sledi da skup teorema od T nije rekurzivan.
Sada iz kontrapozicije Teoreme 4.5 odmah dobijamo da je T nepotpuna
teorija.
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Qesto se sre�e i ovaj maǌe precizan oblik teoreme: Bilo koji for-
malni sistem koji je ”dovoǉno jak” je nepotpun ako je konzistentan. Pod
”formalan sistem” misli se na teoriju (ne nu�no aritmetike) qije se
teoreme mogu dokazati polaze�i od efektivno odluqivog skupa aksioma
(ili samo rekurzivnog skupa uz prihvataǌe Qerqove teze). Iz naxe for-
mulacije teoreme vidimo da je dovoǉno da teorija sadr�i Q da bi bila
”dovoǉna jaka”. Kako je Q ”slaba” teorija ovaj rezultat o nepotpunosti
je utom sna�niji.

Prirodno se postavǉa pitaǌe da li se ova teorema mo�e primeniti
na formalne sisteme koji nisu definisani u jeziku aritmetike. Na
primer, da li je nepotpuna Zermelo-Fraenkelova teorija skupova sa
aksiomom izbora, poznata kao ZFC, u kojoj se skoro sva moderna mate-
matika mo�e formalizovati. Generalno, xta treba da va�i da bi se
rezultati ove teoreme primenili na druge konzistentne formalne si-
steme je da se aksiome teorije Q mogu ”prevesti” u posmatranu teoriju.
Na primer aksioma (Q8), ∀x∀y(x < Sy ⇔ (x < y ∨ x = y)) bi prevo�eǌem u
jezik te teorije trebalo da izra�ava isto svojstvo prirodnih brojeva,
i mogla bi izgledati ovako:

∀x∀y(N(x) ∧N(y) ∧ (L(x, S(y)) ⇔ (L(x, y) ∨ x = y))),

gde unarna relacija N(x) izra�ava ”x je prirodan broj”, binarna rela-
cija L(x, y) izra�ava ”x je maǌe od y” i funkcija S(y) izra�ava funkciju
sledbenika. Uz strogo definisaǌe pojma ”prevo�eǌa” (u koje mi ne
ulazimo) Gedelovu prvu teoremu o nepotpunosti mo�emo primeniti i
na sve ”dovoǉno jake” formalne sisteme, a ne samo na teorije jezika
aritmetike. Konkretno, teorija ZFC jeste nepotpuna.

6.2.2 Gedelov dokaz

Definicija 6.2. Reqenica S je neodluqiva u teoriji T ako ni S ni ne-
gacija od S nisu dokazive u teoriji T tj. ako ̸⊢T S i ̸⊢T ¬S.

Ako nije drugaqije navedeno podrazumevamo da je T konzistentna ak-
siomatizabilna teorija koja sadr�i Q.

Nax prvi dokaz nam me�utim ne daje nijedan konkretan primer neod-
luqive reqenice za teoriju T , ve� samo tvrdi da takva reqenica postoji.
Gedel je 1931. godine u ovom pogledu otixao korak daǉe i eksplicitno
konstruisao jednu neodluqivu reqenicu (za formalni sistem Principia
Mathematica). Danas ovu i druge ǌoj sliqne neodluqive reqenice zovemo
Gedelove reqenice.
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Prvo, re�i �emo da je reqenica osporiva u teoriji T ako je ǌena ne-
gacija dokaziva u T . Daǉe, pozivaju�i se na Teoremu 4.4 dobijamo da je
skup reqenica koji je dokaziv (osporiv) polaze�i od datog rekurzivnog
skupa aksioma rekurzivno nabrojiv. Odavde koriste�i qiǌenicu da su
svi rekurzivni skupovi definabilni ∃-elementarnim formulama u T do-
bijamo da postoje formule PrvT (x) i DisprvT (x) redom oblika ∃yPrfT (x, y)
i ∃yDisprfT (x, y), gde su PrfT (x, y) i DisprfT (x, y) elementarne formule, i
za koje je ⊢T A ako i samo ako je PrvT (⌜A⌝) taqno u standardnoj inter-
pretaciji. Odavde je i ⊢T A ako i samo ako je za neki broj b, PrfT (⌜A⌝, b)
taqno, ili xta je za elementarne reqenice ekvivalentno, dokaziva u Q,
to jest u T . Sliqno za DisprvT (x) i DisprfT (x, y). Ako je PrfT (⌜A⌝, b) taqno
mo�e se re�i da ”broj b svedoqi dokazivosti od A”.

Po dijagonalnoj lemi postoji reqenica GT za koju va�i:

⊢T GT ⇔ ¬∃yPrfT (⌜GT⌝, y).

Ovo je Gedelova reqenica za teoriju T . ǋena neodluqivost poqiva na
samoreferenciji i mo�e se povu�i paralela sa paradoksom la�ǉivca.
Ovaj navodni paradoks proizilazi iz slede�e reqenice: ”Ova reqenica
je netaqna”. Rezonuju�i dobijamo da je ova reqenica taqna samo ako je
netaqna i da je netaqna samo ako je taqna. Mi u naxoj definiciji istine
me�utim nismo davali istinitosne vrednosti proizvoǉnim reqenicama
prirodnog jezika, ve� samo vaǉano formiranim formulama bez slobod-
nih promenǉivih. Tako da prethodni ”paradoks” nama ne predstavǉa
nikakav problem. Gedel je me�utim uspeo da na jedan indirektan naqin
ubaci samoreferenciju u naxu formalnu teoriju.

Qesto se mo�e quti da Gedelova reqenica ”ka�e za samu sebe da je
nedokaziva”, mada ovakav opis mo�e biti koristan za razumevaǌe Gede-
love reqenice treba mu pri�i sa dozom rezervisanosti. Ako bi u opxtem
sluqaju ispisali reqenicu GT , teorije T , dobili bismo vrlo dugaqku
formulu bez nekog jasnog znaqeǌa.

Pre nego xto damo dokaz prve teoreme o nepotpunosti u Gedelovom
duhu treba nam jox pojam ω-konzistentnosti.

Definicija 6.3. Teorija T je ω-inkonzistentna ako i samo ako je za neku
formulu F (x), ⊢T ∃xF (x) ali je i za svaki pojedinaqni prirodan broj n, ⊢T

¬F (n). Teorija je ω-konzistentna ako i samo ako nije ω-inkonzistentna.

Napomenimo jox da ω-konzistentnost implicira konzistentnost.

Teorema 6.2. Ako je T , ω-konzistentna, aksiomatizabilna teorija koja
sadr�i Q, onda je Gedelova reqenica GT neodluqiva u T .
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Dokaz. Pretpostavimo da je GT dokaziva u T , tj. ⊢T GT . Odavde je
∃-elementarna reqenica ∃yPrfT (⌜GT⌝, y), taqna a po Teoremi 5.3 onda
i dokaziva u T . Ali kako je GT Gedelova reqenica va�i ⊢T GT ⇔
¬∃yPrfT (⌜GT⌝, y). Odavde samo logikom dobijamo ⊢T ¬GT , ali je T onda
inkonzistentna teorija, xto implicira da je i ω-inkonzistentna, kon-
tradikcija.

Pretpostavimo da je GT osporiva u T , tj. ⊢ ¬GT . Onda je reqenica
∃yPrfT (⌜GT⌝, y) dokaziva u T . Iz konzistentnosti teorije T dobijamo da
onda GT ne mo�e biti dokaziva u T . Zbog toga za bilo koje n, elemen-
tarna reqenica ¬PrfT (⌜GT⌝,n) mora biti taqna, a samim tim i dokaziva
u T . Dobili smo da je T , ω-inkonzistentna teorija, kontradikcija.

Ovime smo dokazali da T ne dokazuje, niti osporava GT iz qega sledi
da je GT neodluqiva reqenica.

Neka je teorija T kao u prethodnoj teoremi. Mo�emo oti�i i korak
daǉe i pokazati da je Gedelova reqenica GT , taqna u standardnoj inter-
pretaciji. Pregledom dokaza dijagonalne leme, vidimo da je ekvivalen-
cija GT ⇔ ¬∃yPrfT (⌜GT⌝, y) zapravo taqna u standardnoj interpretaciji.
Pretposativmo sada da je Gedelova reqenica netaqna. Odavde sledi
da je reqenica ¬∃yPrfT (⌜GT⌝, y) tako�e netaqna, to jest da je reqenica
∃yPrfT (⌜GT⌝, y) taqna. Me�utim, kako je ova reqenica ∃-elementarna, ako
je taqna onda je i dokaziva (Teorema 5.3). Ali onda iz:

⊢T ¬GT ⇔ ∃yPrfT (⌜GT⌝, y)

i ⊢T ∃yPrfT (⌜GT⌝, y) sledi i da je ⊢T ¬GT dokaziva. Ovo je u kontradik-
ciji sa prvom Gedelovom teoremom o nepotpunosti, dakle naxa pret-
postavka je bila netaqna. Sledi da je GT taqna reqenica u standardnoj
interpretaciji.

Iz Gedelove teoreme o potpunosti dobijamo da onda moraju da postoje
nestandardne interpretacije jezika aritmetike u kojima je reqenica GT

netaqna (da ovo nije sluqaj Gedelova reqenica bi bila dokaziva). U
tim interpretacijama je dakle taqna reqenica ∃yPrfT (⌜GT⌝, y) i samim
tim mora postojati neki broj y koji svedoqi dokazivosti GT . Me�u-
tim, mi znamo da nijedan standardni broj (0,1,2,3...) ne zadovoǉava
taj uslov. Dakle, svaka interpretacija u kojoj je Gedelova reqenica
netaqna mora sadr�ati nestandardne ”beskonaqne” brojeve koji dolaze
posle svih prirodnih brojeva.

Xta ako samo dodamo ovu reqenicu GT kao novu aksiomu teorije T ,
zar ne�emo tako popraviti ovu ”rupu”? Odgovor je ne. Nova teorija T ∗

�e tako�e biti nepotpuna (ako je ω-konzistentna). Gedelova reqenica
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teorije T ∗ uopxte ne bi bila ista kao reqenica GT . Ovo sledi iz toga
xto PrfT (x, y) i PrfT∗(x, y) nisu iste formule, na primer ∃yPrfT (⌜GT⌝, y)
je netaqno, dok je ∃yPrfT∗(⌜GT⌝, y) taqno. Dakle, ne samo da je takva
teorija T nepotpuna, ve� je u odre�enom smislu i neupotpuǌiva.

Poboǉxaǌe prethodne teoreme dao je Barkli Roser 1936. godine.
Pretpostavka ω-konzistentnosti mo�e se zameniti slabijom pretpostav-
kom konzistentnosti ako umesto Gedelove, doka�emo neodluqivost Rose-
rove reqenice. Roserova reqenica RT tako�e se dobija dijagonalnom
lemom i to na slede�i naqin:

⊢T RT ⇔ ∀y(Prf (⌜RT⌝, y) ⇒ ∃z < yDisprf (⌜RT⌝, z)).

Ova reqenica ”ka�e za samu sebe da ako postoji svedok ǌenoj dokazivost,
postoji i maǌi svedok ǌenoj osporivosti”.

Teorema 6.3 (Gedel-Roserova teorema). Ako je T konzistentna, aksi-
omatizabilna teorija koja sadr�i Q onda je Roserova reqenica RT neod-
luqiva u T .

Dokaz ove teoreme suxtinski je sliqan dokazu neodluqivosti Gede-
love reqenice, s tim xto je malo komplikovaniji.

Do sada smo kontruisali dva primera neodluqivih reqenica, me-
�utim ova tvr�eǌa su u neku ruku vrlo ”vextaqka” i nisu nexto s
qime bi se matematiqari tipiqno susreli. I daǉe bismo mo�da mogli
naivno da se nadamo da su sva ”prirodna”1 tvr�eǌa koja bi matema-
tiqare mogla interesovati, dokaziva u nekoj teoriji kao xto je PA.
Ipak, postoje primeri vrlo ”prirodnih” tvr�eǌa koja su neodluqiva u
PA. Na primer, Gudxtajnova teorema, koja tvrdi da odre�eni nizovi
prirodnih brojeva posle nekog trenutka dolaze do broja 0, je neodluqiva
u PA, mada se mo�e dokazati u nexto jaqim teorijama.2

Gedelova prva teorema o nepotpunosti nam dakle govori da ne postoji
aksiomatizabilna i konzistentna formalna teorija u kojoj bi mogli
da doka�emo sve istine aritmetike. Bitna posledica ovoga je da do-
kazivost (u nekom formalnom sistemu) i istinitost (u nekoj inter-
pretaciji) nikako nisu ista stvar.

1Xta bi bilo ”prirodno”, a xta ”vextaqko” tvr�eǌe nije jasno definisano. Gede-
lova reqenica izra�ava neku zakonitost me�u prirodnim brojevima i u tom pogledu
jednaka je bilo kom drugom tvr�enu o ovim brojevima.

2Za jox jedan primer pogledati Paris-Haringtonovu teoremu.
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6.3 Druga teorema o nepotpunosti

Druga Gedelova teorema o nepotpunosti nam govori da je reqenica koja
izra�ava konzistentnost teorije PA (ili bilo koje teorije koja sadr�i
ovu) nedokaziva unutar PA, uz pretpostavku da ova teorija jeste konzis-
tentna.

Rekli smo da je teorija T konzistentna ako nisu sve reqenice dokazive
u ǌoj. Ovo je ekvivalentno sa mnogim drugim uslovima, kao na primer
da ni za jednu reqenicu S nije dokazivo S i ¬S. Ako teorija T sadr�i Q
(kao na primer PA) onda kao uslov da je T konzistentna teorija mo�emo
uzeti da T ne dokazuje 0 = 1. Ve� znamo iz aksiome (Q1) da Q dokazuje
0 ̸= 1, iz ovoga sledi da ako T dokazuje i 0 = 1 da je onda nekonzistentna
teorija. Tako�e ako je T nekonzistentna teorija onda sigurno dokazuje
i 0 = 1. Zakǉuqujemo da je teorija T koja sadr�i Q konzistentna ako
i samo ako 0 = 1 nije dokazivo u T . Reqenicu ¬PrvT (⌜0 = 1⌝) zovemo
reqenica konzistentnosti teorije T i mo�emo re�i da u odre�enom
smislu ona izra�ava konzistentnost teorije T .

Teorema 6.4 (Gedelova druga teorema o nepotpunosti ). Ako je T konzis-
tentna, aksiomatizabilna teorija koja sadr�i PA, onda je reqenica kon-
zistentnosti nedokaziva u T .

Na�alost, nismo u poziciji da damo kompletan dokaz ove teoreme. Ne
zbog te�ine ideja potrebnih za ǌen dokaz, ve� zbog gomile rutinskih
provera koje su u ǌenom izvo�eǌu neophodne. Dodatno opravdaǌe za
ovo je da i Gedel u radu iz 1931. godine daje samo skicu dokaza, a da
prvi kompletan dokaz objavǉuju Hilbert i Bernajs tek 1939. godine.
Ipak, skica dokaza koju sada dajemo je i daǉe korisna za razumevaǌe
ovog va�nog rezultata.

U dokazu Teoreme 6.2, vidimo da je dovoǉna pretpostavka da je T
konzistentna teorija da bi dokazali da je Gedelova reqenica nedokaziva
u T . To jest ako 0 = 1 nije dokazivo u T , onda ni GT nije dokazivo. Tako
da je slede�a reqenica taqna:

¬PrvT (⌜0 = 1⌝) ⇒ ¬PrvT (⌜GT⌝).

Xta je sada kǉuqno je da se dokaz Teoreme 6.2 mo�e formalizovati u
teoriji PA i samim tim u svakoj teoriji T koja je sadr�i. Dakle imamo:

⊢T ¬PrvT (⌜0 = 1⌝) ⇒ ¬PrvT (⌜GT⌝).
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Kako je GT Gedelova reqenica imamo i:

⊢T GT ⇔ ¬PrvT (⌜GT⌝).

Odavde sledi:
⊢T ¬PrvT (⌜0 = 1⌝) ⇒ GT .

Sada vidimo da ako bi imali ⊢T ¬PrvT (⌜0 = 1⌝), imali bi i ⊢T GT , xto
je u kontradikciji sa Teoremom 6.2. Dakle reqenica konzistentnosti je
nedokaziva u T .

Kǉuqan detaǉ koji nam fali je dokaz da se Teorema 6.2 mo�e for-
malizovati u PA. Gedelovi naslednici su analizirali koja svojstva
predikata dokazivosti PrvT su nam potrebna za dokaz druge teoreme o
nepotpunosti. Ispostavǉa se da ne moramo formalizovati celu Teo-
remu 6.2 ve� samo neke kǉuqne qiǌenice vezane za PrvT . Ilustracije
radi, navodimo slede�u lemu, pomo�u koje se bez previxe muke (mada i
daǉe daleko od trivijalno) mo�e dokazati Teorema 6.4.

Lema 6.3. Neka je T konzistentna, aksiomatizabilna teorija koja sadr�i
PA. Onda za sve reqenice A i B va�i:

(P1) Ako ⊢T A onda ⊢T PrvT (⌜A⌝)

(P2) ⊢T PrvT (⌜A⇒ B⌝) ⇒ (PrvT (⌜A⌝) ⇒ PrvT (⌜B⌝)).

(P3) ⊢T PrvT (⌜A⌝) ⇒ PrvT (⌜PrvT (⌜A⌝)⌝).

Filozofske posledice druge teoreme o nepotpunosti su mnogobrojne.
Ipak, mo�da istorijski najva�nija je tvrdǌa da ova teorema pokazuje
da Hilbertov program nije ostvariv.

Kada se ispostavilo da su rani pokuxaji da se napravi opxirna i
sveobuhvatna formalizacija osnova matematike bili puni paradoksa i
nekonzistentnosti, jedan od najznaqajnijih matematiqara proxlog veka,
David Hilbert, predlo�io je plan (program) koji je za ciǉ imao da
rexi probleme u osnovama matematike. Hilbert je predlagao da se za
osnovu matematike uzme jedan formalan (aksiomatski) sistem, za koji
bi koriste�i se samo finitarnom matematikom mogli da doka�emo da
je konzistentna i tako�e da konzistentnost jaqih sistema bude posled-
ica dokazane konzistentnosti slabijeg sistema. Ne postoji opxte pri-
hva�ena definicja finitarne matematike, me�utim generalno se sma-
tra da ona podrazumeva maǌe od celokupne Peanove aritmetike, PA.
Hilbert nije hteo da odbaci svu matematiku koja se poziva na beskona-
qnosti, ve� je hteo da kroz neosporivu, finitarnu matematiku opravda
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ǌeno korix�eǌe. Dakle, ugrubo govore�i Hilbert je hteo da konzis-
tentnost formalnih sistem jaqih od PA doka�e pomo�u formalnih sis-
tema slabijih od PA.

Gedelova druga teorema o nepotpunosti, me�utim dokazuje da ni cela
teorija PA ne mo�e dokazati konzistentnost ǌe same, a kamoli teorija
jaqih od ǌe (poput ZFC). Dakle, Hilbertov program, barem obliku u
kom ga je sam Hilbert zamislio, ne mo�e se ostvariti.

6.4 Pogrexna tumaqeǌa

Gedelove teoreme o nepotpunosti jedne su od najpoznatijih tvr�eǌa lo-
gike i slavu u�ivaju ne samo me�u matematiqarima i filozofima, ve� i
u xiroj javnosti. Delom verovatno i zato xto se ova tvr�eǌa na jedan
ne sasvim precizan naqin mogu formulisati i naizgled razumeti bez
nekog znaqajnog predznaǌa. Iz ovih razloga, postoje brojna pogrexna
ili barem delom pogrexna tumaqeǌa Gedelovih teorema.

U ovom odeǉku dodatno �emo pojasniti xta Gedelove teoreme zapravo
dokazuju i analizirati neka pogrexna tumaqeǌa.

Fokusirajmo se za poqetak na prvu teoremu o nepotpunosti. Naxa
formulacija iste je glasila:

Ako je T konzistentna, aksiomatizabilna teorija koja sadr�i teoriju
minimalne aritmetike Q, onda je T nepotpuna.

Naglasimo da su sve pretpostavke o teoriji T neizostavne, u smislu da
bez ijedne od ǌih teorema ne bi va�ila.

1.(Konzistentnost) Ako teorija T nije konzistentnna onda su sve
reqenice dokazive u ǌoj, pa je onda T trivijalno potpuna teorija.

2.(Aksiomatizabilnost) Posmatrajmo teoriju TA koja kao aksiome
sadr�i sve istinite reqenice (u standardnoj interpretaciji), ova te-
orija je opet trivijalno potpuna. Me�utim, ona nije aksiomatizabilna.
Teorija TA je konzistentna i sadr�i Q, pa po Lemi 6.2, skup Gede-
lovih brojeva teorema od TA nije definabilan u TA. Ali kako su svi
rekurzivni skupovi definabilni u TA i kako su teoreme od TA zapravo
i ǌene aksiome to sledi da ovaj skup aksioma nije rekurzivan, to jest
TA nije aksiomatizabilna.

3.(Sadr�i Q) Kao primere netrivijalnih teorija koje ne sadr�e Q
i potpune su, pogledati Presburgerovu aritmetiku ili teoriju real-
nih zatvorenih poǉa (RCF). Napomenimo da jezik aritmetike LA, nije
zvaniqan jezik ovih teorija.
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Jedno od najqex�ih pogrexnih tumaqeǌa Gedelove prve teoreme je
slede�e:

”Gedelova prva teorema o nepotpunosti pokazuje da postoje istine
aritmetike koje nisu dokazive.”

Problem s ovim tumaqeǌem je da se poziva na dokazivost u apsolut-
nom smislu. Ne postoji nijedna istina aritmetike, koja apsolutno nije
dokaziva. Za bilo koju taqnu reqenicu S mo�emo dodati S kao dodatnu
aksiomu teorije PA, i time dobiti teoriju u kojoj je S trivijalno
dokazivo. Naravno, ovakav ”dokaz” ne zadovoǉava naxu matematiqku
intuiciju, ali ilustruje qiǌenicu da ne postoje nedokazive istine u
apsolutnom smislu. Iako je Gedelova reqenica za konzistentnu, aksi-
omatizabilnu teoriju T koja sadr�i Q nedokaziva u toj teoriji, to ne
znaqi da se ona ne mo�e dokazati u jaqim teorijama. Na primer, Gede-
lova reqenica teorije PA je dokaziva u ZFC.

Qesta je i tvrdǌa da Gedelove teoreme opovrgavaju filozofiju me-
hanicizma, to jest da pokazuju da ǉudski um beskonaqno prevazilazi
svaku maxinu ili formalni sistem. Sliqnu tvrdǌu iznosi i Ro
er
Penrouz, matematiqki fiziqar, ujedno i dobitnik Nobelove nagrade.
On u Gedelovim teoremama vidi dokaz da ǉudska samosvest nije samo
kompjutacija. Ovakvi stavovi se generalno pravdaju na slede�i naqin:

”Za bilo koju maxinu, koja je konzistentna i mo�e da izvrxi osnovne
operacije aritmetike, postoja�e Gedelova reqenica za koju mi ǉudi
vidimo da je taqna, me�utim maxina ne�e mo�i da je doka�e.”

Kǉuqna tvrdǌa ovde je da ǉudi mogu, oslaǌaju�i se na naxu mate-
matiqku intuiciju, videti da je Gedelova reqenica taqna. Me�utim,
naxe rezonovaǌe da je Gedelova reqenica taqna (a i dokaz prve teo-
reme o nepotpunosti), oslaǌaju se na pretpostavku da je teorija o kojoj
priqamo konzistentna. Dakle, da bi gore navedena tvrdǌa bila taqna,
ǉudi moraju biti u mogu�nosti da raspoznaju da li je neka teorija
konzistentna. Ispostavǉa se da je ovo vrlo problematiqno.

Da bi videli zaxto, treba�e nam jedna qiǌenica o Rimanovoj hi-
potezi. Dokazano je da je Rimanova hipoteza ekvivalentna jednoj ∀-
elementarnoj reqenici jezika aritmetike, nazovimo ovu reqenicu RH.
Dodajmo sada u aksiome teorije PA jox i reqenicu RH. Ova nova
teorija je zapravo konzistentna ako i samo ako je Rimanova hipoteza
taqna3. U jednom smeru implikacija je trivijalna, a ako bi Rimanova

3Naravno ovde bi trebalo da dodamo i uslov da je PA konzistentna teorija, me�u-
tim kao xto �emo videti, to je zadovoǉeno.
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hipoteza bila netaqna onda bi ¬RH bila taqna ∃-elementarna reqenica
pa bi po Teoremi 5.3 bila i dokaziva, odakle su obe reqenice RH i ¬RH
dokazive pa je posmatrana teorija nekonzistentna.

Dakle, da bi mi bili u mogu�nosti da raspoznamo da li je ova nova
teorija konzistentna, moramo i biti u mogu�nosti da odredimo da li
je Rimanova hipoteza taqna. Ovo me�utim ne umemo uraditi.

Za kraj, pogledajmo jedno neispravno tumaqeǌe Gedelove druge teo-
reme o nepotpunosti.

”Gedelova druga teorema o nepotpunosti nam kazuje da nikada ne
mo�emo znati da li je neki formalni sistem konzistentan.”

Gedelova druga teorema nam me�utim ne kazuje to, ve� da unutar tog
formalnog sistema ǌegovu konzistentnost ne mo�emo dokazati. To ne
znaqi da ne postoji neki ”obiqan” matematiqki dokaz te qiǌenice, gde
pod obiqnim dokazom mislimo na standardne matematiqke dokaze s ko-
jima smo se sretali celog �ivota.

Gedelova druga teorema o nepotpunosti dokazuje da se unutar teorije
PA ne mo�e dokazati ǌena konzistentnost. Ipak, Gerhard Gencen je 1936.
godine objavio dokaz konzistentnosti PA, uz korix�eǌe transfinitne
indukcije do ordinala ε0. Ovakva indukcija ne mo�e se izvrxiti unutar
same PA, pa se ovaj rezultat ne kosi sa drugom teoremom o nepotpunosti.
Tako�e, konzistentnost teorije PA mo�e se dokazati unutar ZFC.



7 Zakǉuqak

U ovom radu smo predstavili Gedelove teoreme o nepotpunosti i svu
teoriju potrebnu za ǌihovo razumevaǌe. Ciǉ nam je bio da na jedan
razumǉiv, ali i matematiqki formalan naqin, prika�emo ove va�ne
rezultate. Qitalac koji bi hteo da sazna nexto vixe o Gedelovim teo-
remama mo�e pogledati [2], dok oni koje zanima teorija izraqunǉivosti
i ǌena primena u logici mogu pogledati [1].

Ovom prilikom bih hteo i da se zahvalim svom mentoru, dr Zoranu
Petri�u, na izdvojenom vremenu i brojnim korisnim komentarima i su-
gestijama.
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