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1 OcBpr Ha ucTOpUjy U3ydyaBamka BEIITAYKe UHTEJUTEHITje

1 OcBpr Ha ucTopujy n3ydaBama BellITadYKe WHTEJIUTEHIN]je

1.1 dedwmnHunuja Beinravyke MHTEJIUTEHII]E

[ToznaBarme UCTOPUjCKOT pa3BOja BelITauke WHTEJUTICHI]e je BayKHO KaKo Ou ce
pas3yMeJio rje ce OHa TPEeHYTHO HaJja3nl U KakBe mMoryhHoctu nma y Oyayhunoctu. I[Ipso,
OTPeOHO je JedUHUCATH IITa je BellTadyka HWHTeJIUreHIIT]a.

[IpBobuTHa nedununuja, kojy je 1955. rogune nocrasuo [lon MakapTu, riacu :
,2Hayka m MH>KEeHmepCcTBO IpaB/beiba MHTEIUTeHTHUX MamunHa.”. Jlanac 6u ce TO pekJio
MaJIo Jpyraduje.

Bemrrauka unresurenimja (enr. Artificial Intelligence - Al) je mupoka rpana
padyHapCKHUX HayKa Koja ce OaBHM CTBaparmeM MAIMHa KOje MOTY Ja yde, JTOHOCE OJIyKe
u obaB/bajy 3aJaTKe Ha JbyJcKoM HuBOy. Hampemame AU mammmne mory ma ce ynanpelyjy
1 yde caMe, He3aBUCHO oJ] YoBeka. Jak u obmuna Al mammua Moxke caMa J1a ce HOCH Ca
CJIOKEHHMM 3aJIallMa 32 Koje 01 nHaue 6mo nmorpeban 9oBeK, ajd MOXKE 3aXTeBaTH MOMON
nporpamMepa Kako Ou yum/a u3 CBOjUX Ipelaka.

1.2 Hauun pPaja 1 THUIIOBU BelllTadKe I/IHTeJ'II/II‘eHHI/Ije

Ha najocHoBHHjeM HUBOY, BellITadKa WHTEJUICHIIM]a PaJi TaKO IITO y3UMa I0aTKe
U KOPUCTHU UTEPATUBHU CUCTEM 00paJie W PA3/IMIUTe aJITOPUTME 3a yUermhe U3 obpasara
nponaheHnX y mojmarnmMa, a 3aTuM jgaje oapeheny peakiujy. Hampenna AU moxke u 1a
MepH COIICTBEHN YUMHAK 1 MoOo/biaBa ra. AVl cucremMn Kopucre Moes CKJIOHOCTH Jia On
HpaBUIH IIpejiBuharma Ha OCHOBY IIojlaTaKa Koje obpalyjy, a 3aTuM KOpHUcTe Ta
npeBubhama Ja O1 OArOBOPUIN HA PA3JIHIUTE PAIIHE.

PaznuanTu TumoBm Bemradke WHTEIUTeHIje TOKpehy pasiumante AU ajgropurme,
nomMohy Kojux pearyjy u yde Ha jpyraduje Hadune. [locToje yeTupu riiaBHa Tuia
BellTauKe WHTeJINTeHIInje, CBaKN o/ipeleH TuMe KOMKY KOJUYUHY TOoJaTaKa MOXKe JIa
CKJIQJIAIITH U KaKO Te MOJaTKe KOPUCTH, & TO CY :

e peakTuBHA (€HI. reactive),
e ca orpanuveHuM namhemem (eur. limited memory),
e teopuja yma (eHr. theory of mind),

e camocBecHa (eHI. self-awareness).

Mopa ce HarlOMeHyTH J1a O] OBa YeTHUPHU YCTaHOBJ/bEHA THUIIA, IIOCJIE/IHa JIBa Y IIPAKCU U
Jla/be He TOCTOje, aJli HAYIHUI U UHXKEIHePU pajie Ha TOMe Jia ce mojaBe y Oy ryhHOCTH.

PeakTuBHaA BeliTayka MHTeJUTeHIHUja je HajocHoBHuju HuBO All-a, Koju
dyHKIIMOHUIIE Kao ,,peakTuBHU cucteM. OBe MaIllnHe HE MOT'Y Jla TyBajy MojaTKe y
CB0jOj MeMOpHju, Beh MOry ja pearyjy caMo Ha I0JIaTKe KOju ce HaJjase mnpej muma. One
HEe MOT'Yy Jla yde, HUTH Jia ce YHanpehyjy U yBeK Ha UCTH yJia3 OJI'0OBApajy MUCTHUM
uzsaszoM. [Ipumepn oBor tuna AU-a cy cucremn 3a urpame BUIEO UTapa, CUCTEMHU 3a
IperopykKe u craM QpujiTepu Ha BeO-CajTOBUMA.

Bemrauka unTtesnureniuja ca orpaundenum namhemwem je tun All-a koju
noceayje MOryhHOCT IpUBpeMEHOT YyBama yJIa3HUX I10/laTaKa U Ha OCHOBY HbUX
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o/utydyje mra paju ciejiehe. OBaKBe MalluHe pajie Mo MPUHIIUAIY Y3UMarba yJIa3HIX
10JIaTaKa, IpaBJbeiba MpeBrhara N3Ia3HuX MMojjaTaka U y CKJIJY ca IhbUMa, pearoBarba
Ha oxpehenn nauun. [Ipumepn osor tuna All-a cy ayroHoMHa BO3UJIA ¥ POOOTH.

Teopuja yma je, 3a cajia TEOPETCKU, HUBO BEIITAYKEe MHTETUTCHIINjE 3aMUII/bEH
TaKo JIa MallliHe MOPajy OUTH UCIPOrpaMupaHe U UCTPEHUPAHE Ja Pa3yMejy Kako MUCJ/IN
u ocehama yruay Ha Jpyie. One Tpeba ga Oyry criocobHe Ja y3umajy y o03up
HEOOjEeKTUBHE I0JIATKE U TAKO UMajy 00/by KOMYHUKAIM]Y C& TOBEKOM M U3BPINABAjY
KOMILIEKCHH]€e 3a/laTKe.

CamocBecHa BeliTavyka WHTeJIMTeHIrja je Takohe Teoperckn HuBo All-a, e
MallliHa ToCcTaje cBecHa cebe u cBOT MecTa y ApyiTBy. OHa moceayje JbYICKH HIBO
CBECTH W CIIOCODHA je Jla PasMUII/ba U caMa JOHOCH OJIJIYKE.

1.3 N cropuja BemnTadyke MHTEJIUTEHIIAjE

Nneja BemTavuke MHTEIUTEHIIA]E CeXKe jOII Y aHTUYKO J100a, Kajia cy (gpuiozodu
PA3MUIL/bATIN O KUBOTY, CMPTH 1 MOTYNHOCTH J1a MAIlIUHE JIeJIyjy CaMOCTaTHO. ¥ TOM
MEPUOJTY HACTAJIHM CYy IPBH ,AyTOMATH , MEXaHUIKHN ypehaju Koju cy Moryim ja ce Kpehy
0e3 JpyJICKe MHTEPBEHIUje, Kao MITO je MexaHudka rosyouria [Liraronosor npujarespa.
Jleonapio na Bunun kpajem 15. BeKa KOHCTPYHUCAO je jeJlaH 0J1 HajIIO3HATUjUX ayToMara,
OKa3yjyhu Jyry UCTOPHU]Y JbYJACKE MAIITE y CTBAPAILY ,KUBUX MAIINHA.

Y 20. Beky konrent All-a nocraje koukpernuju. Yarek je 1921. rogune y apamn
WY HUBep3aHu pobotu Pocyma™ rpBu myT ynorpeduo ped ,,pobot, 10K je 1929. jamancku
npocdecop Hurmumypa nanpasuo npsor jananckor podora Gakutensoku. Kwura
, ] ITAHTCKN MO3TOBU WJIM MalllnHe Koje Mucyie’ u3 1949. roqune nopeauia je padyHape
ca JbYJCKUM MO3TOM U IIOCTaBUJIa TeMe/be OyyNuM MCTparKuBarmbUMa BENITATIKe
WHTEJITEHITH]E.

[Tetnecere romune 20. Beka obejiexkaBajy poherme MojiepHe BellTadyke WHTEIUTeHIIN]e.
Anan Tjypunr je npemio:kno TjypuHIOB TeCT Kao Mepy MHTEJHUIEHIINje MAIINHE,
IIOCTaB/bajyNu OCHOBY 3a pa3MUIIL/baibe O TOME Jia JIM MallllHa MOXKe 12 ,,MUCJIN .
VcroBpemeno, pa3BujaHu Cy paHd Iporpamu Koju yde camu, oyt Aprypa Camyena u
IErOBOT porpama 3a urpy game. CaM TepMUH ,BelTadka WHTEJTUTEHI]a" YBEJIEH je
1955. roaune Ha pajguonunu y JaprMmyT-y, aume je oBa objacT dpopmasHo jedrHncaHa u
IIOCTaBJbCHA Ha HAy4YHy U UCTPAKUBAYKY KapTy.

On kacuux 1950-ux 10 kpaja 1970-ux Al je 6p30 Hampea0Bao, aJIM je IPOoJIa3ho H
Kpo3 n3azope. CtBopenn cy nporpamcku jesunu rnomyT JIMCII-a, ekcieprckn cucremu,
npsu 1atb6or ELIZA n unaycrpujcku poborn kao Unimate. Apryp Camyesn yBogu
TEepMUH ,,MAIMHCKO yueme' . MBaxnenkosa ,Meroma rpymnHor oopahusama mojgaraka’
IOCTaBUJIA je TeMesbe JybokoM yuerby. Kpajem 1970-ux ayroHoMHHN Bo3aduku ypehaj
Stanford Cart memoncTpupao je npaxktnuny npumeny Al-a, m1ok je ocuuBame AAAI
1979. rojuHe 03HAYMIIO MHCTUTYITUOHAIU3AIN]Y OBEe HaydHe 00JIaCTH.

1.4 IlojMoBM BemiTayke WHTEJUTE€HIHje, MAIIMHCKOT yYemha U NPeIuKTUBHE
aHaJ/u3e

Kasa ce roBopu 0 BelTavykoj MHTEJMTCHIUjU, KOPUCTU €€ BEJIUKKA OPOj TEPMUHA U
ckpahenuna koju ce HepeTko MehycobHo Mermajy. 3aTo he ykpaTko Outn objarrmenn
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HajBakKHUJU TI0JMOBHU KOju he KacHHUje OUTU KOpUITNEHN.

Bemrrauka unresmurenimja (Al): kao mro je Beh pedeno, AUl je Beoma mupoka
00J1aCT padyHapCKuUX HayKa Koja UMa 3a IUJb Jla CTBOPU MAIIMHE KOje MOTY UMHUTHUPATH
JBYJICKA MO3aK.

Marmmucko y4eme (enr. Machine Learning - ML) je nomobsiact Bernradke
MHTEJINTeHIje Koja ce 6aBu pa3BojeM ajropuTaMa U MoJiea 3a yieme Kopucrehn
CTATUCTUKY W aHAJIU3Y IOjaTaKa, OJIHOCHO TPEHUPa MAIlUHE 3a ojpeheHn 3ajaTak.
Cuctemu MJI-a gecto Mory ma yve m3 COICTBEHOI MCKYCTBa WM MCTOPUjCKUX TOATaKa,
0e3 eKCILTUIUTHOT MTPOIPAMUPAIHA.

IIpenukTuBHa ananusa (enr. Predictive analytics) je jomn y>Ku mojam og
MAIIMHCKOT y4eha, OHA je ajlaT y OKBUPY aHa/m3e rnojaraka koju kopuctu AU morop
3ajeJIHO ca MCTOPHUjCKUM IOJAIMMa Jia Ou TIpeJiBuIeo Oyayhe pesyiarare U TPEHIOBE.

W3 naBeieHOT ce MOXKe 3aK/bYUUTH Jla CABPEMEHAa BelTavKa WHTEJNTEeHINja T0YNBa
Ha MaTeMaTHIKM JePUHUCAHIM MOJIeJIUMa U ajropurMuMa. MalmHcKo yuerme
IIpeJICTaB/ba jeJIHY OJ Haj3HAYAJHUJUX OOJIACTU Y TOM OKBHDY, jep ce 3aCHUBA Ha
IPUMEHN MaTeMaTHIKNX [IPUHINIA Y 00pa/u mojgaTraka. Y HapegHOM IOrvIaBjby Omhe
PasMOTpPEHN MaTeMaTHIKN MOJEIHN KOju cToje y ocHOBU cuctema MJI-a.
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2 Maremaruukn MOJ€EJI MAaIlIMHCKOT' y49€bha

2.1 MammuHcKO y4eme - II0jaM U OCHOBHE ujeje

PasBoj Berratuke nHTE/JIMIEHITN]jE JTOBEO je J0 MOTPede 3a CHCTEMUMA KOju He CaMO Jia
U3BPIIaBajy yHampe gedbrHucaHe HHCTPYKIHje, Beh cy criocoOHH Jia yue U3 MoJaTaka u
yHampelyjy csoje nepdopmance. Y TOM KOHTEKCTY, pa3dBuja C€ MAIIUHCKO yUeHe,
JIUCITUILINHA KOja ce OaBU M3BOhemeM ajiropuTamMa Ha OCHOBY IT0jlaTakKa, 0€3 M3PUIUTOr
nporpamupaiba. OHO je TIOroHo 3a mpobJsieMe Koje Y0BeK He MOKe JIaKo Jia Jiedumuiie,
MaKo HEKe O] ’hUX BPJIO JIAKO PeraBa, M 'y KOjuMa je TpUXBAT/bUBa MTOBpEMEHA, TPETTKA.

Jeman npumep TakBor mmpobJieMa je Iperno3HaBaibe Jinia Ha dororpadujama. Jbyam
Cy BpPJIO JI0OPH y pelllaBaiby OBOI IpobJieMa, Yak je n HeOOMTIHO HA3BATHU T'a IPOOJIEMOM.
Nnak, meroso jedunncarme yorre nuje jeanocrasuo. [Ipsu nokyrraj 6u 6uo Hekn
OIINC, TIOIYT TOTa JIa je JIUIIE HEITO IIITO Ce CACTOjH OJf HOca, O9HU]jy, yCTa, Jdejia, jaronuTia
u obpsa. OBO BO/M Jla/beM NMUTamY JedUHICAha TUX TOjMOBa, JTe(DUHUCAA IHIUXOBUX
peIaTUBHUX TO3UIHja, UT. YIIPKOC TPYILY, OJycTaje ce OJl peliaBaiba IpodJieMa Ha 0Baj
HaunH. C gpyre crpaHe, Kao M 90BEK, METO/Ie MAIMHCKOI yUIemha ce BPJIO JIaKo HOCe ca
OBaKBHUM IIPOOJIEMOM.

Jorr Hekn o1 mpobJieMa Ha Koje je MAIIMHCKO y9eHe YCIIENTHO PUMEEHO Cy
IIPEIO3HABAEe PA3INIUTUX OOjekaTa Ha (oTorpadujama u BUJIEY, PEINO3HABAHE
TYyMOpa Ha MEIUIIMHCKAM CHUMIIIMa, ayTOHOMHA BOXKHba ayTOMODOWIIA, ayTOHOMHO
JleTerbe, Urparmbe urapa Ha TabJ/Iu MOIyT axa, IpejBrhame pa3Boja 00J1eCTH KOJT
naryjeHara, aHaJIu3a JPYIITBEHUX MPeKa, IIPEIo3HaBamkhe TOBOpa UTHA. Y MHOTHM OJI
OBHUX IIPUMEHA, MAIIMHCKO yderbe je Beh IpeBa3uIiio HUBO e(pUKACHOCTH JbYICKHAX
eKciepara.

Cse HabpojaHe IpUMeHe TIPeJICTaB/bajy MPUMepPe BayKHUX MPaKTUIHAX IPobIeMa,
aJIi U3a CBUX CTOjU W 030msbHA Teopuja. OCHOBHU MPUHITUI MAITHHCKOT yYerha 3aCHUBA,
ce Ha TOMe Jla ce Ha OCHOBY JIOCTYIIHUX I0/laTaka (popMupa MoOJEN KOju MOXKe J1a
HpeJIBUIN ojroBapajyhu msias3 3a JaTu yaas. YMeCTo Jia ce pelieme 1podiema
nedbuHUIIIE KPO3 CKYII YHAIIPE/] 3aJaTHX PABUJIA, MOJIE/I Ce I'PAJIA TAKO IITO , yau' u3
puMepa u yodasa obpaciie y mojanumMa. TOKOM Mporeca yuema, Taj MOe/ ¢e MOCTEIIeHO
npuaarohasa Kako O6u mTo 00Jbe OINCa0 3aBUCHOCT U3Mely yIa3HuX U U3J1a3HUX
I0/IATAKA.

Kpajwu 1iu/bp MammHuckor y4uema jecte Jia MoJjesl, HAaKOH 0Oyke, Oyie crocoban Jia
JIOHOCHU HCIIPaBHE OJIJTyKe U 3a HOBE, /IO Taja HeBuDeHe mojaTke. YIIpaBo OBa CIOCOOHOCT
npuiarohaBarma U renepau3alyje YUHA MaITUHCKO yYerhe N3y3eTHO MONHUM aJlaToOM y
pelaBamy CJA0KEHUX TPod/IeMa U3 pa3InduTuX 00JIaCTH.

2.2 MareMaTU4K MOIEJI

Kao mrro je Beh HaBe/iIeHO, y OCHOBU MAIIMHCKOT' yUelba HAJIA3U Ce MOJIE KOju ce
dopMupa Ha OCHOBY IOJIaTaKa U CJIYKU 3a JIOHOIIEHE OJJIYKa WU IIpeJBrharbe
pesyitara. Jla 6u ce 60/be pazymesia Heroba yjora, HEOIXOIHO je (hOpMaJTHO
JeduHICaTH T0jaM MOJIe/Ia Y OKBUPY MAIIUHCKOD yUerba.

Mojiesr y MAIIMHCKOM y4Yerby MPEJICTaB/ba allCTPAKTHU OIUC pobJieMa KOju
omoryhasa jia ce ojHOC n3Mely yIa3HuX U U3J1a3HUX IMojaTaKka MpPeJICTaBh TOMONy
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MaTeMaTnIkux GyHnuja. /la 6u ce TakaB MOje MOrao KOHCTPYUCATH, HEOIIXOJIHO je
pacroJiaraTv MmoJalMa Ha OCHOBY KOJUX Ce BPIIHU yUerbe. Y PealHiIM YCJIOBUMA, TH
MOJIAIIM HUCY YHAIIPEJI MO3HATU Y MOTIYyHOCTH, Beh ce mocMarpajy Kao KOHAaYaH y30paK
u3 Beher ckyrma moryhux mojataka. 3000 TOTa ce MpOoIec MaIIMHCKOT yUemha IOCMaTpa y
OKBUPY CTATUCTUYKOT IIPUCTYIIA, KOJU OMOryhaBa Jia ce Ha OCHOBY JIOCTYITHOT CKYyIIa
nojlaTaKa JOHECY 3aKJbYUIM O OMIITHJUM ITPaBUINMA.

Pajin jeqnocraBHujer pazyMeBarmba MPOIEca yuermha, pa3Marpa ce IM0je/IHOCTaB/beHa
cuTyaruja. 3aMUCJIUTH CYCPET ca HOBOM BPCTOM BoNa, |Unje KapaKTEPUCTUKE U YKYC
Hucy yHarpe/ nosuatu. [lusb je 1a ce, HA OCHOBY IMOCMATPAHUX OCOOWHA, TTPEIBUIN A
Jim je o, jodap win He. [IpBo je moTpedHo U3/BOjUTH Te KapaKTEePUCTHUKE, Ha ITPUMEp,
TO MOTY OuTH O0ja U Mekoha mioja. Ha pacnosaramy je cKyr npumepa, rje cy 3a CBaKu
MIOCMATPAaHU TIJI0JT TIO3HATE IheroBe ocodbmne u ncxoid. IlorpedHo je hpopmupaTn mpaBuio
KOje U 3a HOBe IIpUMepe JIOHOCU OroBapajyhn 3ak/bydak, OJHOCHO MpeBuha MCXo/I.

Jla 6u ce oBakaB, WM CJIMYaH, IPOOJIEM IpEIU3HNje aHAJIM3UPa0, YBOJIH Ce
d)OpMaJIHI/I CTaTUCTUYIKKW OKBUP MaIIMHCKOI' YY€Hha.

VYna3z anropurMa 3a y4deme : Ajropuram uMma MPUCTYII :

e /lomeny : IIpousBosban ckyn X, Koju mpejcTaB/ba CBe 00jeKTe Koje ToCMaTPaMo.
Ha npumep, y rope HaBejienom 1mpodsieMy, oBo 6u 6uo cKyi c¢Bux Bohku. Hecto ce
eJIEMEHTHU OBOT' CKYIIa IPEJICTaB/bajy MOMONY BEKTOpa KapaKTEPUCTHUKA, KAO IITO Cy
6oja u Mekoha 1ioa. OBU 00jeKTU Ce HABUBA]Y UHCMAHUAMA, 8 CKYIl X npocmop
UHCTNAHUU.

e Ckyny o3nHaka : Ckyn moryhux o3uaka ), KOju y HajjeIHOCTABHUjEM CJIy4ajy UMa
JBa ejeMeHTa. Y mpuMmepy ca Boliem meka ) Oyue {0,1}, rae 1 mpencraBba m106ap, a
0 J1o1m1 TLTOS.

e , Tpenunr” mogamuma : Cxyn nogaraka 3a yuaeme S = {(x1, y1), -, (T, Um)}
Ha3WBa Ce MpeHuH2 Ckyn U IpeacTaB/ba HOJACKYI cKymna X X ). OBu mojaru
IIpeJICTaB/bajy jeIMHNI U3BOP MHAOPMAaIja KOjU aJropuraM UMa Ha paclojiaramby.

WN3na3 anropurMa 3a y4deme : 3ajarak ajJropuTMa je jga KOHCTpyuiire QyHKInjy
f: X = Y. Oa dyukiyja ce jour HA3UBa U TUNOMESG, WU KAGCUPUKAMOD, & CKYII CBUX
moryhux yHKIMja Koje MOJIesT MOXKe Jla MMa Ha3uBa ce npocmop runomesda. OHa CIyzKu
3a 1pe/iBuhame 03HaKe HOBHX, JI0 Ta/la HeBuDeHNX objekara. Pesysnrar aaropurma Hat
CKYTIOM TIoJlaTaka S o3HauaBa ce Kao A(S).

Monen rerepucama nojaraka : Ha ckynom X' nedununcana je BepoBaTHOCHA,
pacnojienia D, ipeMa K0joj ce reHepwulIlly nuncramie : x ~ D, 3a cee x € X. He cmatpa ce
Jla aJIrOpuTaM 3Ha HENITo O 0BOj pactojesnn. O3Hake mHCTAHIM ce opehyjy momohy
nerozHare dbyHkiyje f, 3a Kojy Baxu y; = f(r;), 3a cBe . Yupaso je b yuerma Ja ce
oBa (yHKIUja mTo 60sbe anpokcumupa. Ha oBaj HauuH ce renepuity (z;, ¥;) HapOBU
cKyrta S.

Mepa ycnermmHocTu : [ pewka modeaa neduHuIe ce Kao BepoBaTHONA J1a MOJIET
MIOTPEITHO TPEJIBU/IN O3HAKY CJIYYajHO m3abpaHor objekTa, OJHOCHO Ja ce mpejaBuhena
BPETHOCT Pa3J/uKyje 0J CTBapHE.

dopmasHo, 3a jgatu mojackyn gomena, A C X, BepoBaTHOCHA pacrogesia D my
npuipyyje 6poj D(A), koju npejicraBiba BepoBaTHONY Jia CaydajHO m3abpaHa
UHCTaHIa pumajia ckymy A. Y MHOrUM ciydajeBuMa, cKyn A mocmarpa ce Kao jorabhaj
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u u3paxkasa ce nmomohy dynknuje 7 : X — {0,1}, te je A = {x € X | 7(x) = 1}. Tana
ce kopucru 3anuc P, p|m(x)] kKojum ce oznauasa D (A ).

Ha ocnoBy oBora, rpemika xumnorese h : X — ), Koja ce MepHu y OJIHOCY Ha
pacrioziesty D u tauny GyHKIM]y O3HadaBama f, ce meduHuIne Ha ciaejgehn HavInH :

Log(h) € Poplh(z) # f(z)] = D({x | h(z) # f(2)}).

To 3naum jma je rpemika ¢gpyHkmnuje h BepoBaTHONA J1a ce HACYMUYHO H3a0epe IMpuMep
3a koju Baxku h(x) # f(x), omHOCHO na Mozest gaje morpemntHo npeasubame. OBa
BEJIMYNHA CE HA3UBA 2CHEPANUSAUUOHA 2DEWKa WA CMEAPHYU PU3UK MOJeAd, Jep OIUCYje
IHEIOBY YCIIENIHOCT Ha MOJAIlMMa, KOJU HUCY KOPUIINEHU TOKOM YUerbha.

Jor jesTHOM ce HalOMUIb€e Jla aJrOpUTaM 3a yUeme HeMa JUPEKTaH MPUCTYI
pacrioziesin D, nutu dbyskiuju f. Y mpuMmepy ca BoheMm, TO 3HAYN Jla HEMa YHAIPe]
3HAma 0 TOME KaKO Ccy BohKe pacrnopehene HUTH KaKO Jla Ce OJIPEJIN IhbUXOB KBAJUTET.
JeImHN HAaYMH Ha KOjU aJI'OPUTAM MOZKE Jia YUU jecTe KPO3 MOCMAaTparhe TPEHUHT CKYTIA.

Ha ocnoBy oBako jiecpuHmrcaHor Mojesa, MOy ce PasMaTpaTd Pas3/JIMIuTi THUIIOBU U
HPUCTYIIU MAIIMHCKOM y4erby, Koju he OUTH OlucaHu y HaCTaBKY.

2.3 OCHOBHHM THUIIOBU MAIINHCKOTL yYaema

[IpobsieMu Ha KOje ce MAIMHCKO yUere [PUMeIbyje Cy BeoMa Pa3HOPOJIHU, KAKO II0
CBOjOj NPUPOJIM, TAKO U IO METOJaMa KOje ce KOPHUCTE 3a IUXOBO pelaBarme. 300T Tora
ce MeToe MalllMHCKOI' y49elbha MOI'y K.HaCI/I(l)I/IKOBaTI/I Ha pa3/IniInuTe Ha4YuHEe, aJlu Ce
Hajuernhe jeje mpemMa npupoju mpobjieMa yderma.

Ob6uyHO ce U3/Bajajy Tpu OCHOBHA TUIIA :

e HAJIJIEJIAHO yuere (eHr. supervised learning),
® HEHAIIJIEJIAHO yuere (eHr. unsupervised learning),

e yueme MOTKpelbiBameM (eHr. reinforcement learning).

Hanrsenano y4eme Ipe/icTaB/ba HAJ3aCTYIVbeHN)H U Haj3HAYAjHUJU BU
MaIrHCKOT yuema. OCHOBHA KapaKTepPUCTUKA OBOI' IIPUCTYIIA jecTe Jia Cy 3a CBaKu
pUMep y ToJlaluMa o3HaTH U yJia3 U oJiroBapajyhu m3jas3 Koju Mojies Tpeba Jia Haydu.
Jpyrum pedunma, 0Jali Cy MPEICTaB/beHN ypeheHIM apoBUMa YIa3HUX U U3JIa3HUX
BPEIHOCTH, a 3aJlaTaK MOJe/Ia je jia Ha OCHOBY IpUMEpa youn 3aBUCHOCT Mely muMa u
KaCHUje IpeIBUIM U3J/1a3 3a HOBe nojaTke. Hasus HaarmesaHo” moTude oj aHajoruje ca
KJIACMYHUM IIPOIECOM YUema, Y KOMe HACTABHUK YUEHUKY 3aJaje 33/laTKe, a 3aTUM MY
Jaje u TadHe ojJrosope. Tako, MoJiesl TOKOM 00yKe j100uja nHMoOpMaliijy 0 ToMe KaKaB je
HCIPaBaH Pe3yJITarT, IMTO My oMoryhasa jia MoCTeneHo cMarbyje IPEeIKy U Mo00JbIIaBa
cBoja mpegBuhama. [Ipuvepn oBor Tuma yderma Cy IMperno3HaBarmbe JINIa Ha CJINKAMA,
MaIlMHCKO TIpeBoherbe, KiracuduKalija TeKCTOBa U IpejBuharbe 1eHa Ha 6ep3u.

Henaarnemano ydyeme o/IHKYyje OJCyCTBO HHGOpPMAaIje O TOME IITa je IOTPeOHO
HAYYIUTU. 3a PA3JIUKY O] HAJIIJICTAHOT yUerha, IPUMEPH He CaJipyKe TavdHe U3jIa3He
BPEJIHOCTHU KOje OM MOoje/ly yKasuBaJie Ha UCIpaBaH pe3y/arart, Beh camo ynasne. 3ajgarak
MoOJIesIa je Jla CAMOCTAJIHO YOUU CTPYKTYPY, MPaBUIHOCTU Un MehycobHe ojiHOCE Y
nojlanuMa. JejgaH oJ1 HajIo3HATUjuX pobJieMa HEHAJITJIEIaHOT YUIeHha je KAaCmeposarse,
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OJIHOCHO I'pyIucaibe candHux nojparaka. Ha npumep, moryhe je rpynucartu ciudne
TekcToBe U hororpaduje wim pUHAHCUjCKE MOJIATKE Yhje Ce BPEJIHOCTU MOHAIIAjy Ha
camdan HavunH. TakoDe, oBa MeTO/a ce KOPUCTH 38 CMAIbCHhe JIUMEH3UOHATHOCTH
rojlaTaka, To jecT 3a IbUXOBO jeJHOCTaBHU]E MTPEJICTaB/bharbe Y3 3a/prKaBarmhe
HajBaKHUjuX nHpopMarmja. OBakBa mpeaodbpaia decto 1modosbiraBa mepdopMaHce
MeTOo/Ia Ha/JIIVIe/IaHOT yUema Koje ce KacHUje TPUMERY]y Ha TUM TO/IalMa.

Ydyeme NOTKPEeIJbeheM IIPe/ICTaB/ba IIPUCTYI Y KOME MO yIu KPO3
MHTEPAKINjy ca OKpyxkemeM. [locToju arenT Koju mocmMarpa TPEHYTHO CTalbe OKPYKeha
U Ha OCHOBY Ibera npeysuma ojipehene akmuje. Hakon cBake akimje, arent jiobuja
noBpaTHy MH(MOPMAIjy y BUJLY Harpajie Wik KasHe, a IMUJb je Jla BPeMEHOM Haydn
cTpaTernjy Koja JIoBoju jJ0 MmTo Behe yKymHe Harpaje. Mojenay Huje yHaIpe/1 Mo3HaToO
KOja je aKIja UCIpaBHa y ojapeheHOM TPeHyTKY, Beh OH IOCTEeNeHO y4uu KpPo3 UCKYCTBO,
ucrpobaBajyhu pasjndaure MOCTYIKe U aHAJIn3upajyhu mwuxose nocueaure. OBaj tum
yuema je mocebHO 3HadajaH KoJ IIpodjeMa y KojuMa je MoTpeOHO JIOHOCUTH HU3
y3aCTOIHUX OJIJIyKa, IIPU YeMy IOCJIeUIe jeHe akiyje yruday Ha Oymayha crama
cucrema. JegaH oJ HAjIIO3HATUJUX TTPUMEPA yUerha MOTKPEIJbUBAHEM je ayTOHOMHA
BOKIba. CHUcTeM mocMaTpa OKOJIMHY, YK/by4dyjyhu apyra Bo3ua, memake u caoopahajue
3HaKOBe, U MOMOhy j106ujeHnx mHdOpMaIuja JOHOCU OJIJIYKE O KpeTarmy U Op3uHHU.
Vernenae oIyKe JOHOCE HArpaJy, 0K OIacHe CUTyalje pesyaryjy kasHom. OBaj
MPUCTYTI Ce KOPUCTU U Y POOOTHUIN M UTPAIby CTPATEIIKUX HTapa.

MeTo/ie MAITUHCKOT yUeHha ¢e MOTY MOJIEJIUTH U IIPEeMa HAUUHY Ha KOjU MO
JI0JIa37 JI0 TojaTaka TOKOM Ipoleca yuema. I[lacueéno yuerve 3aCHUBA ce Ha TOJAIIMA
KOjU Cy JIOCTYIIHU MOJIEILY, & GKMUSHO Yyuere oMoryhasa CUCTeMY Jia caMOCTAaJIHO Oupa
JIOJIaTHE TIOJIaTKE KOju My MOTI'Y IoMohu y rporiecy y4uema. Ha npumep, Kom dpuirepa 3a
HEXKEJ/bEeHY €JIEKTPOHCKY TIOIITY, ITACUBHO yUerhe KOpucTu Beh o3HaveHe MopykKe Kako Ou
HAYYMJIO JIa NIPENo3Ha HeXKe/beHH cajipkaj. MehyTum, ak THBHO yderme 6u MOrJjio
CaMOCTAJIHO JIa TPaXKM JIOJaTHE IIPUMeEpE MOpyKa paju O0/ber pasyMeBarmba
KapaKTEePUCTUKA HEYKeJbeHe TIOIITE.

WMako pa3manTi TUIIOBUA MAITUHCKOT y4erhba KOPUCTE PA3JIUIUTE PUCTYIIE U
MOJIaTKe, 3a CBe HUX 3ajeTHIYKH je MPo0JIeM IIpoIeHe yerentHocTn Mozena. [lomro
CcTBapHa T'peINIKa MOJesa HaJl CBUM MOIyhuM ToJannMa Hajdelhe HEje T03HaTa, Y
IIPAKCU ce KOPHUCTE IIPOIeHe 3aCHOBAaHE Ha JIOCTYIIHOM CKYILY IHOJaTaKa.

2.4 EwMmnupujckm pu3uk

Jeslan 011 OCHOBHUX IpobJieMa MAITMHCKOT yUema jecTe oJpehnBame KBaJIuTeTa
Mojtesia. HakoH mporieca ydema, TOTPeOHO je TPOIEHNTH KOJIMKO YCIIENTHO MO/IEN JOHOCH
OJI/IYKE U KaKBe pe3yJsiTare Jiaje pu pajly ca HOBUM IojanuMa. 300r Tora ce y
MAaIlIMHCKOM YUY€y YBOJIe pa3/InYUuTe Mepe IpelllKe U PU3HUKa, KOje OIeHY]y YCIEITHOCT
Mojiesia u omoryhasajy usbop mMojiesia Koju Jiaje Hajoosbe pesyJirare.

Kao mro je Beh HaBeseHo, cTBApHU PU3UK MOjeIa JeduHUIIe ce ¥ OJHOCY Ha
BEPOBATHOCHY pactojiey D u tadny (yHKIHjy o3HadaBama f. Mlako oH mpecraBba
OCHOBHY Mepy YCIIEITHOCTH MOJIe/Ia, Y IPAaKCh Ta Huje Moryhe JTUpPeKTHO U3padyHaTH, jep
D u [ mucy nozuare. 3060r TOra ce YCIENTHOCT MOJIe/Ia MPOIebyje TTOMONY KOHATHOT
CKYyTIa TOJIATAaKa, JOCTYITHOI TOKOM IIPOIIECa YUIerbha.

Ha ocuoBy Tpenunr ckymna S, geduHuine ce eMOUPUjCKU PU3UK XUIIOTE3e
h: X — ), Koju npeJjicTaB/ba MMPOCEYHY T'PEIIKY MOJIeIa HaJl IPUMEpUMa U3 CKyTa 3a



2 MaremaTudku MOJIeJI MAaITMHCKOT y4Y€iba

yUere :
def 1
Lg(h) = — IA(x; il
s(h) m; [n(w:) # i
rJe je
1, ako moses morpentHo Kiacudukyje mpumep (;, y;)
I[h(l"i) # yi} = .

0, wunHade

Emmupujcku pusuk mpejicTaB/ba allpOKCUMAIIN]y CTBAPHOT PU3UKA, jep ce
n3padyHaBa caMO Ha OCHOBY KOHAYHOT CKyTa JIOCTYIHEX nojgaraka. [1ITo je Tperunr
ckyn Behr M penpe3eHTaTUBHUjU, TO EMIIMPUjCKA PU3UK 0OJbE OIUCYje CTBAPHY
YCIEITHOCT MOJIENA.

Ha ocHoBy oBora, 3ajlaTak MAITUHCKOT yUerha MOCTaje MPOHAJIAXKEHe XUIIOTe3e Koja
MUHUMU3Yje eMIIMPUjCKU PU3UK HaJ CKYIIOM 3a yderbe. OBaj NPUCTYII HA3UBA Ce
IIPUHIAI MUHUMHA3AIMje eMOupujckor pusuka (enr. Empirical Risk Minimization
- ERM). ®opmajiHo 3ammcaso :

h in Lg(h
s € argmin Lg(h),

rjie ‘H mpejicTaBiba MPOCTOP CBUX MOryhux xurmores3a, a hg O3HaUABA XUIIOTE3y KOja nMa
HAjMabU eMIIUPUjCKU PU3UK HAJl TPEHUHT CKYIIOM S.

Jpyrum peunma, Oupa ce MoJiesI KOjU IIpaBu HajMambu Opoj rpelraka HaJl IpUMepuMa,
13 CKyIla 3a yueme. /lakie, 3a cBaKy XUMOTE3y U3padyHaBa ce BPEJIHOCT eMITMPU)CKOT
pU3MKa HaJl TPEHUHI' CKYIIOM, & 3aTUM ce OMpa OHa KOja mMa HajMmaiby BpeanocT. Ha Taj
HAYMH aJIrOPUTaM IOKYyIIaBa Jja mpoHahe Mojes Koju Hajoo ke OIUCyje JOCTYIIHE
nojaTke. ¥ IPaKCh, 0Baj IPOIEC ce CIIPOBOJIM IIOCTEIIEHUM Ipujiarohabamem
napameTrapa MoJiejia TOKOM IPOIEca yUerba.

Mebytum, EPM He rapantyje nyKHO J0Opy YCIIENTHOCT MOJe/a HaJl HOBUM
moJlarMa. Y KOJIMKO je MOJIEN IIPEBUIIle CJI0YKeH, MOxKe johu 0 ImpenpuarohaBama
Mogea (enr. overfitting), pu demy Mojes BeoMa JI00pPO OIHUCYje PUMepPe U3 CKyTa 3a
yueme, ajau He jaje go0pe pesyarare Haj HOBUM mogaruMa. CucreM ,Haydn HaIaMeT'
TPEHUHT CKYII, YMECTO JIa Hay4H OIIITe 3aKOHUTOCTH.

Ha mpumep, mocmarpajy ce Taduke ynyrap Kpyra noJynpednnka R. Heka ce
YHYTPAIIbU KOHIEHTPUIHNA KPYT HOJYIIPETHIKA I O3HAUN Kao KJjaca ca O3HAKOM 1, a
npcred mamely r u R Kao Kiaca ca o3HakoMm 0, Ipn deMy je % < r < R. Taja je
dyHKIMja O3HAYaBAIbA,

Loz <,
0, r<l|z]| <R’

fz) =

rje je ||z]| Hopma BeKTOpa 1z, TO jecT pacrojarme Tauke I OJ HEHTPa KPyToBa.
[IpernocraBiba ce j1a cy Tadke paBHOMEPHO paciiopehene yHyTap Kpyra, OJHOCHO Jia
nMajy yaudopMuy pacuojeiry D.
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PaBMana Ce XUuIIoTesa :

Y;, ako nocroju (x;,y;) € S, TakaB ja je r = x;
hs(z) =

0, wuHaue.

Ounrsesno je na Baxu Lg(hg) = 0 na oBa xunoresa Moxe 6urtn uzabpana EPM
aJrOPUTMOM, jep HUjeJHa XHUIIOTe3a He MOYXKe MMATH eMIUPH]CKI PU3HK Marbu OJl HyJIe.
Ca apyre cTpane, 3a CKOpO CBe MHCTaHIE KOje ce He IOKJallajy HU Ca JeIHOM TadKOM W3
TPEHMHI CKYyIla, Xunoresa npeasuba oznaxy 0. 360r Tora Moes I'penm Haj, CKOPO CBUM
TayKaMa yHyTpalliber Kpyra, Koje HUCY U3 CKylla 3a ydeme, jep (DyHKIMja O3HadaBarba
Bpaha 1 3a TakBe Tavke :

Tauke us TPEHUHI CKymna Cca O3HakKoM 1

. P < »
Tayke U3 TPEHWHT cKyna ca o3HakoMm 0 Yiytpawion kpyr: [|(2,9)|| < 7 (osnaka 1)

Hoea Tauka (osnaka 1) Crossawrsu npeten: 7 < ||(z,y)|| < R (osHaka 0)

o O e o

Hoea Tauka (o3Haka 0)

Cauxa 1 : Jleso je mpukasar dobap modes, a decro npenpuisazoberu moden u3 npumepa

JlakJjie, 106MIM CMO XUIIOTE3Y YHUja je YCIIEITHOCT HaJ | TPEHUHT CKYIIOM OJIJIMYIHA, JTOK
je meHa yCHeIHoCT HaJl CTBAPHOM PACIIOJIEIOM II0/IaTaKa JIola. YIIPaBo je To
npernpuiarohasame.

Hakon oBora, mpupo/IHO ce TTOCTaB/ba IMUTAIHE MO/ KOJUM YCJIOBUMA MOJIET MOXKE
YCIIEIITHO JIa PaJid ¥ HaJl HOBUM IIOJIalliMa, a He caMO HaJl IPUMePUMa U3 TPEHUHT
ckyta. CriocobHOCT MOJIesIa JIa HA OCHOBY HAaydeHUX IIPUMepPa UCIIPABHO JIOHOCU OJTyKe
U 3a JI0 TaJla HeBUDEHe MHCTAHIIE HAa3UBa CE€ 2eHePaAU3aAUU]a.

Jla 6u MUHEMM3aIdja eMIITPUjCKOT PU3UKA JIOBeJa 10 JoOpe reHepam3aliije, Hitje
JIOBOJBHO CaMoO JIa MOJIEJT UMa MaJIl eMINPUjCKU PU3UK. BarKHy yJI0Ty MMa M CJI0ZKEHOCT
IpocTOpa XUIore3a H, OJHOCHO OPOj Pa3IUINTUX MOJIEIa KOje aJrOpuTaM MOXKe
n3abpaTu. YKOJMKO je ITPOCTOP XUIIOTe3a IIPeBullle ODOraT, MoJie/I MOKe TTOCTATH CYyBHIIE
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puiarohen TPEHUHT CKYIly M HAYYIUTH CIydajHe OCOOMHE IojIaTaKa, YMEeCTO CTBAPHUX
npasuHocTu. Ca Jpyre cTpaHe, ako je MPOCTOP XHUIIOTe3a CYBUIIE OTPAHUYEH, MOJIE
MoK /1a Hehe OuTH JI0BOJHHO U3pazkajaH Jia OMUIIE TOCMATPAHU ITPOOJIEM.

OrpanndaBameM aJropuTMa Ja Oupa XHUIOTe3y caMo U3 CKyma H, yBOAHU ce
ofpebheHa IPUCTPACHOCT Ka MOCeOHO] Kilacu xunore3a. OBaKBa OrpaHNYerha HA3UBAjy
WHYKTUBHA OPUCTPACHOCT (eHr. inductive bias).

Teopuja mamuHCKOT yuema moKasyje Ja ce BepoBaTHONA mpenpuiarohaBama
cMarbyje ca rnosehamem Opoja TPEHUHT TIpUMeEpPa, Al PacTe ca CJIOXKEHOINY ITpocTopa
XHUIoTe3a. 3a KOHAYHE Kjace XUIoTe3a j1o0uja ce mporeHa obJinKa :

log |H| + log L
m> 0g | |+og5’
9

rje je m Opoj TPEeHUHT IpUMepa, £ J03BO/beHA I'PEIIKa U 0 BepoBaTHONA Heyclexa
agropurMma. OBa dopMyiia mmoKasyje 1a je 3a CI0XKeHHje IIPOCTOPe XUIIOTe3a IOTPEOHO
BUIIIE ITpUMEPA KAKO OM MOJIe/T YCIENTHO JIOHOCHO OJIJTyKe U 3a HOBe mnojarke. Takobe,
KOJIMYIMHA MTOTPEOHUX I10/IaTaKa 3aBUCH JIOTAPUTAMCKH O] BEJIMUNHE IIPOCTOPaA XUIIOTE3a,
IITO 3HAYU JIa YMEPEHO ToBehame CJIOKEHOCTH MOJIEsIa He JIOBOJIM HY2KHO JI0 BEJTUKOT
noBehama morpedbHor Opoja npuMepa.

30or Tora je y MAIIMHCKOM y4Yerhy HEOIIXOJIHO IpoHahn paBHOTEXKY, OTHOCHO
KOMIIPOMHEC u3Meljy CJI02KeHOCTH Mojiesia U FheroBe CIOCOOHOCTH reHepasu3aryje (eHr.
complexity-generalization tradeoff ).

Wnak, y peajHuM npuMeHaMa MAIIUHCKOT YU€lba 9eCTO ce jaB/bajy npobJjeMu duja
CJIOYKEHOCT TIPeBa3mia3u MOI'yNHOCTH jeTHOCTABHUX MOJe/Ia U OTPAHUYICHUX [IPOCTOPA
xuriore3a. Taksu mpobjemu 6uhe pazMaTpanu y HaCTABKY.

2.5 Jlyb6oko y4deme

y6oko yueme (enr. deep learning) npejcraBba 00JIACT MAIIMHCKOT yUeba Koja ce
OaBu pa3BojeM MOjesIa CIIOCOOHUX Jla ayTOMaTCKU U3/IBajajy U ydue CJI0XKEeHe CTPYKType
mojiataka. OBaKBU MOJIE/IM, TOKOM IIPOIEca yUerma, caMu (hOPMUPAjy XUjepapxujy
ocobmHa, 0J1 jeTHOCTaBHUX Ka cBe ciaokeHnjuM. CBakn c¢j10j obpalyje madopmarmje
nobujene M3 MPETXOTHOT cioja u npociehyje pesynrar mapegnoMm. Ha nmpumep, mpuankom
Iperno3HaBama Juia Ha goTorpaduju, IpBYU CJI0jeBU MOTY MPENO3HABATH UBHIIE U
KOHTYPe, HapEeJIHN JIeJIOBE JINIA TOIYT OYU]y U yCTa, JOK BUIIHU CJIO0jeBU IPENO3HA]Y
HEJIOKYTTHO JIUTIE.

OcHoBy J1yOOKOT yUerba YnHe BEITadKe HeyPOHCKE MPeXkKe, MaTeMATHIKN MOIE/IN
MHCIIMPUCAHN OPTaHU3AINjOM HEyPOHA Y JbY/ICKOM Mo3ry. OHe ce cacToje oJ1 BeJTHKOT
6poja MehycobHO TOBe3aHUX jeIMHUIA Koje obpalyjy u mpeHoce uHpOpMaliije Kpo3
Mpexky. Heyporcke Mperke Jlanac mpejicraB/bajy OCHOBY BehnHe caBpeMeHUX CUCTeMa
BeIlITaYKe UHTEJUTeHIIje. ¥ HAPEIHOM II0IIaB/by Onhe pa3sMOTpeHr OCHOBHU ITPUHITUIIN
IbAXOBOT PaJia.

10
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3 HeypoHcke mpexe

3.1 Heypon

3.1.1 Ilpupoanu HeypoH

Pa3Boj Heyponckux MpexKka HacTao je Kao IMOKYIa] j1a ce MATeMAaTUYKN OIUIIe
HAYUH Ha KOjU JbYJCKHM MO3ak obpabyje nundopmaruje. axko cy caBpemene HeypoHcke
MpezKe 10jeJITHOCTaB/beHe, IbUXOBA OCHOBHA Hjleja MHCIUPHUCAHA je€ OPraHu3allujoM 1
paJIoM TIPUPOTHUX HEYPOHA.

HepBHuu cucrem doBeka cacToju ce oj BeJUKor 6poja MelycoOHO moBe3aHnX HEypOHA.
HeypoH je ocHoBHa jeaunuila 3a odbpajy U IpeHoC mHMOpPMalija Y HEPBHOM CHCTEMY.
Csaka HepBHa hejnja ce cacToju oj AeHIpuTa, Tea heuje n akcona. lenapurn
IpUMa]jy CUTHAJE O JAPYTUX HEeypoHa, Teso hemuje obpalyje npumbere nadopmalimje,
JIOK aKCOH IIPEHOCH CHUTHAJI Ka JIPYruM HeypoHnMa. Bese uzmely HeypoHa HasuBajy ce
CHHAIICE.

[Ipuposnu HeypoH UCTOBpEMEHO puMa BeJinku 0poj curnasia. Heku oj mwux neiyjy
[IOJICTUTIAjHO, & HEKU WHXUOUTOPHO. Y KOJUKO YKyIHU curaas upehe ogapehenn mpar,
J10J1a31 J10 aKTUBalllje HeypOHA.

Ha ocnoBy oBakBor Haunna (OyHKITMOHUCAHA TPUPOIHUX HEYPOHA PA3BUjEHU CY
[10j€/THOCTaB/bEeHU MaTeMaTUYKN MOJIeJIA, BEeIITAYKU HEYPOHH, KOJU I'Pajie HEyPOHCKE
MpezKe.

3.1.2 Bemrtauku HeypOH

Kajia ce kazke 1ojeTHOCTaB/LEHN MOJIEJIM, MUCJIU Ce Ha TO Jla ce He ToCMaTpa
Hpenn3aH TPeHyTaK I0jaBe CBAKOT I0jeIMHAYHOT UMIILY/Ica, Beh ce aKTUBHOCT HEYypPOHa,
OIICYje HerOBOM IPOCETHOM yUecTa oIy akTuBalje y oapeheHoM BpeMeHCKOM
nHTepBasy. Ha Taj HaumH cJIoKeH 1poliec IpeHoca CUrHaJIa CBOJIM Ce Ha je THOCTABHU)U
MaTeMaTHIKN IIPUKa3, MTo oMoryhaBa edukacHuje MOJIEJIOBake U aHAJIU3Y BEJIMKUX
HEYPOHCKUX MpezKa.

OBaxko 3acHOBaH MOJIEJ BEIITAYKOI HEYPOHA ce MaTeMaTHIKHU OIKCYje Ha ciegehn
HauuH. [locmaTpa ce HEypoOH i, KOjU IIpUMa, CUTHAJIE OJT JIPYTUX HEYPOHA U3 CKyma .J,
J # 1. HuBo akTUBHOCTH CBAKOT HEyPOHA O3HAYABA C€ HEHETATUBHUM PEAJTHUM OpojeM
S, KOju IIpeJIcTaB/ba yIeCcTaIoCT aKTUBaInje y oJpeh)eHoM BpeMeHCKOM HHTEPBAJLY.
Bpeanoct S; = 0 ofrosapa cTamy MHPOBarba HEYPOHA.

YKyIHE yJIa3HU CUTHAJ KOjU HEYPOH ¢ IPUMa OJ] APYTUX HeypOHA O3Ha4YaBa Ce ca I;
U 1IPEJICTaB/ba CYMY CBUX YJIA3HUX CUTI'HAJIA MOMHOYKEHUX OJIroBapajyhum TexKuHama, :

xT; = E U}iij.

jeJ

Bpennoct w;; o3HauaBa jaunHy cuHanTHUKe Be3e m3Mely neypona j u ¢ ITosurusne
BPEJIHOCTH UMajy IOJCTHUIAjHO, & HeraTUBHE MHXUOUTOPHO JI€jCTBO.

AxTuBHOCT HeypoHa i j00Mja ce TPUMEHOM HeJIMHeapHe aKTUBaIoHe OyHKIHje h
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3 Heypomncke mpexe

Ha YKYIIHA yJIa3HU CHUI'HaJI :

AxruBanuona (pyHKIINja ONMUCYje HAYWH Ha KOJU HEYPOH pearyje Ha MpUMJbeHe
curraJje n ojipehyje meroB KoHaUHN M3sa3. [beHa HeImHeapHOCT NMa KJBYUIHY YJIOTY Y
CTIOCOOHOCTH HEYPOHCKUX MPeXKa Jla OMHCY]y CJIOYKEeHe 3aBUCHOCTH Y TOJArmma. Y
BEINITAYKUM HEYPOHCKUM MperykaMa KOPHUCTe Ce pa3/IMdyuTe aKTUBAIMOHe (DYHKIIHje, a y
HACTAaBKY hie OUTH pa3MOTpeHe HeKe O] HajjeHOCTABHUjUX.

3.1.3 CurmMmomgajiHu MO/Iejin HeypPOHa

Curmonpanae dyHKHOHUje cy je/iHa O HAJ3HAYAJHUJUX KJIACA aKTUBAIIMOHIX
dyukiuja, jep 1006po OMUCY]y HMOCTEIeH Ipesia3 HeypOoHa U3 HEAKTUBHOI Y aKTUBHO
crame. IbuxoBa BpegHoCT pacre ca mosehameM yIa3HOI CHUT'HAJA, ajll OCTaje
OorpaHWYeHa, IITO IPeICTaB/ba I0je/IHOCTAB/HEH MOJIeJ IIOHAIIakha OMOJIONKAX HEYPOHA.
[Ipupo/iHO je TPEeTIOCTaBUTHU Ja BaXKH :

lim A(z) =0
Tr——00
h'(x) >0

JeslaH 01 HAJTIO3HATUjUX IPUMepPa OBaKBe (PYHKIIH]e je :

1
h(z) = 5(1 + tanh[y(z — 6’)]),
rje je tanh(z) = %, napamerap f mpar akTubaligje, a mapamerap y ojapebhyje
cTpMuHy (byHKIHje. Y 0BOM KOHTEKCTY, IIpar aKTUBaIllje IIPEICTaB/ba BPEIHOCT YIa3HOT
CUTHAJIa OKO KOje J0JIa3d J0 Hajop2Ke IIpOMeHe aKTUBHOCTH HEypPOHA.

[Topes npukasa y KoMe aKTHBHOCT HeypoHa npumna/ia uarepsaiy [0, 1], gecto ce
KOPUCTH M CHMETPU30BAH [IPUKA3 AKTUBHOCTH, Y KOME BPEIHOCTU HPUIIAJIA]y UHTEPBAJLY
[—1,1]. Taga BpeanocT —1 npejicTaB/ba HEAKTUBHO CTalbe HEyPOHA, JIOK BPEJIHOCT 1
0JIrOBapa MaKCUMAJIHO] AKTUBHOCTU. Y TOM CJIy4dajy BarKH :

lim h(z) =-1

T—r—00
h'(x) >0
lim h(z) =1

T—+00

Jestan oJ1 mpuMepa OBaKBe aKTUBAIMOHE (DYHKIIHjE je :

9(x) = tanhly(z — 0)]

OBakaB 1npuka3 HUje y HOTIIYHOCTH OMOJIONIKU PEAJINCTUYAH, jep YBOJN HeraTUBHE
BPEJHOCTU aKTUBHOCTH HeypoHa. Vnax, oH 3HAYajHO I10je/IHOCTaB/byje MaTeMaTHIKY U
padyHapCKy aHAJM3y HEYPOHCKHUX Mperka, 300 4era ce 4ecTO KOPUCTHU Y TeOPHjCKUM
MOJIeJINMA.

Jenan oz TakBux MoJiena BemTadkor HeypoHa je Mekasiok—IlutrcoB HeypoH (eHr.
McCulloch—Pitts neuron). Ilpemnoxen je 1943. ronune. Hberosa momynapHocT 3acHuBa
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3 Heypomcke mpexe

ce Ha jeJIHOCTABHOCTU U CJMYHOCTU Ca OMHAPHOM JIOTUKOM KOja Ceé KOPUCTU Y
pauynapctBy. Koj oBor mMojienta aktuBannona (pyHKIja uMa jaBa Moryha msjasa, To
jecT HEeypOH MOzKe UMaTH JIBa CTamba, aKTUBHO U HEAKTUBHO :

1, x>0
g(x) = :
-1, <80

MekaJiok—IIuTcoB HeypoH IpejcTaB/ba OCHOBY KacHHjer pa3Boja MEPIENTPOHa 1
CaBPEMEHUX HEYPOHCKUX MPErKa.

[ToBesuBameMm Beher 6poja BeMTAYKNX HEypPOHA HACTA]Y HEYPOHCKE MPEXKe, CIIOCOOHE
3a 00paJIy cJIOXKeHnX WHMOpPMAaIja U pelllaBambe Pa3InIuTIX 3a/aTaKa MAITHHCKOT
yuema. Bese uzmely neypona ojpehyjy CTpyKTypy U HOHAIIame MpexKa.

3.2 ApxureKTypa HEYPOHCKHX MpeKa

Hauun na koju cy neyponu melycoOHO IMOBe3aHU, Ka0 U CMep IpeHoca NHMOPMAIja
KpPO3 MPeXKy, ojpehyjy meHy apXuTeKTypy. Y 3aBUCHOCTH OJ apXUTEKTYpPe, HEYyPOHCKE
Mpezke MOI'y UMaTH Pa3IndnuTa CBOjCTBa, MOTYNHOCTH 1 00JIACTH IIPUMEHE.

Heyponcke mpezxe ce Mory KiacudpuKOBATH IIpeMa pa3IuIuTUM KPUTEPU]yMIMA,
Kao IITO cy Opoj cjojeBa, BpcTa Be3a u3Mely HeypoHa, HAUUH 00ydaBarbha WA BPCTa
nojilaTaka Koje oopabyjy. ¥ HacraBky, moceOHa naxkKma buhe nmocsehena moyenn npema
cMepy TpocTuparba nHopMaluja, Ha peKypeHTHe, 0JHOCHO noBpaTHe (eHr. feedback) u
HeroBparHe (eHr. feedforward) HeypoHCKe MpexKe.

3.2.1 PekypeHTHe HEeypPOHCKE MpexKe

PekypenTtnae Mpexke IpejicTaB/bajy MoJjiesie KOJI KOjuX MOCTOje TIoOBpaTHe Be3e u3mehy
HeypOHa, TaKo Jla M3Ja3 jeJIHOT O] ’hUX MOYKe MTOHOBO YTHUIATH Ha aKTUBHOCT JIPYTHAX Y
MpexK#. 300T Tora ce OBaKBe MpPEXKe IMOCMaTPajy Kao JIMHAMUYKNA CHCTEMU YHje Ce CTambe
Mea TOKOM BPEMEHa.

AKTHBHOCT HEypOHa 3aBUCHU OJ CUTHAJIA KOje IIpUMa O JIPYTUX HEYPOHA.
[TocmaTparmeM JTUCKPETHUX BPEMEHCKUX KOpakKa f, CTarbe MpeXKe Ce IMOCTEIEHO Merba,
TOKOM BpeMena. AKTUBHOCT HEYPOHA ¢ Y HAPEJIHOM TPEHYTKY MOXKE Ce ONUCATH
PEKYPEHTHOM BE30M :

jedJ
rune Sj (t) O3Ha4dYaBa aKTHUBHOCT HeyPOHaj YV TPEHYTKY t, JOK je g aKTHUBalllOHa beHKLlI/Ija
HeypoHa.

[Tostazehu oy movyernor cramwa Mpexe S(0), Koje cajipKu aKTUBHOCTH CBUX HEYPOHA
y IIOYEeTHOM TPEHYTKY,
51(0)

s = |01,

S (0)
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3 Heypomncke mpexe

JIMHAMUKA CHCTEMa TOKOM BpEeMeHa T'eHepHIlle HI3 y3acTOlHUX cTarba S(1), Koja
IIpeICTaB/bajy OJI'OBOP MpeEzKe Ha MOYETHU CTUMYJIYC.

JeslaH o1 HAJTIO3BHATUjUX W HajjeTHOCTAaBHUJUX MPUMepa PEKYyPEHTHE apXUTEKType
jecre XondunamoBa mpexka. Ona ce cacroju o N Mekasok—IIurcoBux HeypoHa Koju
cy MehycoOHO 1moBe3aHu JBOCMEPHUM cuHalicaMa. Bese uzmely HeypoHa cy cuMeTpudHe
1 OHH HHCY Yy BE3H caMH ca cOOOM, TO JeCT 3a TeKHHE BayKH W;; = Wj; U W = 0.

AKTUBHOCT HEYpOHA Y OBOM MOJIEy OIHUCYje ce Ha cjiejiehu HadnH :

N
j=1
JF
qDYHKHHja sgn(m) o;Lpeljyje CTamlkbe HEYPOHa Ha OCHOBY 3HaKa YKYIIHOI' YJIa3HOI' CUT'HaJIa.

YKOJIMKO je Taj CUTI'HaJI TIO3UTUBAH, HEYPOH IIpejia3h Y aKTUBHO CTaibe, JOK ITPU
HETaTUBHO] BPEJIHOCTH OCTaje HeaKTHUBAH.

YV XonduaaoBoj Mpeu dyBajy ce oiapeheHu odpaciiu, 0JJHOCHO KapaKTEePUCTHIHN
pacriope/ i aKTUBHOCTU HEYpOHa Koje Mpexka Tpeda ja 3amamtu. CBaku obpaszart
1oka3yje KOju cy HeypOHU aKTUBHH, a Koju HeakTuBHU. Ha ocHOBY TuxX oOpa3saria Mpexka
oJIelIaBa TeXKNHe Be3a nu3Mel)y HeypoHa, Tako Ja KacHHUje MOYKe Jla [PENo3Ha U OOHOBH
zarramheny nadOpMaIUjy YaK ¥ aKO je MOYEeTHU yJjia3 HElOTIIYH WM CAJIPKU T'PEIIKe.
36or Tora oBakBa Mperka (DYHKIIMOHUIIE KAO acOlUjaTuBHA MEMOPHja, jep je CriocobHa
Jla Ha OCHOBY JieJia WH(OpMallije peKOHCTPYHIIe Teo 3arnaMhenn odpasarir.

XomduioBe Mpexke UMajy IpuUMeHy y 3ajaiumMa odpajie C/InuKa, perno3HaBaba
obpaszalia, TOBOpa U PYKOIIUCA, KA0 U Y PAa3JIMIUTUM IPOOJEMUMA KOJU YKJBYIY]y
BPEMEHCKE U CeKBEHIMjaJIHe TOJIaTKe.

Cauxa 2: Hlemamckyu npukad pexypenmue HEYPOHCKE MPEdHCe

3.2.2 HenoBpaTHe HEYPOHCKE MpexKe

HermnoBparhe HeypoHCKe MpeKe IpeJICTaB/bajy apXUTEeKType KOJI KOjUX Cy HEypPOHHU
opranuzoBaHu y cjojese. OOpaja nadopmalimja oB1ja ce IMOCTEIeHO, ITPOJIACKOM
cUrHaJIa KPO3 MPeXKy, IIpu 4eMy ce nHMOpMAaIlije IPOCTUPY CaMO Y jeJTHOM CMepy, O
YJIQ3HOT Ka M3JIa3HOM CJIOjy, Oe3 IOCTojarha MOBPATHUX BE3a.

OcCHOBHY CTPYKTYPY OBaKBUX Mp€rKa 9MHE YJIa3HU, CKDUBEHU M U3JIA3HH CJIOj.
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3 Heypomcke mpexe

Yia3Hu €j10j TpuMa CIOJballlibe M0IaTKe, Ha IIPUMED BPETHOCTH Mepema MU ITUKCeIe
ciauke. Vza3nu c¢j1o0j j1aje KoHAYaH pe3ysaTar paja Mpexe, JoK ce udMehy mux HaJiase
CKPUBEHU CJIOjEeBU, YUji HEYPOHU BpIie 0bpaay u Tpancdhopmalujy nadopmaruja.
Heyponn ckpuBenux cjiojeBa He KOMYHHUITUPA]Y JUPEKTHO Ca CIOJHAIIILIM OKPYZKEIbeM,
Beh npumajy curnaJsie oji mpeTxXo/IHOr cjioja U mpocelyjy uX HapeIHOM.

AKTUBHOCT HEYpPOHA ¢ Y CJIOjy k ce IpeJicTaB/ba U3PA30M :

(k) _ (k) o(k—1)
S =g wy's; )
j

e je S : . (k)
ae je S; AKTUBHOCT HEypPOHa j y IIPETXOJIHOM CJIOjY, W;

i TexknHa Bese n3aMeby
HEYPOHA j M3 MPETXOIHOT CJI0ja, U HEypOHAa i y cjI0jy k, a g aKTUBaIMOHA (DYHKIIH]A.

3a pa3/mKy 0/l PEKYPEHTHUX MperKa, KOJ HEITIOBPATHUX MPeXKa He IMOCTOjU MeXaHM3aM
namhema TPETXOIHIX CTamba, nHdopMaluje ce odpalyyjy ycmepeHo, ¢jioj 1o ¢JI0j u He
Bpahajy ce nazaj. 360r Tora ce oBakBe Mpezke Hajuelrhe KOPUCTE Y 3aJialuMa KoJ[ KOjux

Huje noTpedHA BPEMEHCKA 3aBUCHOCT I0JIATAKA.

Kao mpumep HemoBpaTHe HEyPOHCKE MPeXKe MOYKe ce IMOCMaTpaTH MpeKa Koja ce
CacToju OJ1 YJIA3HOT CJI0ja, jeTHOT CKPUBEHOI CJI0ja W M3JIa3HOT CJIOja KOJU YWHU jeJlaH
u3J1a3Hu HEYPOH (cauka 3).

YITA3HW CJ10J CKPUBEHW CJ10J N3NA3HW CNOJ
(N HeypoHa) (K HeypoHa) (1 HeypoH)

Cauxa 3: I[Ipumep nenospamme HEYPOHCKE MPeEdHCe

Via3Hu ¢j10j mpuMa BEKTOD YJIa3HUX TOJIATaKa :

f: (517527"'7§N)7

Ipu 9eMy cBaKa KOMIIOHEHTa BEKTOPa MPEJICTaB/ba je/IaH yJIa3HU CUTHAJ MpeZKe.

CBaku HEeypoH CKPUBEHOr cjioja (hOPMUPA CBOjY aKTHBHOCT Ha OCHOBY TEXKUHCKOT
36upa yJaa3HuX CUrHaJa u ofroBapajyhe akrupammone gpyHKIMje. AKTUBHOCTH
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3 Heypomncke mpexe

CKPHUBEHUX HEYPOHa Ce 03Ha‘{aBajy ca O .

N
op =g E Wi &
j=1

N3znaznu neypon 3aTuM KOMOWHYje aKTUBHOCTH CBUX HEYPOHA CKPUBEHOT CJIOja, TTPU
YeMy Ce CBaKa OJ lbUX MHOXKH OJI'OBapajynoM TeKMHOM Ka M3JIa3HOM HEYPOHY, V.
Konagan nznas mpexe riacu :

K K

N
SE) =y kaak =9 kag Zwkjfj ,
=1 j=1

k=1 k

pu 4eMy je ¢ akTubarmona yHKIMja. Pajyu jelHOCTaBHOCTH, TPETIIOCTaB/ba Ce JIa CBU
HEYPOHU CKPUBEHOT M M3JIA3HOI CJI0ja KOPUCTEe MCTY akTuBarmony dyukimjy. Hapasno,
OBO OI'paHMYEH-€ HUje HEOIIXO/IHO, I1a PA3JIUYUTU CJIOjeBU, I1a YaK U 110je/IMHAYHI
HEYPOHU, MOT'Y UMATH PA3JIMIUTE aKTUBAIMOHE (PYHKIIL]E.

HemnoBparne HeypoHcke Mpexke ce KopucTe y 3ajanuma Kiaacuduraimje. Momesr
Jlo/ieJbyje yiia3He MmojaTKe jeIHOj OJ YHampe JedUHUCcaHuX Kjaca. Ha mpumep, Mpexka
MOXKE OJIPEJIUTH JIa JIM ce Ha CJAUIM HaJla3W MadKa WX 11ac, JIa JU je eJeKTPOHCKA
MOPYyKa KeJheHa WM He, WX KOje CJIOBO je HAIMCaHO PYKOM. Y TOM C/Iydajy u3/a3
Mperke He TIpejicTaB/ba IIPOU3BOJbHY BpeaHOCT, Beh o3Haky ojroapajyhe kareropuje.

Y3 noBosban OPOj HEYpOHA U OjroBapajyhe Te:knHe, oBakBe MpeyKe MOTY
AIPOKCUMUPATH U BeOMa CJIOXKeHe HeJIMHeapHe 3aBUCHOCTH. 3axBasbyjyhu Tome oHe
nMajy MIMPOKY IPUMEHY y IpobJieMuMa Ipero3HaBama obpa3ala, o0pajie cianuKa u

roBOpa, MEJUIMHCKO] JUjarHOCTHUIIA UT/I.

o
o
@

Cauxa 4: Hlemamcku npuxad nenospamme HEYPOHCKE MPEIICE

HajjenocraBauju nmpuMep HemoBpaTHe HEYPOHCKe Mpeske je nepuenmpon. OH ce
KOPHCTHU 3a pellaBammbe mpodjieMa OuHapHe Kjaacudukalimje, 0JJHOCHO 3a pa3/Bajarbe
mojlaTaka y JiBe pa3jnduTe Kareropuje. 3axBaJsbyjynn jeITHOCTaBHO] CTPYKTYPHU U
3HAYAJHO] YJIO3U Y pa3BOjy MAIIMHCKOL yUerha, MEePIENTPOH PeJICTaB/ba OCHOBY MHOI'HX
CJIOZKEHUJUX MOJIeia HeypOHCKUX Mpeska. Hapemnu omespbak mocseheH je yrpaBo memy.

16



3 Heypomcke mpexe

3.3 llepuentpon

3.3.1 TIlojam m cTpyKTypa IeplenTpoHa

[IeprenrTpon mpejicTaB/ba jeJlaH o IPBUX MOJe/Ia BENITaYKUX HEYPOHCKUX MperKa.
Paszsuo ra je ®penk Pozenbiar kpajem nemecerux rojauna 20. Beka, ca IU/beM Ja
MOJIe/Tyj€e jeJHOCTABAH IIPOIEC JIOHOIIEHHA O/IJIyKa Ha OCHOBY YJIA3HUX II0/IaTaKa. 3aCHUBA
ce Ha nieju Mekasiok—IIuTcoBor HeypoHa, aju yBoju MOryhHOCT 00y4aBarba, OJJHOCHO
npuiarohaBama TeXKUHA TOKOM Paja CHCTEMA.

Buo je jeman oy npBux mokyinaja ja ce mporiec yuema (opMmasuiyje momohy
MaTEMATUIKOT MOJjiesia. ¥ BpPeMe HeroBOI HACTaHKa CMAaTPaJIo ce Jia OU MOBEe3UBAHEM
Beher Opoja oBakBUX jeauHuUIa O6MJI0 MOryhie KOHCTPYUCATH CUCTEME CIIOCOOHE 33
IIpero3HaBambe odpasala u JIOHOIIEHhe JeTHOCTABHUX O/I/IyKa, CJIMYHO HAUMHY Ha KOjH
GyHKIMOHUIIE JBYACKH MO3aK. 300 TOra je MeprenTpoH UMAo BEJIUKHU YTHUIA] HA Ja/bU
Pa3BOj HEYPOHCKUX MPEXKa M MAIUHCKOT yYerba.

OcHoBHE 3ajlaTaK MEPIENTPOHA je OuHapHa KjIacuUKaIyja, OJJHOCHO Pa3BPCTABAILE
nojiaTaka y jipe kareropuje. Ha ocHOBy yma3Hux curHaJia u ojropapajyhux rexkuna,
HEPIENTPOH JIOHOCU OJJIYKY O TOME KOjOj KJIacu IOCMaTpPaHH MOJaTaK MPUIIAJIA.

Y cBOM HajjelHOCTaBHUjeM OOJIMKY, TEPIEITPOH Ce CACTOJU OJT jeJTHOT BEIITAYKOT
HEYPOHA KOjU MpUMa yJia3He curuasie, oopahyje ux u jiaje usaiasny BPEIHOCT.
Kombunosamem Beher 6poja meprienTpoHa HACTAjy CJIOXKEHUje CTPYKType, KOje MOry
perraBaTi KOMILIEKCHEje IpobJieMe.

OH je muHeapHu KiaacudukaTop ojpehen mapaMerpoM 6, Koju o3HavdaBa Mpar
aKTHUBAIje :

N
S(&) =sgn [ > wi& -0,
j=1

rje je £ KOMIOHEeHTa yJa3HOr BeKTopa &, a w; mb0oj HpujpyzKeHa Texkuna. Ha ocnosy
osora jacHo je ga S(§) € {—1,1}, 1o jecT 1a meprienTpoH Jiesin yaa3He MojaTke Ha
MO3UTHBHY W HETATUBHY KJIACY, Y 3aBHCHOCTU O] 3HAKa T'OpPe HaBeJEHOI M3Pa3a.

Vnazau

Texune

CUATHAJIH

(&
Texuncku Dyukuuja

aKTHBALMje
J Usnaz

iy, o=
‘ sgn(u) = S

&

-1, u<0

Se{-1,1}

&

Ilpar (8)

Cauka 5 : Hawun pada nepuenmpona
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3 Heypomncke mpexe

Jluneapnu KiracudukaTop npejacTaB/ba MOJIET KOjU yIa3He MojaTKe pa3/Baja
oMoy JinHeapHe IPAHUIIE OJ[JTyINBarba. ¥ 3aBUCHOCTHU OJI JIUMEH3HUje IIPOCTOPA, Ta
rpaHuiia MoxKe OUTH IIpaBa, paBaH WIH, Y OIIITEeM Caydajy, Xxureppasas. [leprenrpon na
OCHOBY BPEJHOCTHU TeXKWHA U TIpara akTuBaryje ojpehyje ca Koje crpane Te rpaHulle ce
yJIa3HU IoJaTaK HaJias3d, OJHOCHO KOjOj KJIach IpHUIaga. 300 Tora je paJl IepIenTpoHa,
YCKO TIOBE3aH Ca MOjMOM JIMHEapHe Pa3/IBOJUBOCTH.

3.3.2 JluneapHa pa3aBOjUBOCT

Jla 6u mepuenTpoH YCIeIrHo KiIacugUKoBao yjia3He IMoJaTKe, MOTpebHo je 1a u3mehy
pa3/IMIuTUX KJIACa MMOCTOJU jacHA rpaHuIla pa3jBajama (eHr. decision boundary). Ckyn
[oJIaTaka Ha3WBa ce JIMHeapHO Pa3J/IBOjUBUM YKOJIMKO je Moryhe pa3iBojuTu merose
KJIace jeJIHOM JIMHEAPHOM I'DAHUIIOM OJITy YMBakbA.

Y HajjelHOCTaBHUjEM CJIydajy, Kaja ce MOJAIy IPeJCTaB/bajy Y paBHHU, I'DAHUIA
paszjiBajama nMa o0JIMK IpaBe. ¥ TPOJAUMEH3UOHAHOM IIPOCTOPY, TPAHUIIA je paBaH, JIOK
ce y mpocTopuMa BehuxX JuMeH3Mja KOPUCTU T0jaM XHUIIEPPABHU.

Heka je £ = (&1,&a, ..., &n) yi1a3HU BEKTOD U W = (W, Wa, ..., Wy ) BEKTOP TEKUHA
neprenTpona. Vspas

w-£E—0=0

olmcyje TpaHuIly pa3jBajamba. BekTop w onpeDhyje mojoxkaj n opujenTaiujy rpaHuiie,
JIOK TapameTtap 6 mnpejcrasiba npar aktubaiuje. Ca pa3jinduTux CTpaHa OBe I'PAHUIE
HaJla3e ce MoJally KOju MPUIaJIajy Pa3InduTUM KJIacaMa.

ITpumep Ilpasa xao epanuya pasdseajaroa

[Tocmarpa ce ckyn Tadaka y pasuu. Heka Tauke A(1,1), B(2,1),C(1,2) npunamajy
HO3UTHBHO] KJacu, a tauke D(4,4), E(5,4), F(4,5) weratusnoj. [Torpe6Ho je ofpennTu
IpaHully pasjpajarba nsMehy OBHX Kjaca.

[TomTo cy ysra3am momary 3aJaTH Ta9KaMa y paBHU, CBAKM yJa3 ONHCAH je ca JIBe
Koop/imHaTe. 300 TOra W yIa3HU BEKTOP &, KAO U BEKTOP TEKUHA W, UMA]y IO JIBe
KOMITOHEHTe. Y TOM CJIydajy, TPaHUIla pas3/iBajarmba je OlNCaHa jeJHAINHOM !

W1T1 + Walky — 6 =0.

Taja ce 3a jare Tauke j106ujajy ciegehn nspasu :

AL wy+wy—60>0

B(2,1): 2w +ws—60>0
C(1,2): wi+2wy—60>0
D(4,4): 4wy +4w, — 6 <0
E(5,4): bwy+4w, —60<0
F(4,5) : 4w; + 5w, — 60 <0

JemHo ox pemema cucrema je (wy, wq, ) = (—1,—1, —5). Tama je rpanuna pasapajarma
1+ x9 = 5. To 1mrro penieme HUje jeJIMHCTBEHO 3HAYUM JIa ITOCTOJU BUIIIE PA3IMINTUX
rpaHuIia pa3jBajarma Koje YCIeNnHo Kiaacudukyjy ucre mojgarke. Pazamanre BpeHocTn
TeXKMHA U Tpara MOTY JOBECTH JI0 Pa3IHIUTUX MIPABUX, IPU Y€MYy CBaKa O] IbUX
HCIIPABHO pa3/iBaja mocMaTpaHe KJiace.
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T1

Cauxa 6 : Teomempujcrka uHmepnpemayuja npumepa

Y TPOIMMEH3MOHATHOM IIPOCTOPY T'PAHUILY pa3/iBajarba BUIE HE ITPeJCTaB/ba IIPaBa,
Beh paBan. OHa pa3sjBaja mojaTKe Ha J[Ba Jie/ia IPOCTOPA, IIPU UeMy Ce TadKe
Pa3IMUNTUX Kjaca Haja3e ca Pa3HUX CTpaHa PaBHMU.

Y ommreM ciydajy, KaJa IMoJalld UMajy BUIIE O/ TPU JUMEH3U]je, I'PaHuIa
pas/iBajama Ha3uBa ce runeppasan. Mlako Takse mpocrope Huje Moryhe JupeKkTHO
reoMeTpUjCKU MPUKa3aTH, MaTeMaTUYKN [IPUHIIAI OCTaje UCTU: XUIeppaBaH JieJIn
MIPOCTOP HAa JIBa Jejia U oMoryhasa Kiaacu(UKaIjy MOJATaKa.

YKOJIMKO ce mpobJieM JInHeapHe Pa3/IBOjJUBOCTH ITOCMATPa U3 JIPDYTOT' YIJIa, YMECTO
caMuXx I0JaTaka MOIY ce aHaJIu3upaTH Moryhu u3d0pu BEeKTOpa TeXKHWHA w. ¥ TOM
cJIydajy, CBAKH BEKTOD TEXKUHA IPEJCTaB/ba JeJIHy TadKy y IIPOCTOPY Hapamerapa. AKO
ce mocMaTpajy caMo BEKTOPU HCTe Jy2KUHE, OJIHOCHO |w| = const, Taja ce cBu Moryhu
BEKTOPH TeKMHA HaJla3e Ha cdepr, OJTHOCHO, Y ONUIITEM CIy4ajy, Ha Xunepcdepu.
Oppehenn pernonu Te xutepcedepe oroBapajy n3dopuMa TeKWHa KOjU YCIEITHO
pas3jBajajy mocMarpane Kjace nojaraka. Ha Taj maunn, npobyem juHeapHe
Pa3/IBOJUBOCTH MOKE CE€ T€OMETPUjCKU MHTEPIPETUPATH Kao Tpazkerbe ojiroBapajyher
peruoHa y MpocTopy TexkuHa (eHr. learning in version space).

Cauxa 7 : T'eomempujcra unmepnpemayuja npocmopa mesicuna u chepe y remy. Ocenvernu pe2uon
00206apa BEKMOPUMG KOJU YCNEWHO PA30BAJAfY NOCMAMPAHE KAACE.
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MebhyTum, mocrapiba ce IUTamE MITa Ce JIeNIaBa YKOJIUKO IOAaIld HIUCY JTUHEAPHO
Pa3/IBOjUBH, OJHOCHO aKO He IIOCTOjU jeJHa IpaBa, paBaH WIH XUIIEppaBaH Koja MOXKe
Pa3/IBOjUTHU pas3jInduTe Kjaace. JeJaH oJ HajIIo3HATHJUX IIpUMepa TaKBOI' IpobjeMa je
npobaem excraysuste ducjynrkuyuje man XOR mpobsem. Ilocmarpajy ce derupn Tadke:

(0,0),(0,1),(1,0),(1,1).

Heka Tauxe (0,0) u (1,1) npunanajy jeanoj kiacu, a tatxe (0,1) u (1,0) npyroj.
['eomeTpujcku, oBe Tauke cy pacropehene Tako ja Huje Moryhe nosyhu jesiHy mpaBy Koja
6u pasnBojuita Kiaace 0e3 morpelnHe Kiacudukaiumje 6ap jegHe tadke. 360 Tora
jeJIHOCJIOJHU TIePIENTPOH Huje criocoban ja ycuentHo peru XOR npobsem, 1o
IIpeJICTaB/ba jeHO OJ1 TeI'OBUX OCHOBHUX Orpanuversa. Vlcropujcku, oBO je G110 OrpOMHO
oTkpuhe, jep je MOKPEHYJIO Pa3B0j CJIA0KEHUjUX, BUIIECJIOjHUX HEYPOHCKUX MpPeEXKa.

YIpKoc HaBeIeHNM OTpaHMYEhbUMa, jeTHOCIOJHH MEPIENTPOH MIPEICTaB/ba OCHOBY
pa3Boja caBpEMEHNX HEYPOHCKUX MpeXKa W UMa 3HAYAjHY YJIOTY Y TEOPUjU MAITHHCKOT
ydema. 30or Tora he y nacraBky o6utu pasmorpen PosentaTos Mojien jeaHocojHor
HEPIENTPOHA U aJTOPUTAM HHerOBOI 00yJaBarba.

3.3.3 PoszenbisiaToB ajropuraM obydaBama MepIernTpoHa

Kao mrro je Beh naBesieno, PozenbaToB Mo/1e/1 IepIenTpoHa OIMKCYje ce U3Pa3oM

N
S(§) = sgn Zwifi -0
i=1

OBa ¢dopwmyia onucyje HAYUH Ha KOJU TEPIENTPOH JOHOCH OJITYKY, ajIi Haj3HAYUAJHUjU
Jeo PozenbiaToBor Mojiesia je mocTynak odydaBarba, OJJHOCHO HAYMH Ha KOJU Ce TEeXKIHE
npuaarohasajy Ha OCHOBY IPUMeEpA.

TokoMm obOyuaBarba, IMEPIENTPOHY Ce PEJIOM 3a/1ajy IPUMEpPH U3 TPEHUHI CKyIa. 3a
CBaKWU IIpUMep M3padyHaBa ce M3Jja3 Mojiesia U yrnopehyje ca Ta4HOM O3HAKOM KJlace.
VKOJIMKO je puMep UCIPABHO KIacu(pUKOBaH, TeKUHE ce He Membajy. AKo je
KJIacuUKaIija Morpemina, TeKUHe ce KOPUTYjy Tako jJa ce nmoseha BepoBaTHOhA
ucnpasHe KJjacuduKalyje TOr IpuMepa y HapeIHnM Koparnma. Ha Taj madma
MEPIENTPOH MTOCTENIEHO TTOMepa IPAHUILY Pas3/iBajarba U IpuiarohaBa ce mojanmuma.

dopmaJsiHO pevueHo, KOpeKInja Texkuna y PozeHb/1aTroBOM MOjIe/Ty 3acHUBa ce Ha
paznunu u3Mehy jgobujeHor n odeknBaHor mssasa. Heka je 3a jartu yirazuu BeKTop &
OYeKWMBaHU M3J1a3 O3HAYEH Ca ¥, JOK je CTBAPHU M3Ja3 meprenTpoHa jenHak S(£). Ako je
S(€) = y Texxune ocrajy Henpomemene. Meljyrum, y cynporHoM, BpIiy ce n3MeHa
TeKMHA MpeMa MMPaBUILy :

t+1 t
o =l 4 e,
rjie je n mapamMeTrap ydema, a t peiHu Opoj uTeparyje TOKOM Iporieca o0ydaBarba.
Ha cimyan maymn ce MOyKe KOPUTOBATHU U IIPAr aKTUBAIIHje :

plt+1) — g _ ny.
VYKOJIMKO MEPIENTPOH IMOTPENTHO KIacu(puKyje HEKU ITPUMED, BPEIHOCTU TEXKUHA CEe
MeIbajy TaKo Jla ce TPAHUIlA Pa3/iBajarba MOMEPU Ka UCIPABHO] KJIaCU(PUKAIUJH TOT
npumepa. [Iporec obydyaBama MMoOHAB/bA, Ce HAJ[ CBUM IPUMEPUMa U3 TPEHUHT CKYIIa CBE
JIOK TIEPIENITPOH He TIPeCcTaHe Jia ITPaBU I'PEIIKe W JIOK ce He JOCTUTHe 33/1aTh Opoj

20



3 Heypomcke mpexe

uTeparyja. YKOJUKO Cy IMoJaly JIMHeapHo pas3/iBojuBu, Pozenbiaros ajaropuram he
HAKOH KOHAYHOI' Opoja Kopaka mponahu ojrosapajyhe BpeJHOCTH TeXKHUHA.

MebhyTuMm, jeHocTaBHE MOJIE/N TIOIMYT MEPIENTPOHA HUCY JIOBOJHHU 3a PEIlaBaibe
MHOTUX CJIOXKEHUX MTPOOJIeMa MAITUHCKOT yUaemba. 300r Tora Cy pa3BujeHe jyboke
HEYPOHCKEe MpexKe, Koje 3axBasbyjyhu Behem Opojy ciiojeBa U pa3jnduTUM aKTHBAIIMOHUM
dyHKIIIjaMa MOI'Yy OINHMCUBATH CJIOKEHe HeJIMHeapHe 3aBUCHOCTHU Y TOJIAIIMA.

3.4 Jlyboke HeypOHCKe MpeXKe U aKTHBalluoHe (pyHKIHje

Iyboke HeypoHCKe Mpexxe (eHr. deep neural networks) mpecTaB/bajy Mpexe
Koje cazipzke Behn O6poj CKpuBeHUX Cj1ojeBa n3Mely yaasHor n majasHor ciaoja. CBakn
c10j obpabhyje nndopmalimje jJo06MjeHe U3 MPETXOIHOT CJIoja U Ipociehyje pesyarar
HAPEJIHOM, IIPH YeMy MpezKa IMOCTENEHO YUH CBe CJIOYKEeHUje KapaKTEPUCTUKE ITO/IATAKA.
SaxBaJbyjyhu oBaKBOj Xujepapxujckoj obpaju rnojaraka, ;1yboke HEypOHCKe MpeKe
JIaHAC MUMA]jy MIUPOKY IIPUMEHY Yy IPelo3HaBakby I'OBOPa U PYKOIKMCa, MAITHHCKOM
peBoherby, ayTOHOMHO] BOXKEbU, CUCTEMUMA IIPEIOPYKe, FeHEePATUBHO] BEIITaYKO]
UHTEJTUTEHITUU UT]I.

Bazxny yiory y pajy JybOKHX MpexKa nMajy akTuBarmone pyHKIje, Koje ogapehy]jy
HAYMH Ha KOjU HEYPOHU pearyjy Ha yJjasne curtase. Fbuxosa nesmneapuoct omoryhasa
MperkaMa Jia OIHUCY]y CJI0YKeHe 3aBUCHOCTU Y IOJIAIMMA U YCIEITHO PeliaBajy mpodseme
KOj€e JeJIHOCTaBHU JIMHEAPHU MOJIEIN HEe MOTY OITUCATH.

Je/lHa o1 HAJTIO3HATUjUX W JIaHAC HajuelThe KOpUITNEHNX aKTUBAIMOHUX (PYHKIINja
jecre ReLU dyukumja (enr. Rectified Linear Unit). Hbena nomymapHocT 3acHUBa ce Ha
jeTHOCTABHOCTH, €(PUKACHOCTHU U J0OPO]j YCIENTHOCTH y 00ydaBamy JIyOOKUX HEYPOHCKUX
Mmpexka. ledunuie ce na ciaenehn nauun :

0, <0 0, <0
g'(x) =

g(x) = max{0,z} = , :
z, >0 1, >0

To snaun 1a ReLLU 3a meratuBue BpeanocTH yiasa jaje nsias 0, 10K 3a MMO3UTUBHE
BPEIHOCTH M3J1a3 IocTaje jeHak camoMm yiaasy. ['paduyukn nmocmarpano, GyHKIMja ce 3a
HeraTUBHE BPEJIHOCTH TOKJIAIA Ca T-0COM, JIOK 3a MO3UTHBHE BPEIHOCTHU IIPE/ICTABIbA

1paBy Yy = T.

Jlyboke HeypoHCKe MperKe MOT'y ce IocMaTpaTh Kao KoMmiosuimje Beher 6poja
dyHKIM]a, jep CBaKHU CJI0j IpUMa M3/1a3 IMPETXOIHOT CI0ja KAo y/aa3 U HaJ UM BPIITH
HoBY Tpancdopmaru]jy. [IpBu u3B0o/ onucyje KOJMKO ce HEKa BEJIMYUHA MeHha, & TOKOM
obydJaBarba Ib je Ja ce OJIpe/in Ha KOju HauuH Tpeba MPOMEHUTU TeKUHE Kako Ou ce
CMAaIbIJIa TPEIKa MoJiea. 300r Tora ce TOKOM o0ydaBarmha KOPUCTU JIAHYAHO ITPABUIIO
M3BO/Ia, IIpeMa KOMe je M3BOJI cjioxKeHe (DyHKIIHje jeTHAK ITPOU3BOJLY OJiroBapajyhux
u3Boza. [Ipm mporecy obydaBama, Iperka Mojesra ce IOCTENeHO TPEHOCH YHa3a/l KPo3
MperKy Kako OU ce OJpeanyIo Ha KOju HauuH Tpeba m3MeHnTH TexknHe. Ko
cUrMonIaTHUX (DYHKIIN]ja, 33 BeJIUKe MO3UTHBHE W HETATHBHE BPETHOCTH yJIa3a U3BOJ
nocraje Om3ak nyn. OBako Majie BpeIHOCTH ce Mel)ycoOHO MHOXKE U TIOCTEIEHO MOCTa]y
3aHeMapJ/buBe. 300T TOra ce TeKUHe y JAyO/bUM CJI0jeBUMA BEOMa MaJjIo MErbajy, ra
Mperka CIIOPO Y4 WJIM MPAKTUYIHO IIpecTaje Ja ce odydyasa. OBa 1mojaBa Ha3MBa ce
pobJieM HecTajamba rpajujenta (enr. vanishing gradient).

ReLU dynknuja yorazkaBa oBaj IpoOJeM jep je HmeH M3BOJI 3a MO3UTUBHE BPETHOCTH
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jennak 1. 30or Tora rpajujeHTH ocTajy Behn TOKOM IIPOCTHpPamha KPO3 MPEXKY, Ia ¢e U
TexkuHe epukacHuje axkypupajy. Ha Ttaj Haunn obyuaBarmme a1yOOKHX HEYPOHCKUX MperKa
mocraje OpKe u crabuiHumje.

Nmnak, oBa dyHKIMja nMa 1 ojpehene HeocTaTKe. YKOJUKO HEYPOH TOKOM
oOydJaBarba 1ecTo JIo0uja HeraTuBHE BpeJgHOCTH yiasa, nsiia3 ReLU dynkiuje mocraje
jeaHak Hy/Id, a W3BOJ (DYHKIMje Takohe mocraje Hysa. 3000 Tora ce TeXKMHe TOI' HeyPOHa
BHIIIE HEe MeIbajy, I1a HeypOH IPaKTU4IHO Ipectaje ga yuu. OBa mojaBa 11o3HaTa je Kao
pobJieM ,MpTBuX" HeypoHa (enr. dying ReLU).

Kao jenno oj1 perema oBor mpobsema paspujena je Leaky ReLU dynknmja,
nedrHICAHA U3PA30OM :

g(x):{ax, z <0 g’(x):{a’ z <0

z, x>0 1, >0’

O<a<l.

3a pazmuky ox kiaacuune ReLLU dynknuje, kox Leaky ReLLU ¢dyukimje neratusne
BPE/IHOCTH yia3a He MPeCcInKaBajy ce y Hyy, Beh 3ajprkaBajy Masly HETaTHBHY
BpegHocT. Ha Taj nayun u3Bos hyHKIMjEe OcTaje pa3IuduT Of HyJIle U 3a HeraTUBHE
BPEJIHOCTH, IITO oMoryhaBa j1a HeypOH HACTaBU IPOIEC 0OyUIaBamba.

[Tope oBe dyHKIMje, pasBujeHe cy u japyre mojudukaiuje u aarepuaruse ReLU
dyHKIMjA, ca Iu/beM 1000JbIamka mporeca odydapama LyOoknx Mpeska. Heke o1 mbux

cy -

e Softplus pyukiuja
g(x) = In(1 + %)
OBa dynkimja npejcrasiba ,riatky” Bep3ujy ReLU dyukiuje, jep Hema Harm
npena3 y tauku x = (. 3a BeJMKe MO3UTUBHE BpeJHOCTH HoHaIma ce candao RelLU
dyHKIMjK, TOK 33 HETraTUBHE BPEIHOCTU OCTEIIEHO TEXKU HYJIU.

e ELU dynknuja (eur. Ezponential Linear Unit)

e —1, =<0
g(:ﬂ)z{

x, x>0

3a pasmuky ox ReLU dyukmnuje, ELU 3a Herarusre BpegHOCTH He Jaje Hy/1y, Beh
rocTereno Texku BpeaHoctu —1. Ha Taj nadun ce cMmarbyje BepoBaTHOha IojaBe
,MPTBHUX" HeypoHa u oMoryhasa ctabuiHuje odydaBambe MpexKe.

e Swish dynkmnuja
x

1 +e*

OgBo je rnarka n HeauHeapHa (PYHKIHMja KOja KOMOUHYje OCOOMHE CUIMOWIATHUX 1
ReLU dyukmuja. 3axsabyjyhu 1006p0j yCHENTHOCTH Y MPAKCH, TIPUMEbYje ce y
[IOjEJIMHIM CaBPEMEHUM MOJIeINMa JTyOOKOT yUerba.

g9()
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ReLU n Leaky ReLU Softplus, ELU n Swish

9(x) 9(x)

= Rellk/gSmax(07%) s e Softplust g) =In(l +9) |
] I

=== Leaky ReLU (a =0.1): B 10
-1, x

-—= ELU: g(x) =
glx) = o 9x) L, x>0
0.1x, x< 0

x

—— Swish: g(x) =l+%

B ox

\ 2 = 4

Cauxa 8 : I'paguuru npukras axmusayuonur gynrxyuje ReLU, Leaky ReL U, Softplus, ELU u Swish

BaxBaspyjyhu pa3Bojy JiybOKHX HEYPOHCKHUX MPEKA M PA3TUIUTUX AKTHBAIIMOHUX
dyHKIIMja, caBpeMeHn MOJIEJIN MAITUHCKOT YUerha IMOCTAIN Cy CIOCOOHU 3a pelllaBabe
BEOMa CJIOZKEHUX Mpo0JeMa 13 pa3anauTux obsactu. Mako ce ibuxoBa OCHOBA 3aCHUBA Ha,
MaTeMaTUIKIM MOJEINMa U TCOPUJCKUM NPUHIUIINMA, HEYPOHCKE MPeEKe JaHac UMajy u
3HAYAJHY MPAKTUYHY IIPUMEHY. ¥ HApPEIHOM OJIe/bKY, Iap rnpumepa he OuTu npukasaHo.

3.5 MHNmnaemeHTanmja HEYPOHCKUX MpexKa

VIIPKOC CJI0KEHO] MaTeMaTHIKOj OCHOBH, CaBpeMeHe HEeyPOHCKE MPerKe MOry ce
peIaTUBHO jeTHOCTaBHO UMILIEMEHTUPATH IIOMONY CIIeIjaIn30BaHnX OHOJIMOTEKA.
Jlanac 1mocToju BeJIMKKA OPOj ajiaTa 3a pa3Boj MOJE/Ia MAITHHCKOT yUerma, KOju
omoryhasajy edukacHo Kpenpambe, 00ydaBame U TECTUPAE HEYPOHCKUX MPEZKA.

Jenna o Haj3HavajHUjUX OMOIMOTEKA 33 Pa3BOj HEYPOHCKUX MPEXKa y ITPOrPAMCKOM
jesuky Python je PyTorch. Ona omoryhasa jeanocrasno nedunucame u 00ydaBame
MOJIe/1a, KA0 U IPUMEHY Pa3IuIUuTUX aKTUBAIMOHUX (PYHKIIMja U aJIrOPUTAMA YUeba.
BaxBabyjyhu jeTHOCTABHO] CHHTAKCU W BEJIMKOj mpuMenu y mpakcu, PyTorch
IpeJicTaB/ba jejlaH oj] Hajdernthe Kopuithenux ajara y objactu aybokor yuema. Hapena
TPH jeITHOCTAaBHA IIPUMEPA TO MOKA3Y]y.

IIpumep 1 Heypon ca ReLU dynryujom

import torch

import torch.nn as nn

x = torch.tensor([-2.0, -1.0, 0.0, 1.0, 2.0]1)
relu = nn.ReLU()

y = relu(x)

print (y)
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Ha nmouerky mporpama yBoze ce PyTorch 6ubimoreka u MOy 3a HEypPOHCKe MpeKe,
KOjU caJIpyKi KOMIIOHEHTE 3a PaJi ca HEYPOHCKUM MpexKaMa. 3aThM ce (hopMHUpa TEH30D
yJIa3HUX BPEIHOCTH HaJl KojuMma he outn npumerbeHa ReLLU akTupammona ¢yHKImja.
Haxkon nedpunncama ReLU dyuknmje, ona ce npuMmerbyje Ha yJjia3He MOJaTKe, IIPH YeMy
CBe HeraTHBHE BPEIHOCTHU IIOCTajy HyJa, JIOK ITO3UTUBHE OCTajy HelpoMemeHe. Ha kpajy
ce HUCIHCYje JT00ujeHn pe3y/iTar.

Nszmnas :
tensor ([0., 0., 0., 1., 2.1)

IIpumep 2 Heyporcka mpesica ca jeOHUM CKPUBEHUM CAOJEM

import torch
import torch.nn as nn

model = nn.Sequential(
nn.Linear (2, 4),
nn.RelLU(),

nn.Linear (4, 1) )
x = torch.tensor ([[1.0, 2.0]11)
y = model(x)
print (y)

Jedunmuiie ce jeanocTaBHA HEYPOHCKA MpexKa Ca jeJHUM CKPUBEHUM CJIOjeM KOju
caJipyku getupu Heypona. CJiojeBu Mpeke Cy OPraHU30BaHU TaKO Ja Ce U3J1a3 jeHOT
coja nipocsehyje mapeanoM. Mpexka rnpuma JiBa ysia3Ha Mmojgarka, 3aTUM Y CKPUBEHOM
c10jy bopMupa YeTUpH HOBE BPEIHOCTH HaJl KojuMa ce pumMmerbyje ReLU dynkiuja, a
HAKOH TOTr'a ce JIobuja KoHadaH nu3jia3 mpexke. Ha Kpajy ce medunuiie u yjaa3saum TeH30D
KOjH TIPOJIa3W KPO3 MPEXKY W UCIUCYje ce T00MjeHr pe3ysITar.

[Tomro Mpexka Huje obydeHa, TeKWHE Y 0] Cy CIydajHO MOCTaB/beHe, a he n u3jas
OUTH HeKa CJIydajHa peasiHa BPEIHOCT.

IIpumep 3 Obyuasarve reyporncke mpeoice

import torch
import torch.nn as nn
import torch.optim as optim
x = torch.tensor ([[0.0],[1.0],[2.0],[3.011])
y = torch.tensor ([[0.0],[2.0],[4.0],[6.011])
model = nn.Sequential(
nn.Linear (1, 1))
criterion = nn.MSELoss ()
optimizer = optim.SGD(model.parameters(), 1lr=0.01)
for epoch in range (1000):
prediction = model(x)
loss = criterion(prediction, y)
optimizer.zero_grad()
loss.backward ()
optimizer.step ()
print (model (torch.tensor ([[5.0]]1)))

VB0o31 ce U MOJLyJI KOju oMoryhaBa ONTHMU3AIN]Y MOJe/a TOKOM oOydaBarma. 3aTUM Ce
JedpuHUITy yJIa3Hu ¥ U3JIa3HU 0/Ialll Ha OCHOBY KOjUX he Mperka yIUTH 3aBHUCHOCT
u3Mmely BpeHOCTH. Y OBOM IPUMepPy MpexKa Tpeba ja Hayuu npapuio y = 2x. Hakon
Tora popMHpa ce jeJHOCTABHA HEYPOHCKA MPEXKa Ca jeTHUM YJIa3HUM U je THUM
M3JIa3HIM HEYPOHOM. 3aTuM ce jedunniine pyHKIHja TPEIKe, Koja MEPU Pa3IuKy
u3Mel)y mpeBuheHrX U CTBAPHUX BPEIHOCTHU, KAO W aJrOPUTAM KOjU CJIYKHU 38
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KOPEKIIjy Te:KMHa Mpexke TOKOM obyuaBarba. [lokpehe ce mporec obydaBarmba, TOKOM
Kora MpexKa BHUIIE IIyTa MPOJIa3h KPo3 CBe IojaTke, (hopMupa IpeaBuharmba, n3padyHaBa
IpEIIKy U IIOCTeleHo IpuarohaBa cBoje TexKuHe KaKo OU pe3yaTaTu OWIHM IITO
nperu3nnju. Ha kpajy ce oby1deHoj MpexKu 3ajiaje HOBa yjia3Ha BPEJIHOCT, a IIPOorpaM
UCIIUCYje TIPeJIBUDEHN PEe3ysITaT.

Jlobujena BpeiHocT He MOpa Outu Tadno 10, jep ce TexkuHe Mpexke ojpelyjy npubInzKHO
TOKOM IIporieca oby4daBamba. Vmak, HaKOH JOBOJAHOT OPoja Iposa3a Kpo3 I0IaTKe,
pesyarar he 6utu BeoMa O/IM3aK OYEKUBAHO] BPEIHOCTU. 3aTO MPOTrPaM MOYKe UCIUCATH,
Ha [IPUMED :

tensor ([[9.98]1])

VY mocseameM IpuMepy MocebHO ce BUIU Jia 00ydaBarmbe 10/Ipa3yMeBa, IOCTEIIeHO
npuiarohaBarme TeXKMHaA KaKo OU ce I'pellika Mojesia cMarmbuiia. YIIPaBo ce TUM ITUTAEM
O6aBHU HapeJIHO IMOIJIaB/be, y KoMe he OUTH MOKaa3aHO KAaKO MO TOKOM 00yJaBarba
TeXKU CBe O0JbEM PEIIeby, OJIHOCHO KaKO JI0JIa3| JI0 HheroBe KOHBEPIeHII]e.
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4 KouBepreHmmja Moaesna

Y IpeTXOoIHNM MOIVIaB/bIMa PasMaTpPaH Cy MaTeMaTUYKHA MOJIETN MAITUHCKOT
yderma, CTPYKTypa HEyPOHCKUX MpexKa U MPOIeC HhUXOBOT o0ydaBarma. MehyTum,
[IOCTaBJba, Ce MUTAbEe HA KOJU HAYUH MOJIEJI TOKOM ODyUaBamba MOCTENeHO JI0JIa3! JI0 CBe
6ospux pesyirara. /la 6u HeypoHCKa Mperka YCIEITHO peraBaJia ogapehenn mpobdem,
HOTPEOHO je Jla HheHu apaMeTpu Oy/ry npusiaroheHn Tako jia IPeIKa MoJiesa Oyie MITo
Mama. [Iporec mocrenenor npuirarohaBama mapaMerapa U CMambliBamba IPEITKe HA3UBa
ce KOHBEpIreHInja MoJea.

4.1 JIuneapHa perpecuja

JluHeapHu MpeUKTOPU TPEJICTAB/BA]Y jeJIHY OJ1 HAj3HAYAJHUjUX U Hajderihe
KOpuImheHnx K/aca XUIOTe3a Yy MAIUHCKOM ydery. HbuxoBa moryrapHOCT 3acHUBA Ce
Ha TOMeE ITO ce epUKacHO 00ydaBajy, a HICTOBPEMEHO Ce PeJIATUBHO jeTHOCTABHO TyMade.
Y BesimKOM OpOjy MpaKTUYIHUX ITpodJieMa JIMHeAPHU MOJIEJIM YCIIeBajy Ja BeoMa, JI00po
OIIUIITY 3aBUCHOCTU m3Mely 1ojiaTaxa.

Y OKBHUPY OBe MOPOJUIE MOJe/ia U3/Baja ce JuHeapHa perpecuja. Ona rpejicraBba
je/laH 01 OCHOBHUX MOJIeJIa MAIIMHCKOT y4Uema U YeCTO CJIYKU Kao I10JIa3Ha OCHOBa 3a
pasyMeBarbe CJIOXKEHUJUX MeTojia 0OyJdaBarba.

Heka je © = (21, X3, ..., Tq) YIa3HU BEKTOD, W = (W1, Wy, ..., Wq) BEKTOP TeKUHA U b
c1000IHN WJIaH U3 CKyIla peaJnux opojesa. Kiaca muHeapHux (pyHKIMja IpeICTaB/ba
cienehn CKyI Xuioresa, :

d
Lo = hup | hup(x) = | Y wizy | +bp
i1

Hreg = La.

JIuneapna perpecuja (eHr. linear regression) CIIyzKU 3a MOJIEJIOBAE 3aBUCHOCTH
u3Mel)y ynasHux rojgaraka u peasiHe usjazue Bpeanoctu. [lub Mosena je jma mponabe
dbyuxmmjy h : R? — R Koja mTo 607/b€ alrpoKCHMHIpa ocMaTpane mnojarke. Ko
jemHommMensuonasiHOr caydaja (d = 1) momes Hacroju ga nponabe mpaBy Koja Hajoosbe
OmKCyje pacropel] Tadaka y paBau (cauka 9).

Cauxa 9 : Jluneapra peepecuja 3a d = 1
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[Tpunukom obydaBama MOTPEOHO je OJIPEUTH KOJIUKO ce TpeaBuleHe BpeHOCTH
Pa3JIMKYjy OJ CTBAPHHUX IOJaTaKa. 300r Tora ce yBoju (pyHKIMja rpemike, Koja
peJICTaB/ba MEPY OJICTYIIama Mojiesia OJ OUeKNBaHuX pesysrara. Ko mneapHe
perpecuje Hajuerilie ce KOPUCTH CPe/Iba KBaapaTHa rpemka (enr. Mean Squared
Error — MSE), onpebhena dopmyrom :

Z (h(%) - yz‘>2,

i=1

1
Lg(h) = —
s(h) m
r7ie je S TpeHuHr CcKyI, a m Opoj wiaHOBa TOT CKyI. KBajpupameMm pasinke n3mehy

npe/IBUheHNX ¥ CTBAPHUX BPEIHOCTH Beha ojicTynarma jgo0ujajy Behy Texxuny, ma Mojen
TEXKU MPOHAJIAXKEbY MapaMeTapa 3a Koje je yKyIHa I'PEIKa MITO Mamba.

3a pemapame EPM mpobiiema Ko IuHeapHe perpecuje 9ecTo ce KOpUCTH MeTOoIa
HajMamux KBaapara (enr. Least Squares). OcHOBHa Hjieja OBe MeTo/ie jecTe
IpOHAJIAYKEIbEe TAKBUX BPEJHOCTH ITapaMeTapa Mojesa 3a Koje 30up KBaJipaTa
oJicTynamba u3Mely npeaBuh)eHnx U CTBApHUX BPEIHOCTU JTOCTUXKE MUHUMYM.
PopmaJtHo, TOTPebHO je mpoHahu BpeHOCTH HapaMeTapa 3a Koje pYHKIHja Ipenike mMa
HajMarby MOryhy BpPEIHOCT :

d
argmin Lg(hy), 3a hy(z)=w- -z = Zw,ml
i=1

Munumym dyHKIMje rperke ojpehyje ce nspadyHnapameM n3Bojga QYHKIIH]E 110
napaMeTpuMa Mojiesia U u3jelHavdaBarbeM JI00MjeHOT n3pa3a ca HYJIOM :

%Z (hw(xl) — yi)xi = 0.

OBaj mpobsieM MOXKe JIpyradmnje Jia ce 3amullle :

Iil
. Liy . T
Kako je 7; = | . |, oHma je x; = [xilxiQ . .xid} ,

xid

w1y
d
. W2 T
na je hy(z;) = E WTi; = W1y + Wakyy + + -+ + Wally, = [xill‘i2 . .xid] | =2 w.
j=1 '

Wy

YbanuBameM 0BOTa y MOJIa3HY je/IHAYNHY J00mja ce :

m

=1

m m
T

E T; WT; — E yir; =0,
i=1 =1

m m

T
i=1 =1

27



4 Komuseprenimja Mojena

V3Muajy ce O3HAKe :
m m
T
A= E rx;, b= E Yil;.
i—1 i=1

Tayna ce jobuja cucreMm JUHEAPHUX jeHAYNHA, ca d HETIO3HATUX U d jeTHAYNHA,
Aw =b.

Vkoauko je A nnBepaubuina, To ject Baxku det A # 0, perieme cucreMa je jeJIMHCTBEHO
U MOXKE Ce 3aIUCATH y OOJIHUKY :

w= A"

Nmak, nucy cBu mpobJieMu MAIIUHCKOT yUelba JJUHEAPHU, 11a ¢€ 3aBUCHOCTH n3Mehy
[o/IaTaKa IecTo He MOTY JIOBOJHHO JOOPO OMMCATH MPABOM. Y HEKHUM O] TAKBHUX
CUTyallnja KOPUCTHU ce TIOJIMHOMCKA perpecuja, Ko Koje ce 3aBUCHOCT n3Mehy
YJIa3HAX U M3JIa3HUX BPETHOCTH OIHUCYje MOJTUHOMOM N-TOT' CTENEHA :

p(z) = ana™ + - - + apr® + a1 + ag.

Bekrop a = (ag, ai, ..., a,) IpejicTaBba BeKTOp KoedUIIjeHaTa, 0JJHOCHO IIapaMerapa
MoZie/Ia. 3a Pas3NIUKy Off JIMHeapie perpecuje, MOJHHOMCKa perpecrja omoryhasa
OIIICHBAIbE CJIOKEHHUJUX 3aBUCHOCTH H (G0Jbe Ipuiarojasabe pacuopey mojaTaka
(cauka 10).

Cauxa 10 : Jleso je npukxasana AUHEAPHA, 6 OECHO NONUHOMCKG PELPECUIA

HOCMana Cce KJlaca jerH‘HO,ILI/IMeHSI/IOHI/IX IIOJIMHOMCKHX PerpeCuoHux mMo/zaeJsia m-Tor
CTeIIEHa :

Hpor = {z = p(2)}.

MNako mosmmHOMCKa perpecuja He OoNucyje JuHeapHy 3aBUCHOCT u3Mely x u y, oHa ce
MOZKe CBECTH Ha JIMHEAPHY PErpecrjy y HOBOM IIPOCTOPY KapakTepucTuka. Hamme,
YMECTO J1a ce Kao yJa3 IMocMaTpa CaMo BPETHOCT X, GopMUpa ce HOBU BEKTOD
P(z) = (1,222, ..., 2"). Tajga BaxKu :

ple) = a- ().

36or Tora ce Tpaxkeme KoeduljeHaTa MOJINHOMA CBOJU HA UCTU THUIl IIPOOJIEMa Kao KO
JITHEApHe perpecuje, To jecT MoTpeOHO je npoHahu rmapamMeTpe Koju Hajoo be OIUCyjy
mojlaTKe. YIIpaBo 3aTO Ce 3a MOJIMHOMCKY PErpechjy MOKe IPUMEHUTH METO/Ia HajMambIX
KBaJIpaTa.
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WNako meTojia HajMamuX KBaJipaTa oMOryhaBa aHAJIUTUYKO PeliaBarbe pobdsema
JINHeapHe perpecuje, KoJl CJA0KEHUJUX MOJesIa U BEJIMKUX CKYIIOBa IOJIaTaKa TaKBO
pelebe YeCTo HUje MPAKTUIHO. 3000 TOTa €€ Y MAIIUHCKOM YUY€y MIUPOKO IIPUMEHY]y
UTEepaTuBHE MeTOJle ONTUMU3aImje. Jeana o1 Haj3HadajHujux Mehy muma je rpajimjeHTHI
CIIyCT, 0 KoMe he OUTH BUIlE peyun y HAPEHOM OJICJbKY.

4.2 TI'pagujeHTHU CITyCT

['pajmjenTHN CIyCT TIpeJICTaB/ba jeJlaH OJ] HajBaXKHUJUX aJI'OpUTaMa ONTHUMU3AIII]Ee Y
MaIlTMHCKOM yuerby. FberoBa ocHoBHa yjiora jecte MOCTEeHO MUHUMU30Bahe (PYHKITHje
I'PeNKe MoJlesia, OJJHOCHO ITPOHAaJIaKehe TAaKBUX BPEHOCTH ITapamMeTapa Mo/iesia IIpu
KOjUMa je IPeIIKa ITO Makba. 3a Pa3J/IfKy O/ aHAJUTUIKIX METOJId, KOJ KOjuX ce
pelierbe J100uja JIMPEKTHO, TPAJIUjEHTHH CIIYCT JIO PEIerha J0JIa3u TOCTEeHIM
axKypupareM mapamerapa Kpo3 Behu 6poj ureparimja.

OcHOBHE TIOjaM Ha KOMe Ce 3aCHUBa 0Ba] aJrOpuTaM jecTe rpaJinjeHT dyHKIHje.
Hexa je nata mudepennujabunna dynkmmja f : R — R. Hben rpaujenT y Taukn w
o3HauaBa ce ca V f(w) u npejcraB/ba BEKTOP NapIUjATHUX U3BOJA :

Vi (w) = (M 9f (w) M)

Oow; = Ows T Owy

CBaka KOMIIOHEHTa OBOT BEKTOPA OINCYje KOJTUKO ce (DYyHKIMja Mema y OJHOCY Ha
ojiroBapajyhu napamerap. ['pajmjenT rokasyje npasail HajOpzker pacta yHKIHje y
mocMaTpaHoj Tadkn. 300r TOoTa ce, MPUIMKOM MUHUMUI3alnje pyHKINje IPeIKe,
mapaMeTpu Mojiesia Memajy y CYIpOTHOM CMePY OJI TpaJijeHTa, jep ce Ha Ta] HAUYWH
BpPEJIHOCT (DYHKIMj€ TOCTENEHO CMAIbYje.

I'pagujentau coycrt (enr. gradient descent) je ureparusau agroputam. Ox
MOYNEHe OJT TIOUYeTHE BPETHOCTU TapaMeTapa Mojela, Koja ce Hajuenrthe 6upa HaCyMITHO
WA TIOCTaB/ba Ha HyJy. HakoH Tora, y cBakoj urepaluju u3padyHaBa ce I'pajiujeHT
dyHKIIMje TpeliKke y TPEHYTHOj TAYKU 1 MapaMeTPH ce aXKypHupajy IpeMa MPaBUIy :

WD = O — v f(w®),

rae w®) npencrasiba Bexrop napamerapa y t-roj urepauuju, V f(w®) rpaujent
dbyukimje y Toj Tauku, a n > 0 mapamerap 6psute yuema (eHr. learning rate). 360p
BPEJTHOCTHU TTapaMeTpa 7) UMa BEJIUKH yTUIA] Ha YCIENTHOCT 00yvuaBama MoJIesa, jep
oipehyje BesmunHy Kopaka ajaroputMa. Y KOJIUKO je BPEJIHOCT IPEBeInKa, ajropuTam
MOZKe TIPeCKaKkaTh MUHUMYM (QyHKIHje rperike u nocratu nectabmian. Ca japyre
cTpaHe, CyBHUIIIEe MaJia BPEIHOCT JOBOJIU JIO BEOMa CIIOPOI MPUO/INKaBabha PeIleny, Ma
obydaBarbe MOYXKe TPajaTu JIyro.

Ha ciunu je mpukaszan MHTYUTHBAH Pa/Ji JITOPUTMa IPAJIMjEHTHOT CIIyCTa MpU
MunnMuzaryju dynkiuje f 3a d = 2. [lospin npejcrasiba HyHKIM]y IPEITKe MOJIENA,
pu demy Behe Bucume ojrosapajy Behum Bpejnocruma rperike. [lpue munuje u
CTpeJIuIe MPUKa3yjy MyTamby KOjOM ce mapaMerpu Mojesia Kpehy Tokom obyuaBamba. Y
CBaKO] UTEPAIUjU aJITOPUTAM U3padyHaBa I'PaIujeHT (ByHKIMje, KOjU TOKa3yje IIpaBall
IEHOI' HajOp:Ker pacTa, a 3aTUM ce Kpehe y CyIpoTHOM cMepy KaKo O ce BPeJIHOCT
dyHKIje TperKe MocTeneno cMambuBaa. Ha Taj HaunH mapamMeTp MoJesia MOCTerneHo
KOHBEpPrupajy Ka MUHUMYyMY (DYHKIHje. ¥ CIOKEHUM MojienMa (DPYHKIja TPEIKe MOXKe
UMaTH BUIIE JIOKATHUX MUHUMYMa, 11a aJrOPUTaM T'PDAJINjeHTHOT CITyCTa MOKe

29



4 Komuseprenimja Mojena

KOHBEPI'MPaTH Ka Pa3IndUTUM pellebuMa y 3aBUCHOCTH O] IOYETHUX BPEIHOCTHU
napamMeTapa.

wD = w® _ v Fw®)

ad B 2 6 4 N ®

Cauxa 11 : Ipuxas xoneepzenyuje 2padujenmuoz cnycma Kk MUHUMYMY GyHKUUjE

['pajujenTru ciyct Moxke ce objacuuTu u momohy TejiopoBor paspoja mpBor pejia.
Nneja je ja ce dpyHKIMja Y OKOJMHA TPEHYTHE TAYKe JIOKAJIHO allPOKCHUMUPA JIMTHEAPHIM
nU3pa3oM, IITo oMoryhasa MpoleHy Kako ce (pyHKIHja Merba IIPH MaJioj TPOMEHN
mapaMeTapa. ¥y OIIINTEM CIy4ajy, 1€j710poB pa3Boj MPBOT pejia Y OKOJUHHU TadyKe W UMa
00JINK :

flu) = fw) + (u—w)f'(w).
MebhyTum, y marmuHcKOM yueby (yHKIMja Hajuenihe 3apucu oj Beher 6poja
napamMeTapa, I1a ce YMecTO U3B0JIa KOPUCTH I'PAJINjeHT (DyHKIHje :

f(u) = fw) + (u—w)V f(w).
AKo ce rpaJinjeHT paciulie Mo KOMIIOHeHTaMa, j100uja ce :

Of (w) Of (w)
u)~ flw)+u —wr)—w——+ -+ (Ug — Wqg) ——.
flu) = f(w) + (u 1)8w1 (ug d)awd
Bpeasoct f(w) mpencraBiba BpenHocT yHKIMjE Y TPEHYTHO] TAYKH, JTOK U3PA3U U; — W;
OIMCYjy TPOMEHY TOjeIMHAYHIX MapameTapa. [laprumjasam n3Boau mokasyjy KOJHUKO je
dyHKIM]ja oceT/bruBa Ha IIPOMEHY CBaKoOr mapamerpa. Ha Taj mHaunn moryhe je JiokaJiHO
IIPOIEHNUTH KaKo he ce pyHKIIMja MOHAIIATH HAKOH MaJie IIPOMeHe TapaMeTapa.

VY mpakcu, KoJl BeJIMKAX CKYTIOBa MOJaTaka U CJIOKEHUX MOJIe/Ia, U3padyHaBambe
rpajijerTa HaJl MeJOKYITHIM CKYIIOM IojlaTaka MOyKe OMTH BeoMa, CIIOPO U PadyHApPCKU
3aXTeBHO. 300T TOTa, Ce YeCTO KOPUCTH CTOXACTUYKUA I'PAAUJEHTHHU CILYCT (€HT.
Stochastic Gradient Descent — SGD), koju npejicTaBba MOUMUKAI]Y OCHOBHOT
AJTOPUTMAa, I'PAIUJEHTHOT CITyCTa.

Kom knacudHOr rpaJinjeHTHOr CIIycTa, I'painjeHT (PYHKIUje TPEITKe n3padyHaBa ce
Ha OCHOBY IIeJIOI TPEHWHT CKYIIa IIPe CBAKOT aKypuparmba rapamerapa. Hacynmpor Towme,
ko1 SGD asropurma mapameTpu ce aXKypupajy HaKOH 00paJie MojeIMHAMHOr IIPUMepa
WIN Maibe I'PyIle MpuMepa nu3 cKyma nojgataka. Ha Taj Haunn obydaBame 1MocTaje 3HATHO
OpzKe, MOCeOHO KOJI, BEJIMKIX HEYPOHCKUX MPeXKa U BEJIUKUX KOJIMYHHA TOJaTaKa.
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Y 0oBOM ciIydajy, IpaBUJIO ayKypuparba IapamMerpa je :
WD = p® — nor,

rae v; IpeJCcTaB/ba allPOKCUMAIIN]y IpadujenTa H001jeHy Ha OCHOBY CJIydajHO m3abpaHux
IIpuMepa U3 TPEHUHT CKYIIa.

30or HACyMUYHOT M300pa Io/IaTaKka, KpeTamhe Ka MUHUMYMY (DYHKIIMje HUje TIOTIIYHO
paBHOMepHO, Beh cajp:ku ojfipehene ocrmnanuje. Mnak, ynpkoc tome, SGD y npakcn
1ecTo OpzKe JI0J1a3u 10 J00POr pelieha Hero KJIACUYHU I'PAJInjeHTHHU CIIyCT. 3aTO je OH
JlaHAC jeJIlaH OJ OCHOBHUX aJI'OpUTaMa 33 00ydaBaibe HEyPOHCKHX MPeXKa MMa IMUPOKY
IIPAMEHY y CABPEMEHUM CUCTEMUMa MAIIUHCKOT yYeHha.

Cauxa 12 : Jleso je npukasan pad arzopumma epadujenmmuoe cnycma, a 0echo pad aa20pumma
CMOTACTNUNKOZ 2DadUjeHMH02 CIYCMa

JImHeapHa perpecnja u aJropuTMH I'PAJIA]JeHTHOT CIIyCTa MPEJICTaBIbha]y OCHOBY
BeJINKOT Opoja caBpeMeHNX MeTOJa MAITUHCKOT yuema. Vako cy oBU Mojen
MaTeMAaTUIKN PeJIATUBHO jeJTHOCTaBHU, OHU WIYCTPY]y KJ/bYyUHE IPUHITUIIE 00yvIaBaba,
onTUMU3AIAje U IpuaarohaBama napamMeTapa Ha OCHOBY IojaTaka. PazymeBame 0BUX
npuHIuna omoryhasa 0o/be cXBaTare HAUMHA HA KOju (DYHKIIMOHUIITY JIAHAIILA MOJIE/IN
MAIlIMHCKOI' y4€iba.
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5 3akJpydak

Kpo3s paj je mokazano jia mporec MaIInHCKOT yUerha HUje 3aCHOBAH Ha yHaIpe/l
JlepUHICAaHUM TPaBUWIMMa, Beh Ha CIIOCOOHOCTH MOJIe/Ia Jia Ha OCHOBY IIOJIaTaKa
MIOCTEIeHO MMPOHAJIA3K 3aBUCHOCTH U Ipusarohasa csoje mapamerpe. [locebno je
UCTAKHYTa yJIOr'a MaTEeMaTUIKUX MOJIEJIa U METO/Ia ONTUMU3AIM]Ee y IIPoIecy o0ydaBarmba
1 1000JbINIaBaba YCIEITHOCTH MOJIETIA.

Takobe je mokazaHo jja HEYPOHCKE MperKe, HaKO Ha MPBU IOIJIE]] BeOMa CJIOXKEHe, Y
CYIITUHU TIPEJICTABIbA]y KOMOMHAIH]Y jeTHOCTABHUX MATEMATHIKUX eJIEMEHATA
noBe3anux y Behe cucreme. [loBehamem Opoja mapamerapa u cjiojeBa Mpexka jg0ouja
CIIOCOOHOCT J1a aIlPOKCUMUPA CBe CJIOXKeHuje (pyHKIIMje U PeliaBa cBe Texke mpodseme.

Jeslan o1 TIaBHUX 3aKJ/bydaKa Pajia jecTe Jia je MaTeMaTHKa CYNITUHCKHU €0
MAaIIMHCKOT Y4Yerha U Jla pa3yMeBalbe MaTeMAaTHIKNX OCHOBa OMoryhaBa MHOTO 0OoJbe
pasyMeBarbe HauMHa Ha KOju (PYHKIIMOHUIIY CABPEMEHU CHCTEMU BEIITadKe
nnreureniuje. llako cy caBpeMeHn MOJIE/IN 9eCTO BeOMa CJIOYKEHU, ITPUHIIAIN Ha KOjuUMa,
ce 3aCHUBA HUXOBO OOyvaBarme MOTY Ce€ ONUCATH JaCHUM MATEeMAaTUIKUM HJIejaMa.

PaszBoj mammHcKor ydema 1 HEYyPOHCKUX MpexKa yKaldyje Ha TO Ja he oBU MOJIENTn y
OyayhHOCTH MMATH jOII 3HAYAJHU]Y YJIOTY YV PA3JIHIUTHM 00JIaCTUMa HAyKe, TEXHOJIOTHje
U CBAKO/IHEBHOI' KUBOTA. 300T' TOra, Ba’KHO je pa3yMeTH HAYUH FbUXOBOT
dyHKIIMOHUCAHA U KAKO Ce OHU MOT'Y UCKOPUCTUTH.

OBOM TPUINKOM, YKeJIM JIa Ce 3aXBaJIMM MOJUM MeHTOpuMa, mpodecopkn Jejrenn
Xanu-Ilypuh n npodecopku bBojann Maruh, Ha yn1oxKeHOM TPYILy W TEXKIbU Jla OBaj paJl
oyne mro 6o/bu. Takobhe, KeuM Jla ce 3axXBajiUM CBUM IIpodecopuMa KOju ¢y MU
VJIETIIIIAIN TPOIEC Yieha MaTeMaTHKe U MOJICTaKIM Me Jia Oy/IeM HCTpajHa Y HeHOM
POy YaBaIby.
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