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Uvod

U ovom radu �emo se osvrnuti na neke tehnike koje nisu xiroko poznate,
uvesti ih postepeno, dokazati k	uqne teoreme, kao i dati primene. Drugo po-
glav	e se bavi uvo�e�em nekih osnovnih pojmova potrebnih za nastavak rada.
Ve� u tre�em poglav	u kre�emo sa prvim metodom, preklapaju�im preslikava-
�ima odnosno jednom stranom kreta�a taqaka. Qetvrto poglav	e je posve�eno
konikama. Ovde tako�e pokazujemo i drugu stranu kreta�a taqaka, takozvani
Xtajnerov naqin generisa�a konika. U petom poglav	u ulazimo u najgeneral-
niji metod kreta�a taqaka, takozvani polinomski metod. Ostala poglav	a se
bave kubikama, specifiqno, xesto uvodi bitnu teoremu, dok u sedmoj i osmoj
glavi posmatramo znaqajne primene kubika.
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Osnovni pojmovi

Definicija 2.0.1. Dvorazmera 4 kolinearne taqke je definisana kao (A,B;C,D) =
CA
CB

: DA
DB

, gde su du�i orijentisane. Qetvorku taqaka zovemo harmonijskom uko-
liko je �ihova dvorazmera jednaka −1.

Definicija 2.0.2. Za dve prave l1, l2 i taqku P koja se ne nalazi ni na jednoj
od �ih definixemo bijektivno preslikava�e kao: X ∈ l1 7→ PX ∩ l2. Ovo pre-
slikava�e zovemo perspektivnost. Lako se proverava da perspektivnost quva
dvorazmeru. Kompozicija vixe perspektivnosti je projektivnost.

Definicija 2.0.3. Za qetiri prave a1, a2, a3, a4 koje prolaze kroz taqku P
definixemo dvorazmeru kao (a1, a2; a3, a4) = (A1, A2;A3, A4) gde je Ai = l ∩ ai,
za neku nasumiqnu pravu l ne paralelnu sa ai.

Definicija 2.0.4. Polarno preslikava�e u odnosu na krug ω, sa centrom
O, jeste preslikava�e koje me�a pol i �egovu polaru. Pol neke prave l jeste
inverz podno�ja normale iz O na l pri inverziji oko ω, a l je �egova polara.
Sada nije texko definisati polarno preslikava�e za konike, zaista dovo	no
je primeniti projektivnu transformaciju koja dati krug xa	e u proizvo	nu
koniku.

Definicija 2.0.5. Projektivna ravan se sastoji od skupa linija, skupa pra-
vih, i relacije izme�u pravih i taqaka, koje zadovo	avaju:

1. za svake dve razliqite taqke postoji taqno jedna prava incidentna sa obe

2. za svake dve razliqite prave postoji taqno jedna taqka incidentna sa obe

3. postoje qetiri taqke takve da nijedna prava nije incidentna sa vixe od
dve
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Linearnost, poklapaju�a

preslikava�a

U ovom delu �emo priqati o najjednostavnijoj primeni kreta�a taqaka,
takozvanim poklapaju�im preslikava�ima.

Definicija 3.0.1. Projektivno preslikava�e je preslikava�e f : ξ1 7→ ξ2,
gde su ξ1 i ξ2 konike, prave ili pramenovi pravih, tako da f quva dvorazmeru.

Teorema 3.1. Dvorazmera je jedinstvena, tj. (A,B;C,D) = (A,B;C,E) impli-
cira D = E.

Dokaz: Lako sledi iz definicije. Primetimo da je projektivno preslikava�e
bijekcija kao i da je kompozicija dva projektivna preslikava�a projektivno
preslikava�e. Evo je sada glavna teorema za ovu glavu.

Teorema 3.2. Neka f, g : ξ1 7→ ξ2 dva projektivna preslikava�a takva da su im
i domen i kodomen isti. Tada je f ≡ g ako i samo ako f = g u tri taqke domena.

Dokaz: Smer ako je trivijalan zato se fokusirajmo na smer samo ako. Neka je

f(A) = g(A), f(B) = g(B), f(C) = g(C)

i neka D ∈ ξ1. Tada va�i

(f(A), f(B); f(C), f(D)) = (A,B;C,D) = (g(A), g(B); g(C), g(D))

Odakle iz jedinstvenosti dvorazmera sledi f(D) = g(D) i time je dokaz za-
vrxen.
Pre nego nastavimo da	e, pogledajmo primer preslikava�a koja quvaju dvora-
zmeru, i notaciju u ovom sluqaju. Za poqetak, neka je data prava l i taqka M
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na �oj i taqka N van �e. Preslikava�e sa l u pramen pravih kroz N �emo
oznaqavati sa M 7→ MN . Ova je skra�ena notacija, ona bi zapravo trebala
ovako da glasi:

Neka f : l 7→ ξ preslikava�e sa prave l u pramen pravih ξ kroz N .

Vidimo zaxto je nepraktiqno pisati ovako jer za neke du�e kompozicije
preslikava�a bi nam trebalo nekoliko funkcija. Objasnimo sada neformal-
no xta znaqi M 7→ MN , preslikava�e koje quva dvorazmeru. Za neke qetiri
taqke M1,M2,M3,M4 ∈ l, dodelimo im qetiri prave NM1, NM2, NM3, NM4.
Sada nam je potrebno da se ova dvorazmera ne me�a tj. (M1,M2;M3,M4) =
N(M1,M2;M3,M4). U poqetku je lakxe razmix	ati na ovaj naqin o metodi
kreta�a taqkaka, naime kao preslikava�a koja nekim qetvorkama taqaka (pra-
vih) dode	uje neke druge taqke (prave), nego kao o taqki koja se kre�e. Drugi
pristup �e do�i nakon nekog vremena, posta�e intuitivan.

Neki od primera projektivnih preslikava�a su:

• Za datu pravu l i taqku P (ne na l) preslikava�e sa l na ξP (pramen pravih
kroz P ), u oznaci X 7→ PX

• Za datu koniku γ i taqku P ∈ γ, preslikava�e sa l na γ dato sa X 7→
PX ∩ γ

• Za datu koniku γ i bilo koju taqku P , preslikava�e sa γ na γ dato sa
X 7→ PX ∩ γ 6= X

• Inverzija kruga ili prave

Sada poka�imo primenu na nekoliko zadataka.

Primer 1 ( SMO1 2018). Kru�nica upisana u ima centar u taqki I i dodiruje
stranicu BC u taqki D. Na du�ima BI i CI odabrane su taqke P i Q, redom,
takve da va�i ∠BAC = 2∠PAQ . Dokazati da va�i ∠PDQ = 90.

Dokaz: Neka je = 2α. Posmatramo preslikava�e f : BI 7→ CI koje xa	e taqku
X ∈ BI u taqku Y na CI tako da je ∠XAY = α. Ovo preslikava�e je projek-
tivno jer je X 7→ AX 7→ AY 7→ Y . Preslikava�e 7→ AX 7→ AY je projektivno
jer je ovo rotacija. Sliqno definiximo g : BI 7→ CI koja xa	e taqku P ∈ BI
u taqku Q ∈ CI tako da = 90. g je sliqno kao malopre projektivna. Zadatak
nam ka�e da se f i g poklapaju. Sada zbog teoreme 1 dovo	no je na�i 3 taqke
u kojima se poklapaju. P = A, P = I i kada je P podno�je simetrale ∠BDI.
Poxto trvr�e�e trivijalno va�i u ova 3 sluqaja, dokaz je zavrxen.
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Primer 1

Primer 2 (IMO 2010/2). Neka je I centar upisane kru�nice, a Γ opisana
kru�nica ABC. Neka prava AI seqe Γ u taqkama A i D. Neka je E na Γ, a
F taqka du�i BC tako da je ∠BAF = ∠CAE Neka je G sredixte du�i IF .
Dokazati da presek pravih DG i EI pripada Γ.

Dokaz: Definiximo preslikava�e f : Γ 7→ Γ koje xa	e taqku E ∈ Γ u IE∩Γ =
Ef . Definiximo preslikava�e g : Γ 7→ Γ koje xa	e taqku E u taqku Eg na
slede�i naqin.

E 7→ AE 7→ AF 7→ F 7→ G 7→ DG 7→ DG ∩ Γ

Lako se proverava da su oba preslikava�a projektivna. Zato je potrebno pro-
veriti Ef = Eg u 3 specijalna sluqaja. E = B,C,D, svaki od ovih sluqajeva je
trivijalan i time je dokaz zavrxen.

Kao xto je ranije napomenuto, da bi se stekla intuicija o ovom metodu
je najbo	e razmix	ati kao o kompoziciji projektivnih preslikava�a, a tek
posle kao o taqkama koje se kre�u. Zapravo taqke koje se kre�u su one koje
indukuju preslikava�a, tj. pomo�u �ih pravimo ova preslikava�a. Na primeru
2 bismo rekli da se taqka E kre�e projektivno po krugu, i onda preko �e
definisali 2 projektivna preslikava�a koja �elimo da se poklope.

Kako je inverzija Mebijusova transformacija, ona quva dvorazmeru. Inver-
zija �e nam pomo�i kada su u pita�u krugovi. Poka�imo ovo na konkretnom
primeru.
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Primer 2

Primer 3. Neka su P,Q parovi izogonalnih ko�ugata u ∆ABC i X podno�je
normale iz Q na BC. Krug preqnika PA, nazvan ω, seqe (ABC) u taqki K 6= A.
AQ seqe (ABC) u taqki T 6= A. Tada su K,X, T kolinearne.

Dokaz: Neka se taqka Q kre�e po AT , tada se P kre�e po pravoj l izogonalnoj
AT u ∠A. Za poqetak Q 7→ X 7→ K1 je projektivno preslikava�e gde je K1 =
TX ∩ (ABC). Sa druge strane Q 7→ P je projektivno jer je ovo zapravo samo
preslikava�e preko simetrale ∠B. Ostaje jox pokazati da je preslikava�e
P 7→ K2 projektivno, gde je A 6= K2 = ω ∩ (ABC). Primenimo inverziju u A.
Nakon inverzije P ′, inverz taqke P , se kre�e po fiksnoj pravoj l. ω se slika u
l1, gde je l1 normala na pravu l u taqki P . Krug (ABC) je poslat u pravu B′C ′.
Ali sada je P ′ 7→ l1 7→ l1 ∩ B′C ′ = K ′2 gde je K ′2 inverz taqke K2. Zbog toga
xto inverzija quva dvorazmeru sledi da je P 7→ P ′ 7→ K ′2 7→ K2 projektivno
preslikava�e odakle sledi da je potrebno u tri sluqaja taqke Q proveriti
jednakost K1 = K2. Qitaocu ostav	amo da zavrxi dokaz.
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Primer 3
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Konike

4.1 Uvod

Konike, ili krive drugog reda, su obiqno posmatrane u analitiqkoj geo-
metriji. U ovom poglav	u �emo pokuxati da poka�emmo da konike imaju i
geometrijske osobine koje je mogu�e dokazati elementarno.

4.2 Optiqke osobine

Slede�e osobine konika su poznate: elipsa je g.m.t. 1 takvih da je zbir rasto-
ja�a fiksan u odnosu na dve taqke, hiperbola je g.m.t. takvih da je apsolutna
razlika rastoja�a od dve taqke fiksna, parabola je g.m.t taqaka koje imaju
isto rastoja�e od prave i taqke. Poka�imo prvo slede�u lemu.

Lema 4.2.1. Neka je l prava, X i Y taqke sa iste strane l. Tada taqka P na
l koja minimizira zbir |PX + PY | je takva da suprotno orijentisani uglovi
koje prave PX i PY grade sa l su jednaki.

Dokaz: Nakon preslikava�a X preko l dobijamo taqku X ′. Sada va�i PX =
PX ′ odnosno tra�imo minimum PY + PX ′. Taqka P koja zadovo	ava ovo je
Y X ′ ∩ l, i ona oqigledno zadovo	ava uslov sa uglovima.

Na sliqan naqin mo�emo pokazati i slede�e dve leme.

Lema 4.2.2. Neka su taqke X i Y sa razliqitih strana prave l. Tada se mak-
simum od |PX − PY | dosti�e u taqki P koja zadovo	ava da PX i PY grade
iste uglove sa l.

1geometrijsko mesto taqaka
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Optiqka osobina elipse

Lema 4.2.3. Neka su date 2 prave l, l′ i taqka X koja nije na �ima. Tada taqka
P ∈ l koja zadovo	ava da je apsolutna vrednost razlike rastoja�a taqke P od
l′ i du�i PX maksimalna, zadovo	ava i PX ⊥ l′.

Sada �emo pokazati jednu od najva�nijih osobina konika.

Teorema 4.1 (Optiqka osobina elipse). Neka je l prava koja dodiruje elipsu
ω u taqki P i neka su fokusi2 elipse X i Y . Tada je l spo	ax�a simetrala
^XPY .

Dokaz: Neka je taqka T na l. Tada je XT + Y T > XP + Y P . Poxto ovo va�i za
proizvo	nu taqku na l tvr�e�e sledi iz 4.2.1.

Teorema 4.2 (Optiqka osobina parabole). Neka je l tangenta na parabolu u
taqki P . Neka je P ′ podno�je normale iz P na d (direktrisu), i X fokus
parabole. Tada je l simetrala ^XPP ′.

2�i�e, fokalne taqke, eng. focus
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Optiqka osobina parabole

Dokaz: Poxto taqka P zadovo	ava da je | PX − PP ′ | minimalno, gotovi smo
zbog 4.2.2.

Teorema 4.3 (Optiqka osobina hiperbole). Ako prava l dodiruje hiperbolu,
qiji su fokusi X i Y , u taqki P , tada je l simetrala ^XPY .

Dokaz: Sledi neposredno iz 4.2.3.

Posledica 1. Posmatramo familiju konfokalnih elipsi i hiperbola. Tada
se bilo koja elipsa i bilo koja parabola iz te familije seku pod pravim uglom.

Dokaz: Neka su fokusi X, Y . tvr�e�e sledi iz toga da su spo	ax�a i unu-
trax�a simetrala istog ugla normalne, kao i iz optiqkih osobina hiperbole
i elipse.

Posledica 2. Neka PQ seqica koja prolazi kroz fokusX elipse ω, i R presek
tangenti u P i Q. Tada je R centar spo	a pripisanog kruga ∆PQY (gde je Y
drugi fokus) i X je dodirna taqka pripisanog kruga sa PQ.

Dokaz: Iz optiqke osobine elipse sledi da su PR i QR simetrale spo	ax�ih
uglova pa prvi deo sledi. Zbog osobina elipseX deli ∆PQY na 2 dela jednakih
obima, a takva taqka je jedinstvena. Dodirna taqka pripisanog kruga ima takvu
osobinu pa je tvr�e�e dokazano.

Napomena: 2 va�i i za hiperbolu samo je potrebno pripisani krug zameniti
upisanim.
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Optiqka osobina hiperbole

14



Konike, Kubike i kreta�e taqaka 15

Konfokalne elipse i hiperbole
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Elipsa i pripisani krug
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Izogonalni ko�ugati

4.3 Izogonalne osobine konika

Podsetimo se toga xta su izogonalni ko�ugati.

Lema 4.3.1 (izogonalno spregnute taqke). Neka su u ∆ABC date taqke P i Q
takve da va�i ^BCP = ^ACQ, ^ABP = ^CBQ. Tada va�i i ^BAP = ^CAP .

Poka�imo sada nekoliko teorema.

Teorema 4.4. Neka je taqka P van elipse ω i neka su dodirne taqke tangenta
iz P na ω nazvaneM,N . Tada je ^XPM = ^Y PN , gde su X i Y fokusi elipse.

Dokaz: Preslikamo taqke X i Y preko PM i PN tim redom, tako dobijemo X ′

i Y ′. Iz optiqke osobine dobijamo da su Y,M,X ′ kolinearne, kao i X,N, Y ′.
Vidimo da va�i Y X ′ = YM + XM = Y N + XN = XY ′. Sada sledi da su
∆PX ′Y i ∆PXY ′ podudarni (SSS). Odavde lakim raqunom uglova dobijamo
rezultat. Napomena: Sliqnu osobinu ima i hiperbola.

Teorema 4.5. Ista notacija kao u teoremi 1. Tada je XP simetrala ^MXN .

17
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Slika uz 4.4
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Slika uz 4.5

Dokaz: Tvr�e�e sledi iz podudarnosti ∆PX ′Y i ∆PXY ′ , i lakog raquna
uglova.

Ako su neke dve taqke izogonalno spregnute u ∆ABC tada su one fokusi
neke konike koja dodiruje stranice trougla. Ova konika mo�e biti i hiperbola
i elipsa u zavisnosti od polo�aja taqaka.
Neka su sada P i Q izogonalno spregnute i nalaze se unutar ∆ABC (bez uma-
�e�a opxtosti). Skicirajmo dokaz da postoji elipsa sa fokusima P i Q koja
dodiruje stranice. Neka su Pa, Pb, Pc refleksije taqke P u odnosu na BC, CA,
AB tim redom. Poznato je da je Q centar opisanog kruga ∆PaPbPc. Definixe-
mo QPa∩BC = Ka. Iz raquna uglova vidimo da je ^PKaB = ^QKaC, i odavde
sledi tvr�e�e.

Dokaz bi sliqno ixao i za hiperbolu.

Va�i da svaki par izogonalnih taqaka predstav	a par fokusa neke koni-
ke upisane u trougao, a va�i i obrnuto. Tvr�e�e od malopre mo�e lako da
se generalizuje na mnogouglove, naime ako postoji konika koja dodiruje sve
stranice mnogougla onda su fokusi te konike izogonalni ko�ugati u odnosu
na taj mnogougao. Kasnije �emo napomenuti da postoji jedinstvena konika koja
dodiruje datih 5 pravih u opxtem polo�aju, pa sledi da u petouglu postoji
jedinstveni par taqaka koje su izogonalno spregnute. U qetvorouglu taqke koje
zadovo	avaju da za �ih postoji izogonalni ko�ugat sve le�e na kubici.

Napomena: izogonalni ko�ugat prave je konika kroz temena trougla.

19



Konike, Kubike i kreta�e taqaka 20

Izogonalne taqke su fokusi upisanih konika

20
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4.4 Specijalne osobine Parabole

Teorema 4.6. ∆ABC je opisan oko parabole. Tada fokus te parabole le�i na
krugu opisanom oko ∆ABC.

Dokaz: Koristi�emo slede�u pomo�nu lemu qiji dokaz izostav	amo (ve�ba za
qitaoca).

Lema 4.4.1. Ako preslikamo fokus parabole preko tangente, on �e le�ati na
direktrisi.

Sada iz leme sledi da ako preslikamo fokus F parabole preko stranica
trougla, slike �e le�ati na pravoj. Nakon homotetije u F sa koefijentom 1

2
,

vidimo da i podno�ja normala iz F na stranice le�e na pravoj. Tvr�e�e sada
sledi iz Simsonove teoreme.

Teorema 4.7. Ortocentar trougla qije stranice dodiruju parabolu le�i na
�enoj direktrisi.

Dokaz: Slede�a lema �e nam pomo�i.

Lema 4.4.2. Ako je P taqka na krugu opisanom oko ∆ABC, tada Simsonova
prava taqke P polovi du� PH gde je H ortocentar ∆ABC.

Iz ove leme i 4.6 dokaz neposredno sledi. (dokaz leme je samo raqun uglova,
zato je izostav	en)

21
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4.5 Projektivne konike

U ovom delu �emo opisati neke osobine konika koje su bitne za slede�ih
par poglav	a. Naime, od sad prelazimo u projektivnu ravan. Iako ve� strogo
definisana, objasnimo sada neformalno. Ona funkcionixe tako xto u eu-
klidskoj ravni, jednoj grupi paralelnih pravih (recimo sve paralelne pravoj
a) dodelimo ,,taqku u beskonaqnosti". To je taqka kroz koju sve ove paralelne
prave prolaze (kao i a). Poxto postoji beskonaqno ovakvih taqaka, a treba ih
negde sve smestiti, dodata je "prava u beskonaqnosti", takva da se sve taqke
u beskonaqnosti nalaze na �oj. Sada smo napravili ravan u kojoj se svake dve
prave seku!

Neke vrste transformacija

U euklidskoj ravni smo imali afine transformacije, one su kompozicija
rotacije, translacije i skalira�a. Ovom vrstom transformacijom je bilo ko-
ji trougao mogu�e poslati u bilo koji trougao, ali ne i bilo koji qetvorougao
u bilo koji koji qetvorougao, bax zato xto afine transformacije quvaju pa-
ralelnost, stoga one quvaju pravu u beskonaqnosti. Sada imamo mogu�nost da
pravu u beskonaqnosti tretiramo kao bilo koju drugu pravu. To radimo projek-
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tivnim transformacijama. One quvaju kolinearnost taqaka i konkurentnost
pravih, kao i tangentnost, ali ne puno vixe stvari. Najva�nija stvar koju qu-
vaju je dvorazmera. Postoji i ve� pomenuta polarna transformacija u odnosu na
krug, ona me�a svaki pol �egovom polarom i obrnuto. Zbog ovoga svaka teorema
u projektivnoj ravni ima dual. Npr. dual Paskalove teoreme je Brianqonova
teorema, i obrnuto.

Neke definicije

Definicija 4.5.1. Involucija je preslikava�e f : ξ 7→ ξ, gde je ξ i ξ2 konika
ili prava, tako da f quva dvorazmeru, i f(f(X)) = X za X ∈ ξ.

Definicija 4.5.2. : Neka je dat trougao ∆ABC i taqka D. Neka je AD∩BC =
Da, BD ∩ AC = Db, CD ∩ AB = Dc. Tada je ∆DaDbDc Qevin trougao taqke D
u odnosu na ∆ABC. Qevin krug taqke D u odnosu na trougao ∆ABC je krug
opisan oko ∆DaDbDc.

Definicija 4.5.3. Neka je dat trougao ∆ABC i taqka D. Neka je podno�je
normale iz D na BC oznaqeno sa Da, analogno definixemo Db i Dc. Tada je
∆DaDbDc pedalni trougao taqke D u odnosu na ∆ABC. Pedalni krug taqke D
u odnosu na trougao ∆ABC je krug opisan oko ∆DaDbDc.

Par osobina "projektivnih"konika

Hiperbola ima 2 taqke u beskonaqnosti, parabola jednu, a elipsa nijednu.
Sve konike su u projektivnom smislu iste, zato xto postoji projektivna tras-
formacija koja slika bilo koje dve konike jednu u drugu. Konika je odre�ena sa
5 taqaka, tj. za bilo kojih pet taqaka u opxtem polo�aju postoji jedinstvena
konika koja prolazi kroz �ih. Dual ovoga je da postoji jedinstvena konika koja
dodiruje pet datih pravih.

Napomena: ako u kompleksnoj projektivnoj ravni fiksiramo centar kruga i
pustimo da poluprecnik te�i beskonaqnosti, limes ovog kruga su 2 taqke,
(1,±i, 0)

4.6 Karakteristike hiperbola

Teorema 4.8. Hiperbola opisana oko ∆ABC je jednakokraka ako i samo ako
prolazi kroz H, ortocentar ∆ABC.

Dokaz: Sada prelazimo u projektivnu ravan. Neka su taqke X i Y u besko-
naqnosti i odgovaraju pramenovima normalnih pravih. Kroz B i C provuqemo
prave paralelne pravama kroz X (,,spojimo"A sa X) , a kroz A i H provuqemo
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prave paralelne pravama kroz Y . Neka je EF jedna dijagonala pravougaonika
koji grade ove qetiri prave (BX,CX,AY,HY ), i neka je B′ podno�je visine
iz B na AC, analogno za A i BC. Iz raquna�a uglova vidimo da su CFA′HB′

i BA′HEA su koncikliqni qetvorouglovi, a odavde sledi da E,F,B′ le�e na
pravoj. Iz obrnute Paskalove teoreme na BY CAXH sledi tvr�e�e.

Za drugi smer primetimo da je ABCH nekonveksan qetvorougao pa je konika
ω kroz ABCH hiperbola. Neka je X jedna taqka u beskonaqnosti na ω. Ako je
Y taqka koja odgovara pramenu normalnom na prave kroz X tada i ona mora
pripadati ω, qime je tvr�e�e u potpunosti dokazano.

Teorema 4.9. Centri svih jednakokrakih hiperbola koje prolaze A,B,C le�e
na Ojlerovom krugu.

U dokazu ove teoreme bismo dodali qetvrti presek hiperbole sa krugom, i
tvr�e�e bi sledilo iz par osobina paralelograma.

Teorema 4.10. Neka jednakokraka hiperbola prolazi kroz taqke A,B,C,D
(D 6= H). Tada opisani krug Qevinog trougla taqke D prolazi kroz centar
hiperbole.

Dokaz: Ovo tvr�e�e je posledica slede�e leme:
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Centri jednakokrakih hiperbola le�e na Ojlerovom krugu
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Lema 4.6.1. Dat je ∆ABC i taqka P razliqita od ortocentra. Tada centar
upisanog i centri krugova pripisanih Qevinom trouglu taqke P svi le�e na
jednakokrakoj hiperboli kroz ABCP .

Ovde sada imamo primenu jednog lepog principa. Poxto zadatak ima dosta
,,sintetiqkih"osobina (simetrale uglova, normale..) on nije lak. Da bismo se
rexili ovih problema, na�i �emo generalnije tvr�e�e koje je totalno projek-
tivno, ali kada se nekoj od taqaka dodeli neka specijalna osobina (npr. neka
taqka je centar upisanog kruga) tada dobijamo zadatak. Tvr�e�a koja su totalno
projektivna su uglavnom laka pomo�u projektivnih transformacija. Naravno,
generalizacije nije uvek lako na�i. Evo je sada generalizacija za 4.6.1.

Lema 4.6.2. Data su 2 trougla A1B1C1 i A2B2C2. Neka se B1C1 i B2C2 seku u
A′; B′ i C ′ su sliqno definisane. Ako su parovi trouglova A′B′C ′ i A1B1C1

, A′B′C ′ i A2B2C2 perspektivni, tada A1, B1, C1, D1, A2, B2, C2, D2, A2 le�e na
konici, gde su Di centri perspektivnosti.

Dokaz: Projektivnom transformacijom poxa	emo A1B1C1D1 u kvadrat, odavde
4.6.2 odmah sledi.

Za 4.6.1, neka je A′B′C ′ Qevin trougao taqke P , I ′ centar upisanog, a I ′a
centar pripisanog kruga naspram A′ (ostali sliqno definisani). ∆A′B′C ′ i
∆I ′aI

′
bI
′
c zadovo	avaju 4.6.2, a poxto je I ortocentar od ∆IaIbIc sledi da jedna-

kokraka hiperbola prolazi kroz I ′a, I
′
b, I
′
c, I
′, A,B,C, P .

Konaqno 4.10 sledi zato xto je Qevin krug taqke P zapravo Ojlerov krug
∆I ′aI

′
bI
′
c. Slede�u teoremu navodimo bez dokaza, iako je nije lako pokazati.

Teorema 4.11. Ako jednakokraka hiperbola prolazi kroz A,B,C,D, tada pe-
dalni krug taqke D u odnosu na ∆ABC prolazi kroz centar te hiperbole.

Dokaz bi koristio teoremu 4.8 u nekoliko trouglova.
Na kraju �emo videti teoremu koja obuhvata sve do sad pomenute tehnike:

Teorema 4.12 (Generalizovana Fojerbahova taqka). Neka prava l prolazi kroz
O centar opisane kru�nice ∆ABC. Tada pedalni krugovi svih taqaka P ∈ l
prolaze kroz fiksnu taqku Fe, generalizovanu Fojerbahovu taqku.

Dokaz: Neka je izogonalni ko�ugat od P nazvan P ′. Neka se taqka P kre�e po
l linearno, tada se P ′ kre�e po konici kroz A,B,C, i ta konika prolazi kroz
izogonalni ko�ugat od O (zato xto se P ′ kre�e po izogonalnim ko�ugatima sa
l), xto je taqka H, ortocentar ∆ABC , odnosno P ′ se kre�e po jednakokrakoj
hiperboli. Poznato je da izogonalni ko�ugati dele pedalni krug, pa je pedalni
krug od P zapravo pedalni krug od P ′. Ali poxto se P ′ kre�e po jednakokrakoj
hiperboli iz teoreme 4.11 sledi da ona prolazi kroz centar hiperbole, taqku
Fe. Ova taqka je fiksna zato xto je odre�ena pravom l.
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Centri jednakokrakih hiperbola na Qevinom krugu
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Centri jednakokrakih hiperbola na pedalnom krugu
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Generalizovana Fojerbahova taqka

Napomena: Fe se mo�e lako na�i kao presek Simsonovih pravih taqaka
M,N , gde su M i N definisane kao presek l sa krugom opisanim oko ∆ABC.

4.7 Projektivno generisa�e krivih drugog re-

da,

Xtajnerova konika

Teorema 4.13 (Xtajnerova konika). Neka je f : ξ1 7→ ξ2 projektivno presli-
kava�e sa pramena pravih kroz taqku A na pramen pravih kroz taqku B. Va�i
da je:

• a)f(AB) = AB ako i samo ako postoji prava c takvu da za svako a ∈ ξ1,a 6=
AB va�i da a ∩ f(a) ∈ c.

• b)f(AB) 6= AB ako i samo ako postoji konika C koja prolazi kroz A i B
takva da za svako a ∈ ξ1 va�i da a ∩ f(a) ∈ C.
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Dokaz: Ako postoji prava c za a) ili postoji konika C tvr�e�e trivijalno
sledi, zato se fokusirajmo na drugi smer.

• Neka p, q, r ∈ ξ1, i neka je p ∩ f(p) = P ,q ∩ f(q) = Q. Pravu PQ nazovimo
c, i AB ∩ c = S. Sada vidimo :

(P,Q; r ∩ c, S) = (p, q; r, AB) = (f(p), f(q); f(r), f(AB)) = (P,Q; f(q) ∩ c, S)

odakle sledi tvr�e�e.

• Neka p, q, r, s ∈ ξ1 i neka je p∩ f(p) = P ,q ∩ f(q) = Q,r ∩ f(r) = R. Postoji
jedinstvena konika C kroz A,B, P,Q,R. Ovde je bitno napomenuti da su
sve ove taqke nekolinearne, jer bi u suprotnom f(AB) = AB. Sada sledi:

(P,Q;R, s ∩ C) = (p, q; r, s) = (f(p), f(q); f(q)f(r) = (P,Q;R, f(s) ∩ C)

odakle sledi tvr�e�e.

Polarnom transformacijom dobijamo dualno tvr�e�e.

Teorema 4.14 (Dual Xtajnerove konike).

Neka je f : ξ1 7→ ξ2 projektivno preslikava�e sa prave na pravu i ξ1∩ξ2 =
A. Va�i da je:

• f(A) = A ako i samo ako postoji taqka C takva da za svako X ∈ ξ1,X 6= A
va�i Xf(X) = C .

• f(A) 6= A ako i samo postoji konika C takva da za svako X ∈ ξ1 va�i da
Xf(X) dodiruje C.

Sada �emo videti primenu Xtajnerove konike na olimpijskom zadatku kome
je drugaqije veoma texko pri�i, ali pristup konikama je prirodan i vodi ne-
texkom rexe�u.
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Zadatak 1. Dat je oxtrougli ∆ABC sa Ojlerovom pravom k. Taqke M i N
su refleksije taqaka B i C preko k. P je proizvo	na taqka na k. Neka je
PM ∩ AC = E, i PN ∩ AB = F . H je ortocentar ∆ABC. S je osnosimetriqna
taqka od H u odnosu na EF . Tada se S nalazi na krugu opisanom oko ∆ABC.

Dokaz: Neka se P kre�e linearno po k. Preslikava�e f : k 7→ AC dato sa
f(P ) = E je projektivno zato xto je to samo perspektivnost. Analogno i za
g : k 7→ AB. Ali sada je i h : AC 7→ AB dato sa f(E) = F projektivno jer
je zapravo h = g ◦ f−1. Sada zbog teoreme 2 (oqigledno f(A) 6= A jer bi inaqe
P,M,A,N bile kolinearne xto je apsurdno). Sledi da postoji C kojoj su AB
i AC tangente, i koja dodiruje EF za svako P . Istra�imo sada malo bo	e
osobine C. Za P = MN ∩BC se EF poklapa sa MN , a za P = MC ∩BN se EF
poklapa sa BC.

Treba nam konika koja dodiruje AB,AC,BC,MN koja oqigledno mora imati
veze sa k. Prvo xto nam padne na pamet (nakon qita�a ovog dela) je elipsa C ′
sa fokusima O i H. Da vidimo da li tvr�e�e zadatka va�i ako bi C = C ′. Neka
je RS tangenta na C ′ u taqki K, i L podno�je normale iz H na RS. Kako su O i
H fokusi elipse koja dodiruje sve stranice ∆ARS, sledi da su oni izogonalno
spregnuti u ∆ARS, odnosno da dele pedalni krug, ali pedalni krug od O je
Ojlerov krug, pa L le�i na Ojlerovom krugu. I na kraju nakon homotetije
koeficijenta 2, i centrom u H, vidimo da tvr�e�e zadatka va�i za C ′. Znaqi
ostaje jox da poka�emo C ′ = C. Konika odre�ena sa 5 pravih koje dodiruje, pa
ostaje prona�i jox jednu pravu. Ali za P = k ∩ AB vidimo da C ′ dodiruje EF
i time je dokaz zavrxen.

Evo jedne zanim	ive i neoqekivane primene.
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Teorema 4.15. Neka su date 2 prave a i b. Pretpostavimo da je f : a 7→ b
projektivno preslikava�e takvo da f(∞a) = ∞b, gde su ovo beskonaqne taqke
na a, b tim redom. Tada je za bilo koje fiksirane orijentisane uglove α, β,
g.m.t. X takvih da je ^(XA, a) = α i ^(Xf(A), b) = β za A ∈ a zapravo prava.

Dokaz: Neka su lα i lβ prave takve da (lα, a) = α, (lβ, b) = β, i neka su ∞α,∞β

�ihove beskonaqne taqke. Tada je ∞aX 7→ A 7→ f(A) 7→ ∞βX je projektivno,
a kako prava u beskonaqnosti ostaje fiksirana, dokaz je gotov iz Xtajnerove
konike.
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5

Generalno kreta�e taqaka,

polinomski metod

Xta bismo radili kada bismo imali 2 grupe taqaka, takvih da su u svakoj
grupi one projektivno vezane ali izme�u �ih ne postoji projektivno presli-
kava�e? Na ovo pita�e odgovori�emo u ovom poglav	u.

Definicija 5.0.1. Za taqku A ka�emo da ima homogene koordinate (x, y, z)
ako :

1. z 6= 0, taqka A ima kartezijanske koordinate (x
z
, y
z
)

2. z = 0, tada je A taqka u beskonaqnosti koja se nalazi na pravoj koja
prolazi kroz (0, 0) i (x, y)

Iz definicije sledi (x, y, z) = (λx, λy, λz) ∀λ ∈ R \ 0.

Definicija 5.0.2. Za polinom ka�emo da je homogen ukoliko P (x, y, z) =
P (λx, λy, λz) ∀λ ∈ R, tj. zbir eksponenata u svakom monomu je isti.

Definicija 5.0.3. Geometrijsko mesto taqaka (x, y, z) ∈ RP2 se naziva pro-
jektivnom krivom ukoliko P (x, y, z) = 0 za neki homogen polinom P .

Poka�imo sada vezu izme�u projektivnih krivih i obiqnih krivih. Neka je
Q(x, y) kriva stepena d u karteziskoj ravni. Homogeni polinom stepena d koji
odgovara polinomu Q jeste polinom P (x, y, z) = zdQ(x

z
, y
z
). Lako se vidi da je

proces reverzibilan.

Primer 4. Jednaqina prave data je sa ax+ by + cz = 0, a jediniqnog kruga sa
x2 + y2 − z2 = 0.
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Primetimo da polarna transformacija u odnosu na jediniqni krug xa	e
taqku (x, y, z) u pravu ax + by + cz = 0. Definiximo sada k	uqni deo ovog
poglav	a.

Definicija 5.0.4. Neka je f : t 7→ (P (t), Q(t), R(t)) preslikava�e iz R ∪
{∞} 7→ RP2, gde je NZD[P (t), Q(t), R(t)] = 1. Ovo preslikava�e zovemo pokret-
nom taqkom. Sliku u t =∞ definixemo pomo�u neprekidnosti u RP2.

Drugi naqin za definisa�e slike u beskonaqnosti taqke A kao

limt7→∞

(
P (t)

xdeg A ,
Q(t)

xdeg A ,
R(t)

xdeg A

)

Definicija 5.0.5. Stepenom pokretne taqke A = (P (t), Q(t), R(t)) nazivamo
max(deg P, deg Q, deg R), i pixemo deg A.

Ka�emo tako�e i da se taqka A kre�e po polinomima (P,Q,R) ako A =
(P (t), Q(t), R(t)). Sliqno mo�emo definisati pokretnu pravu l kao aP (t) +
bQ(t) + cR(t) = 0, tako�e pixemo deg l = max(deg P, deg Q, deg R). Napomenimo
nekoliko bitnih lema koje �e nam trebati kasnije.

Lema 5.0.1. Neka su ξ1 i ξ2 dve prave ili 2 konike, i neka je f : ξ1 7→ ξ2 pro-
jektivno preslikava�e. Tada postoji projektivna transformacija koja slika
ξ1 u ξ2 tako da je A ∈ ξ1 poslata u f(A).

Lema 5.0.2. Svaka projektivna transformacija je oblika

(x′, y′, z′) = (x, y, z)A

Za inverzibilnu matricu A.

Teorema 5.1 (Lema o kreta�u taqaka). Neka su A i B dve pokretne taqke koje
se poklapaju za k vrednosti parametra t . Prava definisana sa AB tada ima
stepen najvixe deg A+ deg B − k.

Dokaz: Prava kroz taqkeA = (P1, Q1, R1) iA = (P2, Q2, R2) je data sa
∑

(PiQi+1−
QiPi+1)x = 0. Ako je A = B za t = t0, tada mo�emo da izvuqemo (t − t0), i ta-
ko sma�imo stepen. Ovo mo�emo uraditi k puta, te je stoga stepen najvixe
deg A+ deg A− k.
Primenom polarne transformacije dobijamo dualno tvr�e�e koje glasi.

Posledica 3. Neka su l1 i l2 dve pokretne prave koje se poklapaju u k vrednosti
parametra t. Tada presek ove 2 prave je stepena najvixe deg l1 + deg l2 − k.
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Teorema 5.2. Neka su ξ1 i ξ2 dve prave ili 2 konike. Neka se taqka A kre�e po
ξ1, a taqka B po ξ2, i neka postoji projektivno preslikava�e f : A 7→ B. Tada
je degA = degB.

Dokaz: Iz uslova sledi da postoji projektivna transformacija koja slika A u
B. Kako su projektivne transformacije zapravo mnoze�e invertibilnim ma-
tricama sledi da je f linearna te quva stepen pa je deg A ≥ deg B . Odavde
sledi tvr�e�e.

Lema 5.0.3. Neka se taqka A = (P,Q,R) kre�e po jediniqnom krugu. Tada se
A kre�e po pravilu (T 2 − U2, 2TU, T 2 + U2) za neke uzajamno proste polinome
T, U . Tako�e va�i 2max(deg U, deg V ) ≤ deg A

Dokaz: Iz uslova imamo P 2+Q2 = R2. Sada �emo imitirati dokaz karakteriza-
cije Pitagorinih trojki. Q2 = (R−P )(R+P ). Poxto va�i (R−P,R+P ) = 1,
sledi da postoje T, U takvi da R − P = 2T 2 i R + P = 2U2. Kako je deg A
oqigledno jednak deg (T 2 + U2) rezultat odmah sledi.

Teorema 5.3. Neka se A i B kre�u po konici ξ stepenima a i b. Tada je
deg AB ≤ a+b

2
.

Dokaz: Projektivnom transformacijom poxa	imo ξ u jediniqni krug x2 +y2−
z2 = 0. Odavde sledi da mo�emo re�i da se A i B kre�u redom po pravilima
(T 2 − U2, 2TU, T 2 + U2) i (P 2 −Q2, 2PQ,P 2 +Q2). Jednaqina prave AB je onda
data sa : ((P 2−Q2)2TU−2PQ(T 2−U2))x+((P 2−Q2)(T 2 +U2)− (P 2 +Q2)(T 2−
U2))y + (2PQ(T 2 + U2)− (P 2 +Q2)2TU)z = 0

2(PU−TQ)(PT +QU)x+2(PU−QT )(PU+QT )y+2(PU−QT )(QU−PT )z = 0

(PT +QU)x+ (PU +QT )y + (QU − PT )z = 0

Znaqi AB se kre�e po pravilu (PT + QU,PU + QT,QU − PT ) Neka sada E
deli sve tri koordinate. Ali tada E|PT i E|QU . Iz (P,Q) = (T, U) = 1 Sledi
da B.U.O. E|P i E|U . Ali onda koriste�i E|PU + QT imamo kontradikciju.
Sledi da sve tri koordinate ne nestaju istovremeneno tj. AB je pokretna prava.
Sada je deg PT ≤ max(P,Q) + max(T, U) ≤ a+b

2

Posledica 4. Neka se A i B kre�u po konici ξ i degA = degB. Tada je i
degA ≥ degAB

Od sada �emo koristiti slede�u jednostavnu qi�enicu: Ako je polinom ste-
pena s po jednoj promen	ivoj nula u s+ 1 taqki tada je on jednak 0 polinomu.
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Teorema 5.4. Tri pokretne taqke A, B, C su uvek kolinearne ako su koline-
arne u bar deg A+ deg B + deg C + 1 sluqajeva.

Dokaz: Tvr�e�e je ekvivalentno sa∣∣∣∣∣∣
PA(t) QA(t) RA(t)
PB(t) QB(t) RB(t)
PC(t) QC(t) RC(t)

∣∣∣∣∣∣ = 0

Lako se vidi da je ovo polinom stepena najvixe deg A + deg B + deg C,
odakle neposredno sledi dokaz. Polarnom transformacijom tako�e dobijamo
slede�e.

Posledica 5. Tri pokretne prave l1, l2, l3 su uvek konkurentne ako su konku-
rentne u bar deg l1 + deg l2 + deg l3 + 1 sluqajeva.

Primer 5. Dat je trougao ∆ABC sa ortocentrom H i opisanim krugom Γ.
Prava kroz H seqe stranice AB i AC u taqkama E i F . Pretpostavimo da je
K centar opisane kru�nice ∆AEF i da AK seqe Γ u D 6= A. Dokazati da se
HK i prava kroz D normalna na BC seku na Γ.

Dokaz: Animirajmo taqku E na AB. Tada je E 7→ F projektivno kao perspek-
tivnost. Neka su E1, F1 sredixta od AE i AF tim redom. Tada K dobijamo kao
K =∞⊥ABE1 ∩∞⊥ACF1. E1 se kre�e stepenom 1 jer je E 7→ E1 projektivno, pa
zato se i prava ∞⊥ ABE1 kre�e stepenom 1. Iz navedene diskusije imamo:

degK ≤ deg∞⊥ABE1 + deg∞⊥ACF1 = 2

Onda kako kada se E kre�e imamo da se ugao izme�u EF i AB me�a kao i ugao
(KA,AC) te je stoga E 7→ AK 7→ D 7→ G projektivno preslikava�e, pa zato G
ima stepen 2. Sada je degGK ≤ degG + degK = 4. Zbog ovoga ostaje proveriti
tvr�e�e zadatka u jox 5 specijalnih sluqajeva, ali ovo je lako i time je dokaz
gotov.

Sada �emo pokazati primenu na problemu sa turnira gradova koji predla-
gaqi nisu uspeli da rexe, koji je zato bio ,,otvoren problem". Iako je malo
besmisleno re�i da je otvoren problem u geometriji, do tada nikom na turniru
gradova nije bilo poznato rexe�e.

Prvo su nam potrebne definicije nekih taqaka.

• Za taqku P podno�je normale na BC nazivamo Pa, i simetriqno za ostale.

• Generalizovana Fojerbahova taqka prave l oznaqena je sa Fl

• Za dve taqke P i Q definixemo Apq = PbPc ∩FlQa, simetriqno za ostala
temena. Primetimo da je ovde redosled temena P i Q va�an
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• Kru�nica opisane oko trougla ABC je data sa (ABC), O je centar (ABC)

• Pedalni krug od O je MaMbMc gde Ma ∈ BC

• H ortocentar, pedalni trougao je HaHbHc

Teorema 5.5 (Teorema Bidva-Xevcova). Neka su P,Q taqke na pravoj l kroz O.
Zajedniqke taqke Za, Zb, Zc koje su preseci odgovaraju�ih stranica trouglova
ApqBpqCpq i AqpBqpCqp qine trougao homotetiqan trouglu ABC gde je centar
homotetije Fl.

Komisija turnira gradova je dala dokaz paralelnosti odgovaraju�ih stra-
nica, ali nije specificirala centar homotetije. Ovde dat dokaz tima Srbije
sa TG 2019 godine kojim se pokazuje da je Fl zaista centar homotetije.
Dokaz: [Konkurentnost, Suboti�-Gvozdi�-Colovi�]

Animirajmo taqku P na l. Tada deg Pa = deg Pb = deg Pc = 1. Kako je Pb 7→
Pc projektivno i kako kada je Pb = A 6= Pc, prava PbPc dodiruje Xtajnerovu
koniku pa je deg PbPc = 2. Zato je deg Apq = deg PbPc + deg FlQa = 2 + 0 =
2. Sledi da va�i deg Apq = deg Bpq = deg Cpq = 2 Poxto je deg QbQc = 0
i deg FlPa = 1 sledi da je deg Aqp = 1. Sliqno je i deg Aqp = deg Bqp =
deg Cqp = 1. Primetimo da se Bpq i Cpq poklapaju kada je P na krugu, odnosno
deg BpqCpq = 2. Konaqno deg Za ≤ deg BpqCpq+deg BqpCqp = 4. Za sada je stepen
za proverava�e prevelik, bilo bi nam potrebno 5 sluqajeva da reximo zadatak,
a mi imamo samo 2, naime kada je P na krugu.

Lema 5.0.4. BpqCpq = BqpCqp va�i za 2 razliqite pozicije taqke P .

Dokaz: Prvo trivijalno je ako je P = Q. Ovo sada je k	uqan trenutak. Tvrdimo
da taqka Q∗ definisana kao inverz taqke Q pri inverziji oko opisanog kruga
zadovo	ava uslov leme. Dokaza�emo da va�i Q∗aFl||QcQb i sliqne relacije.
Poka�imo da smo gotovi ukoliko ovo va�i. Naravno i obrunute relacije va�e,
tj. QaFl||Q∗cQ∗b . (ako je Q inverz od Q∗ tada je Q∗ inverz od Q) Ali lako se
vidi da su sve taqke kao Apq u beskonaqnosti, pa se zato onda BpqCpq = BqpCqp
poklapaju i jednaki su pravoj u beskonaqnosti.

Lema 5.0.5. Q∗aFl||QcQb za Q
∗ inverz od Q u odnosu na (ABC).

Dokaz: Dokaz �emo izvesti kompleksnim brojevima sa (ABC) jediniqnom kru�-
nicom i realnom pravom l. taqku F �emo zvati f , i neka je Q∗ u oznaci p.
f = a+b+c−abc

2
, pa = 1

2
(b+ c+p− bcp), qb = 1

2
(a+ c+p−acq), qc = 1

2
(a+ b+p−abq),

fpa||qcqb ⇔
b+ c+ p− bcp− (a+ b+ c− abc)
a+ b+ q − abq − (a+ c+ q − acq)

∈ R
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⇔ (p− a)(1− bc)
(b− c)(1− aq)

∈ R

⇔ p− a
1− aq

∈ R

⇔ p− a
1− aq

=
p− 1

a

1− q
a

⇔ (pq − 1)(a2 − 1) = 0

A poxto su p i q inverzi u odnosu na opisani krug va�i pq = 1. Primetimo
da smo ovde pokazali da je taqka Q∗ sa datom osobinom jedinstvena.

ll

AA

BB CC

OO
QQ

Q*Q*

QQbb

QQcc

FFll

Q*Q*aa

slika uz 5.0.5

Kako se BpqCpq i BqpCqp poklapaju u 2 taqke sledi deg Za = 2. Da bismo
pokazali da su Za, Fl, A kolinearne potrebno je proveriti 2 + 0 + 0 + 1 = 3
sluqaja. Kada je P na (ABC) va�i da je Za = Fl pa tvr�e�e trivijalno va�i.
Ostaje prona�i jox jedan sluqaj. Mi ga nismo uspeli na�i. Zato je potrebno
nekako zaobi�i ovo. Fiksirajmo taqku P proizvo	no. Zadatak je ida	e jako
te�ak zato ga olakxajmo. Kako? Animirajmo Q linearno na l. Iz prethodne
diskusije dovo	no je pokazati tvr�e�e u 3 sluqaja. Ali kada je Q na krugu
tvr�e�e je trivijalno te je ostalo na�i jox jednu poziciju za Q. Sveli smo
problem na izbor taqke Q sa pogodnim izborom taqke P . U suxtini, imamo
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slobodan izbor obe taqke P i Q! Ali kako je l nasumiqna prava to nam ote�ava
planove. (qini se da je verovatno mogu�e odabrati taqke P,Q povo	no te tako
rexiti problem) Zato sada uqinimo da l bude povo	na, tj. animirajmo l! Da
budemo precizni: u tre�em sluqaju taqke P uzmimo P = O, u tre�em sluqaju
taqke Q uzmimo Q = l∩BC, i sada animiramo Q na BC. ( tako smo indirektno
animirali l, ali ne kvadratno jer prelazi samo 180 stepeni) P je fiksirana
ali deg Q = 1. Kao i malopre deg QbQc = 1 pa je deg Aqp = 1, ali poxto je
deg QaFl = 1 i deg MbMc = 0 sledi deg Aqp = 1. Iz diskusije vidimo da je
deg Za ≤ 4 te ostaje tvr�e�e proveriti u 4 + 0 + 0 + 1 = 5 sluqajeva. Za l =
OMa, OMb, OMc tvr�e�e je trivijalno. Za posled�a 2 sluqaja neka l = OB,OC.
Fokusirajmo se na sluhaj l = OB. Poka�imo BqpCqp = AC. Ovo va�i zato xto
Hb = Fl = Cqp i FlMb = AC pa je Bqp na AC. Ali sada smo gotovi jer se iz
BqpCqp = AC dobija da se Za nalazi na AC, a FlA = AC. (da smo �eleli biti
malo precizniji, mogli smo priqati o limesima i isti dokaz bi radio). Ovim
smo pokazali da tvr�e�e va�i kada animiramo Q na BC, te smo pokazali 3
sluqaja kada animiramo Q, te smo onda pokazali 3 sluqaja taqke P i time je
dokaz gotov.

AA

BB
CC

OO

DD

PP
QQ

FFll

PPaa

PPbb

PPcc

QQcc

QQbb

QQaa

AApqpq

CCpqpqBBpqpq

BBqpqp

AAqpqp

ZZaa

Bidva-Shevtsov

39



Konike, Kubike i kreta�e taqaka 40

40



6

Kubike 1, teorema Kajlija i

Baharaha

Definicija 6.0.1. Algebarska kriva je geometrijsko mesto taqaka koordi-
nata (x, y) koje zadovo	avaju F (x, y) = 0, gde je F polinom. Stepen algebarske
krive je najve�i stepen datog polinoma.

Kao xto je ve� napomenuto, mo�emo homogenizovati F kao P (x, y, z) =
znF (x

z
, y
z
). Kubike su algebarske krive stepena 3.

Definicija 6.0.2. Ka�emo da je algebarska kriva degenerisana ukoliko je
odgovaraju�i polinom rastav	iv. Specijalno, kubika je degenerisana ukoliko
ima oblik QL = 0 gde je Q konika a L prava (i Q mo�e biti degenerisana).
Ova kubika je unija prave i konike.

Sve vreme radimo bez singularnih taqaka.

Teorema 6.1 (Teorema Kajlija i Baharaha). Neka se 2 kubike seku u 9 taqaka
koje se nalaze u opxtoj poziciji. Tada bilo koja kubika koja prolazi kroz 8
taqaka, prolazi i kroz devetu.

Napomena 1. I u specijalnim sluqajevima mo�emo prime�ivati 6.1. Zaista
ukoliko znamo da tvr�e�e va�i za proizvo	an polo�aj taqaka koje su u opxtoj
poziciji, mo�emo pri�i proizvo	no blizu datoj specijalnoj konfiguraciji.

Teorema 6.2 (Aditivna grupa na kubici). Neka su ϑ kubika i nesingularna
taqka O na �oj dati. Za 2 proizvo	ne nesingularne taqke A i B na�emo tre�i
presek sa kubikom i nazovima ga C. Nakon ovoga, neka je tre�i presek OC sa
kubikom takozvana suma taqaka A i B u oznaci A + B. Sa −X definixemo
presek OX sa kubikom, i za A+ A uzimamo tangentu na kubiku u taqki A.
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Teorema 6.3. Ovako definisano sabira�e na kubici qini Abelovu grupu (bez
singularnih taqaka).

Dokaz: Oqigledno je A+B = B+A, A,B ∈ ϑ tada i A+B ∈ ϑ, O je identitet,
i postoji inverz −X. Poka�imo asocijativnost tj. (A + B) + C = A + (B +
C). Koristi�emo sada 6.1. Za pravu kroz taqke P,Q,R na kubici koristi�emo
oznaku L(P,Q,R). Neka su sada date taqke u opxtoj poziciji. Posmatrajmo dve
kubike ϑ i L(B+C,O,−B−C)×L(A,B,−A−B)×L(A+B,C,−(A+B)−C).
Za tre�u kubiku uzmimo L(A,B + C,−A − (B + C)) × L(A + B,O,−A − B) ×
L(B,C,−B−C). Kako tre�a kubika prolazi kroz 8 taqaka mora i kroz devetu.
Ali poxto prave L(A + B,O,−A − B) i L(B,C,−B − C) ve� imaju po tri
preseka sa kubikom, i A,B+C,−A− (B+C) su tri razliqite taqke, sledi da
je −A− (B + C) = −(A+B)− C qime je dokaz zavrxen.

Poka�imo da ova struktura ne zavisi od izbora O (nule). Definiximo
operaciju +′ sa nulom O′. Sada �emo predstaviti +′ preko +. Primetimo da je
operacija +′ ekvivalentna sa uzima�em inverza razlike O′− (A+B), xto nam
daje A+′ B = A+B −O′.

Teorema 6.4. Za bilo koje tri taqke A,B,C kubike ϑ koje le�e na pravoj l,
zbir A+B + C ne zavisi od izbora l.

Dokaz: Primetimo da je ovaj zbir jednak 2O odnosno ϑ presek tangenta na
kubiku u O.

Teorema 6.5. Ako je O prevojna taqka tada je A + B + C = O ako i samo ako
A,B,C kolinearne.

Dokaz: Smer samo ako odmah sledi, a za smer ako, primetimo da tokom sabira�a
A + B i C tre�i presek mora biti taqka O, jer jedina prava kroz O koja seqe
ϑ u O je zapravo OO.

Teorema 6.6. Neka je ϑ nesingularna kubika i O je �ena prevojna taqka. Tada
je zbir xest taqaka O ako i samo ako se one nalaze na konici.

Dokaz: Poka�imo prvo ako je zbir O da onda sledi da su one na konici. Ne-
ka su taqke date sa A1, A2, A3, B1, B2, B3 i A1 + A2 + A3 + B1 + B2 + B3 = 0.
Poznato je da postoji jedinstvena konika kroz 5 taqaka i neka je ξ konika
kroz A1, A2, A3, B1, B2. Iz uslova imamo L(−A1−B1,−A2−B2,−A3−B3). Sada
�emo primeniti 6.1. Neka su ϑ i L(A1, B1,−A1 − B1) × L(A2, B2,−A2 − B2) ×
L(A3, B3,−A3 − B3) dve kubike, i neka je tre�a kubika ξ × L(−A1 − B1,−A2 −
B2,−A3 − B3). Kako tre�a kubika prolazi kroz 8 taqaka prolazi i kroz 9, a
poxto prava L(−A1 − B1,−A2 − B2,−A3 − B3) ima taqno 3 zajedniqke taqke
sledi da B3 ∈ ξ. Poka�imo sada drugu stranu, tj. ako le�e na konici onda im

42



Konike, Kubike i kreta�e taqaka 43

AA22

BB22

AA11

BB11

AA33

-A-A11-B-B11

-A-A22-B-B22
-A-A33-B-B33

BB33

konike imaju sumu nula, 6.6

je suma nula. Posmatrajmo taqku X takvu da je A1 +A2 +A3 +B1 +B2 +X = 0.
Tada X ∈ ξ gde je ξ konika kroz A1, A2, A3, B1, B2. Ali poxto se kubika i koni-
ka seku u taqno 6 taqaka ( broje�i i preklapa�a) sledi X = B3 i time je dokaz
zavrxen.

Definicija 6.0.3. Projekciju sa centrom u nesingularnoj taqki P ∈ ϑ, de-
finixemo kao involuciju SP koja taqku X ∈ ϑ slika u drugi presek PX sa
ϑ.

Poka�imo sada nekoliko zanim	ivih qi�enica.

Teorema 6.7. Date su P, P ′ nesingularne taqke na ϑ. Tada SPSP ′ = SP ′SP ako
i samo ako

1. Tangente u P, P ′ se seku na kubici

2. Za svako X ∈ ϑ va�i SPSP ′SPSP ′(X) = X

Dokaz:

1. Pokaza�emo ukoliko komutativnost va�i da se tangente seku, drugi smer
je sliqan. Iz kolinearnosti imamo X + P + SP (X) = 0 i sl. jednakosti.
Sabiraju�i sve jednakosti tog tipa dobijamo 2P = 2P ′.

2. Lako sledi iz osobina projekcije.
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Teorema 6.8. Neka taqke P,C,D ∈ ϑ. Za proizvo	nu taqku X posmatramo
Y = SP (X). Neka proizvo	na konika koja prolazi kroz C,D,X, Y seqe ϑ u
taqkama Z, T . Tada su sve prave ZT konkurentne.

Dokaz: Neka je O prevojna taqka. Tada je Y = −X − P , a poxto C,D,X, Y, Z, T
le�e na konici imamo C+D+X+Y +Z+T = 0. Da	e je −Z−T = C+D−P xto
ne zavisi od X. Odavde sledi da prava ZT uvek prolazi kroz taqku C +D−P
i time je dokaz zavrxen.

Definicija 6.0.4. Neka je C = O +O. Tada translacionu involuciju defi-
nixemo kao preslikava�e X 7→ X + C za X ∈ ϑ.

Definicija 6.0.5. Neka su I, J dve kompleksne beskonaqne taqke date sa ho-
mogenim koordinatama (1, i, 0) i (1,−i, 0). Tada I, J nazivamo kru�nim taqkama.

Vidimo sada da svaki krug prolazi kroz ove dve taqke. Zaista, jednaqina
kruga je (x − za)2 + (y − zb)2 = r2z2 za neke kompleksne brojeve a, b, c, odakle
se lako vidi. Tako�e va�i da jedina konika koja prolazi kroz kru�ne taqke je
zapravo krug.

Definicija 6.0.6. Kubiku zovemo kru�nom ako prolazi kroz ovako defini-
sane I i J .

Teorema 6.9. Neka su P i Q taqke na kru�noj kubici ϑ. Prava lP prolazi
kroz P i seqe ϑ u taqkama X, Y , dok l2 prolazi kroz Q i seqe kubiku u Z, T .
Tada su X, Y, Z, T koncikliqne (za svaki izbor l1 i l2) ako i samo ako je PQ
paralelno sa asimptotom.

Dokaz: Neka je M nekru�na taqka u beskonaqnosti koja pripada ϑ. Ako je PQ
paralelno sa asimptotom tada P+Q+M = O. Tako�e va�i I+J+M = O Da	e
imamo da X +Y +P = O i Z +T +Q = O. Sledi da je X +Y +Z +T + I + J =
−P − Q + I + J = M + I + J = O odakle dobijamo da X, Y, Z, T, I, J le�e na
konici, ali ova konika je krug jer prolazi kroz kru�ne taqke i time je dokaz
zavrxen.
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Kubike 2, Izoptiqke kubike

7.1 Izogonalnost u qetvorouglu

Definicija 7.1.1. Ako su prave OX i OX ′ izogonalne u uglu Y OY ′ tada
pixemo IX(XX ′, Y Y ′)

Definicija 7.1.2. Neka je dat qetvorougao ABA′B′. Za dve taqke X i X ′

govorimo da su izogonalni ko�ugati u odnosu na qetvorougao ABA′B′ ako je
zadovo	eno IA(XX ′, BB′), I ′A(XX ′, BB′), IB(XX ′, AA′). (Poznato je da 3 im-
pliciraju i qetiri)

Definicija 7.1.3. Geometrijsko mesto taqaka takvih da imaju izogonalnog
ko�ugata u qetvorouglu ABA′B′ oznaqavamo sa I(ABA′B′).

Sada nekoliko bitnih teorema koje �e nam pomo�i.

Teorema 7.1. Ovde radimo sa orijentisanim uglovima.

1. ∠AXB = ∠CXD

2. IX(AA′, BB′)

3. Projekcije iz X na stranice qetvorougla le�e na krugu (na istom tom
krugu le�e i projekcije iz X ′)

Dokaz: Sva ova tvr�e�a su poznata.

Teorema 7.2. C i C ′ su izogonalni ko�ugati u ABA′B′ ako i samo su A i A′

izogonalni ko�ugati u odnosu na BCB′C ′.

Dokaz: Dokaz odmah sledi iz 7.7, ali mogu�e je i lakim raqunom uglova do�i
do istog zak	qka.
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7.2 Izocikliqne involucije

Definicija 7.2.1. Neka su date taqke A,B,C,D. Sa fAB,CD nazovimo funk-
ciju koja slika taqku X u Y , presek krugova (ABX) i CDX.

Teorema 7.3 (Kliford). Va�i da je fAB,CDfBC,DA = fBC,DAfAB,CD.

Dokaz: Tvr�e�e je inverzni dual Mikelove teoreme o kompletnim qetvorou-
glovima, gde se inverzija prime�uje u temenu qetvorougla.

Definicija 7.2.2. 4-orbitom taqkeX u odnosu na qetvorougao ABA′B′ zovemo
qetvorku taqaka: X, Y = fAB,A′B′(X), Y ′ = fAB′,A′B(X), X = fAB,A′B′(Y

′)

7.3 Inverzija+refleksija

Definicija 7.3.1. Kada ka�emo inverzija+refleksija sa centrom O misli-
mo da kompoziciju inverzije u O i preslikava�a preko fiksne prave l ko-
ja prolazi kroz O. Za date taqke X,X ′, Y, Y ′ oznaqimo sa φXYX′Y ′ jedinstenu
inverziju+refklesiju koja me�a taqke X ↔ X ′ i Y ↔ Y ′.

φABA′B′ je zapravo kompozicija inverzije u Mikelovoj taqki qetvorougla
ABA′B′ polupreqnika

√
MA×MB ukomponovana sa preslikava�em preko si-

metrale ugla ∠AMA′.

Teorema 7.4. φABA∗B∗(C) = fAB,A∗B∗fBA∗,B∗A

Dokaz: Za proizvo	no C neka je C∗ = fAB,A∗B∗(C) i D = φABA∗B∗(C). Poka-
za�emo da su A,B∗, D, C∗ na krugu, xto �e zavrxiti zadatak jer onda sime-
triqno dobijamo da su A∗, B,D,C∗ na krugu.

∠(AD,DB∗) = ∠(AD,DC) + ∠(DC,DB∗) = ∠(AB,BC) + ∠(CA∗, A∗B∗)

∠(AC∗, C∗B∗) = ∠(AC∗, C∗M) + ∠(MC∗, C∗B∗) = ∠(CA∗, A∗M) + ∠(MB,BC)

∠(AD,DB∗)∠(AC∗, C∗B∗) = ∠(AB,BC)+∠(CA∗, A∗B∗)+∠(A∗M,CA∗)+∠(BC,MB) =
∠(AB,MB) + ∠(A∗M,A∗B∗) = 0

7.4 Harmonijske xestorke

Definicija 7.4.1. Xestorku taqaka (A,A′;B,B′;C,C ′) nazivamo harmonij-
skom ako :

a− b′

b′ − c
c− a′

a′ − b
b− c′

c′ − a
= −1
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Definicija 7.4.2. Harmonijsku xestorku zovemo regularnom ako i samo ako
se sredixta od AA′, BB′, CC ′ sva me�usobno razlikuju. Gde su a, a′ itd. odgova-
raju�i kompleksni brojevi.

Oqigledno je da postoji jedinstvena taqka C ′ tako da (A,A′;B,B′;C,C ′) bude
harmonijska xestorka.

Teorema 7.5. Xestorka taqaka (A,A′;B,B′;C,C ′) je harmonijska ako i samo
ako je φABA′B′(C) = C ′.

Dokaz: Neka je M koordinatni poqetak i simetrala ugla ∠AMA′ realna osa.
Tada je φABA′B′ ekvivalentno sa a 7→ 1

a
. Ali sada smo gotovi jer je lako prove-

riti da ako je φABA′B′(C) = C ′ onda je (A,A′;B,B′;C,C ′) harmonijska. Drugi
smer sledi iz prvog i jedinstvenosti harmonijske xestorke.

Ovo tvr�e�e nam omogu�ava da sve harmonijske xestorke ustvari vidimo
kao trojke parova inverza pri φABA′B′ .

Teorema 7.6. Ako su C,C ′ izogonalni ko�ugati uABA′B′ onda va�i (A,A′;B,B′;C,C ′) =
−1. Drugim reqima ako je xestorka izogonalna onda je i harmonijska.

Dokaz ove teoreme �emo izostaviti iako je samo raqun uglova.

Teorema 7.7. Ako su sredixta od AA′, BB′, CC ′ kolinearna i va�i da je
(A,A′;B,B′;C,C ′) regularna harmonijska xestorka, onda je i izogonalna.

Dokaz: Izogonalnost je ekvivalentna sa IC(ABA′B′) xto je da	e ekvivalentno
sa

1
c
− a

1
b
− a

c− a
b− a

∈ R

⇔
1
a

+ a− 1
c
− c

1
a

+ a− 1
b
− b
∈ R

xto je ekvivalentno sa kolinearnox�u sredixta i time je dokaz zavrxen.

7.5 Izoptiqke kubike

Sada mo�emo da krenemo da priqamo o I(ABA′B′). Poka�imo prvo da je ovo
zapravo kubika.

Teorema 7.8. I(ABA′B′) je kubna kriva.

47



Konike, Kubike i kreta�e taqaka 48

AA
BB

A'A'

B'B'

PP

P'P'

QQ

MM

FF

Izoptiqka kubika

Dokaz: Radimo u kompleksnim brojevima. Geometrijsko mesto taqaka je oqigled-
no dato slede�om jednaqinom

x−a
x−b

|x−a
x−b |

:
x−b′
x−a′

| x−b′
x−a′ |

∈ R

xto se svodi na kubnu jednaqinu po x. Primetimo da su qlanovi kod xx2 i x2x
nula ako i samo je a + a′ = b + b′ tj. qetvorougao je paralelogram. U sluqaju
paralelograma ova kubika je degenerisana na pravu u beskonaqnosti i hiper-
bolu.

Ove krive zovemo izoptiqke ili izogonalne kubike.
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Sada �emo prouqiti neke osobine I(ABA′B′).

Teorema 7.9. Na I(ABA′B′) se nalaze slede�e taqke:

1. A,B,A′, B′

2. AB ∩ A′B′ = P,AB′ ∩ A′B = P ′,

3. M (Mikelova taqka)

4. podno�je normale iz preseka dijagonala na PP ′

5. taqka T takva da su ∆TAB′ i ∆TA′B sliqni ali suprotno orijentisani

Dokaz:

1. Sledi iz definicije

2. Sledi iz 7.12

3. Sledi iz IM(ABA′B′)

4. Interesantna ve�ba za qitaoca

5. Sledi iz IT (ABA′B′)

Teorema 7.10. Ako X ∈ I(ABA′B′) tada Y = φABA′B′(X) ∈ I(ABA′B′). Tako�e
sve tako dobijene prave XY prolaze kroz fiksnu taqku.

Dokaz: Sledi iz 7.1 i raquna uglova ali ovde predstav	amo dokaz pomo�u
aditivne grupe. Neka (ABX) seqe kubiku xesti put u taqki Y ∗. Tada va�i
Y ∗ = −A− B − I − J −X ali kako je A + B = A′ + B′ (zato xto AB ∩ A′B′ ∈
I(ABA′B′)) vidimo da su A′, B,X, Y ∗ na krugu i time je dokaz zavrxen. Za
drugi deo dovo	no je napomenuti da je Y + X = −A − B − I − J . Ovde smo
koristili da je I(ABA′B′) izokru�na ali to �emo kasnije pokazati.

Teorema 7.11. Svaka prava XY iz 7.10 prolazi kroz taqku T ( definisanu u
7.9). Tako�e PT gde je AB ∩ A′B′ = P je paralelno sa Gausovom pravom.

Dokaz: Prvi deo se mo�e na�i u [8]. Poka�imo sada drugi deo koriste�i adi-
cionu grupu. Dovo	no je pokazati da su P, T i −I − J kolinearne. Drugim
reqima da je P + T = I + J . Kao i ranije X + Y = −A−B− I − J , a lako va�e
i P = −A−B, T +X + Y = O. Koriste�i sve navedeno dobijamo

P + T = −A−B −X − Y = −A−B + A+B + I + J = I + J

Odakle sledi tv�e�e.

49



Konike, Kubike i kreta�e taqaka 50

Gausova pravaGausova prava

AA BB

A'A'

B'B'

PP

P'P'

MM

XX

YY

TT

slika uz 7.10,7.11

Teorema 7.12. I(ABA′B′) je geometrijsko mesto taqaka X za koje sredixta
du�i XX ′ le�e na Gausovoj pravoj, gde je X ′ = φABA′B′ .

Dokaz: Poznato je da su taqke X,X ′ fokusi neke upisane konike i da centar
te konike le�i na Gausovoj pravoj. Druga strana sledi iz 7.7.

Teorema 7.13. Neka su (C,C ′) i (D,D′) parovi izogonalnih ko�ugata u qe-
tvorouglu ABA′B′. Tada se i I(ABA′B′) poklapa sa I(CDC ′D′), qak xta vixe
svaki par izogonalnih ko�ugata na jednoj kubici, jeste par izogonalnih ko�u-
gata na drugoj kubici.

Dokaz: Tvr�e�e lako sledi iz 7.7 i 7.2.

Iz prethodnog smo videli da je svakoj izoptiqkoj kubici mogu�e dodeliti
Mikelovu taqkuM kao i Gausovu pravu. Sada �emo eksplicitno na�i jednaqinu
izoptiqkih kubika.

Teorema 7.14. Postoji koordinatni sistem u kome izogonalna kubika uzima
formu (x2 + y2)(x+ A) = Bx+ Cy.

Dokaz: Neka je M Mikelova taqka ove kubike, i neka je ABA′B′ qetvorougao
kome ona odgovara. Postavimo simetralu ugla AMA′ za y osu, iM u nulu. Tada
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je φABA′B′ dato sa (x, y) 7→
(

x
x2+y2

, −y
x2+y2

)
. To xto sredixte le�i na Gausovoj

pravoj 2Ax+ 2By = 1 je ekvivalentno sa

Ax(x2 + y2 + 1) +By(x2 + y2 − 1) = x2 + y2

(Ax+By + 1)(x2 + y2) = −Ax+By

I sada jox ostaje primeniti rotaciju koja xa	e pravu Ax + By + 1 = 0 u
vertikalu.

Posledica 6. Svaka izogonalna kubika je kru�na.

Teorema 7.15. Kru�na kubika je izoptiqka ako i samo ako se tangente u kru�-
nim taqkama seku na kubici. Ako se seku na kubici, onda prolaze kroz Mike-
lovu taqku M .

Dokaz: Postavimo koordinatni sistem tako da je ne-kru�na beskonaqna taqka
kubike na y osi. Kru�na kubika tada ima oblik (x2 + y2)(x + A) = Bx +
Cy + D. Ali sada se lako vidi da tangente u kru�nim taqkama prolaze kroz
koordinatni poqetak.

Teorema 7.16. Za sve parove (X,X ′) izogonalnih ko�ugata na I(ABA′B′) va�i
da je X −X ′ = K gde je K takva da je K +K = O odnosno K je poretka 2.

Dokaz: Lako se vidi da ako suX,X ′ i Y, Y ′ parovi izogonalnih ko�ugata tada su
i XY ∩X ′Y ′ i XY ′∩Y X ′ izognalni ko�ugati. Odatle dobijamo X+Y = X ′+Y ′

i X + Y ′ = X ′ + Y odakle zak	uqak sledi.

Teorema 7.17. Va�e slede�e osobine Gausove prave i asimptote I(ABA′B′):

1. asimptota je paralelna sa Gausovom pravom

2. asimptota prolazi kroz refleksiju od M preko Gausove prave

3. ∀x ∈ I(ABA′B′) sredixte du�i XSM(X) le�i na Gausovoj pravoj

Dokaz: U 1. i 2. koristi�emo 7.14.

1. Asimptota je tangenta u beskonaqnoj realnoj taqki ∞G, te dovo	no je
pokazati da i Gausova prava prolazi kroz �u, ali ovo je lako jer je∞G =
(0, 1, 0), a jednaqina Gausove prave je x+ zA

2
= 0

2. Jednaqina tangente na krivu P (x, y, z) u taqki (a, b, c) je data sa

ΣcycxP
′
x(a, b, c) = 0

. Zato je jednaqina asimptote x + zA = 0. Primetimo da je jednaqina
Gausove prave x+ zA

2
= 0 odakle rezultat lako sledi.

3. Sledi iz SM(X) = S∞G
(X ′) i toga da je sredixte od X ′X na Gausovoj

pravoj.

51



Konike, Kubike i kreta�e taqaka 52

AsimpototaAsimpotota

Gausova pravaGausova prava

MM

M'M'

XX

SSMM(X)(X)

FF

slika uz 7.17
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Kubike 3, kubike kvarteta

Definicija 8.0.1. Neka su date taqke X, Y, Z. Sa φX oznaqimo kompozici-
ju inverzije i preslikava�a preko ugla X koja me�a taqke Y i Z. Sliqno
definixemo i φY , φZ .

Teorema 8.1. Prethodno definisane transformacija komutiraju jedna sa dru-
gom, kao i sa izogonalnom ko�ugacijom.

Dokaz: Kako su sve transformacije projektivne sledi da je dovo	no proveriti
tvr�e�e u 3 sluqaja, ali se ovo lako proverava za centre pripisanih krugova
te je dokaz gotov.

Definicija 8.0.2. Neka je A proizvo	na taqka, B = φZ(A), C = φY (A)
D = φX(A). Tada qetvorku taqaka (A,B,C,D) zovemo kvartetom u odnosu na
trougao ∆XY Z.

Poka�imo sada jako bitnu teoremu.

Teorema 8.2. Dat je trougao ∆ABC i taqka T . Geometrijsko mesto taqaka X
takvih da XX ′, gde je X ′ izogonalni ko�ugat taqke X u ∆ABC, prolazi kroz
T je kubika Υ koja prolazi kroz:

• A,B,C

• centre pripisanih krugova

• centar upisanog kruga

• T ′, izogonalni ko�ugat od T

Qak xta vixe, ova kubika je kru�na ako i samo ako je T beskonaqna taqka.
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Kubika kvarteta

Dokaz: Radimo u baricentriqnim koordinatama sa referentnim trouglomABC.
Poznato je da je izogonalni ko�ugat taqke P = (x, y, z) dat sa P ′ = (a

2

x
, b

2

y
, c

2

z
).

Kolinearnost taqaka T, P, P ′ je ekvivalentna sa:∣∣∣∣∣∣
x y z
a2

x
b2

y
c2

z

p q r

∣∣∣∣∣∣ = 0

Lakom proverom vidimo da je ovo kubika, i da date taqke le�e na �oj.
Poka�imo drugi deo. Ako je taqka T u beskonaqnosti, ona se nalazi na pravoj
u beskonaqnosti, a kako su I i J izogonalni ko�ugati u trouglu ABC, vidimo
da tvr�e�e va�i. Sa druge strane ako su I, J na kubici tada se T na pravoj IJ
odakle sledi druga strana.

Teorema 8.3. Va�i slede�e:

• qetvorka izogonalnih taqaka (A′, B′, C ′, D′) je tako�e kvartet

• prave AA′,BB′,CC ′,DD′ su paralelne

54



Konike, Kubike i kreta�e taqaka 55

Slika uz 8.4, taqka na krugu

• taqke A,B,C,D,A′, B′, C ′, D′, X, Y, Z, I, J se nala�e na kru�noj kubici

• A+ A = B +B = C + C = D +D

Dokaz:

• Sledi iz komutativnosti kompozicije φX i izogonalne ko�ugacije

• Lako sledi iz raquna uglova

• Iz prethodne stavke i 8.2

• Oqigledno va�i A + A′ = D + D′, tako�e poxto su X,A,D′ i X,D,A′

kolinearne imamo A+D′ = A′+D i zato je 2A = 2D, sliqno i za ostale.

Teorema 8.4. Neka je (A,B,C,D) kvartet i (A′, B′, C ′, D′) �egov izogonalni
kvartet, u odnosu na ∆XY Z. Neka je PX = AD ∩ BC,PY = AC ∩ BD, PZ =
AB ∩ CD. Taqke QX .QY , QZ su sliqno definisane pomo�u A′, B′, C ′, D′. Tada
va�i:

1. Prave PXQX , PYQY , PZQZ se seku u jednoj taqki, i ona se nalazi na krugu
opisanom oko ∆XY Z.

2. PXQY , QXPY i XY su konkurentne u taqki Z ′, i va�i ZZ ′||AA′.
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Dokaz:

1. Nazovimo kubiku kvarteta Υ. Poka�imo da PX ∈ Υ. Primetimo slede�i
niz jednakosti:

A+D′ = B′ + C

A+ (A+D′) = (B′ + A) + C

A+ A′ +D = B + A′ + C

A+D = B + C

Xto je ekvivalentno sa tim da PX ∈ Υ. Da	e neka je nula prevojna taqka.
Tada va�i PX+QX = A+A′+D+D′ = −2K gde jeK beskonaqna nekru�na
taqka kubike. Kako je ovaj zbir simetriqan, ostaje jox pokazati da se
taqka −2K nalazi na (XY Z), ali ovo je lako jer je ova taqka zapravo
izogonalni ko�ugat od K.

2. Primetimo slede�e:

A+D + A′ + C ′ = (A+D) + (A′ + C ′) = PX +QY

A+D + A′ + C ′ = A+ A′ + C +D′ = (A′ +D′) + (A+ C) = QX + PY

A+D + A′ + C ′ = (A+ A′) + (D + C ′) = −K − Z
A+D + A′ + C ′ = (A′ +D) + (A+ C ′) = X + Y

Iz ovih jednaqina vidimo konkurentnost, ali i tako�e da Z ′+K+Z = O
xto je ekvivalentno sa ZZ ′||AA′ qime je dokaz zavrxen.

Teorema 8.5. Neka su A1, A2 taqke takve da A1A
′
1||A2A

′
2 gde su primom oznaqeni

�ihovi izogonalni ko�ugati u odnosu na ∆XY Z. Tada su praveA1A2, B1B2, C1C2, D1D2

konkurentne ( gde su date taqke odgovaraju�i kvarteti).

Dokaz: Primetimo da sve taqke le�e na istoj kubici kvarteta Υ. Poka�imo
da je A1 +A2 = D1 +D2 i dokaz �e slediti iz simetrije. Ako je K beskonaqna
nekru�na taqka na Υ, primetimo slede�e:

−K −X = −X −K
A1 + A′1 + A2 +D′2 = D1 + A′1 +D2 +D′2

A1 + A2 = D1 +D2

Qime je dokaz zavrxen.
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Drugi deo 8.4

Konstrukcija kubike kvarteta
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Zak	uqak

Kroz ovaj rad smo videli neke oqekivane kao i neoqekivane primene kubika,
konika, projektivnih tranfsormacija, pomera�a taqaka.. Videli smo �ihovi
lepotu, jednostavnost kao i slo�enost, te da svako ko �eli da nauqi, zaista i
mo�e uz malo truda, rada i vo	e. Ovom prilikom bih se zahvalio profesoru
dr Luki Mili�evi�u koji je izdvojio vreme da pregleda rad, ali prvenstveno
zato xto je svojim predava�ima, kroz qetiri godine, uspeo da produbi moju
	ubav prema matematici.
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