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Linearnost, poklapaju a
preslikava a

U ovom delu emo prigati o najjednostavnijoj primeni kreta a tagaka,
takozvanim poklapaju im preslikava ima.

Definicija 3.0.1. Projektivno preslikava e je preslikava e fo7 5
gde su 1 i , konike, prave ili pramenovi pravih, tako da f quva dvorazmeru.

Teorema 3.1. Dvorazmera je jedinstvena, tj. (A;B;C;D)=(A;B;C;E) impli-
cira D=E.

Dokaz: Lako sledi iz definicije. Primetimo da je projektivno preslikava e
bijekcija kao i da je kompozicija dva projektivna preslikava a projektivno
preslikava e. Evo je sada glavna teorema za ovu glavu.

Teorema 3.2. Nekaf;g : 17! , dva projektivna preslikava a takva da su im
i domen i kodomen isti. Tadaje f gakoisamo akof = gu tri tagke domena.

Dokaz: Smer ako je trivijalan zato se fokusirajmo na smer samo ako. Neka je
f(A)= g(A):f(B) = g(B);f(C) = 9(C)
ineka D 2 ;. Tadavai
(f(A):f(B);f(C):f(D))=(A;B;C;D)=(9(A);9(B);9(C); (D))

Odakle iz jedinstvenosti dvorazmera sledi  f (D) = g(D) i time je dokaz za-
vrxen.

Pre nego nastavimo da e, pogledajmo primer preslikava a koja quvaju dvora-
zmeru, i notaciju u ovom slugaju. Za poqgetak, neka je data prava | i tagka M
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na oj i tagka N van e. Preslikavae sa | u pramen pravih kroz N emo
oznagavati sa M 7! MN . Ova je skra ena notacija, ona bi zapravo trebala
ovako da glasi:

Nekaf : 17! preslikavae sa prave | upramen pravih kroz N.

Vidimo zaxto je nepraktigno pisati ovako jer za neke du e kompozicije
preslikava a bi nam trebalo nekoliko funkcija. Objasnimo sada neformal-
no xta znagi M 7! MN, preslikava e koje quva dvorazmeru. Za neke getiri
tagke M1;M;,;M3; M, 2 |, dodelimo im qetiri prave NM1;NM,; NM3;NM 4.
Sada nam je potrebno da se ova dvorazmera ne me a tj(M;M,;M3;My) =
N (M1; M3, M3;My). U pogetku je lakxe razmix ati na ovaj nagin o metodi
kreta a tagkaka, naime kao preslikava a koja nekim getvorkama tagaka (pra-
vih) dode uje neke druge tagke (prave), nego kao o tagki koja se kre e. Drugi
pristup e do i nakon nekog vremena, posta e intuitivan.

Neki od primera projektivnih preslikava a su:

~

Zadatu pravu | itagku P (ne nal) preslikavae sa | na p (pramen pravih
kroz P), u oznaci X 7! PX

" Za datu koniku itagku P 2 , preslikavae sa | na dato sa X 7!
PX\
© Za datu koniku i bilo koju tagku P, preslikava e sa na dato sa

X7"PX\ 6X
Inverzija kruga ili prave

Sada poka imo primenu na nekoliko zadataka.

Primer1 (SMO1 2018). Kru nica upisana u ima centar u tagki | idodiruje
stranicu BC utagki D.Naduima Bl i Cl odabrane sutagkeP i Q, redom,
takve davai \ BAC =2\ PAQ . Dokazatidavai \ PDQ =90.

Dokaz: Neka je=2 . Posmatramo preslikavae f : Bl 7! Cl koje xa e tagku

X 2 Bl utagku Y naCl tako da je \ XAY = . Ovo preslikava e je projek-
tivno jerje X 7! AX 71 AY 7! Y. Preslikavae 7! AX 7! AY je projektivho
jer je ovo rotacija. Sligno definiximo g:BlI 7! Cl kojaxaetagku P 2 Bl

u tagku Q 2 CI tako da = 90. g je sligno kao malopre projektivha. Zadatak
nam kae da sef i g poklapaju. Sada zbog teoremel dovo no je nai 3 tagke
u kojima se poklapaju. P = A, P = | i kada je P podno je simetrale \ BDI .
Poxto trvr e e trivijalno va i u ova 3 slugaja, dokaz je zavrxen.
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Primer 1
Primer 2 (IMO 2010/2) . Neka je | centar upisane kru nice, a opisana
krunica ABC. Neka prava Al sege utagkamaA i D. NekajeE na , a
F tagka dui BC tako da je \ BAF = \ CAE Neka je G sredixte du i IF.
Dokazati da presek pravih DG i EIl pripada
Dokaz: Definiximo preslikava e f. 7' koexaetagku E2 UulE\ =
E: . Definiximo preslikava e g: 7! koje xae tagku E utagku E4 na
slede i naqgin.

E7TNAE7NAF 7' F 7V G7! DG 7! DG\

Lako se proverava da su oba preslikava a projektivha. Zato je potrebno pro-
veriti  E; = Eg4 u 3 specijalna slugaja. E = B;C;D, svaki od ovih slugajeva je
trivijalan i time je dokaz zavrxen.

Kao xto je ranije napomenuto, da bi se stekla intuicija 0 ovom metodu
je najbo e razmix ati kao o kompoziciji projektivnih preslikava a, a tek
posle kao o tagkama koje se kre u. Zapravo tagke koje se kre u su one koje
indukuju preslikava a, tj. pomo u ih pravimo ova preslikava a. Na primeru
2 bismo rekli da se tagka E kre e projektivno po krugu, i onda preko e
definisali 2 projektivna preslikava a koja elimo da se poklope.

Kako je inverzija Mebijusova transformacija, ona quva dvorazmeru. Inver-
zija e nam pomo i kada su u pitau krugovi. Poka imo ovo na konkretnom
primeru.
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Primer 2

Primer 3.  Neka suP; Q parovi izogonalnih ko ugata u ABC i X podno je
normale iz Q naBC. Krug pregnika P A, nazvan! , seqe(ABC) utagki K 6 A.
AQ seqe(ABC) utagki T 6 A. Tada suK; X; T kolinearne.

Dokaz: Neka se tagka Q kre e po AT, tada se P kre e po pravoj | izogonalnoj
AT u\ A. Za pogetak Q 7! X 7! K je projektivho preslikavae gde je K, =
TX \ (ABC). Sa druge strane Q 7! P je projektivno jer je ovo zapravo samo
preslikava e preko simetrale \ B. Ostaje jox pokazati da je preslikava e

P 7! K, projektivho, gde je A 6 K, =1\ (ABC). Primenimo inverziju u A.
Nakon inverzije P inverz tagke P, se kre e po fiksnoj pravoj 1.! se slika u
l1, gde jel; normala na pravu | u tagki P. Krug (ABC) je poslat u pravu B%C°
Ali sada je P°7! Iy 7! 13\ BC%= K2 gde jeK? inverz tagke K,. Zbog toga
xto inverzija quva dvorazmeru sledi daje P 7! P°7! K2 7! K, projektivho
preslikava e odakle sledi da je potrebno u tri slugaja tagke Q proveriti
jednakost K; = K,. Qitaocu ostav amo da zavrxi dokaz.
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Primer 3
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Konike

4.1 Uvod

Konike, ili krive drugog reda, su obigno posmatrane u analitigkoj geo-
metriji. U ovom poglavu emo pokuxati da poka emmo da konike imaju i
geometrijske osobine koje je mogu e dokazati elementarno.

4.2 Optigke osobine

Slede e osobine konika su poznate: elipsa je g.m.t. ! takvih da je zbir rasto-
ja a fiksan u odnosu na dve tagke, hiperbola je g.m.t. takvih da je apsolutna
razlika rastoja a od dve tagke fiksna, parabola je g.m.t tagaka koje imaju
isto rastoja e od prave i tagke. Poka imo prvo slede u lemu.

Lema 4.2.1. Neka jel prava, X i Y tagke sa iste strane |. Tada tagka P na
| koja minimizira zbir  jPX + PYj je takva da suprotno orijentisani uglovi
koje prave PX i PY grade sal su jednaki.

Dokaz: Nakon preslikavaa X preko | dobijamo tagku X% Sada vai PX =
P X9 odnosno traimo minimum PY + PX? Tagka P koja zadovo ava ovo je
Y X% 1, i ona ogigledno zadovo ava uslov sa uglovima.

Na sligan nagin mo emo pokazati i slede e dve leme.

Lema 4.2.2. Neka su tagke X i Y sa razligitih strana prave |. Tada se mak-
simum odjPX PYj dostie u tagki P koja zadovoava da PX i PY grade
iste uglove sa |.

lgeometrijsko mesto tagaka
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Optigka osobina elipse

Lema 4.2.3. Neka su date 2 pravel, I°i tagka X koja nije na ima. Tada tagka
P 2 | koja zadovo ava da je apsolutna vrednost razlike rastoja a tagke P od
[9idui PX maksimalna, zadovoavai PX ? 1°

Sada emo pokazati jednu od najva nijih osobina konika.

Teorema 4.1 (Optigka osobina elipse) . Neka jel prava koja dodiruje elipsu
I utagki P ineka su fokusi 2 elipse X i Y. Tada je| spo ax a simetrala
AXPY.

Dokaz: Neka je tagka T nal. Tadaje XT + YT > XP + Y P. Poxto ovo va i za
proizvo nu tagku na | tvre e sledi iz 4.2.1.

Teorema 4.2 (Optigka osobina parabole) . Neka je | tangenta na parabolu u
tagki P. Neka je P° podnoje normale iz P na d (direktrisu), i X fokus
parabole. Tada je | simetrala ~XPP?®

2 j e, fokalne tagke, eng. focus
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Optigka osobina parabole

Dokaz: Poxto tagka P zadovo ava dajejPX PP% minimalno, gotovi smo
zbog 4.2.2.

Teorema 4.3 (Optigka osobina hiperbole) . Ako prava | dodiruje hiperbolu,
giji su fokusi X i Y, utagki P, tadaje | simetrala ~"XPY .

Dokaz: Sledi neposredno iz 4.2.3.

Posledica 1.  Posmatramo familiju konfokalnih elipsi i hiperbola. Tada
se bilo koja elipsa i bilo koja parabola iz te familije seku pod pravim uglom.

Dokaz: Neka su fokusi X;Y . tvre e sledi iz toga da su spo axa i unu-
trax a simetrala istog ugla normalne, kao i iz optigkih osobina hiperbole
i elipse.

Posledica 2. NekaP Q segica koja prolazi kroz fokus X elipse ! ,i R presek
tangentiu P i Q. Tada je R centar spo a pripisanog kruga PQY (gde jeY
drugi fokus) i X je dodirna tagka pripisanog kruga sa P Q.

Dokaz: Iz optigke osobine elipse sledidasu PR i QR simetrale spo ax ih
uglova pa prvi deo sledi. Zbog osobina elipse X deli P QY na 2 dela jednakih
obima, a takva tagka je jedinstvena. Dodirna tagka pripisanog kruga ima takvu
osobinu pa je tvr e e dokazano.

Napomena: 2 vai i za hiperbolu samo je potrebno pripisani krug zameniti
upisanim.
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