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1

YBOAHHU IIOjMOBHU

1.1 Opauaann

Op/uHasu ciry2Ke 3a ONMUCUBAHE TUIIOBA J100PO ypeheHux ckymnosBa. 3a pa3inky
OJT Kap/uHaja, KOju Mepe CaMO BEJIMYUHY CKYyIa, OPJNHAJIN MAMTe U PEeIOCIeT
ejleMeHaTa. 3aTO OPJNHAJN PA3JINKY]jy, HAa IPUMED, TOpeIaK

0,1,2,3,...

OJT TIOPETKa,
0,1,2,3,...,w,

MaKo 00a MOPEeTKa MMajy MpedpOjuBO MHOTO ejleMeHaTa.

Hedbuaunuja 1.1. Heka je S ckyn. Pemanuja < ma ckymy S HazuBa ce ciporo
AuMeapHo ypeherve ako 3a cBe T,Yy, z € S BaXKu:

1. HEje = < x;
2. akojexz <ymy <z, oHJA je T < 2;

3. 3a cBaka JBa pa3/IMYNTa eJeMeHTa X,y € S BayKu TadHO jeJHO o1 & < Y WUJIN
y<wx.

Hedunummja 1.2. Heka je (5, <) nuneapuo ypeben ckym. Enement ag € A, re
je AC S u A +# 0, nasusa ce najmarou esementli cKyna A ako 3a cBaku a € A,
a # ap, BaXKN

ag < a.

Hedbunnunuja 1.3. Jluneapuo ypehen ckyn (S, <) mazupa ce godpo ypehen axko
cBakM HempasaH mofAckyn A C .S nma HajMambU €JTeMEHT.
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IIpumep 1. Ckyn N, ca yodbuuajenum ypebemem, jecte m00po ypeheH, jep cBaku
HeIpa3aH TOJCKYI MPUPOIHUX OpojeBa mMa HajMawmu eqeMeHT. Ca Japyre cTpamxe,
CKyIl Z, ca yodoudajeHuUM ypebhemem, HHUje T00po ypebheH, jep caMm ckyl Z HeMa
HajMambU eJIEMEHT.

Hedununnmja 1.4. Heka je (5, <) muneapuo ypeben ckym. [Togckyn I C S nasusa
ce Gouewiny geo cKyma S ako 3a cBe X,y € S Baxu:

yel N z<y =— =xel.

JpyruMm pednma, ako ce HEKM eJIeMEHT HaJla3W y MOYETHOM JIeJTy, OHJIa Ce y FHeMy
HaJjla3e M CBU €JIEMEHTHU KOjU MY IIPETXOJIE.

Hedununmja 1.5. Axo je (S, <) quneapro ypebhen ckym u a € S, OHJa CKyII
Sca={reS:xz<a}
Ha3UBaMO UOUETHUM GEAOM OgPEDEHUM eneMEHTLOM G.
ITpumep 2. V ckyny N noueran neo oxpeben dpojem 5 jecte ckyn
N.5 ={0,1,2,3,4}.
Hedunannmuja 1.6. Ckyn X HazuBa ce WpaH3uu6aH aKo 3a CBaKO * € X BaxKu
z C X.
ExBuBasienTHO, ako je y € x u x € X, onjya je y € X.
Hedbununuja 1.7. Ckyn « Ha3WBa ce opguHa.n ako Baxke cieneha asa ycmosa:
1. o je TpaH3UTUBAH CKYIT;
2. penalyja IpUNaIamba € J00po ypehyje cKyIr q.
Ako cy o u 8 opauHaM, TUIIIEMO
a<pf

aKo M CaMO ako je
a € p.

JakJse, Ko/ OpJinHAJIA je pesalfja IopeTKa JeUHUCAHA PeJIAljoM IIPUIAIaha.
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IIpumep 3. llpBu opaunasm cy
0=20,

1= {0},
2=40,1},
3=1{0,1,2}.
Yorrrre, pupojan Opoj n MOUCTOBehyjeMo ca OpIMHAJIOM

n={0,1,...,n—1}.

OBa nedununimja mokaszyje BayKHy OCOOMHY OPJUHAJA: CBAKU OPIMHAJ je CKYII
CBUX Op/MHAJIa Koju My niperxoze. Ha mpumep,

3=1{0,1,2}.
JakJie, eJieMeHTH Op/uHAJ A 3 Cy YIIPABO OPJIMHAJIN Malbu OJT 3.
Tepamwa 1.1. Heka cy o u § opaunanu. Tama Baxke cieneha tphema:
1. 0 =0 je opmunaur;
2. ako je a # 0, orza je 0 € «;
3. a¢aq

4. akKo je x € o, OHJIA je T TOYETHU JIe0 OpJUHAJIA (&, Tj.

r={{ca: <}
5. aKO je T € «, OHJIa je T OPJNHAJ;
6. BaxXu
bCa <+« pfeawmf=uq
7. cKyn

a+l=aU{a}
jecTe opJmHAaJI.

Jlokas. Tepheme (1) je menocpenno uz nedununuje, jep je ) TpansuTuBaH CKym
u penanmja € 100po ypebyje npasan ckyn. Jlokaxkumo (2). Ilomro je a # (), y
1100po ypebenom ckyty (a, €) mocroju HajMmamu ejeMenT. O3HaunMO Ta ca . AKo
Ou 1mocTojao y € x, OHJa OU U3 TPAH3UTUBHOCTHU OPJMHAJIA (¢ CJIEJIUIO Y € «, a
TIOIITO je Yy € x, J1oouIu ducmo y < x, IMTO je y CYIPOTHOCTH Ca& MUHUMAJIHOIINY
eneMenTa . akime r Hema enemenara, ma je x = (). Kako je x € «, modujamo
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) € a. Hokaxumo (3). Kaga du Baxuno « € a, Taja ou o OUO eJIeMeHT J100po
ypebheHor ckymna «, mma ou u3 anHTupedJIeKCUBHOCTH peJiallije MOPeTKa CJIEIIIO0 A,
He Moxe Baxkutu @ € . To je KoHTpauKIHja, na je o ¢ . Tepheme (4) ceau
13 9UHEHUIIE 13 je TIOpe/laK Ha OPJMHAJY (v JaT yIPaBO PEJIAIIjoM IIPUIIaarba.
3amcra, ako je r € (, OHJIa Cy €JIEeMEHTHU CKYyIla & TAYHO OHU €JIEMEHTHU OpJIUHAJIA
Q KOJU TIPETXOJIe eJIeMEHTY X, I1a je

r={{ca:{<x}

Hoxaxumo (5). Heka je x € a. [Tomro je o TpansuTuBan, u3 x € « caenu z C a.
3arto ce j100po ypeheme penammjom € Ha o mpenocu Ha x. Ocraje j1a MpoBEepUMO
na je x TpamsuTtuBaH. Heka je z € y m y € z. Taga cy 2,y, T eJeMeHTH OpJuHAJIA
a,aunu3 z € ymy € x, OMHOCHO M3 2 < Yy < x, cinequ z < x. Hakne z € x.
Tume je x TpansurtuBaH, na je x opauHai. Jokaxumo caga (6). Axo je 8 € «,
ouga je § C « 300r TPaH3UTUBHOCTH OopAuHajia «. AKo je § = «, oHIa je HapaBHO
£ C «a. ObpuyTo, tpernoctaBuMo Aa je S C «. Ako je f = «, Hema mTa JIa ce
Jokasyje. 3aro mpermocrasumo Ja je S C «. Taga je ckyn « \ 8 Hempasawn, ma
MMa HajMambu eJleMeHT y j100po ypehemwy opamaasa «. O3HaUNMO Taj €JIEeMEeHT Ca,
2. 300T MUHIMAJIHOCTH eJIeMEeHTa X, CBU €JIEMEHTU OPJ/IMHAJIA (v KOJU Cy MAmH OJf
2 TPUNAJIAjy CKYILY (3, TIa BaXKW

{{eag<r}Cp

Ca apyre crpane, ako je y € 3, ouna je y € a. He moxe durn y = z, jep = ¢ f.
Takohe He mMoxke dutu x € y, jep Ou U3 y € [ W TPAHSUTUBHOCTU OpJuHAJIA [3
caequiao x € [, mro je Hemoryhe. 3aro Mopa BaxkuTu y € z, 1j. y < x. Jlaxie

BC{{ca:€<ua}.

IIpema ToMe,
B={fca: &<}

I[To TBphemy (4), mecHa crpana jeaHaka je x, na je f = x. Kako je x € a, modbujamo
B € a. Ha xpajy, nokaxumo (7). Ckyn a4+ 1 = aU {a} je rpansurusan: ako je
Yy E€x € a+1,ouma je wn r € o, ma Yy € « 300 TPAH3UTUBHOCTH (v, WJIH je
Tr = «, ma omner y € . ¥ oda ciydaja je y € a + 1. Pemanmja € ;100po ypebyje
o + 1, jep cBakm Hempa3aH MOJCKYI KOjU cede (v MMa HajMarmWu e€JIeMEHT Y «, JIOK
je y CynpoTHOM jeJimHu MOryhu eJleMeHT TOr MOoJCcKyIia yupaso «. Jlakime o+ 1 je
OpJUHAJI. L]

Hedununuja 1.8. Ako je o opjuHAJ, OPIUHAI
a+l=aU{a}

Ha3uBa ce caegbenuk opanaaa «. OpauHaI Koju je odmKa o+ 1 3a HEKM OpInHA
(v Ha3UBa ce CAegOeHU OPGUHAAN.



1.1. OpauHaum )

Hedbununuja 1.9. OpauHaa \ Ha3uBa ce PAHUYHU OpguHas ako je X # 0 u ako
HE TIOCTOjW OPJIMHAJ (@ TaKaB Ja je

A=oa+1.
Jpyrum pednma, TPAHUYHU OP/IMHAJ HEMAa HEITOCPETHOT ITPETXOTHUKA.

Hedbunaunmuja 1.10. Opaunan w je najmamu deckonadnu opgunais. OH ce Moxe
3aI1CaTh Kao

w=1{0,1,2,3,...}.

Y Teopuju CKymnoBa CKYIl IPUPOIHUX OpOjeBa MOUCTOBEhyjeMO ca Op/IMHAJIOM W.
ITpumep 4. Opmaunan w + 1 je ciegdeHuK opamHaAIA W:
w+1=wU{w}.
Hberos pemocitesr n3riesa oBako:
0,1,2,3,...,w.
Jakie, w + 1 uMma jemaH JOJATHHU eJeMEHT IIOCIe CBUX IPUPOIHUX OpojeBa. 3aTo
w# w4+ 1.

Hedbunnnmja 1.11. Heka cy (A, <4) u (B, <p) 100po ypehern ckynosu. Bujex-
muja f : A — B masuBa ce uzomopgusam ypehenuxr ckyuosa ako 3a cse x,y € A
BaXKN

r<ay <<= f(2)<p[(y).
Axo takBa dujeknuja mocroju, Kaxkemo Ja cy (A, <) u (B, <p) uzomopdHU Kao
ypebhenn ckymnosu.

Teopema 1.1. Cpaku 100po ypehen ckymn u3oMopdan je TaTHO jeTHOM OPIUHAILY.

Zloxas. OBy dumeHHIly He JI0Ka3yjeMo jeTaspbHO. OHA IpeacTaB/ba OCHOBHY Be3y
u3Mmelhy opanHaJa u J100po ypeheHnx ckyroBa: cBaku Moryhu Tui jg00po ypehenor
IIOpeTKa MOKe Ce IPEJICTABUTHU jeTHUM M CaMO jeTHUM OPIMHAJIOM. O
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1.2 Kapaunanau

Kapauaanu Mepe BeJnduHy CKYyTOBa. 3a Pa3/inKy OJI OP/IMHAJA, KapINHAJIH
He IIaMTe peJlocJie]] eJleMeHaTa, Hero caMo IHUTambe Jla JIM ce eJIeMEeHTHU /IBa CKyIla
MOT'Y YIAPUTH OUjeKITHjOM.

Hedbununuja 1.12. 3a ckynose A u B KaxXemo J1a nMajy UCTY KapIUHAJIHOCT, 1
MTATITIEMO

Al = B,

aKO IIOCTOjH OUjeKIIHja

f:A— B.

Hedununmja 1.13. 3a ckynose A u B nuiemo

Al < |B|
aKO IIOCTOjU WH]eKITH]ja,
f:A— B.
[Tnmemo
Al < |B|
ako Baxu |A| < |B|, amm ne Baxu |A| = |B|.

Hedbununmja 1.14. Ckyn A HasuBa ce upedpojus ako je KOHAYaH WJIM aKO BarKu
Al = INJ.
KapaunanamnocT ckyma npupogaux OpojeBa O3HavYaBa ce Ca
No.

Haxkue,

Kapnunanu ce y Teopuju ckymoBa MOy IIpeJICTaBUTH ToMohy opannasa. eja
je a 3a cBaKy MOI'Yhy BeJIMYMHY y3MeMO HajMarbU OPJIMHAJ T€ BeJIMYUHE.

Hedbununuja 1.15. Opaunan k Ha3uBa ce UOYEWHU OPJUHAA AKO HE ITOCTOjU
opAuHaJI ¢ < K TaKaB IIa
af = [x].

[ToveTHu op/iHAIN HA3UBA]Y CE€ KAPJUHAAUMA.

Hedununuja 1.16. 1IpBu deckonatnm KapauHaJI je
NO = |LU|

OpuHaT W je ToYeTHN OPAUHAJ KapIUHAJTHOCTH No.
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Hedbuaunuja 1.17. Opaunan w; jedunuine ce Kao CKyIl CBUX TPEOPOjUBUX Op-
JIMTHAJIA:
w; = {a: a je opaunan u |a] < Ny}

Taj opunas Ha3uBa ce UPSU HEUPEOPOJUS OPJUHAN.

Jpyrum pednma, wy CaJp:KHU CBe OpJIUHAJIE KOjU Cy jOII YBEK IMpedpojuBu. 3aTo
Ba>KU:
a<w <= « je npedpojuB OpIMHAJ.

Jlema 1.1. OpauHas w je HajMambU HETPEOPOjUB OPJIMHA.

Aoxas. 1lo nedununyju, eleMeHTH CKyIa wy CYy CBU IPEOPOJUBHU OPJAUHAIU. 3aTO
je crakm opaumHas « < wp upedpojuB. Ca apyre crpaHe, caM w; He MOXK€ OUTH
pedbpojus. Kajia 6u w; 0o npedpojuB opjnHaJI, OHJ/Ia O, MO JIePUHUNIIJU CKyTIa
W1, BaXKMJIO

w1 € Wi,

mTo je Hemoryhe 3a opaunaJ. Jlakie, wy uuje pedpojus. Ilomro cy cBu oppaunan
MalbHU O]l Ibera IpedpojuBU, wp je IPBU HEIIPEOPOJUB OPIUHAI. 0

Hedunnunuja 1.18. KapaunaiHoCT op/imHa Ia W O3HAYaBa ce ca
N;.

Haxkue,
|(,L)1| = Nl.

Kapmunan Ny je npBu KapaunaJi crporo Behu o Ny.

Hedbunaunuja 1.19. Ciauyuno, op/inHAJ Wy je IIPBU OPJAUHAJ YHja je KapANHATHOCT
Beha ox N;. Eberosa kapauHaJIHOCT O3HaAYABa Ce Ca

N,.

Haxke,
‘CL)Q | = NQ.

Omruje, w, O3HAYaBa MOYETHU OPJUHAJ KapIUHATHOCTH Ny, OJHOCHO
|wa| = Ny

3a oBaj paja he mHaMm HajBaKHUju OWTH OpAWHAJ wWi. Hberosa KJbyvuHa 0cOOMHA
je Jla Cy CBU IeT'OBU IIPABU MOYETHU CEIMEHTH ITPEOPOjUBH.
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Jlema 1.2. Ako je 8 < wi, OHJIA je CKyI
B+1={¢:¢<p}
IpedpPOojuB.
Zloxas. Tlomro je B < wy, opaunas [ je npedpojus. CKym
B+1=pU{p}

JIodmja ce JI0aBabEM jeJIHOT eJleMeHTa IpedPOojuBOM CKyIry. 3aTo je u (3 + 1 mpe-
OpojuB. O
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1.3 WNrpa koja nmokasyje HenpedpojuBOCT KOHTH-
HyyMa

Henpedpojusoct ckyira peajHux OpojeBa 00OMYHO ce Jiokasyje KanropoBum Jiu-
jaroHAJTHUM apryMEHTOM. Y OBOM OJIE/bKY M3JIaXKEMO jeJIaH JIPyraduju, Marbe I10-
3HAT JIOKa3, 3aCHOBaH Ha ujeju u3 paga Merjya Bejkepa [8]. ¥V opurunassnom pay
urpa ce nocMarpa Ha uHTepBasy [0, 1], qok hemo je oBae dopmysmcarn Ha 11€J10j
peasinoj mpaBoj. CymiTuHa J0Ka3a ocTaje UCTa: ako je IUJ/bHU CKYyI IIpedpPOjuB,
JIPYTU UTPad MOXKE PeJIOM Jia U30erHe CBaKHU IHEroB eJIeMeHT, J0K 3a S = R npsu
Urpad ayToOMATCKu modehyje.

Hedununmmja 1.20. Heka je S C R. Jledbunumemo urpy G(S) 3a nBa urpaua,
koje hiemo 3Batu A u B. Y HyaToM Kopaky urpad A dupa Opoj ayp € R, a 3atum
urpad B dupa 0poj by € R Ttako ma BaxKn

ag < by.
Y n-toMm Kopaky, 3a n > 1, urpad A dupa Opoj a, Tako ma
A1 < ap < by_1,
a 3aTuM urpad B dupa Opoj b, Tako ma
an < b, < b,_1.
Jlakjie, TOKOM UI'Pe HACTaje HU3 yTHbeXKJIEHNX MHTEepBaJIa
ap < ay <ag << a, <b, < - <by <by <by.

[Torrro je vHu3 (a,) pacryhu u 0703ro orpanuteH, on uma rpauuiy y R. Osnadqmmvo
je ca

U — lim a,,.
n—oo

Kaxkemo ma urpau A nodehyje axo je
s € 5.
Y CympoTHOM, aKo je G ¢ S, modehyje urpau B.

Tepama 1.2. Ako je S = R, onga urpaa A nodebhyje y urpu G(5), nesaBucuo o
TOoTa KaKoO Cce UI'pa OJIBHja.

Jlokas. Y cBakoj mapruju urpe Hu3 (a,) je pacryhim u o703ro orpaHudeH, jep 3a
CBAKO N BaxKu
a, < b, <by.



10 1. ¥YBomum nojmoBm

3aro, 10 TeoOpeMHu O MOHOTOHOj KOHBEPIEHIINjU, TIOCTOj1

U = lim a,, € R.
n—oo

Axko je cama S = R, onya je ayromarcku
s € S.

akJje, urpad A nmodehyje. ]
il , ITD Y]

Teopema 1.1. Axo je ckyn S C R mpebpojus, onma urpad B nma modeHTIKY
crparerujy y urpu G(S).

ﬂonaa. [TomTo je S Hp66pOjI/IB, IbEroBe eJIEMEHTE MOXKEMO HOpel’_)aTI/I Yy HU3
S = {xo,xl,xQ, .o }

Crpareruja urpada B duhe 1a y n-ToM moTe3y 00e30eIu 1a IPAHUIA (o, HE MOXKE
ouTH jeaHaka Opojy T,. ¥ HYJITOM KOPaKy, HOMmTO je urpad A m3adpao ag, urpad
B nocrymna oBako. Ako je xg > ag, Oupa by Tako ma

ap < by < xg.
Axko je xy < ag, dupa duto Koju peasian Opoj by Takas Ja
ag < by.

[IpermocraBumo cama 1a je n > 1, u ga je urpad A ynpaso m3adpao 0poj a,,, npu
9eMy BazKd
A1 < Qp < bp_1.

Axo je x, > a,, urpaa B dupa b, Tako ma
a, < b, <min{x,, b, 1}.

To je moryhe jep cy u x,, u b,_, Behu ox a,. Ako je x,, < a,, urpad B dupa dujo
KOju Jierajian opoj b,, Tj. Ouso Koju Opoj Takas Jia

an, < b, <b,_1.

JlokaxkuMo J1a oBa cTpaTeruja 3amncta 0oe3dehyje modeay nrpada B. Oukcupajmo
IPOM3BOJbAH OPOj X, € S. AKO je y TPEHYTKY N-TOT TOTe3a BayKWIo &, < d,, OHJIA
Cy CBU KaCHUjU 4jaHOBU HU3a (ai) crporo Behu of a,. 3aTo je

Aoo > Ty,
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a e, # Tp. AKO je, ¢ Ipyre cTpane, BaXKWjo &, > a,, OHJA je urpad B uzadpao
b,, Tako ma
b, < x,.

CBu KacHUjU YIaHOBU HU3a (i) OCTajy Mawbu o by, na je
Ao < b, < x4,
Jakse, u 'y oBOM cjy4ajy je

Qoo F Ty

IlomTo oBo Baxkm 3a cBaku N € N, 3aK/bydyjeMo Jla I'DAHHUIA (G, HHUjE jeTHaKa
HUjeHOM ejleMeHTy ckymna S. JIpyrum peunma,

Ao & S.

Baro urpau B modebhyje. [
Ilocnemuna 1. Ckyn peasinux dopojesa R nuje npedpojus.

/loxas. IlpernoctaBumo cynpoTHo, Ja je ckyn R mpedpojuB. Taja Ou, HA OCHOBY
npeTxojHe Teopeme, urpad B umao nodeauunuky crparerujy y urpu G(R). Ca
Japyre crpase, momTo je S = R, Ha OCHOBY IpeTXOiHe TBpIbe urpad A mopa ja
mode I y CcBaKoj nmapTuju urpe. To je KOHTpaJAuKIIFja: HE MOy 00a Urpavda UMaTH
TOOETHIYKY CTPATErnjy y UCTOj UTPHU Ca jaCHO ofpeheHnM 1mode THUKOM. 3aTO CKYTI
R Huje mpedpojus. [
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1.4 KoHTHMHYYyM XuIIOTe3a

KapmunaamnocT ckymna peajqHux OpojeBa O3HaYaBa ce ca
.
OBaj KapauHaj Ha3uBa ce KonwWuryym. Jlakie,
¢ =|R|.
JlokazaJyim cMO J1a je CKyIl PeaJiTHuX OpojeBa HempedpojuB, Ma BaXKH
No < c.

[Ipupoano murame je jga Ju TMOCTOjU KapJAUHAJ CTPOro mu3Mely KapIuHaJHOCTH
CKYTIa TIPUPOJIHUX OpojeBa M Kap/IMHAJTHOCTH CKYTa peaJHuX OpojeBa.

Hedbununmja 1.21. Kan@oposa kontiunyym zutotwesa, ckpaheno CH, jecre
TBP/ba Ja He IocToju cKyn A Takas ja

Ny < ’A| <c.
Jpyrum peunma, He TIOCTOjU KapuHaj cTporo u3mely Ng u c.

[Tomro je Ny mpBu KapguHaJa cTporo Behum o Ny, KOHTUHYYM XUIIOTE3a je
€KBUBAJIEHTHA TBP/IIHU

¢ =N,
OmHocHO,
IR| = N;.
Kaxo je
\wlf =Ny,

JI00MjaMo J1a je KOHTHHYYM XHUII0Te3a €KBUBAJEHTHA TBP/IEHU
IR| = Jown.
IMocneauna 2. Axo Baxku CH, onjia ocroju dujexiimja
h:R— wy.

OBa mocyieuia je KJbydHa 3a jJgokase kKoju cieme. Ona Ham omoryhasa ja,
I10JT, IIPETTIOCTABKOM KOHTHHYYM XHUIIOTE3€, peajHe OpojeBe 3aMEHNMO OPIUHAIIMA,
MarmbuM oJ1 wi. IIpeaHocT pasa ca wy je y TOMe IITO CBaKU HErOB ITOYETHH CEIMEHT
nMa mpedpojuBy KapauHasHOCT. [Ipennsnuje, ako je

6<w17

OHJIa je
B+1={¢:{<p}

pedpojuB CKyI. YIIpaBo OBa OCOOMHA OMhe HAM KOPHUCHA Y HAPETHUM JTOKA3UMA.
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ExBuBa/jieHT KOHTHUHYYYM
XUIIOTE3€E

2.1 IIpodsiem Tpu 3aTBOpEeHUKA

Y oBoM 0j1e/bKY TTocMaTpaMo ciieiehy urpy. Tpu 3aTBOpeHrKa nMajy Ha riiaBa-
Ma eJIeMEHTe HEeKOT YHAIIPe/T MO3HATOT cKyTa S. CBaku 3aTBOPEHUK BUJIN €JIEMEHTE
Ha TJIaBaMa JIpyTe JIBOjulle, aJii He BUIU CBOj ejeMeHT. Ha ocHOBY OHOra IITO BU-
JI, OH Mopa Jia u3adepe KoHadaH mojAckyIl ckyma S. [lum je ma, 0e3 0d3upa Ha TO
KOja Cy TPHU eJIeMeHTa CTaB/beHa Ha IJIaBe 3aTBOPEHUKA, Oap jeaH O/ 3aTBOPEHUKA
n3adepe CKyIl KOju CaJIp:Ku Oalll FbeI'OB €JIEMEHT.

Hedbununmja 2.1. Heka je S ckyn. Crparerujom 3a ckyn S HazuBamo OyHKIH]Y
oS — Pau(9),

rjie je Pun(S) cKyn cBUX KOHAYHUX IOJICKYIIOBa CKyma S, TakBy ja Baxe ciejeha
JIBa, yCJIOBA:

o(x,y) =o(y, ),
zacBe r,y € S, u

(Vz,y,z € S) r€o(y,z) Vyeco(x,z) V z€oa(x,y).

[IpBu ycmoB roBopm ja pejiociien IBa BubheHa ejeMeHTa HUje OmtaH. pyrm
yCJIOB je dopMasm3anuja 3axTeBa U3 urpe. AKo cy Ha rilaBaMa 3aTBOPEHUKa ejie-
MEHTH T, Y, Z, OHJIa 3aTBOPEHNK Ca €JIEMEHTOM T BUJM Y U Z, T1a dupa cKym o(y, 2).
CJimaHO, 3aTBOPEHNK Ca €JIEMEHTOM Yy Oupa o (z, z), 8 3aTBOPEHUK Ca €JIEMEHTOM Z
bupa o(z,y). 3aro ycios

reo(y,z) Vyeo(r,z) Vz€o(zr,y)

3HaYNU Jia je Dap jeJaH 3aTBOPEHUK CUTYPHO IMOTOJIHO.

13
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Tepama 2.1. 3a ckym Z MOCTOju CTpPaTEruja.
Zloxas. ledunurmmo
o(m,n) ={k € Z : min(m,n) < k < max(m,n)}.

Jpyrum peumma, 3aTBOPEHUK KOjU BUJIM JIBa Iejia Opoja OWpa CBe Iieie OpojeBe
m3mely mux. Ckyn o(m,n) je Konadal, jep m3aMmely aBa mesna Spoja mma camo
KOHAYHO MHOTO Iiesiux OpojeBa. Takobhe je jacHo 1a

o(m,n) =o(n,m).

Hexka cy cajia na ritaBama 3aTBOpeHUKa Opojesu a, b, ¢ € Z. be3 rybiperma onmroctu
MO2KEMO TIPETIIOCTABUTH JIa je
a<b<e.

3arBOopeHuk ca Opojem b Buau OpojeBe a u ¢, mma dupa
o(a,c) ={a,a+1,...,c}.

[Tomrro je a < b < ¢, BaxKu
beo(a,c).

Jlakjie, 3aTBOPEHUK ca CpebuM OpojeM curypuo noraha. Tume je mokasaHo ja je
o cTpareruja 3a Z. O

Tepamwa 2.2. 3a ckyn N = {0,1,2,...} mocroju crpareruja npu Kojoj 6ap apojura
3aTBOpeHnKa 1orahajy cBoj Opoj.

Zlokas. ledunurimmo
o(m,n) =1{0,1,2,...,max(m,n)}.
OBaj ckyI je KoHaYaH 3a cBe M, n € N, a OYUIJIeIHO BaXKU 1
o(m,n) =o(n,m).

Heka cy na rimaBama 3aTBOpeHunKa OpojeBu a,b,c € N. Be3 ryd/bema ommroctu
IIPETIIOCTABUMO JIa je
a<b<e.

SarBopeHHUK ca OpojeM a BUIW OpojeBe b u ¢, 1a dupa
o(b,c) ={0,1,2,...,c}.

[Tomrro je a < ¢, umamo
a€ao(bc).
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Jlakje, 3aTBOpEHUK ca HajMamuM Opojem moraha. 3aTBopeHHMK ca Opojem b BuIn
OpojeBe a u ¢, a oupa
o(a,c) ={0,1,2,...,¢c}.

[Tomrro je b < ¢, umamo
beo(a,c).

JlakJte, u 3aTBOpEHUK ca cpeambuM OpojeM noraba. [Ipema Tome, oBoM cTparerujom
curypso tiorahajy dap JBojuria 3aTBOPEHUKA. [

Jlema 2.1. Heka cy S; u Sy CKyIoBU TaKBHU Jia IOCTOjU OUjEKIIN]ja
f 1S — 5.
Axko nocroju crpareruja 3a S, OHJA MOCTOjU cTpaTeruja 3a So.

/loxas. Heka je
o1 - S% — Pﬁn(Sl)

crparernja 3a Si. 2KemMo Ja HAIIPABUMO CTPATErH]y
o9 : 322 — Pﬁn(SQ).

Uneja je jemnocraBua: enemente u3 So npBo nomohy Oujekmuje f mpedarryjemo y
S1, TaMO TpUMeErbYyjeMO TO3HATY CTPATErujy 07, a 3aTUM JI0OMjeHN KOHAYAH CKYII
Bpahiamo Haszaz nmomohy f~1. edbunummmo:

oa(w,y) = f on(f(2), f())],

3a cBe &,y € Sy. [lomrro je o1(f(z), f(y)) Komauan noxckymn oj Sy, Herosa MHBEP-
3Ha CJIMKa OujekimjoM f je KOHAuaH MOJACKYI o1 Se. Jlakie 3amncra Baxn

oo(x,y) € Phn(S2).

Hasbe, TIOITO je 07 CUMEeTPUYIHA, IMaMO

o1(f(x), f(y)) = or(f (), f ().

3aro je

oa(z,y) = [ o (f (@), f)] = [ o (f(y), f(2))] = oa(y, ).

Ocraje ma mpoBepuMo ryiaBHU ycaoB crpareruje. Heka cy z,y,z € So. Taga cy

f(.T),f(y), f(Z) € Sl-



16 2. ExBUBaJIeHTH KOHTUHYYYM XHUIIOTE3€

[Tomro je oy crpareruja 3a Si, BaxKu

f@)eai(f(y), f(z) Vv [fl)ealfl@)f(z) VvV [f(z)eanlflx)fy)

Pazmorpumo, Ha nmpuMep, IpBU CJaydaj:

f(z) € o1(f(y), f(2)).

Tana, o jecbuHUTIMjU UHBEP3HE CJIUKE, TOOMjaMO

z € [ ou(f(y), f(2))].

Ay o necduaMIUjn DYHKIMjE 09 BAXKU

FHo(f(y), f(2)] = o2(y, 2).

Iake
x € 09(y, 2).

IIpeocrana aBa ciydaja cy MOTIYHO aHAJIOIHA. 3aTO BAXKH
x €09(y,2) V ye€oax,z) V z € oae(z,y).
[Ipema ToMe, 09 je cTpareruja 3a Ss. O

Teopema 2.1. Axo cy ckymnoBu S; u S, UCTe KapIUMHAJIHOCTH, OHJIa CTpaTeruja 3a
S| MOCTOju aKO M caMo aKo crpareruja 3a S MOCTOjH.

Joxas. Axo cy Sy m Sy ucre KapJAWHAJHOCTH, MOCTOjU Oujeknuja n3mely mux.
[Iperxo/na jiema mokasyje Jia ce crpareruja Moxe npereru u3 S1y Sp. lomro je
OmjeKIja CUMeTPUYIHA, OJTHOCHO MMa WHBEP3HY OUjEKIN]jy, UCTU apryMEHT BarKu
U y JPYrOM CMepy. 3aTO CTpaTeruja MOCTOju 3a S aKO U CaMO aKO IIOCTOjU 33

Ss. [
ITocnenuna 3. Ceaku pedpPOjUB CKYyIl UMa CTPATETHU]Y.

Zoxas. Axo je S KoHavdaH, OHJa je CTpaTerrja OYNLJIEIHA: CBAKU 3aTBOPEHUK
MOKe Ja m3adepe 1meo ckyi S, jep je on koHadan. [IpermocraBumo caga ga je S
OeckoHavHO IpedpojuB. Taja mocroju dujekimja

f:9—w.

[Torrro cmo Beh mokaszagnm j1a MOCTOjU CTpaTeruja 3a w, a CKyI S UMa UCTy KapIu-
HAJTHOCT Kao0 W, U3 MPETXO/IHE TeOpeMe CJIe/H Jia MOCToju crpareruja u 3a S. [
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Teopema 2.2. (Bammwh, [5]) 3a ckyn peasnux OpojeBa R mocroju modegHutka
cTpaTeruja ako M caMO aKO BayKM XHUIIOTe3a KOHTHHYYMA, Tj.

R nma modeaunuky crparernjy <=  CH.
/loxas. [lokazkuMo TTpBO cMep
CH — R uma 1modeTHUYIKY CTPATErn]y.

Axo Baxku CH, onzga je
IR| =Ry = fwr .

3aTo je JO0BO/BHO KOHCTPYHUCATH TOOEIHUYKY CTPATErujy 3a wi, Ia je 3aTUM IIpe-
Hetu Ha R momohy Heke dujeknuje uzmehy R n wy. 3a cBaku S < wq, CKyII

B+1={¢:£< B}
je pedpojuB. 3aTO MOXKEMO U3a0paTH UHjEKII]y
fa:B+1—N.
Cania necdunuiiemMo crparerujy
0w — Pya(wr)
na ciaegehu maunn. 3a £, 1 < w; HeEKa je

a=min{¢,n}, B =max{{ n}
Tama nmocraBuMO
o(&n) ={p<B: fs(p) < fs(a)}.

OBo je 3ancra koHadan ckyn. Hammve, nomro je fz nHjeKTHBHA, 32 CBaKy BPEIHOCT

0,1,...,f5(0&)

nocToju Hajsuie jenan p <  Koju ce y wy npecaukasa. Jakie ckyn o(€,n) numa
najsumie fs(a) + 1 enemenara. Ilokaknmo na je o modexnuuka crparernja. Heka
Cy Ha KaltlaMa OpIuHAJIN

a<pB<n.

[TocmaTpamo uHjekImjy
f,y :vy+1— N.

Nmamo nBa ciaydaja. Axo je

fla) < £,(B),
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OHJIA 110 JIe(PUHUIUjU CTPATETHje BaXKu

aca(f),
jep y mapy (f,7) Behu opaunas je vy, a Mamwu je [3, ma ce y3umajy cBu p < 7y 3a
KOje je
f(p) < £(B).
Iomro o < v u f,(a) < f(B), cirenu na je o € o(B,7). Axo je

F7(B) < fr(e),
OH/Ia aHAJIOTHO JI0OMjaMO
Bea(a,y).

Jakje y mpBoM ciiydajy moraha ocoda ca OpJIIMHAJIOM (v, a Y JIPYTOM CJIYYajy 0coda
ca opauHasioM 3. ¥ CBaKOM cJiyd4ajy Oap jemHa ocoda moraba, ma je o modeaHu-
4yKa crpareruja 3a wi. 1o Beh mokazanom, momro |R| = |wi|, 3HAMO 78 TIOCTOjU
crpareruja 3a R. /lokaxkumo cajia oOpHYTH cMeD

R uma modequuuky crparernjy —> CH.
[IperniocTaBUMO J1a TIOCTOjU TIOOETHUYIKA CTpaTEruja
o :R* — Py (R).

JlokaxkumMo Ja Tajia He MozKe nocTojaTu ckyn crporo udmehy N u R o kapamHa-
woctu. [IpermocraBuMo cynpoTHO, ja mocToju cKyn A Takas 1a

NO < ’A’ <c
U Takohe BaxKu
NCACR.

[TocmaTpajmo cKy1

A= U o(a,b).

a,beA

Ba caku map (a,b) € A?, ckyn o(a,b) je konauan. ITomro je A Geckomauan CKyTI,
BazKu

A% = |A].

3ato je
|A'| < |A] < [R].

JakJte ocToju peajan Opoj
xo € R \ A
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To 3unaum ga 3a cBe a,b € A Baxku

xo & o(a,b).
3a cBako n € N geduaummmo

B,={acA:n¢o(a,xy)}.
[Tokazahemo na je cBaku ckyn B, konadan. Heka je a € B,,. Ilocmarpajmo Tpojky
a, n, To.

[Tommro cy a,n € A, a xy ¢ A, umamo

xo & o(a,n).

Iakye ocoda ca OpojeM xy He noraha. Takobe, momro je a € B,,, nMaMo

n ¢ o(a,xg).

Jakjie Hu ocoda ca dpojeM n He norabha. Ilorro je o modeHUYKA cTpaTeruja, Mopa
IIOT'OJIUTH IIPEOCTAJIA 0CO0a, OJIHOCHO ocoda ca dOpojeM a. Ona Buju OpojeBe n U X,
I1a MOPa BayKUTHU

a € o(n,xp).

Hakue
B, C o(n,xo).
Kako je o(n,xy) Konauan ckyr, ciaean ja je B, konadan. Cana je

U

neN

pedpojuBa yHHja KOHAYHUX CKYIIOBa, Ia je mpedpojus ckyir. [lomro je A mempe-
OpojuB, TIOCTOjH

(loEA\UBn.

neN

Tazma 3a cBako n € N Baxkn
Qo ¢ Bn

[To necdunrunuju ckyma B, To 3Ha4n j1a 3a cBako n € N Baxkn
n € o(ag, o).

Haxkue
N - O'(CL(), xo).
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Amu o(ag, r¢) MOpa duTH KOHAYAH CKYII, IIITO jé KOHTPAIUKIHja. 3aTO He TOCTOjU

ckyn A C R rakaB 1a
IN| < |A] < [R].

[Ipema TOMe Baku XuIIOTE3a KOHTHHYYMA, Tj.
CH.
Tuwme je mokazano

R mma modegamuky crparernjy <=  CH.
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2.2 MoHoxpoMaTCKU NPABOYTaOHUIIA U TPOYTJIO-
B y 000jeHOj paBHU

Cazia nocmaTpamo ciesehin mpobiaem. Pasan R? obojena je Hekum ckymom 5oja.
[Turamo ce a Jin ce, 0e3 003upa Ha HAUNH OOjerha, YBEK MOT'y Hahu 9eTUpHu TeMeHa
jeJIHOr MTPaBOYraoHWKA (TPH TEMEHa jeJIHOr IPaBOYIJIO TPOYIJIA) KOja Cy HCTe
ooje. Ilox mpaBoyraoankoMm heMo y 0BOM OJIe/bKY TI0/Ipa3yMeBaTH OCHO-TIApAJIe/IaH
ITPABOYTAOHUK, Tj. MPABOYTAOHWK UWje Cy CTPaHUIlE TapasieHe KOOPIAMHATHUM
ocama. Kacrauje hemo, ncTo Tako, mocMaTpaTi IpaBoyTJie TPOYIJIOBe Uhje Cy KaTeTe
rapeJsiesiHe ca ocama. Pe3ysiraru y 0BOM 0OJie/bKy 3aCHOBaHU cy Ha pajy Epmpoma n
Kowmjara [6].

Hedbununuja 2.2. Heka je C' ckyn doja. Bojemem papun ckymom 6oja C' Ha3u-

BaMO (pYHKIHjy
c:R? — C.

OcHo-mapaJiesiad IpaBOyraOHUK y PaBHU je CKYII OJ YeTUPU TadKe ODJINKA
(xlay1>7 (x27y1)7 (55173/2); ($27y2)7

rJie je
T1 # T, Y1 # Yo

Kaxkemo 5@ je Taj mpaBoyraoHMK MOHOXPOMATCKHU aKO Cy CBa HEroBa UE€TUPH Te-
MeHa ucTe Doje, OJITHOCHO aKO BayK1

C($1, 3/1) = 0(372, yl) = C(Ih Yo) = C(x27y2)~

Jpyrum pednma, He TOCMaTPaMoO CBe MOryhe ImpaBoyraoHUKe y paBHH, Beh caMo
OHE KOjU ce J00Wjajy IIPecelarmheM JIBe Pa3/IMuUTe BEPTUKAJe U JIBE Pa3JIuIUuTe
XOpU30HTAJE. 3aTO je JIOBOJHHO MpOoHAah! JIBa pa3jnvdnTa X-KOOPJINHATHA MECTa U
JIBa Pa3JINYNTa Y-KOODJIWHATHA MeCTa TaKBa Ja Cy YeTHPH JIOOUWjeHe TadKe HCTe
ooje. IIpBo hemo mokazaru ja je 3a KOHAYHO MHOTO OO0ja OJI'OBOP YBEK ITOTBP/IAH.

Tepama 2.3. Heka je n > 1. IIpu csakom Gojemy pasuu R? y n Goja mocroju
MOHOXPOMAaTCKHU IIPaBOYTaOHUK.

/loxas. Heka je maTo mpou3BO/bHO OOjerbe
c:R* — {1,2,...,n}.
N3zadbepumo n + 1 pa3/jmunTux peajHux opojena

Loy L1y.ee, Ty
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u n"" 4 1 pasmumuuTHX peaaHux Opojesa

Yo, Y1y .- Ynpntt.

[TocmaTpaMo camo Tavdke 0OJIMKA
LY 0<i< 0<j<ntt
(@i, Y5, <i<n, <j<n".
3a cBako (pUKCHUPAHO j, XOPUBOHTAJIA

{0, y5), (x1,95) -+ s (Tn, y5) }
oxpebyje jemmy ypebemy (n + 1)-Topky 5oja
(C(x(]a yj): C(mla yj)7 ceey C(mna y])) .

Moryhux Taksux (n + 1)-TOpKu uUMa Ta<IHO

n"tt

Mebytum, mu nmamo n"t! 4 1 pasmmunTux Xopm3oHTasta. 3aTo, no Jmpuxieo-
BOM IIPUHIIMILY, IIOCTOj€ JBe Pa3/IMYATe XOPU30HTAJe, PEIUMO ¥, U Y4, KOje UMajy
IIOTIIYHO UCTU pacnopen ooja. lakire,

C(ZL’i, yp) = C<xi7 yq)

3a cBako ¢ = 0,1,...,n. Cama Ha XOpPU30HTAIN Y, UMaMO N + 1 Tadaxa, a caMo n
0oja. ITonoBo no /lupux/ieoBOM TIPUHIIAILY, TIOCTOj€ JIBa PA3JIUIUTa UHIEKcA k 1 [
TaKBa J1a je

oz, Yp) = (21, Yp)-

[TomTo xopusoHTaNIE Y), U Y, UMAJY UCTH PacIope/] 00ja, BazKu 1

C(xlm yq) - C(.ka, yp)7 C(xb yq) - C(xla yp)

HpeMa TOME, CB€ Y€THUPH Ta4YKe

(ajkayp)a (‘rlvyp)7 (mkayq)7 (mlayq)

nmMmajy ucty 00jy. OHe cy TeMeHa OCHO-IIapaJsIeIHOr IIPABOYTaOHUKA, I1a je Taj Impa-
BOYT'aOHUK MOHOXPOMATCKH. D

3a KOHAYHO MHOTO 0O0ja, JaKJie, MOHOXPOMATCKU ITPABOYTaOHUK YBEK ITOCTOjU.
[Ipupogno je caja muaTaTH ce ITa Ce JelaBa akKo paBaH 00juUMO y IIpedpOojuBO
mHOrO 00ja. Mcmocrasipa ce /1a Taja OJroBOP 3aBUCU TAIHO OJ] TOTA Jia JIM BAaXKU
XUIIOTE3a KOHTUHYYMA.
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Teopema 2.3. Ciienehe /1Be TBp/ithe Cy €KBUBAJICHTHE:

CBAKO IIPeOPOjuBO Hojerbe paBHU R? IMa MOHOXPOMATCKH IIPABOYTAOHHK

-CH.

Hpyrum pedanma,
cBaKo bojeme ¢ : R? — w MMa MOHOXPOMATCKH IIPAaBOyraoHHK <= —CH.
Zlokas. [1okaXuMoO IPBO CMep
-CH = cBako npedpojuBo O0jerme paBHU MMa, MOHOXPOMATCKH IIPABOYTAOHUK.
[TomTo He Baku XUIMOTE3a KOHTUHYYMa, UMaMO
c> Nl.

Kaxko je Ny nipBu kapauaas crporo Behu om Ny, ciean

c >Ny
3aTo MOXKeMO m3adpaTh CKyIoBe
X, YCR
TakBe Jia je
X =R, Y] =N

Heka je maro nmpoussosbHO mpedpojuBo dojerme
c:R* — w.
JloBO/BHO je mocMaTpaT HBeroBoO CYKeme Ha CKYII
X xY.
Qukcupajmo y € Y. Ha xopusonrann

X x{y}

nMa N; Tavaka, a 0oja mMa caMo pPedpPOojuBO MHOTO. 3aTO MOCTOju dap jemHa doja
KOja ce Ha TOj] XOPU3OHTaJU IojaBsbyje N; myTta. TaxBy 00jy HazBaheMo ryiaBHOM
bojom xopmsonrtase X X {y}, u osmaumhemo je ca n,. 3a cBako y € Y Ha 0Baj
Ha4HMH JI00HjaMo jesiHy IJIaBHY 00jy n,. IlomTo mocTtoju camo mpedpojuBo MHOrO
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boja, a mmMaMo Ny XOpM3OHTAaJja, HeKa Ooja Mopa OMUTH IJIaBHa 00ja 3a Ny MHOIO
xopusonTasa. O3Hauumo Ty 00jy ca ng. dakie, mocToju ckym

Hgy) ’le‘:N%

TakaB J1a 3a CBaKo y € Y] doja ng Hacryma Ny myra Ha xopm3ontaian X X {y}. 3a
CBaKO Yy € Y] MOXKeMO nu3adpaTu JiBa pa3/InduTa eJIeMeHTa,

1,2
T,,x, € X

TaKBa J1a je

c(zy,y) = c(x},y) = no.
Jpyrum pedmMa, CBaKOj XOPH3OHTAJIM Yy € Y] NPHUIAPYXKYjEMO jeJaH JTBOYUJIAHU
noackyn ckyma X . ledwanmmmo

YT — [X]27 f(y) = {x;7$§}7

TJe je
(X)? = {{xl,xQ} cxy, 10 € X, 11 # wg}.

[Tomrro je

|X| =Ny,
BasK1

|[XP?[ =
Ca gpyre cTpane,

V1] = Ro.
3aro dhyHKImI]a

fivi— [XP?

He MOKe OUTH UHjeKTuBHA. Jlakyie, TocToje qBe pa3/imInTe XOPU30HTAIE Y1, Y € Y]
TaKBe J1a je

fly) = f(y2).
Heka je

fy) = f(y2) = {71, 22}

Tayma cy, no nedpunuiuju dyukiuje f, cBe YeTUPHU TAUKE

(x1,91), (T2, 91),  (71,92), (T2, 92)

0oje ng. Hake, 100 ¢cMO MOHOXPOMATCKU MPaBOyraoHUK. Tume cMo jgoKa3aJm
Jla, aKO He BaXKW XUIIOTe3a KOHTUHYYMa, OHJIa CBAKO IPEOPOjUBO O0jerbe paBHU
“Ma MOHOXPOMATCKHU MPaBOYTaoHUK. JIoKasknMo cajia OOpHYyTH CMep

CBaKO TpedpPOjuBO DOjerbe paBHMU MMa MOHOXPOMATCKU IpaBoyraoHnk —> —CH.
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JloBOJBHO je JIoKa3aTi KOHTPAIIO3UIIN]Y, OJHOCHO J1a U3 XUIOTe3e KOHTHHYYMa CJIe-
JI1 Jia TIOCTOjU TPEOPOjUBO OOjerbe paBHU 0€3 MOHOXPOMATCKOT IMPABOYTAOHUKA.
[IpeTmocTaBuMO 3aTO Jla BaXKW XUIMOTe3a KOHTHHYyMa. laja je

IR| = N;.
Baro peajiHe OpojeBe MOXKEMO H00pPO YPEIUTH y TPAHC(OUHUTHA HU3 JIyKUHE Wi :
R={r,:a<w}.
3a cBaku opJimHaI o < W1, CKYII
at+l={:{<a}
je mpedpojus. 3aT0 MOXKEMO M3adpaTU UHjEKITH]Y
foia+1— w.

Cagna nedunnmeMo dojeme
c: R —w

Ha cienehun Haunn. Ako cy «, 8 < wp, cTaB/BaMo

f/g(Oé), a < ﬁ?
fa(B), B <.

NuryunrusHo, 0oja Tauke (r,,73) onpebena je Behum ox opnunana o u 3, J0K ce
Mabi OpIWHAJ yoallyje y oaroBapajyhy mujekiujy. Ilokazahemo ma oBo Oojeme
HEMa MOHOXPOMATCKHU IPaBOYTraoHuK. [IpermocraBumo cympoTHO, fga mocToje

ay # g, B # Ba,

TaKBU /a Cy CB€ 9Y€THUPU TadKe

c(Ta,r3) =

(TarsT81)s  (TazsT81)s  (TarsTss)s  (TassTs)
ucre doje. Be3 rydibema onmTocT MOXKEMO MPETIOCTABUTH J1a je
oy < g, B < Ba.
Pasnukyjemo nBa ciaydaja. Ako je
ay < fa,

OHJIa je U
ap < ag < fa.
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3aro, o jedununyju dojema, BaxKM

C<TCY17 Tﬁz) = fﬁ2 (al)

C(raw rﬁz) = f52 (aQ)'

[TomTo je fz, MHjeKTHBHA U v # (v, CIEaN

fﬁz (al) 3& f52 (012).

Haxkue,
C(Tal?rﬁb) 7£ C(Taz’ T,32)'

3aTo mocMaTpaHu MPAaBOYTaOHUK He MOxKe dutn MoHOoxpomarcku. Ocraje cirydaj
52 < (a.

Tama je
pr < B2 < as.

3aTo, 1o JiecbuHUNIjU DOjerba, BasKh

C(Taw rﬁl) = faz (ﬁl)

C(?“ag, T/BZ) = fOéz (ﬁ2)

[Tomrro je f,, uHjeKTUBHA U (3] # P2, ciean

fa2(61) 7£ faz(ﬂ2)'
Haxkue,
C(Taz’ Tﬂl) 7£ C(Taz’ Tﬂ2)'

Hu y oBom ciyuajy mocMaTpaHu IpaBOYTraOHUK HE MOXKE OUTU MOHOXPOMATCKH.
VY oba cirydaja 10s1a3uMO 10 KOHTPAIUKIINje ca MIPETIIOCTABKOM /13 CY CBa IeTHPHU
TeMeHa ucte 6oje. IIpema ToMme, ako BarKu XHUIIOTe3a KOHTHUHYYMa, ITOCTOJU IIpe-
OpojuBo Oojerbe paBHE 0e3 MOHOXPOMATCKOI IIpaBoyraonuka. Tume je jgokasana
KOHTPAIIO3UITN]a, T1a CJIEJIN

CBAaKO MPedPOjUBO Dojerbe paBHU MMa MOHOXpPOMAaTCKHU IpaBoyraonnk —> —CH.
Haxkue,

cBaKo bojeme ¢ : R? — w MMa MOHOXPOMATCKH IIPAaBOyraoHuk <= —CH.
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Ucniocrasiba ce ma ce 10 CJAMIHOT 3aK/byUKa MOYXKe JIONU U 3a IPABOYTJIE OCHO-
mapaJiestae Tpoyryiose. Creneha TBpma 001ja ce UCTOM UJIEjOM Kao ITPETXOJIHA,
TeopeMa, y3 MaJly IpoMeHy Oojera: O0ju ce Jo/aje joIl jeJiHa KOOp/JIuHATa KOja
OeJiesK¥ KOju OJ1 JIBa OPJMHAJIHA WHJEKCA je Behu.

Teopema 2.4. HapejiHe jBe TBp/ithe Cy €KBUBaJIEHTHE:

cBako 1pebpojuBo Gojerme pasan R? mma

MOHOXPOMATCKH IPABOYIJIN TPOYTao 4UHje Cy KaTeTe OCHOIAapaJiesHe

-~CH.

Zlokas. /TokaXUMoO IpBO CMep
—CH = cBako npedpojuBo 0ojeme paBHU MMa MMPABOYTJIN MOHOXPOMATCKHU TPOYTAO.

[To mperxomHOj Teopemu, ako He BaKU XUIMOTE3a KOHTUHYYMa, OHJIA CBAKO IIpe-
OpojuBo Oojere paBHU MMa MOHOXPOMATCKHU IpaBoyraoHuk. MehyTum, cBaka Tpu
oarosapajyha TeMeHa TAKBOI ITPABOYTAOHUKA YWHE ITPABOYIVIM TPOYTao dUHje Cy
KaTeTe OCHOIIapaJjeHe. 3aT0 Y TOM O0jerby MOCTOjU W TPAYXKEHU ITPABOYTJIH MOHO-
xpoMarcku Tpoyrao. Jlokaxkumo cajia oOpHYTH cMep KoHTparo3urujoM. [Iperto-
CTaBUMO JIa Ba)KU XUIIOTe3a KOHTHHyyMa. Taja je

IR| =Ry,
1a peaJjine OpojeBe MOXKEMO JI00PO yPEIUTH y TPaHCHUHUTHU HU3
R={r,:a<uw}.
3a cBaku a < wi, CKyI « + 1 je mpedpojus, mma MOKEMO M3adPaTU WHjEeKIIHjy
foia+1— w.
Cana nedunuiiemo dojerme
c:R* — {0,1} x w

Ha CJIG,ILGEI/I Ha4dMH:

(0, fs(@)), a<B,
(Lfa(ﬁ))ﬂ B < a.

[Torro je ckym {0,1} X w mpebpojus, 0BO je 3ancra mpedpojuBo Oojerbe pPaBHHL.
[Tokazahemo ma y oBoMm Oojemy He MOCTOjU MOHOXPOMATCKH IIPABOYIJIM TPOYTao
qnje cy Karere ocHomapasiesHe. [IpermocraBumo cymnporao. Heka cy Tpu Temena

c(ra,rs) =
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TaKBOT Tpoyrya ucre doje. Taj Tpoyrao nma jeHy XOPU30OHTAJIHY KATETY U jeTHY
BepTUKaJIHYy Katery. IlomTo cy cBa Tpu TemeHa ucte 00je, HbUXOBE IIPBE KOOPIU-
HaTe y 0oju, makse dopojesu 0 mim 1, mopajy outn jeqHake. AKo je Ta 3ajeHUYIKA,
IpBa KoOpAWHaTa jeaHaka (), mocMaTpaMo XOPU30HTAJIHY KaTeTy Tpoyria. Hbena
TeMeHa Cy OOJIMKa
(Tar>78), (Taz>78),

rje je a; # . Ilomro obe Tadke mMmajy mpBy KoopaumHATY Ooje jemraky 0, 1o
nedbununyju d0jerba BaXKu

C(Tamrﬁ) = (07 fﬂ(al))7

(Tay;78) = (0, fa(a2)).
Amn fs je unjekTuBHA, & 1 # (g, 1A je
fo(ar) # fa(az).

3aTo oBe JIBe TadKe HE MOTY WMMATH WCTY OO0jy, IITO je KOHTpajuKiuja. AKo je
3ajeJIHUYKa IIPBa KOOpJAuHAaTa Ooje jeaHaka 1, mocMaTpaMO BEPTUKAJHY KaTeTy
tpoyria. Hbena Temena cy oduka

(Tar781), (Tas785),
rie je B1 # Po. Ilomro obe Tauke mmajy HpBY KOOpAWHATY Ooje jegHaky 1, 1mo
neduHUIIjI O0jerba BaXK

C(Tav 7j51) = (L fa(ﬁl))’

c(ra,7s,) = (1, fa(B2))-
[Tomrro je f, nHjekTUBHA, a b1 # (o, cieqn
foz(ﬁl) 7£ fa(BQ)'

3aTo HU OBe JIBe TAUKe HE MOTY UMATH UCTY OO0jy, IITO je IMOHOBO KOHTPAIUKIIH]A.
Haxkure, oy npernoctaBkoM CH mocroju npedpojuBo dojerme paBHU 0€3 MOHOXPO-
MAaTCKOI' IIPaBOYTIJIOT TPOYIJIa YHje Cy KaTeTe OCHOIapaJjesiHe. TnumMme je mokaszaHa
KOHTPAIIO3UIIHja, T1a CJIe N

CBaKO MpedPOjUBO DOjerbe paBHU MMa MPABOYTJIM MOHOXpoMaTcKu Tpoyrao =—> —CH.
IIpema ToMme,
CBAKO ITPeOPOjUBO DOjerbe paBHU UMa MOHOXPOMATCKU
MIPABOYTJIM TPOYTAO CA OCHOIAPAJIETHUM KaTeTaMma

€KBUBAJIEHTHO je ca

-CH.
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2.3 OO6naumu y paBHH

Casta hemo roBopuTu 0 TOMe J1a Jii Ce Iejia PaBaH MOYKe MMOKPUTHU MOMONY Tpu
mocedHO peTKa CKyTa, Koje HasmBamo odjammma. Vaeja obmaka je ciaemeha. Ao
je A dbukcupana Tadka y paBHHU, OHJA 00JaK OKO A cMme ja mMa MHOTO Tadaka
y paBHH, ajli Ha CBaKO] IPaBOj KOja Ipojasn Kpo3 A cMe mga mMa camMoO KOHAIHO
MHOTO TaYaKa.
Hedbununuja 2.3. Heka je A tauka y pasau. Ca P, o3Ha9aBaMO CKYII CBUX
IpaBUX y PaBHU Koje mposase kpo3 A. Obiak oko Tauke A je ckyn Tagaxa ) C R?
TaKaB Jia 38 CBaKy MpaBy p € P4 BaxKu

Jpyrum peunma, cBaka mpaBa Kpo3 A cede odsak () y KOHATHO MHOTO TadaKa.

Kaxkemo Ja je paBaH yHHja Tpu odJaka ako nocroje tauke A, B,C € R? u
obutaru 4, Qp, Qc, penom oko A, B, C, TakBu 11a je

R2=Q,UQzUQc.

Cneneha teopema, kojy je mokazao Komjar, mokasyje ga je moryhHOCT TakBOr
IIOKPUBalha PABHU TAYHO €KBUBAJEHTHA XUIMOTE3U KOHTUHYYMA.

Teopema 2.5. (Kowmjar, [7]) Pasan R? je ynuja Tpu objiaka ako U caMo aKo BarKu
XUTIOTe3a KOHTUHYYMA.

Jloxas. [TokakuMo IpBO cMepP
CH = R? je yuuja Tpu obiaxa.
[IpernocTaBuMO J1a BazKu XHIIOTe3a KOHTUHYyMa. Tasa je
IR?| = ¢ =Ny,
I1a Ta9Ke PaBHU MOXKEMO JI00PO YPEIUTH Yy TpaHCHUHUTHU HU3
R?*={P,:a<w}.
Qukcupajmo Tpu HekosmHeapHe Tauke A, B, C'y pasau. Heka je

E=P,UPsUPc.
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Jakie, £ je ckyn cBUX IpaBUX Koje MpoJjase Kpo3 dap jemny ox tadaka A, B, C.
Hajmpe hemo KoHCTpymcaTH, 3a CBakKo o < wi, cKynose Tadaka ®, C R? u ckymose
npasux &, C £, Tako 1a Baxke cjegehu ycioBu:

(Ul) @, u &, cy npedpojusu;

(U2) a<pf=®,C Psul, C&;

(U3) A,B,C,P,€ ®,u AB,BC,CA € &,;

(U4) akoje Pe ®,, X € {A,B,C} u P # X, ouna PX € &,;
(U5) akop,q€ &, upng={P}, ouna P € ¥,

3a TpeHyTak MpeTIoCTaBIMO Jia Cy TaKBU CKyIIoBU KoHCTpyucanu. 13 yciosa (U3)
oMax cjesu

Takobhe Baxku

Saucra, Heka je p € £. Ao, Ha npumep, p € Pa, nzadepumo tauxky P € p, P # A.
Tana je P = P, 3a HeKo o < wy, na je P € ®,,. Ilo ycaosy (U4) nodujamo PA € &,,
ostHOCHO p € &,. 3a cBaKO (@ < wj MOCMATPajMO CKYIl IIPABUX KOje Ce MPBU IIyT

[I0jaBJbYjy y €Tamm o
g\ | &

B<a

[Tomrro je £, mpedpojuB, u OBaj CKyII je IpedPOjuB. 3aTO ra MOXKEMO 3aIUCATH Y
00JTUKY

ga\ U gﬁ :{pa,n:n<fyoz}7

B<a

e je Yo < w. OBae 7, mMoxke dutn KoHadan opjunas win w. Caza hemo cBakoj
npaBoj p € £ IPUAPYKATH KOHAaYaH CKyn Tadaka K, C p. Ako je

P = Pan,
necdurnmemo K, Kao CKyIl CBHX jeJHOYIAHHUX IIpeceKa IIpaBe p ca IpaBaMa
AB, AC, BC, pao,Pais--->Pan—1-
[Tpenuznuje,

K., = {P: nocroju npasa q € {AB, AC, BC,payp, .- -,Pan-1} TaKBa J1a je Po,,Nqg = {P}}.
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Ckyn K, je KoHa4aH, jep y HberoBoj JeHHUIIJU yIeCTBYje caMO KOHATHO MHOTO
npasux. [IpumeTnMo f1a oBJie y3mmamo caMo jeTHOUIaHe IIpeceKe: aKo Cy JIBe TIpaBe
napaJiejiHe UM aKo ce IOKJalajy, OHe He J0/ajy HOBY Tauky y [,. ledurummmo
cajJia TPU CKyTia

= K wB=UEK Q=K

PEPA pEPB pEPc

[Tokazahemo ja cy To odamu oko tadaka A, B, C, pegom. Ilocmarpajmo, Ha mpu-
Mmep, ckym 4. Heka je £ € P, npousBosbHa npaBa Kpo3 A. I[lomro je K, konauaH,
JIOBOJBHO je NMPUMETUTH Ja CBaka Jpyra upasa p € Pu, p # £, uma ca npaBom £
caMo jelHy 3ajelHHUYKY Tadky, 1 To Tadky A. Kako je K, C p, nobujamo

Ny C K, U{A}

Jlecna cTpaHa je KOHa4dHa, ma je u £ N ()4 Konayan ckyi. /lakme, 24 je 0dIaK OKO
A. Tlornyno anasiorao ce mokazyje ma cy (g u {2c odmamu oko B u C. Ocraje ma
HOKAasKeMO JIa OBH OOJIAIM MOKPUBajy Ienty pasan. Heka je P € R? mpomssosbHa

tadka. [lomro je
U Cboa = R2a

a<wi

[IOCTOjU HajMamu OopAuHaI [ < w; TakaB Jia je
Pe q)/g.

Hakire

P¢lJos

0<p

Pasznukyjemo mekosmmko ciaydajesa. IIpso, neka je P € AB. Taga npasa PC npu-
nazna &g, no ycaoBy (U4). Tepaumo na ce npasa PC' npBu myt mojasibyje darr y
eramu (3. 3ancra, ako ou PC € & 3a HeKo § < (3, oHga ducmo, normro je AB € &,
u3 ycaosa (Ub) mobmmm

P € &y,

IIITO je CympoTHO m3dopy opauHasa (. lakie
P C = p/g}n

3a HeKO n < 7yg. Ilo nedburnmmjn ckyna Kpc, y mera yjaasu jeJHOWIAHH IIPeceK
npase PC ca npaBom AB. 3aro je

P e Kpe.
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Kako npasa PC mnposasu kpo3 C', umamo Kpo C Q¢, 1a je
P e Qec.

Amnasiorno, ako je P € AC, nodujamo P € Qp, a ako je P € BC', nodbujamo P € () 4.
[IpeocTaje cayuaj kajga
P¢ ABUAC U BC.

Tasa cy npase
PA, PB, PC

J100po nedunncane u Mehycodno pazmmante. 1o yenosy (U4), cBe Tpu npunaiajy
ckyny £g. TBpauMo f1a HajBuUIIe jeaHa oJ OBe TPHU IIpaBe MOXKe IPHUIAJATH CKYILy

Ué&s.

0<p

Bamncra, ako du JiBe o1 BuX Ousie crape, Ha npumep PA u PB, ouna ou, kopucrehn
MonoroHocT u3 yciosa (U2), mocrojao 6 < [ takas ja

PA,PB € &;.
Tana ou us
PANPB={P}

u yciosa (U5) coennino
P € &g,

mro je Hemoryhe 1o n3dopy opaunnasa (. Jlakmie, dap ase ox mpasux PA, PB, PC

IIPBU YT ce MojaBibyjy y etanu (3. Heka cy Te siBe mpase

Pgn W1 PBm,

r7e je, 0e3 rydspema omrroctu, n < m. Hbuxos mpecek je yrpaso Tauka P, ma 1o
Aedunnnuju ckymna K, = uMamo

PeK

Pg,m*

ITpaBa pg,, je jeana ox npasux PA, PB, PC, na npojiasu Kpo3 jeHy O] Tadaka
A, B,C. 3aro je
PeQaUQpUQC.

Tume cMo mToKasaau ia

R2=Q4UQzUQc.
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[Tomro cy Q4,2 p5, Q¢ odnarmu, paBaH je yHuja Tpu odbjiaka. Ocraje jorn ga 3amcra
KoHCTpyurremo ckynose @, u &, koju 3amoBospasajy yciaose (Ul)—(Ub). Oukcu-
pajMo a < wi. ledbunucahemo pacryhe Humzose ckynoBa Tadaka ©f u CKyloOBa
npasux F, 3a n € w. CraBumMo

o = {A, B,C}U{P;:6<a}

o ={AB,BC,CA}.
[Tormro je a < wy, ckyn {0 : § < a} je npebpojus, na je u OF npedpojus ckym. Ako
cy ©F u F Beh nedunncanu, craBuMo
T =FrU{PX:PecO;, Xec{ABC}, P#X},
a 3aTHM
O, =065 U{P: nocroje p,q € F,,, takse na je pNq = {P}}.

Jlpyrum pednma, y CBaKOM KOpaky IIPBO JI0JajeMo IpaBe Koje crajajy Beh rmo3nare
tauke ca Taukama A, B, C'| a 3aTuM J10/1ajeMo CBe jeJHOUIaHe IpeceKe TaKo J00Hje-
HuX npasux. MHayknmjom o n godujaMo ma cy cBu ckKynosu OF n F npedpojuBu.
3aTo cy cKymoBu
o, =Jor u &=]F

new new
upedpojusn, Kao npedbpojuse yauje npedbpojusux ckymnosa. Jaxie saxu (Ul). U3
came KOHCTPYKIIHje jacHO je Ja, ako je o < 3, oHja je

0y Ce).
Nunaykmujom 1mo n 1odujamo
erCce, u FyCF;
3a cBako n € w. [Ipema Towme,
o, CPs u &, Cé&;,

na Baxku (U2). Yeaos (U3) Baxu jep cy A, B, C, P, Beliy Of, aupase AB, BC,CA
Beh y F§'. Yenos (U4) Baxku 1o gecdunuimju ckynosa F¢, . 3aucra, ako je P € @,
onga je P € ©% 3a neko n. 3aro 3a ceako X € {A, B,C}, P # X, upasa PX
npunaza Fr ,, na camuMm tuM u &£,. Konauno, sazku n (U5). Hexa cy p,q € €, n
HEeKa je

pNq={P}
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Tana mocroje m,n € w TakBuU J1a je
peF, u qeF,.
Axo je k = max(m,n), onza cy, 3dor pacra ckymnosa JF,
pq e F CFa
ITo necdunnmuju ckyna ©F,,, u3 pNq = {P} ciean
Peo, Co,.
Haxie Baxku (Ub). Tume je 3aBpinen jo0ka3 cmepa
CH = R? je ynuja tpu obiaxa.
JlokaxKuMo cajia OOpPHYTH CMEpP
R? je ynuja Tpu odmaxa = CH.
JloBosbHO je mokaszaTu KOHTpano3unujy. lIpernocraBumo ma je
RZ2=Q,UQzUQ,

rae cy 24, Qp, Q¢ odmamu oko Tadaka A, B, C', peioM, 1 IPETIIOCTABUMO CyIIPOTHO
Jla He BayKW XUIIOTe3a KOHTHHyyMa. Tamga je

R| > R.

[Ipumerumo Hajupe ma tauke A, B, C' e mory dutn KojuHeapHe. 3anucra, ako Ou
JIexKaJjie Ha HeKoj mpaBoj [, oxma Oum, momTo cy €24,{p,{dc obianm OKO Tadaka
A, B, C, ckymnoBu

[N Qg, [NQp, INQe

Oman xoHaunu. Tazga Ou u
I=(INQHUINQE)UINQe)
Omo KoHadYaH CKyII, ImTo je Hemoryhe. Heka je
E=PaUPpUPc.

3a cBaky mpaBy p € £ JedUHATTIMO

K= |J (®nax)
Xe{A,B,C}
pPEPx
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Ckyn K, je koHauaH, jep je yHHja HajBHUIIe TpU KOHa4Ha cKymna. Takohe Baxkn

UK, =R

peE

Baucra, ako je P € R? onna P € Qx 3a neko X € {4, B,C}. Uzabepemo npasy
p koja nposiasu kpo3 X u P, na raga P € K,,. Heka je R = (0, 00). ITomrro je

IR*| > Ny,
MOKeMO u3abdbpaTu MehycobHo pazmuaure dOpojeBe
Uq € R, a < wi,
u mehycodbHo pasauaure Opojene
v, € RT, n < w.
3a a <w; un <w, HEKA je b, , IpaBa Kpo3 Tadky B koja ceue ayxx CA 'y Taukn

Koja Jie I Ty YK Y OJTHOCY
1:uyv,

rinegano ox C' ka A. CraBumo

x= FE..-

a<w)] n<w

ITomrro je ceaku ckyn Kj, , KOHavaH, J00UjaMoO
X[ < Ry,
[TocmaTpajmMo CKYII JIOIITUX BPETHOCTH
I={teR": (3P € X)(In < w) npasa CP ceue AB y onnocy tv, : 1}.
3a durcupane P € X u n < w 1ocToju HajBUIIE jeJIHO TAKBO t. 3aTO je
] < | XT]-Ro <Ny
[Tommro je |RT| > Ny, Mmoxkemo uzadparu
to € RY\ I.
3a cBako n < w, HEKa je ¢, nmpaBa Kpo3 Tadky C koja cede qayK AB y omHOCY

tov, - 1.
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[Ipema uzdopy Opoja tg, BaxKu
XNe,=0

3a cBako n < w. CraBuMo cana

Y = J K.,

n<w

[TomTo je cBakm ckyn K. KOHa4aH, CKyIl Y je mpedpojuB, Tj.
Y] <.
[TocmaTpajmo cKym
J={a<w;: (AP €Y)(In <w) npasa BP ceue CA y omuocy 1 : u,v,}.

3a dukcupane P € Y u n < w MOCTOjU HAJBUINE jelaH UHIEKC o < Wi, jep Cy
opojeBu u, mehycobno pazmmauru. 3aTo je

] < Ro.
Mozkemo, nakJie, n3adparu

Qp € W1 \ J.
[Ipema uzdopy «g, BazKu

Y Nbagn =0

3a CBaKO N < w. 3a CBaKO N < w, HEKA je
bag.n Nen = { P}

ITomTo je P, € ¢,, a X N¢, = 0, umamo

P, ¢ X.
Kaxko je P, € boyn, a mpasa by, , nponasu kpo3 B, uz P, ¢ X cregu

P, ¢ Qp.
3amucra, Kaja ou omio P, € (g, nmaan ducmMo

P, €baynNQp C Ky, , CX,

mro je kKourpauknuja. Ciamdano, nomro je P, € bayn, 8 Y Nbayn = 0, mmamo

P, ¢Y.
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Kako je P, € ¢,, a npaBa ¢, nposnasu kpo3 C, uz P, ¢ Y cienu
P, ¢ Qc.
Bauncra, Kaga ou omito P, € (¢, nmaym ducmo
P,ec,NQeCK, CY,
mTo je Kourpajaukiuja. [lomro je
R2=Q4UQzUQQ,

a ITOKa3aJIi CMO Ja

Pn §é QB n Pn ¢ Qc,

MOPpa BaKUTHU
P, € QA

3a cBako n < w. Caja kopuctumo Yesuny teopemy y tpoyriay ABC. Ilpasa BP,
ceue nyxx C'A y omgHOCy
1 ug,vn,

a paBa C'P, cede nyxx AB y omgHOCy
tov, - 1.

[To Yesunoj reopemu, npaBa AP, cede ayxx BC'y omxHOCY
Uq, - Lo-

OBaj omHOC He 3aBUCH 0J1 M. 3aTO cBe npaBe AP, mpoja3e Kpo3 UCTY TAYKY JIyKQ
BC, na cy cBe tauke P, kosmneapte ca taukoM A. Ca apyre crpane, tauke P, cy
Mehycodno pasmmaure. 3ancra, npase ¢, cy MehycodHO pasaumanre, jep cy OpojeBu
v, Mehycodno pazmuantu. Ako du 3a m # n Baxunao P, = P,, oHga 0u Kpo3 JBe
tauke C' u P, nposa3uiie JiBe pa3jimuuTe 1mpase ¢, u ¢,, mTo je Hemoryhe. Jlake,
JI00uIM MO IIpaBy Kpo3 A Koja cajpKu OeCKOHAYHO MHOTO TadaKa,

Py, P, P, ...

u3 oostaka 24. To je koHTpamKIHMja ca TuM 1a je 24 odnak oko A. IIpema Tome,

IIpeTIIOCTaBKa
R >,

unuje moryha. Kako je ckyn peasnux OpojeBa HEIpedpPOjuB, MMaMO

ﬂaKﬂe BaXXKU XHUIIOTE3a KOHTHUHYYMa. ]
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