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1 VYBox

Apurmernuka cTaTucTUKa je 00J1acT MaTeMaThuKe Koja ce 6aBU POy IaBabeM
BepoBaTHOha pa3sHUX apUTMETUYKUX CBOjcTaBa y Teopuju 6pojena. IIpumep
6u Oun mpocTu O6pojeBu, KB IpaTh, JAenoru u Maoru apyru. C ob3upom Ha
TO JIa BeOMa YeCTO PaJMMO ca OECKOHAYHUM CKYIIOBHMa BepoBaTHONy HUje
YBEK JIAKO M3padyHaTH. ¥ OBOM pajly hemo ce 6aBUTH HEKUM 3aHUMJbUBUM
npobIeMuMa aPUTMETHIKE CTATHCTUKE TOIYT:

1) Koja je BepoBarHoha ja cy gBa (u Builie) HaCyMUIHO u3abpaHa IPUPOJIHA
opoja ysajamuo npoctu! Koja je BepoBarHoha na jemHaunna: ar + by = ¢
nMa perrierbe y neanM Opojeeuma? Koja je BepoBaTHoha ja je mpupoan 6poj
6ecksaznpartan u Ny Z,? Koja je BepoBaTHOha 1a 6poj MoxKe Ja ce IIpe/icTaBn
Kao 30up KBajipaTa’

2) Koja je BepoBarnoha Jia je HEKU HOJMHOM DACTaB/bUB U JIa UMa HYJLY Y
F,?

3) Koja je rycruna npoctux 6pojesa? Koja je BepoBarHohia ma mpoct 6poj
Jlaje ocrarak 1 1o MOJYILy m?

Heke o3nake Koje ce 1ojaBibyjy y pay:

(a,b) - nHajsehu 3ajeauYKN Jeauiar 3a a u b.

P - ckyn npoctux OpojeBa

F,-{0, 1,..., p—1}

2y, - p-aiCKU LeJIn

#{A} - 6poj enemenara ckyma A

Re(z), I'm(z) - peasian n nMaruHapaH Jieo KOMILJIEKCHOT Opoja
A(n) ~ B(n) - lim,, o0 53 = 1

A(n) =O(B(n)) - 3 (no,c) e Nx {R\ {0}} Vn >ng A(n) < cB(n)
A(n) < B(n) - 3c € R\ {0} A(n) < c¢B(n)

P(A) - BepoBaraoha ma ce secu morahaj A

vp(n) - najsehn cremen p Koju Jesu n

Z/nZ - cKyml ocTaTaka 1Mo MOy 1

|| - meo neo o x



2 OcHoBe u gedpuHHUII]jE

2.1 3era dyHKIHja

[5] ¥V komiiekcHO] aHasusm, jeJaH oJ HAJIO3HATUjUX OTBOPEHUX IPOOJIeMa
jecre Pumanosa xunoreza. OHa mogpa3yMeBa HAJIAXKeHhe CBUX KOMILIEKCHIX
HyJa 3eTa PYHKIMje. 3a CBPXY paja he HaMm OMTH IOTpeOHO caMo Jia
Jie(bUHUTIIEMO ¥ TTOKAZKEMO JIEMY KOja TOBe3Yje KOMILIEKCHY aHaJIUu3y U IIPOCTE
opojese.

Hedbunumuja 1. Oynxuyujy ¢ : C — C dedpunuwemo na caedehu navur 3a
Re(s) > 1:

1
((s) = v
n=1
Jlema 1.
DR
s 1
n=1 n p€eP 1 p*®

Hoxka3. Ilo ocnoBHOM cTaBy Teopuje OpojeBa 3HAMO Jia ¢e CBaKU IIPUPOJIaH
6poj, ocuM 1, MOXKe Ha jeJIMHCTBEH HAYNH MPUKA3ATH KAO IIPOU3BOJL ITPOCTUX
6pojesa (Kanoncka dakropusarmja). [locmarpajmo caenehn nponssor:

R 14—+~ Tty
Tt m Tt ) St )

13 cBake 3arpajie y3MMaMO TavHO jelaH cabupak —, Ipu demy he ce cBaxu
P Y

o1 a2 oF mojaBuTu TadHo jeanom. Cammm THM,

npupojgan 6poj n = pi'psc...p;,
MOXKEMO TBPJIUTH Jia je

=1 =1
o-Li-T(5)

peP

[TpumeTnnmo reomerpujcke peioBe, Koju 300r ycaosa Re(s) > 1 kKouBeprupajy:

1ty o
ps pQS _1_i

ps

OBuMm je j10Ka3 JieMe 3aBpIIeH.
*Hamomena: CrenenoBame Ha KOMILIEKCAH CTeleH ce gedunume 3a a > 0 Ha
cirenehn Hagum:

Re(z)

a® =a e =a"“¥cis(Im(z)Ina).



2.2 OcwHose

Y oBoM pajty hemo ce 6aBuTu BepoBaTHOhaMa Ha OECKOHAYHUM CKYIIOBHMA.
BepoBaruohy medunuiiemMo Kao Jnmec:

Hedunnmuja 2. 3a S C N:

Pz €S) = lim 22mESimsn}

n—oo n

Hedbununuja 3. 3a S C Z:

S m <
PreS) = lim FLMmESimEn}
n—00 2n+1

IIpumep 1. Koja je seposammohia da je npupodan,/ueo 6poj napan?

Pemiemwe. I[Ipumernmo jia ako je mo3uTHBaH 11e0 OPOj MMapaH, OHJA je
U IberoBa Heraldja Takohe mapHa, Ipu YeMy je BepoBaTHOha jia je 1meo 6poj
jemnaxk mysmm 0. Tume mobmjamo ma cy Ta JiBa mpoOsieMa eKBUBAJIEHTHA. 3a
npupogan 6poj n y cxymy {1,2,..,n} uma Tauno |§| mapHEX IPUPOIHUX
opojesa. Tj:
#mlm €Ny 2m; m<n}=|7]
#{2lm; m<njp 5] 1

lim = lim —== = —.
n—o00 n n—oo 1 2

IIpumep 2. Beposamnoha da je npupodan/ueo 6poj denus ca z € Z\ {0} je
1
‘7|.

ITpumep 3. Beposammnoha da npupodar 6poj daje ocmamak a no modyay n

. 1
e —.
JE Tl

IIpumep 4. deo pewerva ELMO 2021 Ckyn npupodnux 6pojesa je

NAPMUYUUOHUCAH, 1A N QUCTYHKEMHUL GPUMMEMUYKUL npoepecu)ja S1, So, . .., Sy,
wuje cy pasauke pedom dy,ds, ..., d,. Joxasamu da je: > ;. _, é =1.

Pemiewe. IIpumerumo jga npuankom ogadupa Ipou3BOGHOL IIPUPOTHOT
O6poja, BepoBaTHOhA Jia ce OH HaJA3U y S; jeTHAKA %. C ob63upom Ha TO 118
T
S1, 59, ..., 5, naprunuonuiy N Baxkuhe:

n n 1
1:P(x€N|:E€N):ZP(x€Sk):Zd—k
k=1 k=1

IITO je 1 TpebaJso IoKa3aTH.



3 BepoBatHohe ca npoctumMm 6pojeBuMa

3.1 T'ycruma mpoctux 6pojeBa

[T] TTocroju yHo j0Ka3a ersucreHnuje GECKOHATHO MHOIO TIPOCTHX GpojeBa.
Hajrmoznaruju je Eykinios j1oka3 Koju mocMaTpa IIPOU3BO/L IPBUX 7 IPOCTHUX
OpojeBa M Jo0jlaje Ha HUX 1, YUMe ce TrapaHTyje Jila Taj u3pa3 Huje Je/buB
HUjeIHIM MambUM IIPOCTHM OPOjeM.

Hedbunumuja 4. Oynxuyuja 7 : N — N 3a damu npupodan 6poj daje 6poj
npocmux npupooHuxr bpojesa xoju Hucy eehu od n.

Teopema o mpocTuM OpojeBIMa HaM Kazke Ja ce m(n) aCHMIITOTCKI OHAIITA

n . .

Kao 1-. [Jlokas mcre KOpUCTH KOMILIEKCHY aHAJIU3Y, INTO je HalpeHuje

0/ CPEJIIHOIIKOJICKOT I'pajiiBa, IMa heMo JIoKa3aTh MaJjo ciadbuje TBpheme.

Hokazkmmo mpso 7m(n) > C' - = 3a neko peamno C. 3a cBpxy gokasa hemo
nn

nedunncatu YebuiesibeBy rncu QPyHKIU]Y.
Hedbununuja 5.

p:NoR; ¢(n)= Y Inp

pEP  p*<n

Ona ce Takohe MOXKe W TOCMATpPaTH Kao In o1 HajMarmer 3ajelHIIKOT
caJIprKaolia IPBUX N IIPUPOJIHUX OpojeBa, jep je Opoj cTeneHa MPOCTUX KOju
cy < n bam log,n.

Jlema 2.
P(n) > (n—2)In2
Takobhe, Baxkn

- 1
Hoxkas. Jacno je ma 3a csako v € R Baxkn z(1 — ) < ;.

V(z,n) € (0,1) x N 2"(1 — z)" < 4 oasOCHO:

! 1
/ (1 —x)"de < —.
0 4r

Cayta mocmaTpajmo n3pas e (2n+1) (fol 2"(1—x)"dr). JacHo je 1a je mo3uTHBAH.
Takobhe 3nHaMo j1a je y nmramy 1meo 6poj ¢ 063UpoM Ha TO Jia je BPEIHOCT
ojipeheHOr MHTETrpasa KaJi ce CBeJle Ha 3ajeTHUYIKN Je/IIIall 3alPaBo
parponasian 6poj Koju y mMeHHoIly mMma BpejHocT kKoja jenn H3C mpBux
2n + 1 6pojesa mTo je Gamr jegmako opom ¥ Jlakie MOKeMO TBDIATH
Ja je:

1 P(2n+1)
e1/;(2714-1)/ :L‘n(l o $)ndl‘ >1 s 4—n >1& ¢(2n + 1) > 2nln 2.
0



Kako je nicu dpynknuja neona ryjaha 3aamo ja je
P(2n) >YP(2n—1)>2(n—1)In2.

OBuMm je mokas jieme 3appireH. Caja Tpeba jia 1cu QyHKIH]y TOBEXKEMO ca
nu QYHKIUOM. SaIUIIIMO je Ha cjiejiehn HaunH:

w(n)
Y(n)=n [ J]»
k=1

Osze je pi" i-tm mpocT 6poj ca HajBelimM eKCIOHEHTOM Tako Ja je pi' < n.
N kajia oBy HejeIHAKOCT yOaIMMO y IIPOU3BOJI J00nheMo:

m(n) m(n)
Y(n) =In H pit | <ln H n | =1n(n™™) = 7(n)In(n)
k=1 k=1

p(n) < (n—2)In2 nln2

= 7(n) 2 In(n) = In(n) ~ hn

Baucra, 0BO je jg00pa IporeHa ¢ 003upoM Ha To ja je In2 ~ 0.7 na HaMm je
rpemka 30% 3a moBosbHO Besmko n. Caja hemo orpanmantu 7(n) ca apyre
crpane. Hamve, nokasahemo ma je m(n) < C'- - 3a nexy xoncranty C' € R.
[TocmaTpajmo 6uHOMHE KOehUImjeHT (2:) U OYMIJIEIHY UNHHEHUILY:

2n

II
n
pEP;n<p<2n

[IpuMeTnMo 11a je ITPOM3BOJL HA JIeBOj CTPaHU JebuBocTH > n M=) jep
je ceaku Opoj y Tom mHTepBasy 6ap n. Ca apyre crpane Kopuirhemem

, : (2
Crupymarose ampokcumanuje 3a daxropmjer n! ~ +/2an(2)", ma je (:) <
4", JIpyrum pedmuma, JI00UIU CMO:

2n1n 2
Inn

n =) < yn o 1(2n) — w(n) <

Buamo 1a je 7(n) meonanajyha dynkuuja, na je w(n) < (21082001 Mozkemo
caMo JIa JIOKaXKeMO OrpaHMdYerbe 3a cTelleH JABojke n = 2% a € N.

(2% = 7(2Y) —7(1) = 7(2%) =7 (2* N +7(2° ) =7 (2" )+ -+ 7(2) —7(1)

a—1

- L 281In2 2k+11n 2 — 2k
ZW( ACHIRES Z In(2F-1) Z kln2 k
k=2 k=2 k=1 k=1



Jlema 3.
2n+1

a 2k.
—_—~
k n
k=1

Hoka3z. I[lpumenumo IITonmoBy Teopemy Ha cienehu mumec:

a z a
. = . n
lim k2n1 ko — lim -2
n—o00 = n—o0 bn
n

. . n
Jacno je j1a je nus b, = 27 MOHOTOHO PacTyhu u TexKu OECKOHATHO 38 1. — 00.

. @ 9%(zln2-1
Bancra, momro je —dd 2 _ Z(zln2-l)
Xr T T

MOHOTOHOCT, KOja je KpurepujyM npumene [IlTosmose Teopeme.

, IIITO j& OYUIJIEIHO TIO3UTUBHO JT00MjaMO

on+1 on+1
. G . Up4+1 — Ap . n+1 . n+1
lim —=1lm —=1lim —/———— = lim ———— =
n—o00 bn n—00 bn-l—l — bn n—oo 2L 27 n—oo 2"(2n—(n+1))
n+1 n n(n+1)
2n
lim =2
n—oo 1, —

OBHM CMO KOMIUIETHPAJIH JIOKA3 JIEME.
Caya xaga npuvenmvo jiemy na 7(n) < m(2M08M1) g r(20) < 237977 o
J1001jamMo:

[\
o

(n) < 2Moeznl+2 4pn2
m(n ~
™~ [logyn] Inn

JlakJie, ejleMeHTapHO CMO JIOOUJIN:

nln?2 < r(n) < 4nln 2

Inn Inn

OBo HaM jaCcHO IOKa3yje Ja je BepoBaTHONA J1a je HAaCyMUYIHO oabpaH IPUPOIaH
6poj npoct jeaHaka mysn. MehyTum, MokeMo J00UTH U MaJio OOJbY OIECHY.
Hamme, nobumm cmo ga je 6poj mpocrux 6pojesa 3ampaso O(-), ca IPICTOjHOM
KOHCTAHTOM, IIITO je BeOMa, KOPUCHO Yy Teopuju Opojesa.



3.2 T'ycrume mpoctux 6pojeBa Mo MOIYJTy

[3] ¥V mperxomHom sesry cMo moKazaan ja uMa GECKOHAYHO MHOTO MPOCTUX
O6pojeBa, aan U MHOTO OOJbe Ja je IhUXOBa I'yCTHUHA O(%) kaga N — oo.
Ca zpyre cTpane, jeJiHa OJ HAjIO3HATHjUX TeopeMa y Teopuju OpojeBa jecre
Jupuxjieosa:

Teopema 1. V csakoj apummemuuroj npozpecuju, iy x0joj nocmoje 06a
Y3aJaMHO NPOCNG YAAGHG, NOCNOJU DECKOHAYHO MHO20 NPOCNUL.

Hpyrum peanma, /lupuxiieoBa TeopeMa Kayke Jia 3a CBAKH OCTATaK IO
MOJLYJIYy ™M KOjH je y3ajaMHO IIPOCT ca M IOCTOju ODECKOHAYHO MHOT'O IIPOCTHX
opojeBa. Hben mo0ka3 ce 3acHUBa Ha JIOKA3UBamY Ja I'YCTHHA TPOCTUX OpOjeBa
= a (mod m) acCHMITOTCKU TEeXKH m, rie je ¢ Ojneposa dyHKIMja Koja
Opoju y3ajaMHO Ipocte OpojeBe ca n Koju Hucy Behu ox n. [Ipumerumo ja
oBa T'yCTHHA He 3aBHCH 0J] ¢ (ocuM 1ITo je moTpebHo (a,m) = 1).

Y 1IPeTX0oHOM JIeJIy CMO pa3MaTpaJii IyCTUHY IPOCTUX OPojeBa U 3aK/by ININ
Ja je ona . Kao nocienuiy ose jBe ryctune gobujaMo Jia ce CBU OCTaIm
10 MOJIYJIY M, KOjU Cy y3ajaMHO ITPOCTHU Ca 1M, TMOjaB/byjy Ca jeTHAKIM
BepoBarHohama. JIoKas je KOMIIMKOBAH U KOPUCTU HAIPEJHY TEOPHjY
HupuxyieoBux kapakrepa n L-dbyukiuje. 3a uiaycrparujy hemo camo ypajauru
npoct ciaydaj m = 4. IlpBo hemo mokazaTtu ga 1mocroju 6GECKOHAYHO MHOIO
npoctux 6pojeBa = 3 (mod 4). Morusanuja nHam je Eyknnmos gokas
OeCKOHATHOCTH CKyTa mpoctux OpojeBa. lIpermocraBumo ma ux je KOHATHO
MHOT'O U HEKa Cy OHH PEJIOM jeJIHaKW P, Po, - . . Pk. LlocMaTpajMo nspas:

k
P:4(Hpn)—1:4p1p2...pk—1E—l (mod 4)

n=1

Jlako je mpumerurn ga je (P,p;) = 1 3a cBako 4, ITO 3HAYM Ja je WJIn
P npoct koju jaje octarak 3 Ipu Jie/beiby ca 4 WM uMa JeJual Koju je
= —1 (mod 4) koju Huje jeHaK HUjeHOM OJ1 p-oBa. OBO HAM JUPEKTHO Jlaje
KOHTP&IUKITN]Y U Kpaj JJ0Ka3a.

Ha ciuvan naunn hemo jokazaTu Jia mMoCTOju G€CKOHAYHO MHOI'O IPOCTUX
KOju J1ajy octaTak 1 mpu Je/berby ca 4, camo mTo heMo oBaj IMyT MocMaTpaTH

nu3pas:
k

P = 4(Hpi>2 +1=(2p1..p)°> +1 =1 (mod 4)

n=1



Ha npentuyan Haunn 3akspydyjemo Ja je (P, p;) = 1 3a cBako i. Jeauna
pas/MKa je IITOo OBJIe KOPUCTUMO MO3HATO TBpherbe jga n? + 1 Hema HemapHux
nemunana = —1 (mod 4) (6ulie nokasaHo y KacHUjuUM TyiaBama). 3aucra
3aK/pydyjeMo ja ¢y germorw 6poja P ceu = 1 (mod 4) n paznumaurn o
P-0Ba.



4 Jleawonu u BepoBaTHohe

Y oBowm moryiaB/by hemo ce 6aButu BepoBaTHOohama BesanuMm 3a Kanoncky

daxTopusanu]jy npupoaHor 6poja. OcBpryhemo ce 1 Ha PeIuBOCT JUHEAPHUX

InocdanroBux jennadnna. /uckyroahemo masio n o Tome KaJi je 6poj KBaJipar
y Z,. Ha xpajy iemo riemarn Kaja ce mpupojman 0poj MOXKe 3almcaTi Kao

cyMa KBaJpara.

4.1 Koja je BepoBaTHOha Ja Cy ABa HACYMHYHO 1N3a0paHa
npupoaHa Opoja y3ajaMHO mpocTa?

o

['naBna ujeja he mam 6utn g8 ako cy JiBa Opoja y3ajaMHO MPOCTa, OHJIa
3a CBaKM MPOCT OPOj p BaxKu jia Hehe jgeuTu 6ap jesaH oj1 Ta JiBa Opoja.
[TocmaTpajmo Heku mpocT Opoj p WM HeKa cy a u b JBa y3ajaMHO IIPOCTa
npuposna 6poja. Caga 3Hamo na p ue genu (a,b). Beposaraohy ma 6ap
jesan 6poj Huje J1e/bUB ca p heMo padyHaTH Tako IITO 0J1 YKYIIHE BepoBaTHOhe
oJly3MMaMO BepoBaTHONY ma cy oba mesbuBa ca p. OIHOCHO:

p(pfavmb)zl—P(pla)P(plb)Zl—z%

Jlaxe, Haia KoHadHa BepoBaTHoha he Outn:

1 1
P((a,b) = 1) = pg(l — ) =Pah)=1) = g

Dokyc oBor paja Huje Bacesnos mpobiem (pauyname ((2)), Te hy ce
caMo MO3BaTH Ha MO3HAT pe3yiarar ((2) = %2. Jokaz 6u 61o mocmarpame
Bujerosux dopmyna na Tejiopos passoj dyukuuje sin(x). Pereme narer
3ajatka hie 6utu P((a,b) = 1) = ﬁm = 5% ~0.61 =61%.

4.2 Koja je BepoBaTHOha Jia je HACyMUYHO n3abpaH NPUPOIaH
Opoj GeckBagpaTaH?

Pau jennocrasnocru 3ammca Heka je S = {n € N|Vp € P;p | n = v,(n) = 1}

CKYTI CBUX GecKBaJpaTHUX OpupogHux Opojesa. Hac marepecyje P(z € S).

Ba ceaku enement ckyna S Baxu p?  n. Kaga nocmarpamo Z/p*Z 3uamo
Jla TIOCTOjU jeJIMHCTBEH ocTaTaK Koju 3ajoBo/baba p? | n (to je 0), ma je
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seposarroha P(p® fn) =1 — .
Konauno pereme he ourn:

Pines)= ][] (1—]?):;
p prost
MozkeMO MPUMETHTH Ja je Pelierbe MCTO Kao W KOJ Y3ajMHO IIPOCTUX
6pojesa. lcnocrasiba ce 1a Huje ciaydajHoct y muramy! Kako 6memo
MHTYUTHUBHO 00jacHUIN 3aIlITO CYy Te JBe BepoBaTHONe je/iHaKe, mpobahemo 1a
nabhemo nekn BuI Oujekimje n3amehy oa jiBa mpodema. MehyTuMm, HaaxKeme
OujekInje Huje J0BOJbaH yCJIOB; Ha IIPUMEP BepoBaTHONA J1a je Ipupoan 0poj
napaH je %, a BepoBaTHONha J1a je npupoan 6poj j1e/buB ca 4 je }1, nako nsmehy
Ta JIBa CKymna mnocroju oujekimja f(n) = 2n.
3Ba cBpxy Tora, medbuaummMmo dyukiujy rad : N — N koja mam Bpaha
[POU3BO/J] CBUX MPOCTHX Jeiumiara (6e3 purmectpykoctn). [Ipumernmo
TPUBHjAJTHO CBOjCTBO (DYHKIIH]E:

(a,b) =1 < (rad(a),rad(b)) =1

To 3naum j1a je:

P((a,b) = 1) = P((rad(a),rad(b)) = 1)

Mebhyrum, ycnos ga je (rad(a),rad(b)) = 1 je ekBuBajieHTaH ca THUME Ja
upoussox rad(a)rad(b) € S. Heka je rad(a) = [[,_, pr u rad(a) = [, g
rad(a)rad(b) he 6Gutn MPOM3BOA M + N PA3IUIUTUX MPOCTUX GpPOjeBa CaMo
ako je (rad(a),rad(b)) = 1 (6uhe GeckBanparan). Y cymporHom he ce HeKn
IPOCTH JIEJINOIM TOHOBHUTH, IIITO UMIUIAIMpa Ja je (rad(a), rad(b)) # 1. Naxo
oBo HHje dopMasaH JI0Ka3, Jaje HaM J06py UHTYUIM]Y 3aIITO OJr0BOP UMa
emucsta. Kipyunu passior 3amro ce BeposarHolie moKJaliajy jecre To mro ce
y oba OeckoHadHa IIPOU3BOJIA 110jaBsbyjy ucTH (hakTopu 1 — z%‘

11



4.3 VYoriuuTeme HA IPON3BO/bAH OpPOj YIaHOBA

Cazma hemo ce 6aButn ciayuajem kaga je (a,b) = ¢, rae je ¢ dbuxcupan
npupogan 6poj. 3a cBpxXy periema heMo KOPUCTUTH TPUBHJATHO CBOjCTBO
najselier sajepuuukor jenuona (ax,br) = z(a,b) 3a ceaxo (a,b,z) € N3
Baucra, ako je (a,b) = ¢ 3a (a,b,c) € N3 raga I(x,y) € N% (z,y) = 1, npu
JeMy je a = cxr b = cy.

Osaxko sobujamo (morrro cy jorahaju HesaBucHm):

P((a,b) = ¢) = P(c | a)P(c | B)P((z,y) =1) == - = =

[enepasiio je j100pa mpakca TPOBEPUTH CMUCCHOCT PeIietha. 3anucTa KaJl
MIPOCYMHUPAMO I10 CBUM C-OBUMa, jiodbujamo 1:
(o) (e.]
6 6 1
ZPGV4 i Db Al
w2 T c
c=1 c=1
OBaj mpuctyI HaM je Takohe oJroBop u Ha nutame: ,,Koja je BepoBaTHoha
2
Jia jenadnna ax—+by = ¢ uma 1es1006pojua periema?’. 3ancra, n3 EykangoBor
aJITCOPUTMA 3HAMO JIa Ta jeJHAYMHA MMa I[eJ00pOjHA peIierha aKo M CaMo
ako (a,b) | c. Uneja je na dukcupamo (a,b) u jga moTOM HaAMETHEMO YCJIOB
(a,b) | c. Oznauumo ca P 1y BepoBarHohy. Tpazkena Beposarnoha he 6urn:

P =3 P((a,b) =k)P(k| ) = Y — = 5((3) ~ 0.73 = 3%
= k=1

3a mnouerak, mozabasuheMo ce BepoBaTHONOM Jia MPUIMKOM HACYMUTHOT
omabupa n € N npupojnux 6pojesa, oj1abepeMo y3ajaMHO IPOCTE, Tj.
(ay,as,...,a,) = 1. Wneja hie 6burn cimana kao u 3a ciaydaj n = 2. Ox
YKyIlHE BepoBaTHONE oy3mMaMo cjIy4aj KaJi Cy CBU JIEJbUBU Ca MPOCTUM
opojem p:

P((ar, s, ., an) = Hl—HPp‘az =11 LFﬁ

peP peEP
[Tokazahemo jia Kako n Texku OECKOHAYMHOCTH Halla BepoBaTHOha Texu Ka 1.
pyrum peunma na:
lim ((n) =
Kopucruhemo mnozuaty H;:Lejy PumanoBux cyma, Tj. Jia je IMOBPIINHA UCIIOJ
rpaduka dyaknuje f(z) = = Beha ox ((n), 3an € N;n > 1:

wn

. 1 , 1
Jam, ¢l >—1+J;%Z—<J;f2o1+/l ) = (1 ) =1
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Ca spyre crpase jacHo je 1a je 1 < ((n) 3a cee n € N. Caya 110 Teopemu o
JIBa, MOJIMIAjIIa 3HAMO Ja Hu3 ((n) KoHBeprupa Ka 1.
Beposarnoha ja je (a1, as,...,a,) = k 3a veko k € N ce pauyna:

P((ay,a9,...,a,) =k) = P((x1,29,...,2,) = 1)P(k | a1)P(k | az)... P(k | a,) =

B 1
¢(n)k"
[TocmaTpajmo caza jeqnadanny aix1+asxs+. . .+a,x, = m. OHa uMa pelema
camo Kaja (aj,as, ..., a,) | m. BepoBarnoha ma ce To mecu je:
> n+1
P(ajxi1+asxe+. . +apz, =m) = Z P((a1,as,...,a,) =k)P(k|m)= %
k=1

Bammmbuso je ga Beh 3a n = 6 Beposarnoha Beha ox 99%.
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4.4 Koja je BepoBaTHOha na je 6poj y Z, kBagpat?

[2] [6] 3a nouerak nmpumermmo @ je BeposarHOlia ga je 1eo 6poj MOTIYH
KBaJpar jeaHaka Hysm. Jlokazahemo jeduHuImjom:

kesS; k<a . a 1
#( <a) _ o [V

PEAmeZ: n=m? =1 ~—— =0
(Fm €2; n=m") = lim % b 20 2v/a

SaHuM/bUBHUjU TTPOOJIEM OM CBAKaKO OMO Jia MPOOJIEM TOCMaTpaMoO y TOJbY
p-aJIcKuX Opojesa.

Jlema 4. 3a nenapar npocm p, a je nomnywn xeadpam Yy Z, axo u camo axo
je obauka a = up® ((u,p) = 1) 2de je u je xeadpammu ocmamax u k je napan.

oxka3. Jloka3 hemMo n30CTaBUTH IOIITO HUje TJIaBHA TeMa OBOT' PaJia.

Hedbununuja 6. Jleowcarndpos cumbon za a € F), ce depurnuwe na caedehu
HAYUH:
~1, a#£m? VYmcF,
=20, a=0
p )

1, a=m? ImeF,

Y oBoM pajiy hemo, KOHBeHIIMje paJju, IpeTiocraB/baru jga je 0 Takobhe
KBaJI[pATHU OCTATAK IO MOJIY/IY p. 3a IMOoJYeTak, JAaKo je MPUMETUTH Jia je
BeposarHoha na je vy(a) = 0 (mod 2) 3a Hekn meo 6poj a Ha OCHOBY
NPUHITAIA YKJbYYeHha-UCKIbyYeha je/THAKA:

i(—l)k: 1 p
 pb 14l ptl

Ocraje HAM caMoO Jia U3padyHaMO BepoBaTHONY Ja je (%) = 1.

. . p—1
Jlema 5. 3a ceaxu menapan npocm 6poj p nocmoju mauno 5= HENYAMUT

-1
%6a0pamﬂuaz ocmamakra U mavyHo pT HEHYATUT %ea(9pamuux Heocmamaxa.

Joka3z. 3a cBpxy J0Ka3a, KOpUCTUNEMO Jia IMHCHUILY S MOCTOjI
IPUMUATHBHI KOPeH 110 IpocToM Moayiy. Heka je g € I, npumuTuBHu Kopen
o mojtyaty p. Caja snamo ja he ckyn K = {¢°% ¢!, ..., ¢"2} uunuru normnyn
CUCTEM OCTaTaka, jep Ou y cympoTHOM mocTojaan a u b Taksu Ja je: 0 < a <
b<p—-2ng*=, g°. To je ekBuBasenTHo ca g% ° =, 1, mro no gepunnnuju
IPUMHUTHBHOT KOPeHa 3Ha4du Ja p — 1 | a — b mro 3na4m ja je a = b mrro

p—1

je konrpaauknyuja. [Tpumernmo ga y ckynmy K rauno 5= he mmartn napan

€KCIIOHEHT Y3 ¢.

14



Ba ¢?* smamo nocroju enement uz x € F,, k. 2?2 =, ¢?* (v =, +g").
Ba ¢g***! smamo na jennauuna z? =, ¢°**! nema pemersa, jep ako je r =, g
oHjia je x? =) g%, omnocno p—1 | 2t—2k—1, anu oBo He MOKe 300T TTAPHOCTH.
Caza Ha ocHoBy Jeme sHamo Ha je P((3) = 1) = 5. Tlowmro cy Ta xBa
norahaja He3aBUCHA, KOHAYAH OJIrOBOD he OuTh m.
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4.5 Koja je BepoBaTHOha ma ce mpupogaH Opoj MoxKe
MMpeJICTABUTHA Kao 30up k kBagpara?

Ba cajia cMO y paJiy MoKasajm ja je BepoBaTHONA Ja je MPUPOJaH MOTIIYH
KkBajpar jeqnaka (. 3a moderak JJOKayKMMO JIa Ce CBaKU IPUPOJIAH OPOj MOXKe
PEeJICTaBUTU Kao 36up 4 KBaJjpara (CAMUM THM U BHUIIE).

Teopema 2. Csaxu npupodar 6poj ce mooice npedcmasumu kKao 36up 4
Keadpama.

Hoka3. Cmarpahemo ma je mosHaTro TBpheme Ja ce CBaKd IPOCT OpOj
MOXKe IIpUKa3aTh Kao 30up 4 kBaapara. JlokasuBame Tor TBphema ce 3acHIBaA
Ha INILEHUIN Jla KOHTPYEHIja IMa Pellerhe 3a CBaK| IpocT 6poj x2 + y? +
1 =0 (mod p) (36or dupuxseosor nputnuia) u Ha OepMaoBOM IPUHIUILY
6eckoHaudHOr ciycTa. Jlokaxkumo Ja je TBpheme MyJITUIIMKATUBHO, OJIHOCHO
Jla ako ce a U b Mory npukaszaTu Kao 30up 4 KBajipara, OHJia ce U ab Moxke
puKa3aTu. 3aucTa, yoIuMo JlarpaH:KoB nIeHTUTET:

(af + b7+ + di) (a3 + 05 + ¢ + d3) = (a1a2 — biby — c105 — dida)*+
+(a1bz+a152+01d2—02d1)2+(a102+a201+bzd1—b1d2)2+(a1d2+d2d1+b162—01b2)2

OBaj NJICHTUTET Ce JJaKO MO2KE IIPOBEPUTHU MHOXKEIHLEM YNHUJIalla Y 3alrpaJdaMa.
Cagma je jacHO Jla ce CBaKHM NPUPOJAH OPOj MOXKe NpUKasaTh Kao 30up 4
KBaJipaTa, MHLyKI[jOM 10 TIPOCTUM JIeJMOIMMa IPUPOIHOT 6poja (aKo MozKe
1 OHJIa MOXKE U M TJIe je P IpocT).

Jlpyrum pednma JoKa3aJ CMO JIa je BepoBaTHONA Jia ce IpUpOIaH OPoj MoxKe
IprKa3aTu Kao 306up k > 4 kBagpata jeqHaka 1. Ocrajy HaM caMo CIydajeBH
k =2,3. 3a ciyuaj k = 2 he crpareruja Outn CIn9IHA.

Teopema 3. Ilpupodan 6poj ce mooce npuradamu kao 36up 2 xeadpama
axo u camo Ko je SUULECTPYKOCT, C8GKO2 He206802 NPOCMo2 JeAUOUa KOju je
= 3 (mod 4) napna.

Jokaz. Jloka:kumo HpBo Ja Kourpyennmja 2 = —1 (mod p) nema
perera 3a ipocte p = —1 (mod 4). 3ancra, ako 61 TAKBO PEIehe OCTOjAI0
IPETIIOCTABMMO J1a je oHO = ¢% (mod p), Tje je g UPUMUTUBHEA KOPEH 110
MOJLYJIy p U HeKa je 6e3 yMarberha OIIITOCTU (v TapaH O0poj Koju Huje Behu o1

;%1' Jacno je ma je:

FP*=1(mod p) =p—1]|2a=p—1=2a
Mebyrum, oo mmMiummmmpa ja je p = 1 (mod 4). Ca ngpyre crpane, u3
[aycoBux mesnx je mosHATO Ja ce cBaku mpoct 0poj = 1 (mod 4) moxe

IpeJICTABUTH Kao 30Mp JiBa KBajpata. Ha ocuoBy uientutera (a — b)* +
(a+b)? = 2(a* + b*) MmozkeMO 3aK/BYUUTH Ja V2(N) He yTHYe HA PE3yJITaT, 1a
MOZKEMO IPETIOCTABUTH JIa 6apaTaMo caMo ca HeIapHUM OPOjeBHMA.
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Cimano kao n koi k = 4 jokazahemo jia je TBpheme MyITUILTHKATHBHO.
3a To HaM je j0Bo/baH Bpamarynrun ujieHTHTeT:

(a® +b*)(c* + d*) = (ac — bd)* + (ac + bd)?

KOjU Ce JIAKO MOYKE ITPOBEPUTH IPOCTUM MHOXKEHeM. TuMe ¢MO 3aBPIIIIN
JIOKA3.

Cagna nam Tpeba jga jokaxkeMmo jia je BepoBarnoha 0. Beposarnohy ma ce
npupojian 6poj MOKe TPEJICTAaBUTU Kao 30Up JiBa KBaJIpaTa heMo padyHaTH
Tako 1To dbukcupamo mpoct 6poj p = —1 (mod 4). Ha ocHOBy mperxoHOr
Jejia 1 Ha OCHOBY Hejepnakoctu In(1 — x) < —x moburu:

1
r= ] (1--9)

p€EP; p=—1(mod4)

1
= In(P) < -
(P) < Z p+1
pEP; p=—1(mod4)
Ba JecHy cTpamy je Mo3HATO Ja JAMBEprupa Ka —oo, camuM tum P — 0
(y mraBu 3.2 MO mokasajm Jla uMa 6eCKOHAYHO MHOIO IPOCTHX OpojeBa =
—1 (mod 4) u na ce nojasmyjy ca Beposarohom 1). Pamanyyan je gokasao
1
Ja oBa BepoBaTHOha acumrorcku Texku O \/m)

Ocraje mam camo ciy4daj k = 3.

Teopema 4. I[Ipupodarn 6poj n ce moorce ne modtce npurazamu xao 36up 3
Keadpama axo u camo axo je n = 4°(8b+7); (a,b) € N2.

Oznaummo ca p BepoBaTHONy BepoBaTHONY /1a HE MOXKe Jia ce IPeICTaBH
Kao 30up Tpu KBajpara. Mehy ocam ocrataka 1mo Moay/y 8 camo 2 he ourn
JieJbUBH ca 4, Ha HbUX PaJIUMO PEKYP3Ujy, Tj. KaJla UX IMOJeIUMO ca 4 j1001jeMo
ucru npobJieM, a oj Ipyrux 6 ocraraka Hac mHTepecyje camo = 7(mod 8):

Haxie, KOHAYHO pemieme je 2.
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5 BepoBarnohe u nojamnomMmn

Y oBoM morias/by hemo ce 6aBuTu BepoBaTHOhaMa Be3aHe 3a PEITUBOCT jeIHATINHA
y HEKHM CKynoBuMa Kao mto cy [F,, Z,, Z... Konkperno, 6asmhemo ce
MOJTMHOMUMA, ¥ FhUXOBUM KOPEHUMA.

5.1 Koja je BepoBaTHOha a8 HacyMmWYIHO n3abOpaH MOJIMHOM
Jpyror crelleHa UMa pelieibe y noJpy [F,?

Mozkemo 6e3 ymMamema OIIITOCTH IPETIIOCTABUTH J1a Cy KOeUINjeHTH HaIIIer
nojuHoMa, u3 [y,

Axo je Bosehn koedunujent 0(modp) ona Hallla jeTHAYNHA TTOCTAje IHHeAPHA.
JInneapna konrpyennuja obsnka ar—+b =, 0 uMa pererbe y CBUM CIydajeBUMa
ocuM Kajia p | a u ptb. Jakme BepoBarnoha y Tom ciydajy he 6uru:

P3r €Fyip|az® +bz+c;pla)=Plp|a)(l—Plp|c)P(ptd)) =

1(1 p—l) p’—p+1
p p? P’

Y caydajy p 1 a MoxkeMo 6e3 yMarbema OMIITOCTH TPETIIOCTABUTH Jia je
HAIll TTOJIMHOM MOHHUYAH, jep KaJ| IMOMHOKUMO ax? + bx + ¢ ca MoxylrapHuM
unBep3oM a~ ' (koju mocroju 3a a # 0) 106ujaMo MOHUYAH MOJIMHOM TIO .
I[IpBo nocmarpamo ciaydaj p = 2. Hemusocr 2 | % + bz + ¢ je ekBuBaienTHA
ca2|(b—1)x+c jep2|2*+z3aceenere z (xrux+1cy pasimunre
napHocru). Harma jesandmna Hema pellieibe caMo ako Cy b U ¢ HelapHW.
Beposatnoha ma ce To secu je i. Haxme, ciydaj p = 2 uMa periemne:

P(3x € Fy;2 | ax® +bx +c) = P(Fz € Fy;2 | az® + br +¢;2 | a)

22—-241 3 3
—|—P(E|xEF2;2]ax2+bx+c;2+a)—T++§—Z
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Hanasbe npermocraBumo ma je p > 2. Caga hemo nahm cBe a n  3a Koje
Kourpyernuja 22 + ax + =, 0 uma permeme y F,.

483 — 2
p| *taxt+B < p | da’+dax+4B < p | (20+a) +H4B—a & (M) =1
p

. 2 . p+1 . . .
Beposatnoha 1a je 43 — a” KBajpaTH OCTaTaK je 5y 0 Jep je 4 cypjeKTUBHO
na F,, Tj. 3a dukcupano a uspas 48 — @’ mposiazum Kpo3 cBe OCTATKe IO
momysy p. [lakie, npohu he Kpo3 cBe KBajpaTHe ocraTKe Koju Hucy 0 u
.. . p+1
kpo3 0 (koja je mcTo KBaJpaTHM OCTATaK), I1a je TO yKyIHO 3= ocraraxa.
CaJia MO2KeMO KOHAYHO OJIFOBOPUTH HA IIUTaME KOja je BepoBaTHONA JIa TPOU3BOJbaAH

KBaJIDATHU IIOJINHOM ca KoedbunujeatuMa u3 [, nma nymy y F,:

PEz €Fpplaz®+br+c)=P3xr €Fpip|ar® +bx+c;p|a)+

pQ—p+1+p+1 p—1 _ p*+2p*—3p+2

P 2 p 2p?
Bamncra, Kaja y oBy OpMyIy yoarmMo p = 2 100HjeMO UCTO Pelremne %, IIITO
3HAYN Ja je (popMysia TadHa 3a CBe IPOCTE.

P(3z € Fp;p | 2°+az+B)P(pta) =
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5.2 Koja je BepoBarHoha na nosausoMm uma Hyity y [F,?

Y mpeTxo/HOM Jiesly CMO ce 0aBMJIM KOHKPETHO KBaJPATHUM IOJIHOMOM.
MebyTum, kako 6ucMo reHepain30Baii MOpaMo aMeTHuje npuctynutu. Kao
IITO CMO 1 Yy IIPOIILJIOM JIeJIy MOXKEMO 0€3 yMamema OIIITOCTH Jia
MPETIOCTABUMO JIa PAJIMMO ca MOHUYHHMM IOJUHOMUMa crerneHa n. Heka je
x,, BepoBaTHONA N1a MOJIMHOM M-TOr cTenena nMa nyay y IF,. Jacno je ma je
1 =1wuzy = 0. Uneja aam je j1a mpeOPOjUMO KOJMKO MMa MOJHHOMA KOjU
HeMajy KOPEH M Jia bUX OJly3MeMO O] YKYIHOI Opoja mojuHOMa (KOjux je
TaqHo P").

Teopema 5. (Jlazpanoicosa meopema) Iorurom n-moz cmenena moorce
umamu najeuwe n kopena y F,.

Ha ocnony Jlarpan:xoBe Teopeme MOKeMO MOHUYAH ITOJIMHOM N-TOT CTEIeHa
ca taqno 1 < k < n kopena y [, 3anucaru na ciaenehn naqmm:

Plz)=(r—a1)...(x — ap)Q(x)(mod p)

Osrue cy «; enementu Fy, a () je Mommdan nosmnaoMm crenena (n — k), Koju
Hema Koper y F),. Ca #P,, #o, #@), o3HauaBaMO 6p0j MOHHYHUX IIOJITHOMA,
cTereHa n KOju uMajy KopeH, 6poj ajibu 1 Opoj MOHUYHUX IIOJTUHOMA, CTEeIIeHa
n Koju Hemajy Kopen TuM pejoM. Ilomuoma P umamo Y, (#Qn—i)(#a).
3a noderak mpedbpojumo 1pBo ajidpe. Heka je ce mehy muma Hamaszum ng OHUX
Koju cy 0, ny onux Koju cy 1 ... m,_; onux Koju cy p — 1. 3a mux je jacHo

Ja BazK1
p—1
=0

[Toznato je ja je 6poj pelrema OBe jeJHAUINHE Y CKYIy HeHeraTUBHUX OpojeBa
Har (k;f Il) Haxne: #o = (p;gf;l). Caga O6pojuMO KOJIMKO MMa, IOJIMHOMA,
Q. Jacuo je na je muxos 6poj 6am p"F — #P, ;. Ca npyre cTrpaHe nmMaMo

#P; = x;p', 1j. #Q = p"*(1 — 2,,_;). Konauno:

_ ZZ:1 (p;le)pn_k(l o xniw n—1 (1 . ilfi)(erZ__f_l)
P '

n

OBa pekypeHTHa je jaKo KOMILIUKOBaHa M He ITOCTOj! 3aTBOPEH OOJINK HEHOT
pemeba. Mako Huje j1ako popMyaucaTu pemiebe 6e3 PeKyp3uje MOKEMO
OJIPOBOPUTH HA IUTa€ KOJIMKO je HepacTaB/bUBUX MOHUYHHUX ITOJTUHOMA

crenena n y [F,. 3a noderak nedbunummmo omera nu MebujycoBy dynximjy:
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Hedbunumuja 7. Oynuxyujy w : N — N depuruwemo xao 6poj passuvumux
npocmuz deausaua.

Hedbunnmuja 8. Mebujycosa dynxyuja ce depuruwe Ha caedehu Haum:

1, n=1
pn) =< (=1 neSs
0, n ¢ SuU{l}

ITocToju nanpejna Teopuja o pammupemuma F,» Koja HaM rosopu Ja je
6poj upeaynubuanux noaunoMa y I, jeanak:

deﬂ (%) pd'

n

OxkBupHO ofjalrmee 01 OO J1a ce JIEeJIMONIN [I0jaB/byjy 300I YNIbEHHIE 1A
je Fpo D Fpp < b | a, a Mebujycosa dyHKImja ce 10jaBibyje 300r" IPUHIAIA
yKbeqe}ba n I/ICKIby“IeH)a.

*Hanomena: Bazkno je marmacuTu 1a upeLynuOUIaH IOJAHOM M IOJTHHOM
KOju HeMa KopeH Hucy ucro. KontTpanpumep 6u 6uo xt + 22 + 1 = (22 —
r+ 1)(z? + x + 1). Kako Gucmo npebpojain KOJUKO MMa PACTAB/bHUBUX
[TOJIMHOMA PAIAIM OUCMO CJIUIHY PEKYP3HU]jy CAMO IIITO 110 CBUM ITapTHIHjaMa

MIPUPOJTHOT OPoja n.
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5.3 Koja je BepoBaTHoha 1a je bOmHapHa kBajgpaTHa popma
pactaBbuBa’

Hedbunumuja 9. Keadpamua gopma je nosuHom cmenexa 2 no euwie
NPOMEHDUBUT, KOJU HEMA CAOOHUL UAGHOSAE.

Hedbunumuja 10. Burapra xeadpamma popma je nosurom no dse
npomenmuse obauka ax? + bxy + cy?.

Hedbunnmuja 11. Bunapra dopma je pacmasnsusa nad 7 axo mooice 0a
ce npukastce Kao npoudsod 064 AUHEAPHA NOAUHOMA MO 06€ NPOMEHDUBE Ca
uea0bpojruM Koepuyujenmuma. pyzum pevuma:

I(a, b, c,d) € Z*; ax® + Bay + vy* = (azx + by)(cx + dy)

JIema 6. Bunapra xeadpamma dopma obaura oz +Bry+yy? je pacmasmusa
axo u camo axo je duckpumunarma 3 — 4oy nomnyn xeadpam.

Iokaz. [lokaxumo npeo = cmep. Heka je az? + Bxy + vy* = (ax +
by)(cx + dy). Tama je: a = ac; v = bd; = bc + ad. Ilpumernmo:

4ary = 4abed = (be + ad)® — (be — ad)? < ° — 4ary = (be — ad)?

3a apyru cmep hemo yBecTu cmeny t = % 1 xolieMo J1a je mouHoM at?+ St -+
pacrapbuB Hal Q. Pemmeme kBasparhe jennadune he ouru:

L BEVP —day
B 2a

MebhyTrM, 0Baj M3pas je parmoHaIaH caMo Kaja je 52 —4aqy MOTIyH KBaJIpar,
quMe je JIOKa3 3aBPIIEeH.

Cajia Hac 3aHMMa Koja je BepoBaTHONA Jla HACYMUYIHHM ojabupoMm 3 1esa
6poja, «, B u vy, uspas (2 — 4oy Gyzme normyn Ksagpar. HaxkasocT, oba
BeposarHoha je 0 (IITo HaM HHUje 3aHUMJBHBO), ajid NeMo MoCMaTpaTn
MOHAINAkE Y OECKOHATHOCTH.

[IpermocraBumo ma Baxku —n < «, [, v < n 3a neko n € N. Jemanauna n
(% —4a je eksuBasientna ca (S—n)(8+n) = 4oy, mro Hac HaBoau 1a GEpamMo
o 1 7y 1 OPOjUMO KOJIUKO 4oy mMa TiapoBa, fesuiana dids = 4ary, Koju cy ucre
naprocru (36or 8 = 4E2) y |dy 4+ do| < 2n. da 6u 6unu ucre napHocTH
npernocrasumo dy = 2d}; dy = 2dy; dydy, = ary; |d) + dy| < n. Taxobe,
jako je remko (MoxKJa Wak u Hemoryhe) KoHTposmcaru 6poj Jesmsana u
IeHEPAJIHO TIOHAIAE MPOCTUX OpojeBa moMohy ejnemeHTapHUX (DYHKIH]A,
Te heMo y OBOM pajy caMo IMOKYIIATH Jia TO OKBUPHO IpOIleHnMo. Pajn

2:

22



jeTHOCTaBHOCTH TPETIOCTABUMO Ja Cy Y INTamky CaMO HTPUPOJIHU OpOjeBH,
na hemo Ha Kpajy ,JIOIpaBUTH KOHCTAHTY TAKO IINTO je IMOMHOXKUMO ca 4.
Konauno perneme he nam ourn:

D ay<n (d, dy)

pP= g

Hedunumuja 12. Bpoj npupodnux deausana npupodroz 6poja n = Hle i
ce 03Ha%aBa Ca T U PAHYHA ce NO POPMYAU:

k

7(n) = [J(ai + 1)

Jlema 7.
Y(a,b) € N* 7(ab) < 7(a)7(b)

IIpu wemy jednaxocm easrcu 3a (a,b) = 1.

Hoxkasz. Heka je a = H,’f:l pit b= Hle pfi, rje cy g, 3; > 0.

k

k k
7(ab) = T(szqﬁﬁi) = H(ai +8:+1) < H(Oézﬂi +a; + B +1)
i=1 1=1

i=1

= Tt + DB+ 1) = r(a)r )

Bancra, jeTHAKOCT BayKi aKO je 3a CBakKoO 1 3aJI0BO/beHO «;3; = 0, Tj. 1a
(a,b) = 1.

[Tpumerumo jia je maposa e je dj + dy > n pesaruBHO MaJIo (jep 3axTeBajy
na je 6ap jeman d (ako He m 06a) pejla BeJIMYWHE N IMTO HOBJIAYH U JIa CY
Q ¥ 7y BEJIUKH, CAMHM THM he UX OUTH Marbe HEro OHUX KOjU 3aJI0BOJHABA]Y
d} +d,y < n) u mehe muoro KBapuTn” HalLy TpPOIEHY. Y CBAKOM CJIy4ajy ako
ux He oay3MeMo jobuhieMo camo Jomujy KoHcTanTy. KaJ IpUMEHIMO JIeMy
7 nobuhemo:

Yo #ddy) ~ Y Y Tlan) < (Y or(k) )

a,y<n a=1 y=1 k=1

Jlema 8.

3
3
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Hoxkas. Pann jegnocrasnocrn gedbunumunmo [, = > ¢ 7(k) u r, =
Y nei 7] Hoxaxumo ma je I, = r, 3a cBako n € N MaremaTuarom
MHIYKIjoM 110 n. basum ciaydaj n = 1 je tpusnjasan. IIpermnocraBumo ja
je l, = r,. Jacuo je na je l,41 =1, + 7(n+ 1). Ca apyre crpane mmamo:

Ln+1J_LnJ* 1, kln+1
k k)0, ktn+1

To mam naje ja he ce r,,, nmoseharu 3a 1 3a cBaku jenuiarn 6poja n + 1,
Tj. Tpi1 = 7 + 7(n 4+ 1). Kako cy pekypeHTHe jenHadnse 3a JBa HHU3a
je/THAKe W MMajy jeHaKe TOYETHE yCJIOBE MOXKEMO TBPJIWTHU JIa Cy Ta JIBa
HU3a WJICHTUIKY jeHaKa, IUMe CMO 3aBPIININ JOKa3. 3a cajia UMaMo Ja je:

n

> #ldidy) < (Y1)

a,y<n k=1

Kopucruhemo nosnary nejeaaakoctu Ja je || < x 3a cBaku peasan Opoj .
Harmy nponieny hemo 3aBpmuTu jJ0Ka30M Jia je:

i{%j Si%:ni%,énlnn n — 0o
k=1 k=1

k=1

Y IpeTxoHOM TOIJIaB/by CMO IOKa3aJn Ja 3eTa (PyHKIMja KOHBEPTHUpa 3a
npupojine 6pojese > 2, aju o ciydajy n = 1 ne moxkemo pehu ucro. Mehyrum
MOXKEMO JIOKa3aTh Ja aCUMITOTCKH Texku Inn. 3ampaso, Ojiep je 10Ka3ao:

"1
Hy=) +
k=1

"1
lim (H, —Inn) = lim ((Z o) —n n> — v~ 0.577

n—r00 n—r00
k=1

CmvHO Kao y MPeTXOHOM IIOT/IaB/by, ujaeja he HaM OUTH j1a CyMy
AIMPOKCUMUPAMO UHTETPAJIOM U OBPITUHOM HCIOJ I'PaduKa:

"1 "1
Hn:1+ZE§1+/1 - =1+In(n)
k=2

n 1 n—ll
H":1+ZE21+/ E=1+ln(n—1)
k=2 1
= H,~Inn
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Konauno nmamo:

S #(dh,dy) < (nlnn)?

a,y<n

OjocHo Harra BepoBaTHOha je:

4n21n’n  In’n

P < = —
~ (2n)? on

BaHuM/bUBOCT: JeaH MO3HAT OTBOPEH MIPOOJIEM je Jla ce MCIUTa Jia JIu je
OjiepoBa KOHCTaHTa 7y palnoHAIaH OPO].
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6 3akJpydak

[Ipe cBera, xTeo 6ux ja ce 3axBajuM cBoM MeHTopy CreBany lajoBuhy na
KOPHCHUM CaBeTUMa M Ha IIOMOhU OKO 0j1abupa TeMe U aJIeKBaTHE JINTEPATyPe.
Baxsaymo 6ux ce u ocrajauM npodecopuma Maremarudake ruMHasnje Ha
HeceOMIHO] MaKIbU U 3a/1arary, KojuMa, cy JIONPUHEIN pa3Bojy Moje JbybaBH
rpeMa MaTeMaTHUIIN.

Jako Mu ce Jionajia oBa TeMa, jep IOBe3yje peasiHy aHaJu3y, KOMILIEKCHY
aHajIM3y, BEPOBATHONY, aHAJIUTUYUKY TeOpHjy OpojeBa, ajarebapcKy Teopujy
OpojeBa u joIlr MHOTe JIpyTre rpaHe MaTemMaTuke. Takohe, Ba>KHO je HAIIOMEHYTH
Jla ce Y OBOM pa/ly MOKe BUJIETH BEJIUKH JICO 3HAIbA KOje CaM CTEKAO Y CPEIIhoj
TITKOJTH.

Y cBOM pajy cam ce y JIpyroj rjiaBu 6aBUO HEKMM IPOCTUM IMPUMEPUMa
BepoBarHOha y Teopuju OpojeBa, ca naejoM Jga IUTAOILY TPUOTUKUAM KOHIIEIIT
apUTMeTUYKe CTaTuCTuKe. Y Tpehoj rimaBm cam eleMeHTApHO U3BEO CJIA0U]jy
BEep3Wjy TeopeMe O IPOCTUM OpojeBUMa U JloKa3ao /JIupuxjeoBy rTeopemy
0 mpocTuM OpojeBMMa 3a KOHKpeTaH ciydaj m = 4. Y 4eTBPTOj IJIaBU
caM ce IPeTeyKHO DABHO 3aHUMJHMBUM IIPUMEpPUMa BepOoBaTHONA Be3aHUX 3a
Jiesimorie. Y TOCJeb0oj TJIaBU caM U3BOJIMO BepoBaTHONE Jia MOJUHOM UMa
kopen y [, Kao u j1a je pacTaB/buB HaJl LeJUM OpojeBUMA.

Y pajy je kopuirheHo JIocTa HAIPEJHUX TeopeMa, Koje caM MOopao Jia
HaBeseM 0Oe3 JI0Ka3a, OMJIo Jia JI0Ka3 MPEeBa3UIa3n CPEIHOITKOICKO I'PAINBO
WIN je JIOKa3 Jyradak u 3aMOpaH.
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