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YBO/J,

Excrpemanna Teopuja ckylioBa pa3BHjajia ce Kao JIe0O KOMOMHATOPUKE KOjU
IIpoyYaBa KOJIMKO BEJIMKe MOTY OUTU (paMUjInje CKyIoBa aKO Ce Ha HbUX HAMETHY
oipebhena orpannyema. Mako cy nurama 4ecTo (GopMysncaHa BPJIO jeTHOCTABHO,
IbUXOBa PeIleha Cy TOKOM BpeMeHa J0BeJIa JI0 pa3Boja BeOMa Pa3/JIMIUTUX METO/Ia:
0/ YMCTO KOMOMHATOPHUX apryMeHaTa, IIPEKO JIMHeapHe ajredpe, J0 MOJTUHOMU-
jaJTHIX METOJIa W CIOJBAIIhe ajredpe.

[MInepuepoBa Teopema m3 1928. rogmHe ce cMaTpa jeJIHUM O] MOYETHUX Pe-
3yJITaTa eKCTpeMaJiHe TeopHuje CKYIoBa M IOKa3aJa je Jia ce CTPYKTypa (daMmuinja
MIOJICKYTIOBA MOYKe ITPEIU3HO OI'PAHIMYNTH aKO ce 3a0PaHU 110jaB/bUBabe OJpeheHnx
onnoca nnkiysuje. Kacuuje cy Jbybes, Jamamoro u Memasikun nanau jatay dbopmy
OBOI' pe3yJITara, mo3Hary Kao ,LYM” HejeTHAKOCT.

CpeanHoM J1BaIeceTOr BeKa MaXKibha Ce CBe BUIIE yCMepaBaJsia Ka (haMuimjama
CKyTIOBa ca orpanmdenuM npecernuma. Epmormt, Ko u Pajo nmokazanu cy 1961. roau-
He je/laH O] HAjIIO3HATUJUX PE3yJITaTa y OBOj 0OJIACTH, KOju ce DaBU YHUMDOPMHUM
dammimjama unju ce cBaka JiBa wiaHa ceky. Epgmerm u Pasio cy Ttakobhe ysemn u
TeopeMy O cyHIOKpeTy. OBH pe3yJiTaTu Cy BaxKHU jep Cy IMOKA3aJu Jia BEJIUKE
KOMOMHATOPHE CTPYKTYPE YeCTO MOPAjy UMaTH YHYTPAIIHU PEI.

UcroBpemeno, cimvHa THTama M0jaB/bUBAJIA Cy Ce U Y JIPYTHM O00/JIaCTUMA
MaTeMaTuke, 1mocedHo y craructuiu. P. A. @umep je, mpoydaBajyhu aus3ajH ex-
CIepUMeHaTa, JIONMA0 0 HejeJIHAaKOCTU KOja je KacHHje JI00MIa BayKHYy KOMOWHA-
topuy unrepuperarujy. Kacuuje je P. K. Boze 1949. rojgune odjaBuo Kpartak, ajan
BeoMa yTunajan paj y dacomucy Annals of Mathematical Statistics. Y mwemy je
peno3nao Jia ce PuirepoBa ujeja MOXKe MOCMATPATHU IHUPE, KA0 Pe3yJITaT o da-
MUJIAjaMa CKYIOBa YUjU Cy IIpPecely MCTe Bejaudune. Jorr Baxknuje, bo3eoB moka3
je yBeo Tako3Bany linear algebra bound meroy.



2 1. ¥YBog

OcHoBHa njieja 0Be METO/IE je J1a c€ KOMOMHATOPHU 00jeKTH, KAO IITO Cy CKYTIO-
BU win (paMuirje CKyIoBa, IpeJIcTaBe BEKTOPUMa, MATPUIIAMa, I TTOJTMHOMUMA.
Hakon tora ce BenmumHa paMuinje orpaHmdaBa IIOMONY JUMEH3HUje HEKOT BEK-
TOPCKOT' TIPOCTOPA, PAHIa MaTPUIle WU JIHHeapHe He3aBucHoctu. OBaj MpucTyt je
IoceDHO BazKaH 3aTO IITO Ce CJIOYKEHU YCJOBU O IPECernMa CKYIoBa YECTO MOTY
IIPEBECTU y jeHOCTABHE aJjiredapcke yCJIoBe.

Jeman oy HajuosHaTWjux mpuMepa TakBor npuctyna je ,Oddtown” Teopema,
IJIe ce YCJIOBU O MAPHOCTHU IIPEBOJIE y CKaJIapHe ITpon3Boje Hal mosbeM [Fo. Cpoman
npumep je ,Eventown” mpodsem, y KoMe ce 1mojaB/byjy OPTOTOHAJTHOCT U TOTAJIHO
M30TPOIHU MOTIIPOCTOPU. Y OBUM JIOKA3MMA CYIITHHA HUje Y JIUPEKTHOM Ipedpo-
jaBamy, Beh y Tome ja Opoj CKyIoBa He MoxKe npehu aumeH3ujy ojarosapajyher
aJIredapcKor 0djexTa.

Jla;bu pa3Boj OBe mjeje JIoBeo je 70 MoJuHOMHUjaaIHuX Merona. Pej—Homypu u
Buscon cy 1975. roaune JoKa3aan BajkKaH Pe3yJITaT O YHUPOPMHUM haMuUInja-
Ma ca OrpaHUYeHUM BejudnHama rpeceka. Hekonuko rogmna xacuuje, pankia u
Buiicon cy pasBuiin cpojHe MeTO/e KOje Cy MOCTaje U3y3eTHO YTUIAjHe Y KOMOU-
HATOPUIIHN.

Jor jena BarKHaA TEXHUKA, KOja ce IPUPOTHO HAJIOBE3Yje Ha JTUHEAPHY aaredpy,
jecre criospammpu npon3Boa. O omoryhasa Jloka3e pasHUX Teopema. YMECTO J1a
ce JINPEKTHO aHAJM3WPAjy Mpeceld CKYIOoBa, OHU Ce INPEBOJIe Y TUTAIbe Ja JIU je
onpehenu criospaImbyu TPOU3BOJL jeTHAK HYJIU UJIN HUje.
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Kiaacununu pesyiiraTtu
eKcTpeMaJiHe Teoplje CKYIIOBa

2.1 IIImepuepoBa tTeopema u ,,LYM” HejegHakocT

Qamumja ckymosa JF C 2" qasusa ce aHTUJIaHAIT KO 3a CBaKa JIBA PA3JIUINTA
ckyna A, B € F nwe Baxxu A C B. /Ipyrum peunma, HEjeIaH CKyIl u3 (haMunje
HUje MOJCKYI HEKOT JPYTor CKyla U3 ucre paMuimje.

Teopema 2.1 (,LYM” mejennakoct). Axo je F C 2" aprunamarn, taga paxu

1
Z;@gl.

Jloxas. Tlocmarpajmo cBe mepMyTanuje exeMenara ckyma [n]. CBaka nepmyranuja
(41,12, ...,1,) onpebyje jenan MakcUMaJHN JIAHAILL TIOJICKYTIOBA:

g C {ir} C {ir, i} C -+ C [n].

Jlakjie, cBaka mepMmyTalldja Jaje JiaHall Yy KOMe Ce Y CBaKOM KOpakKy Jojiaje 10
jeman HOBH eseMeHT. 3a durcupan ckyn A C [n], meka je |A| = k. Ilmuramo
ce y KOJIMKO TepMmyTalja ce cKyn A 1mojaB/byje Kao jeaH dwjiaH ojroBapajyher
MaKCHMaJIHOr JaHa. 1o 3Haum Jla NpBUX k ejeMeHaTa IepMyTallije MOpajy OuTu
yIpaBoO eJieMeHTH ckyna A, y HeKoM pejociiely, a mpeocraanx n — k ejiemeHara
Mopajy outu esemenTu ckyna [n| \ A, takobhe y Hekom pemocieny. 3aro je 6poj
nepMyTalnja Yuju MaKCUMAJIHU JaHal caap:ku ckyn A jennax k!(n — k)l Ykynan
6poj mepmyraruja ckyma [n] jecre n!. Cana npedpojaBamo napose (A, ), rue je
A € F, a m nepmyTaiuja dnju MakcuMaJHu JjaHar caapxku ckyn A. Ca jemne
cTpane, 3a cBakd cKyn A € F TakBUX IepMyTallija uMa

|[All(n — |A]!.

3



4 2. Knacuynm pesysitaty ekcTpeMaJjiHe TeOpHUje CKyIoBa

3aro je ykymam 0poj Taksux maposa jennax y . |All(n — |A])!. Ca mpyre crpa-
He, IOIITO je J aHTH/IAHAI, jeJJaH MAKCUMAJIHU JIAHAI MOXKE CAJIPYKATH HajBUIIE
jeman ckym u3 J. 3amcra, ako OM CaJprKao JIBa pas3IudnuTa CKyla u3 JF, OHH Ou
OWJIM yIOpEINBU 110 WHKJIY3UjU, j€p CY CBU CKYIIOBU y JIaHIy HopehaHu jean y
npyrom. To je memoryhe mo pedbununujn antuaanna. Ilomrro mocroju ykymmo n!
repMyTaIuja, J001jaMo

> 1AN(n — A < nl.

AeF
Hememem ca n! modujamo

| _ |
5 Mltn— 4D
AeF n

Aym
|A|!(n — |A])! 1

n! (\fq) '

1
ngl.

AeF \|A]

3aTo BaxKn

O]

Teopema 2.2 (IlInepueposa Teopema). Ako je F C 2" antunanar, raga saskn

1% ()

Loxaz. I3 ,LYM” nejemnaxocTu mMamo

1
%mgl.

Ba caku A C [n] Baxkn

(|Z|) : (Ln72J> - (fls) - (Ln}}%)'

> 1 > ]:|
122 522

AeF (Ln/ ZJ) (Ln;b?J) |

1= () )

IIpumep 1. I'panuna je mocruxkua. JIOBOJBHO je y3eTH CBe MOJCKYTIOBE CKYIa [n]
KOjU MMajy TadHO |n/2] ememenara.

3ato je

1

Haxkue,



2.2. Eppem—Ko—Pano Teopema )

2.2 Epaem—Ko—Paao Teopema

Caya mocmarpamo yaudopmue pavuinje. Pamuinja F HasuBa ce k-yHUPOPMHA
aKO CBaKW CKyI u3 J mMma TadHo k ejleMeHara.

Teopema 2.3 (Epuem—Ko—Pajio). Heka je k < n/2 u neka je F k-ynudopmua
dbammnmja momckymnosa ckyna [n]. Ako 3a cBaka jnBa ckyna A, B € F Baxku

ANB +# 2,

n—1
< .
n=(1)

/loxas. 1lpBo hemo mokazaru moMohHO TBpheme.

OHJTa je

Tepamwa 2.1. Heka je k < n/2. YV nukJInmdHOM pacropey ejeMeHaTa CKyma [n]
HajBuUIe kK MHTepBaJja ayxKuHe k Mory ontu mehycodbHo mpecerajyhmn.

Jloxas. Pacnopemnmo enemente ckyna [n| Ha Kpyr. [locmarpajmo cBe mHTEpBaJse
ayxKuHe k Ha TOM KpPYyTy, KOJUX MMa TadHO M. 3aUCTa, O3HAYNMO M3adpaHe WH-
TepBaJie IUXOBUM TOYETHUM TadKaMma Ha KPyry. AKO jegan MHTEPBAJ MOYHIHE y
HEKO] TaYKW, OH 3ay3uMa k y3acTOMHHX MecTa. AKO m3adepemMo je/laH MHTePBAJI
KOjU je HajJeBJ/bU Y HEKOM IIpecedeHOM JIYKY, CBU MHTEPBAJIN KOjU T'a CEKY MOpajy
MIOYUILATH YHYTAp HAajBUINE k MOryhuX MMOYETHUX MO3WIHja. 3aTO UX MOXKE OUTHU
HajBuiie k.

]

[TocmaTpajmMo cBe NUKJINYIHE paclope/ie eleMenara cKyma [n]. 36or TBpame, y
CBAKOM pAacCIIOpe/ly HajBUIIIE % CBUX MHTEPBaJIa JIyKuHe k MOoxke OuTn u3 paMusimje
F. Caga mocmarpajMo cBe k-TounaHe IOACKymoBe ckyma [n]. Hbux mma (}). 36or
CUMeTpHje, CBaKU K-TOWIAHU CKYIl IOjaBJbyje Ce€ Kao MHTEPBAJ y HUCTOM OpPOjy
IUKJIUIHAX PACIIOPe/ia. 3aT0, KaJia TOCMATPAMO CBe IIUKJIUYIHE PACIIOPE/Ie 3ajeTHO,
HajBUIIIE % 0J1 CBUX k-TOWIaHUX CKyIOBa MOxe npunagaru damunuju F. lakie,

Fl < %(Z)
%@)ZS'mdi@f:wfgkywm:(Z:D'

n—1
< .
n=(1)

Konauno,

3aro je



6 2. Knacuynm pesysitaty ekcTpeMaJjiHe TeOpHUje CKyIoBa

IIpumep 2. I'panurna je jgoctmxkna. PukcupajMo jeJilaH eleMeHT, Ha npumep 1,
U y3MUMO CBe k-TOWIaHe MOJCKYIIOBe Koju cajipxke ejgemenT 1. CBaka JiBa TakBa
CKyIIa UMa]y 3ajeTHUYKHU eJeMeHT 1, a OpPoj TaKBUX CKYIIOBa je

(171
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2.3 Teopema o CyHIIOKpeTY

Qamunuja ckymoBa Aq, Ao, ..., A; Ha3uBa ce CYHIIOKPET Ca § JIATHUIA aKO 33
CBaKa J[Ba PA3IUINTa WHJIEKCA | # j BaXKN

Ai N Aj == K,
rie je K ncru ckyn 3a cBe mapose. Ckyn K HasuBa ce je3rpo cyHokpera. Ako je
K = @, ouna cy ckynoeu Ay, ..., A, MmehycodHO JmCjyHKTHH.

Teopema 2.4 (Teopema o cynmokpery). Ako je F k-yaudopmua damumimja ca
BHIIIE O/

El(s — 1)k
CKyIOBa, Taja J cajpKu CyHIIOKPET ca § JIaTUIIA.

Zloxas. Jlokazyjemo mumykiujom mo k. 3a k = 1, dammiauja je cacraBbeHa O
jeTHOWTAHUX CKYTOBa. AKO MMa BUIIIE O

Us—1=s-1

CKYTIOBA, OHJIa UMa 0ap S pa3INYATUX jeIHOWIAaHUX ckKynoBa. OHu cy mehycodmno
JINCjYHKTHH, TIa YMHE CYHIIOKPET ca § JIATUIA U pasHuM je3rpoM. [IpermocraBumo
cajia ja TBpheme Baxu 3a (k— 1)-yaudopmue davuiuje. Heka je F k-yrudopmua
damvmmja n HeKa je

|F| > k(s — 1)
Nzadepumo makcuMaJsiny moadaMuimjy

T={A1,A4,..., A} CF

quju cy 4iaHoBu MehycoOHo mucjynkTHu. Makcumaana 3uadu ga y JF He IoCToju
JOIII jelaH CKYyIl KOJH je JMCjyHKTaH ca CBUM CKymnoBuMma u3 T . Ako je

r>s,
ouma Ai, ..., A; 9MHE CYHIIOKpET ca S JIATUIA W MPA3HUM je3rpOM. 3aTO MOXKEMO
[IPETIIOCTABUTH JIa je

T <Ss.
Hexka je

B:A1UA2UUAT

[Tommro cy ckynoBu Ay, ..., A, MeDycodHO JUCjyHKTHU U CBaKU MMa k eJieMeHaTa,
BaXKH

|B| = kr < k(s —1).



8 2. Knacuynm pesysitaty ekcTpeMaJjiHe TeOpHUje CKyIoBa

30or makcumaJsiHoCTH hamurje 7, CBaKu CKyI U3 F MOpa UMATHU HEIPa3aH MPeceK
ca B. Bauncra, ako 0u moctojao ckyn F' € F takaB na je F N B = &, ouna ou F
OMO JINCjYHKTaH ca CBAaKUM CKyroM A;, ma ducmo morium gojgatu F'y 7T, mro je
CynpoTHO MakcuMaJiHocTu. Jlakiie, cBaku ckym u3 JF cajp:Ku Oap jeslaH eJIleMeHT
u3 B. Ilo /IupuxjiejeBoM NPUHINITY, IIOCTOjU €JIEMEHT ¥ € B Koju ce Hayla3u y

HajMabe % ckynosa damuauje F. Ilomro je
|F| > kl(s — 1)*
41
|B| < k(s —1),
JI001jaMo
\F|  kl(s—1)

| B ~ E(s—1) (k—1)l(s — 1)+,

[TocmaTpajmo cama damuanjy
Fz)={F\{z}: FeF, x€F}.

Csaxku ckyn y F(x) uma k—1 enemenara, na je F(z) (k—1)-yaudopmua dbamuimja.
Taxkobe,
|F(z)| > (k—1)!(s — )"

[To uHAyKTUBHO] mpeTmocTaBIy, JF (&) cajpKu CyHIOKpeT ca s jartuna. Heka cy
IETOBU WIAHOBU

Gy, Go, ... Gl

Tana mocroje ckymoBu
FLF,...,F, e F

TaKBH J1a je

[Toriro Gy, . .., G 9uHe CYHIIOKpPET, TIOCTOju CKyI K Takap jia 3a CBe i # j BaXKu
G,NG; =K.
Tana 3a oarosapajyhe ckymnose F; BaxKu
F,NF; = KU{z}.

Haxkme, Fy, Fy, ..., F, ande cyHIIOKpeT ca s JaTuiia y paMuanju F.
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JInmHeapHo-aJjiredapcke meTroe

3.1 OcHoBHe YMH-€HUIIE U3 JIMHeapHe ajiredpe

Y joka3zuma Koju ciiejie KopucTuheMo HEeKOJUMKO CTaHIAPTHUX UNHHEHUTIA.

1) YV BEKTOPCKOM IIPOCTOPY JMMEH3Uje N He MOXKE IMOCTOjaTH BUIIIE O 1 JINHEAPHO
HEe3aBUCHUX BeKTOpa. Ipyrum peumma, ako y IPOCTOPY JAUMEH3HUjEe 77 MMaMO
n + 1 BeKTOpa, OHU MOpPajy OUTH JIMHEAPHO 3aBUCHH.

2) Bekropu vy, Vs, ..., Uy, Cy JUHEAPHO HE3ABUCHU KO jeTHAYNHA
)\101+)\2U2+"‘+>\m’0m20
“Ma CaMO TPUBHjAJIHO PEIIEhe, OJTHOCHO aKO U3 OBE jeIHAKOCTH CJIeIN

/\Z‘:O, Vze{l,,m}

3) Axo je A marpura, panr marpure A, y osmanm rank(A), jecre aumensmja
IPOCTOPA MEHEPUCAHOI IeHUM BPCTaMa, OJIHOCHO KOJIOHA. Baxku

rank(A) < min{m,n}
3a CBaKy 1M X 1 MATPUILY.
4) 3a npom3BOJ| MATPHUIIA BAXKH
rank(AB) < rank(A).
ITocebno, ako je A = MM™, tana je
rank(A) < rank(M).

5) Ksagparua marpuna A pega m je MHBEPTUOUIHA AKO M CAMO aKO je
det A # 0.

Y ToM ciydajy BaxKu

rank(A) = m.

9



10 3. JImneapHo-airedapcke MeToIe

3.2 ,,Oddtown” mpobiem

[IperniocTaBuMo j1a y rpajry moctoju Buille Kiaybosa rpabana. CBaku Kiyd nma
HenapaH OpOj YIAHOBa, a CBaKa JiBa Pa3jMynTa KJiyda NMajy rmapaH Opoj 3ajeaHu-
YKUX 4jgaHoBa. lluTame je KOJIMKO HajBUINlE CKYIOBa MOXKe MMarTu (pamuianja F,
OJTHOCHO KOJIMKO HajBehe Moxke OuTm m.

Teopema 3.1 (,0ddtown” teopema). Ako je F = {A,...,A,,} davmunuja nom-
CKyTIOBa CKyTia [n] TakBa Jla CBAKU CKYyIl MMa HemapaH OpOj eJeMeHaTa, a CBakKa
JIBa Pa3IMYUTa CKyIlla UMAjy IapaH Opoj 3ajeJHUYKUX eJleMeHaTa, TaJla BasKu

m < n.

/loxas. Heka je
F: {Al,A27...,Am}

dbammmmja monckynosa ckyna [n] = {1,2,...,n}. Ycaosu npodiema cy:
|A;| =1 (mod 2) i=1,....m

A, NA;j|=0 (mod 2) Vi g, i # ]

CBakoMm ckymy A; IpupyKyjeMo HeroB KapakKTePUCTUYIAH BEKTOD

v; = (21,29, ...,2,) € Fy,
rJe je
1, keA,
T =
"7 o, k¢ A.

Kipyuna Besa usmely komOMHaTOpuKe 1 JimHeapHe ajredpe jecte ciejeha:
v;-v; = A, NA; (mod 2).
['ne je ckamapuu mpou3Bo, AepUHUCAH KAO
Vit Vj = T1Y1 + TaYo + -+ TpYn
U3 ycnoBa ja cBakm CKyIl A; nMa HemapaH Opoj ejieMeHaTa J001jaMO
v; - v; = 1.

Ca zpyre cTpane, U3 ycjoBa Jia JBa pa3jnduTa CKyIla UMajy IapaH Opoj 3aje Hu-
9KUX eJIeMeHaTa JT00MjaMo

Ui'Uj:O, ’L?éj
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Haxkue,

L, i=y,
Ui - Uj = . .
! 0, i+#j.

Cama hemo 1mokasaTu J1a Cy BEKTOPH V1, U, . . . , Uy, JJHHEAPHO HE3ABUCHH Y IIPOCTOPY
F%. IIperniocTaBuUMO Jja IIOCTOjU JIMHEAPHA KOMOWHAITIja

)\1U1+)\2U2+"'+)\m’0m20, )\1,)\2,...,)\m€F2.

V3MuMo cKaJlapHH MPOU3BOJ, 00e CTpaHe ca HEeKUM (DUKCUPAHUM BEKTOPOM Ug.
Iobdbujamo
()\11)1 + )\2’02 + -+ )\m'l)m) Ve = 0.

ITo nMuHeapHOCTH CKaJIapHOr IPOU3BOIA:
)\1('01 . Uk) + )\2(’02 . Uk) + -+ )\m(’Um . Uk) =0.

MebhyTum, 300r MPeTX0oHO JT0OUjeHe OCOOMHE, CBU ITPOU3BOMU V; - Vg jeTHAKUA CY
HyJIH ocuM KaJia je ¢ = k. 3aTo ocraje camo

)\k(’Uk . ’Uk) =0.
Kaxo je
v v = 1,
JI001jaMo
Ax = 0.
[Tormmrro je k duo nmpousBosbaH, CJI€IN J1a Cy CBU KOEMUIIMJEHTH jeTHAKYN HYJIU:
/\1:)\2::)\771:0
Jlakye, BeKTOpH V1, Vo, . . ., Uy, Cy JUHeapHO He3aBucHHU. Asm npocrtop F nma nu-

MEH3Ujy N, MMa y HmeMy He MOXKe IIOCTOjaTH BUINE O 71 JIMTHEAPHO HEe3aBUCHUX
BEKTOpA. 3aTO MOPa BaXKUTHU
m <n.

]

IIpumep 3. Ilocmarpajmo damunujy F = {{1},{2}, . ,{n}} CBaku CKyI y
0BOj dammnju nMa HenapaH Opoj ejemenara, jep je |{i}| = 1. Ca apyre crpane,
CBaKa /IBa PA3/IMUNATa CKYIla Cy JINCJYHKTHA, T4 je

{i}n{j} =2
3a i # j. Hakie,
{i} n{iH =0,
IITO je mapaH Opoj.
Baro oBa damumanja 3a10B0sbaBa yciaose ,,Oddtown” Teopeme m mMa TATHO N
ckynoBa. Tume ce Buyu ja je rpanuia u3 ,Oddtown” Teopeme ormrrpa.
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3.3 IIpobiaem ca ydyeHunmma m rpyrama

Canenehu pobiieM 1okasyje Jia UCTa Ujieja MOXKe Jia Ce MPUMEHU Uy CUTYyallu-
jama Koje Ha TPBU MOIJIE]] He M3TJIE/ajy Kao mpodsemMu o dhaMuanjaMa CKyIoBa.

3amarak 1. VY mKogm nMa n y9eHHKa. Y YEHUIN OJjla3e y Tpynama oJi dap JiBa
yuaenuka. [locite k > 1 omrazaka BaxKu J1a je CBaKM Iap y4YE€HUKA OMO 3ajeqHo y
rpynu TadHo jejgHom. Jlokazatu ja je

n < k.

Pememwe 1. 3a cBakor ydeHunka HaIpaBHNeMO BEKTODP KOjU O€JIEXKHU y KOJUM je
rpynama ydectBoBao. Heka je

Vi € Rk
BEKTOD KOJU O/IrOBapa i-TOM YUEeHHUKY, IPU 9eMY je j-Ta KOOp/JuHaTa jeTHaKa 1 ako
je Taj y4uenuk duo y j-toj rpynu, a 0 mHade. YCJIOB Ja Cy CBaKa JIBa yUeHUKa OUja
3ajeJIHO TAYHO jEJTHOM 3HAYM JIa 3a 1 7 j BaXKu

’UZ"UJ‘:]_.

[IpBO IpUMeETHMO J1a je CBaKU yYeHUK MOpao OuTH y dap jJBe rpyme. AKo Ou Hekn
YYEeHUK OMO y caMoO jeTHOj TPYIIH, OHJIa OM CBU OCTAJIN YYEHUIIM MOPAJIA OUTU Y TOj
WCTOj TPYIHU Ca UM, jep CBAKU Map YYeHUKA MOpa OUTU 3aj€JIHO TATHO jE€THOM.
Tana Ou Ta rpyna Beh cajpkaJia cBe yYeHHUKe, Ia HUje/IHA JIpyra rpymna oj oap
JIBA yUeHUKa He DM MOIJIa IoCcTojaTn Oe3 MoHaB/harmka HeKor mnapa. 1o je mnemoryhe
jep je k > 1. Hakae,

Vv > 2

3a cBaku ¢. [lokazahemo na cy BekTOpH
Viy...,Up

JAWHeapHO He3aBucHU y pocTopy RF. IIpeTmocTaBuMo 12 HOCTOjU JIMHEAPHA PeJIa-
mja
a1 + apve + -+ - + apu, = 0.

OzraynMo
S:a1+a2+"'+an.

Y3MuMo cKaJlapHH IIPOU3BO/L OBe pesanuje ca v;. JJodujamo
041(1)1 : ’Uj) + -+ an(vn . ’Uj) =0.

[TomTo je v; - v; = 13a 1 # j, a v, - v; > 2, nodUjaMo

ZO(Z' + Oéj("l]j . ’Uj) = 0.

i#]
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Kaxko je
Z o; = S — Oéj,
i#]j
cyean
S — Oéj + Oéj(?]j . 'Uj) = 0.
Haxkue,
S+Oéj(Uj'Uj—1) :O
O3znaaumo

dj:’l)j"l)j—l.

Tazma je d; > 0, ma mpeTxojHa jeJHAKOCT IOCTaje

S + O[jdj = 0,
OJTHOCHO
S
o= ——.
J dj
Axko ou dusio S # 0, oHIA cabupameM jeTHAKOCTH
S
a S —
J dj
110 CBUM J JIOOHMjaMO
1
S=-5 —.
d;

mTo je HeMoryhe jep je JiecHa cTpaHa HeraTUBHA. 3aTO MOPa OUTH

S =0.
Onna us
S + O[jdj =0
JI001jaMo
a; = 0
3a cBaku j. /lakje, BeKTopu vy, ..., v, Cy JuHeapHO He3apucHu. llomro ce Hamaze

y mpoctopy RF, xoju mma qumensujy k, MOpa BasKUTH

n <k.
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3.4 Heyaudopmua PumepoBa HejeJHAKOCT

[Tocmarpajmo dammnnjy nogckynosa F = {Cy,Cy, ..., C,,} ckyna [n] ca oco-
OMHOM JIa 3a CBaKa JIBA PA3JIUINATA CKYIIA BAKN

’C,;HCH:/\, 1< A<n.
[TuTtame je KOJUKO HajBUIIE CKYIIOBa MOYKE MMaTH OBaKBa (haMusmja.

Teopema 3.2 (Heyuudopmua Pumreposa Hejearakoct). AKo 3a cBaka JBa pas-
aranTa cKyma u3 damvminje F Baxu |C; N Cj| = A, onna Baxku:
m < n.

Aoxas. Ceakom ckymny C; TpUIPYKYjeMO HEroB KapaKTEPUCTHUIIHA BEKTOD v; €
R™. Heka je

U1

V2

Um

MaTpHIa YUjU CYy PEJIOBU KapaKTEePUCTUYHHM BEeKTOpU cKyrosa. llocmarpajmo ma-
Tpuy
A=MMT.

Enement na nosunuju (7, j) jeJHAK je CKaIapHOM IPOM3BOLY BEKTOpa v; U U, I1a
BaXKU

Aij =0V = |C’lﬁC'j|

30or ycioBa 3a/1aTKa JJ00MjaMo:

Ay = < Z - ].’
A, 1.

Heka je v; = |C;| — A. Ako je |C;| = A, Tana u3 ycaosa |C; N C;| = A caequ na
je C; € C} 3a cBakm j # 4. ¥ TOM CIIydajy ce IpodJIeM MOKe IOCeOHO 3aBPITUTH
jemHoCcTaBHUM TIpedpojaBambeM. 3aTO Y HACTABKY MOYKEMO IMPETIOCTABUTH J1a je
|C;] > X 3a cBaku 4, na je v; > 0.
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Jla OmcMo 3aBpIIMIN JIOKa3, JOBOJHHO je Ja IMOKaxKeMmo Jia je marpuia A wmH-
BEPTUOUJIHA, OJIHOCHO JIa je

det A # 0.

YMecTo IUPEeKTHOT padyHarmba JIeTepMUHAHTE MaTpulle A, MocMaTpajMo MIpoIupe-
HY MaTpPUILy

11 R |
0 Adbm A A
A

0 A A AT
PazBujamem jgerepMuHAHTE 10 TIPBOj KOJIOHHU JTOOUjaMO
det B = det A.

Cagia oy cBake BpCTe, OCUM IIpBE, OJy3MUMO A myTa mnpBy BpcTy. OBa omeparmja
He Mema jgerepMuHanTy. Jlodujamo maTpuity

11 1 - 1
Xy 0 - 0
X 0 7 -+ 0
X0 0 - A
Sarum, Kopuctehu j[ujaroHaHe eJIeMEHTE Yy, . . . , Vi, HOHUIITABAMO €JIEMEHTE — A\
y TIPBOj KOJIOHU. 3a CBaKy BPCTY ¢ = 2,...,m + 1 j107aM0 IPBOj BPCTHU OJroBapa-

jyhm yMHOXKaK Te BPCTe, TAKO JIa Ce eJIEMEHTH UCITOJ IIPBOT eJIEMEeHTa IIPBe KOJIOHEe
ykione. OBe oneparuje Takohe He Memajy gerepmunanty. Jloduja ce ropmerpoy-
raoHa MaTpUIla YUjU Cy JIUjaroHAJJIHU eJIeMEHTH

1 1 1
I+A({—+—++— y Y125+ -+ 5 Yme
s V2 Tm
3aro je
1 1 1
det A=detB=vv - Ym |1+ —+—+--+— ).
§a! V2 Tm
ITomrTo cy

A>0 7171727"'77m>07

cBU (paKTOPHU y OBOM IPOU3BOY Cy IMO3UTUBHH. 34TO je

det A > 0.
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Haxkue,
det A #£ 0,

ma je marpuna A waseprudmiaHa. Omarie ciemgu
rank(A) = m.

[Tomrro je
A=MMT,

JI001jaMo
m = rank(A) < rank(M).

Kako marpumna M uma n KoJioHA, BayKu
rank(M) < n.

Konaumno,
m < n.

]

IIpumep 4. Jenan on Hajmo3HaTHjuxX npumepa y Be3u ca DuinmepoBoM HejeTHA-
komrhy jecre @anooBa paBan. Ona mMa 7 Tadaka W 7 IPaBUX, IPU UEeMy CBaKa
ImpaBa Ca/IPyKM TAYHO 3 TadKe, a CBaKe JIBe IIpaBe Ce CEKY y TadHO jeTHOj TadKH.
[IpaBe MOkeMO 3ammcaT Kao CKYIIOBE:

{17273}7 {1a475}a {1563 7};

{2,4,6}, {2,5,7}, {3,4,7}, {3,5,6}.

Csaka JBa 0J1 OBUX CKyIIOBa mMajy mpecek Bejaunuante 1. Jlakie, mmamo dbamuin]y
o1 7 CKyIIOBa HaJI CKYIIOM OJ 7 ejleMeHaTra. 3aTo je y OBOM IIPUMEpY

m=n=1=1,

I1a ce BUJIU J1a jeHakocT y PUIepoBoj HejeIHAaKOCTH 3aUCTa MOXKe JIa Ce JIOCTUTHE.



4

~Eventown” npodjem

4.1 OPpPTOrOHAJHOCT M TOTAJIHO HN30TPOMHH IIOT-
IIPOCTOPU

Hexka je W BekTOpCKU mIpocTOp JmMeH3uje n HaJ HeKuM rojbeM [F. [Ipernocra-
BuMoO ja je Ha W nmara cumerpuvHa OmsmHeapHa (popma

B:WxW —T.
To sHaum ma je [ nMuHEapHa 1O 00€ MPOMEHJ/bUBE 1 J1a 3a cBe u, v € W Baxku
B(u,v) = B(v, u).
3a BekTOpe U, v € W KaxkeMo Jia Cy OPTONOHAJHU aKo je
Bu,v) = 0.
Axo je U < W mormpocTop, HeroB OPpTOrOHAJHA KOMILIEMEHT JAePUHUIIEMO Ko
Ut ={xcW:pB(z,u) =0 3acsaxo u € U}.

Hakse, UL je ckyn cBux BekTopa n3 W KOju Cy OPTOTOHAJIHE Ha CBAKH BEKTOD
u3s U. ¥V namseM pajly Kopuctuhemo ciiydaj Kajia je oOunnHeapHa (opMma Hejiere-
Hepucana. 10 3HaYM Ja He MOCTOjU HEHYJITH BEKTOP KOJU je OPTOrOHajlaH Ha CBe
BekTOpe mmpoctopa W. Ipyrum peunma,

W+ = {0}

Tepama 4.1. Heka je W BekTOpCKHU IIPOCTOP JAUMEH3UjE N Ca HEJEreHEPUCAHOM
cumeTpudHOM OmmaeapaoM (opmom. Ako je U < W, Tajia Baxkn

dimU + dimU™* = n.

17
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/loxas. Heka je
Uy ..., Uk

daza normupocropa U. Tazga je

dimU = k.

Bekrop € W npumana mpocropy UL ako m caMo ako je OpTOrOHAJIAH Ha CBe
BekTope u3 U. JIoBOJBHO je IPOBEPUTH OPTOTOHAJHOCT Ha OA3HUM BEKTOPUMA, I1a
yeaos x € U+t mocraje cucreMm jenHadmna;

5(:177'“1) = 07
B(x,uz) =0,
Bz, ux) = 0.

Hakse, UL je mpocTop perrema XOMOTEHOT CHCTeMa Of k JIMHEAPHHX jeTHaYmHA
y mpoctopy anmensuje n. [lokazahemo na cy oBe jeiHaumHe JIMHEAPHO HE3aBU-
cue. [IpernocTaBuMo f1a 1ocToju JIMHEApHA KOMOWHAIIMjA OBUX jeJIHAYNHA KOja je
jeaHaKa HyJIu, Tj. Ja HOCTOje CKaJapu

Alyevey A
TaKBHU 2 3a cBako x € W Bazku
Mp(x,uq) + NofB(z,ug) + -+ - + M Bz, uy) = 0.
36or sauHeapHOCTH opMe [ IO JAPYTroj TPOMEH/BUBOj, OBO MOXKEMO 3aITHUCATU KAO
B, Mug + Aoug + -+ + Agug) =0
3a cBako x € W. O3nauumo
U = A\up + Aaus + - - + Apug.

Tana Baxkn

B(z,u) =0
3a cBako x € W. Ilomro je dpopma Heserenepucana, ciean
u = 0.
Amn uq, ..., u, Cy JTUHEApHO HE3ABHUCHU, I1a, MOPa OUTH

/\1:)\2:"':)\k:0.
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Jlaxe, jeiHaunHe Cy JIMTHEAPHO HE3ABUCHE. 3aTO CUCTEM UMa PaHT k, 1Ma je JTuMeH-
37ja TPOCTOPa Pellema jeTHaKa

n—k.

OmaocHO,
dimU* =n —dimU.

Haxkue,
dimU + dimU™* = n.

Caga yBommMo 1ojaM Koju he dutu KJbydaH 3a cjeehn gokas.

Hedbununuja 4.1. Iorupocrop U < W HasuBa ce TOTAIHO M30TPOIIAH AKO je
cBaku BekTOp u3 U oproronasian Ha cBaku BekTop u3 U. Ipyrum peunma,

B(u,v) =0 3a cBe u,v € U.
Yenos ga je U ToTaaHo M30TpOIIaH €KBUBAJIEHTAH je MHKJIY3UjU
UcCuU*.
Y mpocropy Fj kopuctrhemo crangapHy ounmHeapHy HGopMy

B(u,v) = uvy + - -+ + uyv, (mod 2)

4.2 ,Eventown”

Casa mocmaTpamo mpodsiem ciandan ,,Oddtown” mpodsemy, anau ca apyradujum
ycaosuma. Heka je

F:{A17A27...,Am}

Y

dbammnumja momckynosa ckyna [n]. Kaxemo ga davummja F 3am0Bosbasa , Eventown’
YCJIOBE aKO 3a CB€ %, ] BaxKu

[Tocebno, 3a ¢ = j modbujamo
|A;| =0 (mod 2),

I1a CBAKM CKYyII n3 paMunje nMa rmapaH Opoj eJeMeHaTa.
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Teopema 4.1 (,Eventown” teopema). Axo je F = {A4;,..., A} damminja mos-
CKYTIOBa CKyIa [n| TakBa Ja 3a CBe i, ] BaxKu

|A;NA;]=0 (mod 2),

OHJIa BaXKH
m < 21/2

Zloxas. CBakoM cKymy A; IpuapyKyjeMo meroB KapaKTePUCTUIHU BEKTOD
v; € IF5.
Kao u panuje, 3a KapakTepuCTHIHE BEKTOPE BAXKU
v;-v; = A NA4; (mod 2).
36or ,,Eventown” ycsioBa jodujamo
v - v; =0, Vi, J.

Heka je S = {vy,v9,...,v,,} u veka je U = span(S). Ilomro je cBaku BekTOp
u3 S opTOroHaJlaH Ha CBAKU BEKTOP U3 S, U3 JIMHEAPHOCTU CKAJAPHOI IIPOU3BOJIA
cjiequ Ja je ceaku BekTop u3 U oproronaJsian Ha cBaku BekTop u3 U. /lakie, U je
TOTAJTHO U30TponaH norpoctop. Iomro je U TorajiHo M30TpoNaH, BaxKn

UCU*.
3aro je
dimU < dimU*.

Ca apyre crpane, n3 MPETXOIHO JI0Ka3aHe (POpMyJie 38 OPTOTOHATHU KOMILJIEMEHT
nMaMO
dimU + dim U+ = n.

3aTo modujamo

2dimU < n,
OJTHOCHO
dimU < {EJ
J— 2 .
[TomTo je
SCU,
UMaMO
m =[] <|U|.
Haxkue,
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Jesma npupoiHa KOHCTPYKITHja KOja JIOCTUKE OBY T'DAHUILY JI00Hja ce KaJia je
n mapas. IlocmaTpajMo mapose eremeHaTa

{1,2},{3,4},..., {n—1,n}.

V3MUMO CBe CKyIIOBE KOjU Cy yHHUje HEKHX OJI OBUX maposa. Ipyrum pedmma,
3a CBaKM M300p IAapoOBa y3UMAaMO CKYI KOjU CAJPXKU 00a eJIeMEeHTa U3 CBAKOT
nzadpanor mnapa. Tajia cBakm TakaB CKyIl MMa IapaH OpOj ejleMeHaTa, a IpPeceK
CBaKa JiBa TAKBa CKYIIa OIET je YHUja HEKUX IIapoBa, I1a UMa IIapaH OpOoj eJeMeHaTa.
Haxue, nodujamo ,Eventown” damurujy. [Tormro mocroju n/2 maposa, a cBaku nap
MOYXKEMO WA U3a0paTh WjIu He, OPOj CKyIOBa y OBOj (baMUINju je/IHAK je

2n/2
To nokazyje na je rpanumna 3 ., Eventown” Teopeme 3a napHo 1 focTHKHA. AKO je
b
N HellapaH, UCTHU IOCTYIIaK IPUMEhYjeMOo Ha IIPBUX N— 1 eJeMeHaTa, 0K ITOCIe I

eJIeMEeHT He KOPUCTHMO, I1a J00UjaMO 2(n=1)/2 — 9ln/2] CKYIIOBa. 3aHUMJBHBO je JIa
ce 3aIrpaBo cBaka ,Eventown” dpamuinja MoxKe IPOMUPUTH 10 MAKCHMAJIHE.

Teopema 4.2. Caku MaKCHMaJIaH TOTAJIHO U30TPOIIAH ITOTIPOCTOP IpocTopa Y
nMa JTUMEeH3HU])y
VLJ
5]

/loxas. Heka je U ToTamHo m3orporan normupoctop mnpocropa Fy, To jecr

UCU*.
[IperniocraBumo 11a je
-2
dimU < r .
2
Tana je
2
dimUt > 2
I1a UMaMo

dim(U™+) — dim(U) > 2.

3aTo MoxkeMo u3adpaTu BeKTope u,v € UL, Tako /a HujeaHa HETPUBH]jaIHA JITHE-
apHa KOMOMHAIIFja BEKTOpa u W v He mpuiaaa upocropy U.

AKo je HeKM 01 BEKTOpa U, ¥ WJIA U + vV U30TPOIAH, Ta/a CMO 3aBPIIIIN, jep
OmcMo Taj BeKTOp Moryu jofaTtu mpoctopy U u modbutu Behu TOTAIHO U30TPOITaH
IIOTTIPOCTOP.

[IpernocTraBuMo 3aT0 Ja HHUjeJaH OJ BEKTOpa U, ¥, U + ¥ HHje U30TPOIIAH.
[TomTo pamumo Ha1 osbeM [Fy, TO 3HAYM A BazKu
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[TocmaTrpamo caja BekTop u + v. mamo:
(u+v) - (ut+v)=u-utu-v+v-u+tov-o.

Han nomem Fy Bazku
u-v+v-u=2u-v=0,

a 3aro
(utv) - (u+v)=1+1=0.

Jakie, u + v je ©30TpoONaH BEKTOP KOju He Ipunaia mnpoctopy U.
Taza je
span(U, u +v)

TOTAJTHO U30TPOIIaH MOTHpOCTOp Koju mpaBuiHo cajapxku U. To 3naunm na U Huje
MakcuMasiaH. [Ipema Tome, ako je U makcmmaJsaH, MOpa BazkKUTH

dimU = gJ .

O

ITocnegumna 1. Csaka ,, Eventown” dpaMuimja MoxKe ce JIOIYHUTH 0 MaKCHMAJI-
He.

/loxas. Heka je U nuneapHu oMOTad KapaKTEPUCTUIHUX BEKTOPA CKYIIOBa U3 JlaTe
damunmje. Kao y noxkasy Teopeme, U je TOTAIHO U30TPOIIAH MOTIPOCTOP IIPOCTOPA
F?. Axko U uuje MakcuMaJiaH, MPONIUPUMO T'a JI0 MAKCUMAJIHOT TOTAJIHO M30TPOII-
wor norupocropa U'. Ceum Bekropuma u3 U’ npuapykuMo oarosapajyhe mojacky-
nose ckyna [n]. [lomro je U’ ToTajno mM30TpoIaH, mpeceru cBaka JBa JI00UjeHa
CKyIla UMajy IapaH Opoj ejeMeHnara. Tako j00ujaMo Behy, OJHOCHO MaKCHUMAJIHY,
LS2Eventown” damuinjy Koja caJp:Ku MOYETHY. [
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ITonunoMujajiHa MeToaA

Y mpeTxoHUM MOTJIaB/bUMA IMOCMATPAId CMO (paMUINje CKyIOBa Ca pa3/Indu-
TUM OrpaHuYemuMa Ha mpeceke. Ca Jipyre cTpaHe, y MHOIUM IIPODJIEMUMA, J03BO-
JHEHO je BUIIle Pa3JUIUTHX BeJIUduHa mpeceka. 1o Bojau J10 mojma L-tipecenajyhux

damuimja. Heka je
L={lly,....0}

CKYII HEHEraTUBHUX Ieaux OpojeBa. Kaxkemo ma je dammnuja F L-mpecenajyha
aKo 3a CBaka JBa pazjnuuTa ckyna A, B € F Baxn

|ANB| € L.

Teopema 5.1 (Pej—Homypu—Buicon). Heka je L = {/y,...,¢;} u neka je F k-
yandopmua L-nipecenajyha davuanja mogckymosa ckyma [n]. Taga Baxun

| < (Z)

Kacuuje cy ®pankn n Buicon mokasajim 3HATHO ONIITHjU Pe3YJITAT y KOMe
yHIU(DOPMHOCT BHIIE HUje TTOTpedHa.

Teopema 5.2 (®panki—Buicon). Heka je
L: {gla--wgs}

u Heka je F L-npecenajyha dammimja noackynosa ckyna [n]. Taga Baxkn

ne ()50

Y nacraBky hemo nokazatm ode Teopeme mcroBpemeno. /lokaz Pej—Homypu—
Buiicon Teopeme noduhe ce kao MaJsio mojadarme ujeje kopuiihene y qoka3zy Ppanki—
Buiicon Teopewme.

23
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5.1 MynTuanHeapHu MMOJUHOMMU
Heka je
Q= {0,1}".

[TonmaOM Ha3WBAMO MYJITUJIMHEAPDHUM aKO C€ Yy CBAKOM MOHOMY CBaKa IIPOMEHJbU-
Ba II0jaBJbyje HajBUIle Ha IPBU CTEIEH.

Teopema 5.3 (Mynrununeapusaiyja). Heka je f nmommuom cremena Hajpuire sy
IPOMEH/bUBAMA
T1yeeeyTp.

Tama mocToju MysITHIMHEAPHN TTOJMHOM [ CTeleHa HAjBUINE S TAKAB /14 38 CBAKU
e

BaXKN1 N
f(x) = f().
/oxas. Ha ckymy {2 cBaka KOOpJIMHATA 33 I0BOJHABA

2

Baro ce y cBaKOM MOHOMY CBAaKHU CTEIIEH T: MOXKE 3aMEHUTH Ca T;. I[OHaB/barbeM
OBOT' TIOCTYIIKa, J00MjaMO MYJITUINHEAPHU ITOJNHOM KOjU UMa UCTEe BPETHOCTHA KAO
[IOYeTHU IIOJIMHOM Ha CBUM TadKaMa cKyIa (). ]

Casa hemo nipehu wa noka3 @panki-Buiicon Teopeme.

5.2 ®dpankia—-Bujcon reopema

Teopema 5.4 (Ppanki—Buicon). Heka je L = {¢,...,¢;} u nmexa je F L-
npecerajyha damvummmja nonckynosa ckyna [n]. Tama Baxn

ne)- (2 )

F={A,Ay, ..., A,}.

CBakom ckymy A; IpUpYKYyjeMO HEeroB KapaKTEePUCTUIHU BEKTOD

/loxas. Heka je

V; € {0, 1}n
[Tosmcernmo J1a 3a KApaKTEPUCTUYIHE BEKTOPE BaXKU

Vi -V = |AZOA]’
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3a cBaku WHIEKC ¢ JeDUHUIIEMO TOJTTHOM

film)= ] (wi-z—0).

£t<|Ai‘

OBze pom3BOJ, MJie MPEKO CBUX OpojeBa m3 ckymna L Koju Cy CTPOro Marbu O
|A;|. lomro ckyn L mMa s ejieMeHaTa, CBAKH MOJMHOM f; UMa CTEIEH HAjBUIIE S.
[TocmaTpajmo cajia BpeJHOCTH OBUX MOJIMHOMA Ha KAPAKTEPUCTUIHUM BEKTOPUMA
vj. Axo je
J <t

oH/Ta 300r ycjoBa L-tipecenajyhe dpamuianje nmamo

|Az N AJ| e L.
Jaxkite, jenan pbakTop y IPOM3BOMY MOCTaje HyJIa, IIa je

fi(vy) = 0.

Ca mpyre crpame,

fite) =TT (Al = ).

Le<|Ag

Hujenan cdaxkTop HUje jeHAK HYJIH, TIa BaXKU

fi(vi) # 0.
Haxkue,
_J#0, g=1,
Jilv) = 0, j<i.

Caza MynTuIMHEapu3yjeMo cge noaunHome f;. Jlodujamo MysnTuinHEapHe MOJTMHO-
Me f; UCTOr CTeleHa, IPU €My OCTajy UCTe BPE/IHOCTU Ha CBUM KapaKTePHUCTU-
ganM BekTopumMa. [lokazahemo ma cy momuuaomu fi, ..., f,, JUHEAPHO HE3aBUCHU.
[IpermiocTaBUMO J1a TIOCTOjU PeJIAIn]ja

Mfit e+ Anfm = 0.
Heka je t HajMamu WHIAEKC 3a KOjU je
At # 0.

YBpcTumo cajia
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Tasta cBu wanHoBM ca MHJIEKCOM Behum o1 t HecTajy 300r ocodmHe

filv) =0 (t<i),

a ocTaje
ASi(v) = 0.
Ay B
f t(Ut) # 0,
ma cJiejiu
A =0,
mTo je KoHTpajukIimja. Jlakie, mosmHOMU ?1,...,?771 Cy JIMHEApHO HE3aBUCHU.

Caga KOPUCTHUMO YUILEHUILY da IIPOCTOP CBUX MYJITUJIMHECAPDHUX ITIOJIMHOMAa CTEIICHA

HajBHUIIE S UMa JUMEH3HUjY
D (M) (7
0 1 s)

3amcra, 0a3a OBOI' IIPOCTOPA CACTOjU Ce OJ CBUX MOHOMA OOJIMKA
TiyTiy -+ Tiys t <s.
bpoj TakBux mMoHOMa jeIHAK je YIIPaBo
S
> [y
. )
t=0

[Tomro mMamo m JUHEAPHO HE3aBUCHHUX IIOJMHOMA Yy IIPOCTOPY OBE JIUMEH3H]E,

JI001jaMo
m< () + (") + ("
—\0 1 s)
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5.3 Pej—YHoaypu—Buscon Teopema

Teopema 5.5 (Pej—Homypu-Buicon). Heka je L = {fy,...,{;} u neka je F k-
yuudopmua L-nipecenajyha damuminja nogckynosa ckyna [n]. Taza Baxn

|| < (Z)

/loxas. HactaB/baMO CIHMITHO Kao W Yy IMpeaxoaHoMm jgeny. IlpermocraBumo caja
JomaTHO Ja je dbammimja F k-yaudopmua. Taja 3a cBaku CKYIT BazKu

VY ToM cily4ajy CBU MOJUHOMU UMajy OOJIUK

S

fix) = [Jvi -z — ).

oo
f@'(”j):{? i

Caza hemo mojauaru nperxojaHu apryment. 3a csaku nojckyn I C [n] medu-
HUTIIEMO MOHOM
Ty = H Zi.

il

Haxkue,

OBaj 3ammc je KOpuCTaH 3aTO IITO MOHOM I IIPOBEPAaBa, JIa JIU JIaTU CKYII CaIprKI
cBe eqemente ckymna I. Hamme, ako je J C [n], onza je

1, ICJ
zv) =9, I¢J

[Tocmarpajmo caga dyHKIHIjE

x;(Z@—k), Il <s—1.
j=1

Tepaumo 5a cy cBe oBe (pyHKIHje 3ajeIHO ca MOJUHOMHUMA f1, ..., f,, JUHEAPHO
nesapucHe. [IpermocTaBumo cympoTHO:

Z)‘ifi + Z MIxg (Z% - k) = 0.
=1 =1

1] <s—1
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YBpcTuMO

[Tomro je dpamunuja k-ynudopmaa,

n

Z(Ut)j = kv

j=1

I1a CBU YJIaHOBU U3 Jpyre cyMe Hecrtajy. Kao u panuje, n3 npBe cyme ocraje camo
qJIaH

)\tft(vt);

a J1001jamMo
>\t - 0

Hakye cBu KoeduimjeHTn \; Mopajy ouTH HyJsa. Taja ocraje pesanuja camo mebhy

dyHkIMjama
Ty (Z xT;— k) )

buxoBa nmrHeapHa HE3ABUCHOCT CJIEIHN U3 TOTA IIITO Ce, TIOCJIe Pa3BHjamkha, Y CBAKOM
u3pasy 1ojasibyje MOHOM crerneHa |I|+1, a HajBuim crernenu ce He Mory MelycoOHO
MIOHUIIITUTA HA HAYUH KOJU OM JAa0 HYJITY (DYHKIU]Yy. 3aTO Cy U CBU [i; jeTHAKU
uysu. Jakse, ykyman Opoj JinHeapHO He3aBUCHUX (DYHKIIMja je/THAK je

m+z(t)

Cse oBe (pyHKIHje TIpeIcTaB/beHe Cy MOJNHOMUMA CTEIeHa HAjBUIIE S, I1a IPUIla-
J1ajy TIpOCTOPY JTUMEH3Uje

3aTo MOpa BaKUTHU

Oty3umamem j100ujamMo
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CrooJspaliimy Ipou3BOd U
BbosaobamioBe Teopeme

6.1 k-auHeapHe aHTUCUMeTpUYHe PYHKIINjE

Heka cy W, T BekTopcku nmpocropu Hasi mojbem R. [Tocmarpajmo dyHKImjy

f:WkST.
Kaxxemo na je dynkiuja f k-iimneapna ako je JiMHeapHa IO CBAKOj IMPOMEHJbU-
BOj mocedro. Ipyrum peumma, 3a cBaku mHjekc i € {1,...,k}, 3a cBe BekTOpE
u, v, W, ..., wr € W u 3a cBe ckamape A, u € R, Baxku
flwy, o wis, A+ v, wigy, - wy)
= Af(wy, ... w1, U, W1,y we) + pf(wy, . Wi, VWi, -, W)

Kazkemo na je k-nuneapua dyHKIMja f aHTUCUMETPUYIHA aKO je HeHa BPEITHOCT
jeTHaKa HYJIU CBaKH IIyT KaJjia ce Mely apryMeHTHMa I10jaBe JIBa, jeJHaKa BEKTOPA.
[Tperuznuje,

wi=wj, i£j = f(wi...,w)=0.
13 oBe ocobure ciresin /1a 3aMeHa MecTa JIBa apryMeHTa Mema 3HaK (QyHKIHje:
f(...,wi,...,wj,...) = —f(...,wj,...,wi,...).

Bato ce oBakBe (pyHKIIMje HA3UBAjy aHTHUCUMETpHUYHE. JeIHa BarKHA ITOC/IEIUIA
AHTHCUMETpUYHE ocodomnue jecte ciejieha.

Tepama 6.1. Ako cy BekTOpH W4, ..., Wy JMHEAPHO 3aBUCHH, OHJA 3a CBaKY
anTucuMeTpuuny k-yimneapuy GyHKInjy f Baxku

f(wla"'awk)zo‘

29
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/loxas. IlomTo cy BeKTOpH JIMHEAPHO 3aBUCHU, jeJaH OJ IbUX MOYXKE Ce M3PA3UTH
Kao JuHeapHa KOMOWHAIAja OCTAJNX. be3 ryOuTKa OMIIITOCTH, HEKA je

w; = Z /\jwj.
J#i
30or smmHeapHocTH yHKIW]E [ MO i-TOj MPOMEHJBUBO], JTOOMjaMO
flwy, ... w;, ... wg) = Z/\jf(wl,...,wj,...,wk),
J#i

rje ce y CBAKOM 4WIaHy CyMe BeKTOp w; IojaBibyje JiBa IIyTa: jeJIHOM Ha CBOM
CTapoM MeCTY, & jeTHOM Ha i-ToM Mecty. llomro je f anTucmMmerpmdna, CBaKW
TaKaB YIaH je/IHAK je HyJH. 3aTo je

f(wlv"'7wk) = 0.

[
Hajsaxkauju npumMep aHTUCHMETPUYHE MYJITHUINHEapHE (DYHKIUje jecTe JeTep-
muHaHTa. Heka cy wq, ws, ..., w, € R". Taga moxkemo nocmarparu QpyHKIHA]Y
wy
W2
flwy, ... w,) = det
wn

[loznata ocoduna jgeTepMUHAHTE CaJa MOCTaje CIENUjaJaH CJIydaj IIPEeTXOIHOT
TBphema: ako Cy BEKTOPHU W1, . .., W, JUHEAPHO 3aBUCHU, OHJIA je

det(wy,...,w,) =0.
OdpuyTo, aKko ¢y wy, .. ., w, JUHEAPHO He3aBuCHU y mpoctopy R", oHma je

det(wy,...,w,) # 0.
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6.2 Crospallimbu IPOU3BO/T,

MotuBanuja 3a yBoheme CIO/baAIbEer TPOU3BOIA JI0A3N YIIPABO U3 MIPETXOI-
He Be3e m3Mely JlerepMuHaHTEe W JIMHeapHe He3aBUCHOCTH. JleTepmunanTa HaM
omMoryhasa Jia 3a n BeKTOpa y mpoctopy R” mpoBepumo Jia Jii Cy JITHEAPHO He3a-
Bucuau. MehyTtum, y HapeaIHuM JoKa3uMa 4ecTo hemo mMaTu k BeKTopa, riae k He
MOpa OUTH jeTHAKO AUMEH3UjU IIPOCTOPa. 3aTO YBOAMMO ODjeKAT KOjU Ce ITOHAIIA
Kao JIeTEpPMUHAHTa 3a MPOu3BoJbaH Opoj BekTopa. Heka je W BekTOpCcKH mpocTop
mumensuje n. 3a cBaku k, riae je 0 < k < n, IOCTOju BEKTOPCKU TPOCTOP

k
AW,
KOji Ha3uBaMoO k-TH CIIOJballlibu cTerneH mpoctopa W. Crospalmmu mpousBoj k
BEKTOpA Wy, ..., W, € W o3nHagaBamo ca
wl/\wg/\---/\wk.
Osnaj npousBox je esement npocropa \° W. Hajsaxkuuje je 1a npeciankabame
(Wi, .., wg) = wyp A= A wg

jecre anTucuMerpudHa k-nuHeapHa dynkiuja. To 3uaun ma Baxke ciiegehe ocodu-
He:

1. Crospamimsu pon3Bo/L je JuHeapaH Mo CBakoM aprymenTy. Ha mpumep:

WA AAupo) A Awg = AMwi A AuA- - Awg)+p(wi A AvA- - Awg).

2. Axo ce mehy BekTOpHMAa I0jaBe JIBa jeHAKA BEKTOPA, CIHOJbAIIELN TTPOU3BOJI
je jeTHaK HYJIN:

w, =w;, 1FJ = w1 A Awy = 0.

3. 3amena MecTa JiBa BEKTOPa Memha 3HAK:

Wy A AW N AW N AN = —wy A Awp A Awp N N Wy

Kao u xoj1 merepmunanTe, HajBaKHMja MTOCIEINAIIA je Be3a ca JIMHEAPHOM He3aBU-
cuorrrhy:
wi A Awg # 0

aKO M caMO aKO Cy BEKTOPU Wi, ..., Wy JHAHEAPHO HE3ABUCHU. AKO Cy BEKTODH
JINHEApPHO 3aBUCHU, OBa YUILEHUIIA CJIETN JUPEKTHO U3 IIPETXOJHE OCOOMHE aHTHU-
cumeTpuaHux k-nuneapunx dynknuja. OOpHyTH CMep je /€0 OCHOBHE KOHCTPYK-
II7je CIOJbAITHET IPON3BO/IA: CIIOJBAIIBY TPOM3BO/T TMHEAPHO HE3ABIUCHUX BEKTOPA
IIp€eJICTaB/ba HEHYITH €JIEMEHT IIPOCTODPa /\]’C wW.
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VY cay4dajy k = n, crosballmbu IPOU3BOJL je JIMPEKTHO TTOBE3aH Ca JIeTePMUHAH-
ToM. AKO je

W =R"

" aKo cy wi,...,w, € W, taga ce wi A - -- A w, MO¥XKe TTIOUCTOBETUTH Ca JTEeTEPMU-
HAHTOM MAaTPHUIIE UHUjU CY PEJIOBH TH BEKTOPH. 3aTO CIIOJbAIIHU TPOU3BO MOKEMO
CXBATUTH KaO YOIIITemhe JeTepPMUHAHTE Ha IPON3BoJbaH 0poj BekTopa. Cama hemo
ONICATHA JTUMEH3U]Y IIPOCTOPA /\k W, jep he ynpaBo oHa JIaTH TOpH-€ T'PAHUIE Y
HapeaHuM TeopeMaMma. Heka je

€1y...,€En

Oasza IIpOCTOpPa Ww. Ta/:La 6a3y IIPOCTOpPa /\k W uune cBu BEKTOpU 00JINKAa,
€, /\6i2/\"'/\€ik,

rJie je
1<y <o <o < <

Jpyrum peunma, dupamo k pasjimIuTux 0a3HUX BEKTOPA OJ1 YKYITHO n. 3aTo je

dim/k\W: (Z)

. k
Osa dopmyrna je KibydHA: akKO ycrmemo Ja Hokaxkemo na ce y mpoctopy N° W
HaJIa37 1M JTUHEeAPHO HEe3aBUCHUX BEKTOPA, TaJIa ayTOMATCKU CJIeTU

mg(:).
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6.3 IIpeBoheme ckymoBa y cCIIOJbANIEK€ ITPOU3BO-
e

Casa odjarmmaBaMo KaKo ce TPeTXO0/IHA Teoprja KOpUCTH 3a cKyrose. Heka je
X KOHaYaH CKyIl U HEKa CBAaKOM eJleMeHTy € X NPUIAPYKUMO BEKTOD

w, € R,

[IperniocTaB/baMo J1a Cy OBU BEKTOPH Y OIIIITEM TOJIOXKA]Y, IITO 3HAYU /I3 j€ CBAKUX
r + s meDy muMa JuHEeapHO He3aBUCHO. AKO je

A=A{ay,...,a,} C X,
neduHUIIIEMO
Wy = Wy N\ Way N+ AWy,

Jlake, cBAaKOM 7-eJIEeMEHTHOM CKYIy TPUJIPYKYjeMO jeJIaH BEKTOP Y ITPOCTOPY

AR
Axo cy
|A| =T, |B| =S,

OHJIa IIOCMAaTPaMO ITPOU3BOJL
wa N\Nwpg.

Axko je
ANB # @,

OHJIa ce HeKU ejieMeHT x Haya3u u'y A u y B. 30or Tora ce BeKTOp w, IOjaBJbyje
JBa IIyTa y CHOJballleM ITPOU3BOIY, Ta je

wa A wg = 0.

Ca mpyre crpamne, ako je
ANB =g,

OHJIa C€ y IIPOU3BOIY
wa N\ wp

IojaBJbyje YKYIHO 7 + § pa3auyauTux BekTopa. [lomro cy BeKTOpHM w, y ONIIITEM
[IOJIOXKAjy, TUX T + S BEKTOpa Cy JIMHEaApHO HE3aBHCHU. 3aTO je

wA/\wB%O.
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JakJse, 1001jaMO OCHOBHO ITPABUJIO:

£0, ANB=0,

A\
CARYEY _ o AnB+o.

OBo mpaBwIo je cp:K MeTojie. YCJIOB O TOMeE Jla Ce JBa CKYyIla CeKy WU He CEKYy
IIPEBOMMO Y YCJIOB O TOMeE Jla JI je OJroBapajynu CIoJballlibu IMPOU3BOJI jeIHAK
HYJIA.

6.4 DBomaodamoBa Teopema

Teopema 6.1 (Bonodammosa teopema). Heka cy Ay, ..., A, cKynoBu ca r eseme-
HaTa 1 Heka cy Bi,...,B,, ckyloBu ca s ejeMenara. [IpermocraBumMo jga BaKu:
1)

AszZIQ, VZE{l,,m}

2)

m < (r+s).
T

/loxas. Heka je X KOoHa49aH CKYI KOjU CaJIP:KM CBe eJIeMeHTe CBUX CKymnoa A; m
B;. Cakom enementy x € X HPUJIPYKUMO BEKTOD

Tana Baxkn

w, € R™TS

TaKO Ja Cy CBaKUX " + § OBUX BEKTOpPa JIMHEAPHO HE3aBUCHU. 3a CBaKW CKym A;
HedUHAIITIEMO
Wwa, = /\ Wy .

TEA;

ITomro cBaku A; nma 7 ejemeHara, CBH BEKTOPH W4, IPHUIIAJIAjy IIPOCTOPY

r

/\ R™+s.

()

JlmMeH3uja oBOT poCTOpa je
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ITokazahemo na cy BeKTOPH W4, , WA,, ..., W4, JUHEAPHO He3aBUCHU. Tasa hie of-

Max CJeIUTH
A r+s
m < dim /\ R""* = )

[IpermocTaBuMoO @ OCTOjU JIMHEAPHA peJialija
AMwa, + dowa, + -+ Ajpwa,, = 0.
Hexka je t najsehn unjexc 3a Koju je

At # 0.
[ToMHOXKUMO TIETy pestalnjy CIIOJballlbUM IIPOU3BOJIOM ca wp,. dodujamo
AMwa, Nwg, + -+ + Mwy, ANwp, = 0.

3a cBaku MHOEKC 7 < t BaxKu

AN B, + 2,

jep je 1 < t. 3aTo je
WA, VAN wp, = 0.

Ca sipyre cTpame, 1o yCJIOBY TeOpeMe BayKu

At ﬁ Bt = .
3aro je

wa, Nwp, # 0.
Jlakse, mpeTxo/Ha pesamja ce CBOIN Ha

Awa, A wpg, = 0.

[TomTo je

wa, Nwpg, # 0,

JI001jaMo
)‘t = 0,
IITO je KOHTPAIUKIIja ca m300pOM MHAEKCA t. 3aTO Cy BEKTOPHU
WAy ..., WA

m

JINTHEapHO He3aBHCHU. Kako mpuIiajiajy mpocTopy JNMeH3Hje

)

cjaeau
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3akKJbydak

Y oBOM paJTy IpUKa3aJju CMO KaKO Ce TIPOOJIEMH €KCTPEMAaJIHE TeOpHje CKYToBa
MOT'y IOCMAaTPaTH KPO3 PAa3/IMIUTE METOJIe KOMOMHATOPUKE U JIMHEApHE ajredpe.
[IpBu seo pajia mokasyje cHary KJaCHIHUX KOMOMHATOPHUX apryMeHaTa, Kao IITO
cy mpedpojaBaibe, IIepMyTallfje U HHAYKIIja, KOju ce jaB/bajy y gokasuma [llmep-
Hepose Teopeme, Epjiern—Ko-Pasio Teopeme u Teopeme o cynmnokpery. Hakon tora
BUJIEJIM CMO JIa C€é MHOTH IPOOJIEMUA O OTPAHMYEHUM IIPECerMa MOTY ITPUPOJIHO
IIPEBECTHU y jE3UK aJiredpe.

Kpos Hapejsiene npumepe Buan ce Jga ce KOMOMHATOPHU IIPOOJIEMH, NaKO I€CTO
dopMyIUCaHN jeTHOCTAaBHUM Je3MKOM CKYTIOBa M IbUXOBUX IIPECEKa, MOTY pelraBa-
TH PA3JIUIUTUM METOJaMa: JUPEKTHUM KOMOMHATOPHUM JIOKA3UMa, aJid U IIOMOhy
aJIredapCcKux CTPYKTypa. YIpaBo Ta Be3a u3Mel)y cKyloBa, BEKTOpa, MATPHUIA,
IIOJIMTHOMA W CIIOJBAIIIbUX MPOU3BO/A UYMHU JIMHEAPHY aJIreOpy jeTHUM OJ HajBa-
JKHUJUX ajlaTa y CaBPEMEHOj eKCTPEeMAaJTHOj KOMOMHATOPUIIH.

36
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