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Квантно плетенично рачунарство

Сиже
Тополошко квантно рачунарство се већ пар децениjа развиjа као jедан од метода кон-

струисања функционалних квантних рачунара. Теориjа на коjоj се ова идеjа заснива бави
се изучавањем ениона, квазичестица чиjа мерена вредност зависи од облика њихове путање.
Њихова светска линиjа кроз 2 + 1 димензиjу има тополошку структуру плетенице коjа у
квантним протоколима омогућава смањење декохеренциjе, jер су алгоритми конструисани од
тополошких кважичестица имуни, то jест ’потпуно глуви’ на декохеренциjу. Сматра се да су
ениони добар кандидат за квантно рачунање и остваривање квантне надмоћи управо због те
специфицне топологиjе кретања. Оваj рад уводи групе плетеница и њихове репрезентациjе, као
и основне поjмове и алгоритме квантног рачунарства. На краjу се ове две области сjедињуjу у
саму тему овог рада где се описуjе модерна теориjа овог младог, неистраженог поља науке.

Кључне речи: енион, група плетеница, квантни алгоритми, декохеренциjа

Abstract
Topological quantum computing has been in development for the past few decades as one of

the methods for constructing a functional quantum computer. The base theory which covers the
foundations of this idea is concerned with the study of anyons, quasiparticles whose measurable
qualities depend upon their trajectory. The world line of anyons through 2+ 1 dimensions possesses
the topological structure of a braid, which in quantum portocols enables drastic reductions in
quantum decoherence, because quantum algorithms that operate on topological quasiparticles are
immune, even ’deaf’ to decoherence. It is believed that anyons have a fighting chance at being
a decent candidate for constructing functional, low leakage, quantum computers and reaching
quantum supremacy. This paper introduces the main concepts and principles of braid groups and
their representations, and also defines quantum computation and quantum algorithms. In the final
chapter these two sections combine into the main theme of this paper, describing the modern theory
of this uncharted, brand new field.

Key words: anyon, braid group, quantum algorithm, decoherence
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Квантно плетенично рачунарство 1

1 Увод
Поjам плетеница увео jе Емил Артин1 у Немачкоj почетком треће децениjе XX века као

чисто геометриjске фигуре. У свом раду "Theorie der Zopfe" ("Теориjа Плетеница") 1947.
доказао jе да плетенице имаjу и алгебарске експлицитне презентациjе, што Артина чини
оснивачем алгебарске теориjе плетеница. Постоjе разне интерпретациjе група плетеница, оваj
рад се бави Артиновим групама плетеница, дефинисаних у одељку 2.1. В. Бурау2 jе мало
пре Артинове опште дефинициjе плетеница, прецизниjе 1930, увео своjе две, редуковану и
нередуковану, матричну репрезентациjе плетеница (одељак 2.3). Тек 39 година касниjе Џон
Конвеj jе, већ познат, Александров чворни полином представио преко клупчаних релациjа
и тиме jе основао нову врсту репрезентациjа плетеница - полиномску (одељак 2.5). Додуше,
интерес за истраживањем плетеничних полинома се ниjе расплинио све до 1983. године, када
jе В. Џоунс дефинисао, по њему званом, Џоунсов полином. Почетком 21. века, осам научника
генерализовало jе Александар-Конвеjев и Џоунсов полином, створивши HOMFLYPT полином,
назван као акроним презимена тих научника. Касел и Тураjев су 2008. године обjединили све
наjважниjе теореме и поjмове теориjе плетеница у књигу "Групе плетеница" [2].

Упоред истраживању плетеничних полинома почела jе да се развиjа идеjа о квантном рачу-
нарству. Године 1981. Ричард Фаjнман3 у свом раду "Simulating Physics with Computers" први
разматра могућност постоjања квантних рачунара, као и проблеме коjе би такав рачунар могао
да реши, а класичан рачунар не би. Убрзо, научници су креирали разне квантне алгоритме
коjи доказуjу Фаjнманову претпоставку. Давид Доjч и Ричард Jожа су 1992. први доказали
квантну надмоћ, то jест креирали су квантни алгоритам коjи брже решава проблем паралелног
процесовања од класичног (одељак 3.4). Питер Шор4 jе 1994. конструисао ефикасни квантни
алгоритам факторизациjе природних броjева, а Лов Гровер5 jе 1996. направио алгоритам брзе
претраге базе података. Наjзад, 1998. године, Исак Чуанг, Нил Гершенфелд и Марк Кубинек
направили су први двокубитни квантни компjутер коjи jе могао да прима информациjе и
даjе резултате. Самим почетком 21. века, Маjкл Нилсен и Исак Чуанг обjавили су, сада већ
стандардни, уџбеник "Квантно програмирање и квантна информациjа" [7].

Иако jе веома скупо и компликовано конструисати квантни рачунар, jош теже jе учинити
га ефикасним. Главни проблем модерног квантног рачунарства jе минимизациjа квантне
декохеренциjе. Како су се краjем 20. века бурно развиjале и истраживале компутабилне репре-
зентациjе плетеница и теориjа квантног програмирања, 1997, Алексеj Китаjев6 jе увео идеjу
квантног тополошког програмирања коjе би "не само направило квантни систем бешумним,
већ потпуно глувим, имуним на узроке декохеренциjе". Тополошки квантни рачунар не троши
енергиjу на оптимизациjу алгоритама на квантни шум, jер су тополошки системи стабилниjи
од квантних, па шума ни нема. Претходно овоме, Френк Вилчек jе 1982. године поставио
фракциону статистику специфичних квазичестица у две димензиjе - ениона. Испоставља се
да ове честице, коjе постоjе само у две димензиjе простора, док се крећу кроз време остављаjу
светску линиjу коjа не само да изгледа, већ и jесте плетеница (одељак 3.5). Исте године су
Даниел Цуи и Хорст Стромер доказали постоjање ениона у фракционом квантном Холовом
ефекту. Китаjев jе управо овакве енионе користио у доказу своjе идеjе и уjединиjо теориjу
плетеница и квантно рачунарство у теориjу квантног плетеничног рачунарства. Математику
Фибоначи ениона су 2005. поставили Николас Бонстил и Леjла Армоци [14], а 2009. су jе
генерализовали за неке системе [16]. Уопштени генерализовани модел кодирања енионских
система у квантни логички jош увек ниjе дефинисан. Креирање таквог модела, његовог
алгоритма превођења, као и конструкциjе рачунара коjи може да изводи такве подухвате jе
jедан од главних нерешених проблема модерног квантног рачунарства.

1Emil Artin (1898 - 1962) - аустриjски математичар, оснивач модерне апстрактне алгебре
2Warner Burau (1906 - 1994) - немачки математичар
3Rishard Feynman (1918 - 1988) - амерички физичар, добитник Нобелове награде 1965. за своj допринос у

дефинисању квантне електродинамике
4Peter Shor (1959) - амерички математичар, професор на универзитету MIT
5Lov Kumar Grover (1961) - индиjски и амерички информатичар
6Алексей Юрьевич Китаев (1963) - руски и амерички физичар, оснивач квантног плетеничног рачунарства
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2 Теориjа плетеница

2.1 Група плетеница и њене особине
На jединичну коцку поставимо n нити коjе задовољаваjу услове: све нити се налазе унутар

коцке; свака нит di почине на горњоj страници у тачки Pi и завршава се на доњоj у тачки Ki;
никоjе две нити се не секу и ниjедна нит нема хоризонтални сегмент (ниjедна нит се не враћа
горе). Добиjена фигура назива се n-плетеница (слика 1). Скуп свих n-плетеница jе скуп Bn.

Слика 1: Пример плетеница из скупа B3

Две плетенице β1 и β2 су хомотропне, у ознаци β1 ∼ β2, ако постоjи коначан скуп Раjде-
мастерових7 потеза (слика 2) коjим се jедна плетеница преведе у другу. Раjдемастерови
потези одржаваjу координате почетака и краjева сваке нити.

Слика 2: Раjдемастерови потези (RI): савиjање jедне нити (RII): померање jедне
нити преко друге (RIII): померање jедне нити преко/испод пресека друге две нити

Тривиjална или инвариjантна плетеница jе 1n коjа сваки почетак Pi спаjа са краjем
Ki правом линиjом di. Композициjа плетеница jе операциjа ◦ : B2

n → Bn коjа спаjа две
плетенице надовезиваjући другу на прву β1 ◦ β2 = β1β2. Инверз плетенице β jе плетеница β′

ако и само ако β ◦β′ ∼ 1n. Група плетеница са n нити jе Bn := Bn/ ∼. Класа еквиваленциjе
групе плетеница jе преплет σi коjи означава да jе плетеница са почетком Pi прешла испод
плетенице Pi+1, заменивши краjеве Ki+1 и Ki (слика 3). Инверз преплета σi jе преплет σ−1

i

код кога почетак Pi+1 прелази испод почетка Pi. Генератрисе (генераторске плетенице)
групе Bn су све просте плетенице [β] ∼ σi коjе преплићу нит i+1 преко нити i. Ред било коjег
преплета неке групе плетеница jе бесконачан. Све групе плетеница Bn за n ≥ 2 су бесконачне
кардиналности.

Слика 3: Генератрисе групе B4

7Kurt Werner Friedrich Reidemeister (1893 - 1971) - немачки математичар и филозоф
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Група плетеница би се онда преко Раjдемастерових потеза алгебарски дефинисала:

Bn =

σiσ
−1
i = 1 , i ∈ {1, ..., n− 1}

σiσj = σjσi , i, j ∈ {1, ..., n− 1} ∧ |i− j| ≥ 2
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 , i ∈ {1, ..., n− 1}

(1)

Плетеница може да се представи канонским обликом као производ преплета β = σϵ1i1 · · ·σϵkik
коjи узима вредности 1 ≤ i1, ..., ik ≤ n − 1 и ϵi = ±1 za 1 ≤ i ≤ k ∈ N. Репрезентациjа
сваке плетенице канонским обликом назива се реч . Скуп свих речи, то jест репрезентациjа
плетеница, чини jедан алфабет. Базу групе плетеница чини коначан уређен скуп речи
Bn = ⟨w1, ..., wk⟩, k ≤ n. Супротна реч речи w jе rev(w) = σϵkik ...σ

ϵ1
i1

. Важи rev(w1w2) =
rev(w2)rev(w1). Позитивна плетеница jе плетеница са свим експонентима +1 у ознаци β+.

Комутатор групе jе оператор [a, b] = a−1b−1ab. Мапа ϕ за 1 ≤ m ≤ n jе хомоморфизам
ϕ : Bm → Bn, ϕ(σϵ1i1 ...σ

ϵk
ik
) = σ′

i1
ϵ1 ...σ′

ik
ϵk где су σ1, ..., σm−1 генератрисе Bm, а σ1, ..., σn−1

генератрисе Bn. Пошто jе ϕ инjективно, Bm jе подгрупа Bn.
За β ∈ Bn и нит di коjа повезуjе Pi са Ki(j), 1 ≤ i ≤ n, дефинише се пермутациjа

плетеница π : Bn → Sn као π(β) : i 7→ j(n), где jе Sn симетрична група. Пермутациjа
плетеница jе хомоморфизам.

Природна инклузиjа jе мономорфизам ı : Bn → Bn+1 коjи сваки преплет слика самог у
себе при промени базе ı : σi 7→ σi. На оваj начин се добиjа бесконачан низ B1 ⊂ B2 ⊂ B3 ⊂ · · ·

За скуп X мапа χ : Bn → X jе инвариjанта плетенице ако β1 ∼ β2 ⇒ χ(β1) = χ(β2). За
групу G, хоморфизам f : Bn → G и мапу δn : Bn → Bn из β у [β], мапа f ◦ δn : Bn → G jе
инвариjанта. Мапа π ◦δn jе такође инвариjанта. Сума експонената плетенице jе хомоморфизам
exp : Bn → Z чиjа jе вредност exp(β) =

∑k
i=1 ϵi, па jе мапа exp ◦ δn инвариjанта.

Чиста плетеница β jе плетеница код коjе свака нит di почиње у Pi и завршава у Ki, то jест
π(β) = 1. Група чистих плетеница Cn jе jезгро пермутациjе плетенице Cn = Ker(π : Bn → Sn),
то jест Bn/Cn ∼= Sn. Увођењем потеза σ2

i = 1n (уместо σiσ−1
i = 1) за 1 ≤ i ≤ n− 1 групе Bn

дефинише се количник групе Bn(k) := Bn/⟨σk1 ⟩. Важи Bn(2) ∼= Sn.
Центар групе G jе њена подргупа Z(G) коjу чине сви елементи g ∈ G за коjе важи

gx = xg за свако x ∈ G. За групе плетеница димензиjа n ≥ 3 центар Z(Bn) = Z(Cn) jе
бесконачна циклична група генерисана елементом ∆2

n. Герсаjдова плетеница ∆n (слика
4a) добиjа се када ред почетака нити стоjи у месту а на ред краjева се примени полузавртаj
(ротациjа за угао π). Плетеница ∆2

n (слика 4b) jе онда случаj када се полузавртаj примени
два пута. Алгебраски ∆n = (σ1σ2...σn−1)(σ1σ2...σn−2)...(σ1σ2)σ1, a ∆2

n = (σ1σ2...σn−1)
n. Важе

σi∆n = ∆nσn−i, σi∆2
n = ∆2

nσi i rev(∆n) = ∆n.

(a) Плетеница ∆5 (b) Плетеница ∆2
5

Слика 4: Герсаjдове плетенице

Унутрашњи аутоморфизам групе плетеница jе пресликавање τ : Bn → Bn коjе шаље
σi u σn−i за 1 ≤ i ≤ n − 1, τ(β) = ∆−1

n β∆n. Ако jе β позитивна плетеница, онда jе и τ(β)
позитивна. За непаран цео броj m важи β∆m

n = ∆m
n τ(β). За 1 ≤ i ≤ n− 1 и позитивну реч

wi важи ∆n = wiσi = σirev(wi), па се свака β плетеница може представити преко позитивне
плетенице T као β = ∆r

nT , за r ∈ Z.
Максимална, инвариjантна, вредност броjа r > l за коjу се плетеница β не може изразити

преко неке позитивне jе инфимум те плетенице inf(β). Супскрипт речи w = σϵ1i1 ...σ
ϵk
ik

jе
уређена к-торка s(w) = (i1, ..., ik). За плетеницу β ∈ Bn записану као β = ∆

inf(β)
n T и коначан

скуп {Z0, Z1, ..., Zk} позитивних речи еквивалентних постоjи реч Zj са наjкраћим супскриптом.
Нормална форма плетенице β jе ∆

inf(β)
n Zj . [1 стр. 20-61][2 стр. 1-46]
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2.2 Везе, чворови и затварање плетеница
За тродимензионалну многострукост M са границом ∂M веза у M jе локално равна

затворена jеднодимензиона подмногострукост од M . С обзиром да jе веза затворена jедноди-
мензиона многострукост мора бити хомоморфна jединичном кругу S1 = {z ∈ C| |z| = 1}. Сваки
простор хомоморфан S1 зове се тополошки круг. Веза коjа се састоjи од n ≥ 1 кругова зове
се n-компонентна веза. Jеднокомпонентне везе су чворови, то jест многострукости S1 → R3.
Нечвор или тривиjални чвор jе многострукост просторно изотропна кругу. Нечвор K ≡ ⃝ jе
jединични елемент операциjе суме чворова

∐
над скупом чворова K . Две везе L1 и L2 из

скупа веза L су изотропне L1 ∼ L2 ако L1 може да се деформише у L2 изотропиjом из M
у M . n-компонентна веза jе уређена ако су њени компоненти нумерисани. Ориjентациjа
везе L тродимензионалне многострукости M jе ориjентациjа унутрашње jеднодимензионалне
многострукости L.

Нека су L1 и L2 одвоjени ориjентисани чворови, и за уређену ориjентисану двокомпонентну
везу L1

∐
L2 ознака l+ (l−) представља броj пута када нит L1 пређе преко L2 слева надесно

(здесна налево). Тада jе везивни броj lk(L1, L2) = l+ − l− ∈ Z инвариjанта на изотропиjама
и ориjентисаним Раjдемастеровим потезима диjаграма. Па jе lk(L1, L2) добро дефинисана
изотропиjа инвариjанте везе L1

∐
L2. За β ∈ Bn се дефинише инвариjанта p(β) = 1 − n +

lk(L1, ..., Ln) = 1− n+ l+ − l−.
За темена Ai := ( 12 ,

i
n+1 , 1) и Bi := ( 12 ,

i
n+1 , 0) где 1 ≤ i ≤ n, затварање β̃ плетенице β

(слика 5) представља спаjање темена изломљеном линиjом ci коjу чине:

(ı) права ci,1 од Ai до (0, i
n+1 , 1)

(ıı) права ci,2 од (0, i
n+i , 1) до (0, i

n+i , 0)

(ııı) права ci,3 од (0, i
n+i , 0) до Bi

Слика 5: Затварање плетенице β = σ−1
2 σ2

1σ
2
3

Директна ориjентациjа плетенице jе у смеру Pi ка Ki, индиректна у супротном.
Ориjентациjа затварања плетенице jе самоодређена. Затварање n-плетенице представља везу
са наjвише n компонената.

Александрова8 теорема: За ориjентисану везу L постоjи броj n ∈ N n-плетенице β ∈ Bn
таква да су везе еквивалентне L ≈l β̃. Другим речима свака ориjентисана веза jе изотропна
одређеноj затовреноj плетеници.

Марковљев9 потез типа I (М1): конjугациjа замењуjе n-плетеницу β са речjу γβγ−1,
где jе γ било коjа n-плетеница. Инверз M1−1 мења β речjу γ−1βγ.

Марковљев потез типа II (М2): десна стабилизациjа замењуjе n-плетеницу β (n+1)-
плетеницом βσ±1

n . Инверз M2−1 мења (n+1)-плетеницу βσ±1
n n-плетеницом β.

Две плетенице β1 ∈ Bn и β2 ∈ Bm су еквивалентне по Маркову β1 ∼M β2 ако постоjи
коначан низ Марковљевих покрета коjи преводе β1 у β2.

Марковљева теорема: Нека су β1 ∈ Bn и β2 ∈ Bm, тада jе β̃1 ≈l β̃2 ако и само ако
β1 ∼M β2. Другим речима две различите плетенице могу имати иста затварања.

Марковљева функциjа у E jе низ fn : Bn → E коjи задовољава:
(i) (∀n ≥ 1) (∀β1, β2 ∈ Bn)fn(β1β2) = fn(β2β1)
(ii) (∀n ≥ 1) (∀β ∈ Bn) fn(β) = fn+1(σnβ) i fn(β) = fn+1(σ

−1
n β) [1 стр. 62-75][2 стр. 47-91]

8James Waddell Alexander II (1888 - 1971) - амерички математичар, професор и припадник ’Принстоншке
тополошке елите’

9Андрей Андреевич Марков (1903 - 1979) - совjетски математичар, син истоимемог оца математичара,
оснивач конструктивизма
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2.3 Матричне репрезентациjе
Плетенична матрица jе репрезентациjа плетенице добиjена као производ свих матрица

преплета те плетенице.
За n ≥ 2 и i ∈ {1, 2, ..., n− 1} дефинише се матрица димензиjе n×n на прстену Λ = Z[t, t−1]

Ui =


Ii−1 0 0 0
0 1− t t 0
0 1 0 0
0 0 0 In−i−1

 U =

[
1− t t
1 0

]
(2)

где Ik представља jединичну матрицу k × k. Сменом t = 1 добиjа се пермутациjа n × n
матрица, па низ U1, ..., Un−1 може да се гледа као деформациjа матрица jедног параметра.
U представља централни део сваке матрице. Пошто за сваку матрицу M димензиjе n × n
над пољем Λ важи M2 − tr(M)M + |M |In = 0, за ове матрице важи U2 − (1− t)U − tI2 = 0
и U2

i − (1− t)Ui − tIn = 0. Што може да се запише и као Ui(Ui − (1− t)In) = tIn, па Ui има
инверз:

U−1
i = t−1(Ui − (1− t)In) =


Ii−1 0 0 0
0 0 1 0
0 t−1 1− t−1 0
0 0 0 In−i−1

 (3)

Ове матрице задовољаваjу своjства UiUj = UjUi за свако i, j тавко да |i − j| ≥ 2 и
UiUi+1Ui = Ui+1UiUi+1 за i = {1, 2, ..., n− 2}. Дефинише се хомоморфизам ψn(σi) = Ui
група ψn : Bn → GLn(Λ) за i = {1, 2, ..., n− 1} и n ≥ 2. Ова функциjа зове се Бураова
репрезентрациjа групе плетеница Bn. Пошто jе |Ui| = −t за свако i, за свако β ∈ Bn важи
|ψn(β)| = (−t)⟨β⟩, где jе ⟨β⟩ ∈ Z слика β хомоморфизма Bn → Z коjа шаље све генератрисе
σ1, ..., σn−1 у 1. Бураове репрезентавиjе {ψn}n≥1 су компатибилне са природним инклузиjама
ı : Bn → Bn+1 тако да за све n ≥ 1 и β ∈ Bn важи ψn+1(ı(β)) =

(
ψn(β) 0
0 1

)
.

За n ≥ 3 матрице V1, ..., Vn−1 димензиjа (n− 1)× (n− 1) као:

V1 =

−t 0 0
1 1 0
0 0 In−3

 Vi =


Ii−2 0 0 0 0
0 1 t 0 0
0 0 −t 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 In−i−2

 Vn−1 =

In−3 0 0
0 1 t
0 0 −t

 (4)

где jе Vi за 1 < i < n − 1. Тада за свако i ∈ {1, 2, ..., n− 1} важи K−1UiK =
(
Vi 0
∗i 1

)
, где jе

K матрица димензиjе n × n са jединицама на и изнад главне диjагонале, а испод нулама,
а ∗i jе ред дужине n − 1 jеднак (0, ..., 0, 1). Хомоморфизам ψRn (σi) = Vi група ψRn : Bn →
GLn−1(Λ) jе редукована Бураова репрезентациjа за коjу важи K−1ψn(β)K =

(
ψR

n (β) 0
∗β 1

)
.

За i ∈ {1, 2, ..., n− 1} и ai i-ти ред матрице ψRn (β)−In−1, члан ∗β се израчунава преко релациjе
−(1+ t+ ...+ tn−1) ∗β =

∑n−1
i=1 (1+ t+ ...+ t

i)ai. Бураове репрезентациjе плетеница су матрице
преплета. [2 стр. 91-111]

Малинсова репрезентациjа jе плетенична матрица Ψ(β) =
∏

Ψ(σi) димензиjе 2n× 2n
плетенице β = σϵ1i1 ...σ

ϵk
ik

где се сваки преплет σi ∈ Bn+1 може изразити као матрица:

Ψ(σi) =

[
Ii Oi
Ri Ji

]
(5)

где Ii представља jединичну матрицу, Oi нула матрицу, Ri jе нула матрица осим члана (i, i) = 1
и Ji jе jединична матрица осим у i-том реду у коме су чланови (i, i− 1) = 1 и (i, i+1) = −1, то
jест Ji = ψRn (σi) за t = −1. Дефинише се инвариjанта C(β) = ip(β)|Rβ | за плетеницу β ∈ Bn+1.
[3] Као пример дат jе преплет σ2 групе B4.

Ψ(σ2) =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 −1
0 0 0 0 0 1
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2.4 Темперли-Либ алгебра
За цео броj n ≥ 2 и цео броj a ̸= 0 Темперли10-Либ11 алгебра An(a) jе C-алгебра

генерисана n− 1 елементима e1, ..., en−1, дефинисана:

An(a) =

 e2i = aei , i ∈ {1, ..., n− 1}
eiej = ejei , i, j ∈ {1, ..., n− 1} ∧ |i− j| ≥ 2
eiejei = ei , i, j ∈ {1, ..., n− 1} ∧ |i− j| = 1

(6)

Свака реч ei1 ...eir алфабета {e1, ..., en−1} представља елемент An(a). Наjвећи генератор
те речи jе елемент са наjвећим од свих индекса. Свака непразна реч w = ei1 ...eir од An(a)
предсавља скаларни умножилац речи у коjоj се наjвећи генератор поjављуjе тачно jедном. Скуп
редукованих речи покрива An(a). Графички приказано, Темперли-Либ алгебра jе структура
налик плетеници, са два изузетка: не долази до преплитања нити и нити смеjу да имаjу
хоризонталне сегменте, то jест нит di може да почне у почетку Pi (или краjу Ki) и заврши се
у почетку Pj (краjу Kj). На (слици 6) приказани су сви могући емеленти алгебре са три нити.

Слика 6: Елементи групе A3(a)

Први график са слике 6 jе тривиjална алгебра, други и трећи су генератрисе A3(a), у
ознаци редом e1 и e2. Последња два графика представљаjу композициjу генератриса, редом
e1e2 и e2e1 . Свака друга композициjа генератора би довела до неке од ових пет структура,
па су то сви могући елементи алгебре A3(a). Генератрисе e1, ..., en−1 опште алгебре An(a) су
приказане на слици на (слици 7).

Слика 7: Генератрисе алгебре An(a)

Каталонски броj jе кардиналност скупа редукованих речи |En| = 1
n+1

(
2n
n

)
. Димензиjа

An(a) ниjе већа од каталонског броjа за n. Броj изотропских класа простог n-диjаграма
Темперли-Либ алгебре jеднак jе каталонском броjу од n.

Марковлjев траг jе мапа Trn : An(a) → C коjа задоволjава:
(i) Trn(1) = 1
(ii) (∀α1, α2 ∈ An(a))Trn(α1α2) = Trn(α2α1)
(iii) (∀α ∈ An(a))Trn+1(αen) =

1
aTrn(α)

са вредношћу Trn(α) = al−n за α ∈ An(a) где jе l броj чворова добиjених затварањем α.
Марковљев траг jе инвариjанта алгебре An(a).

За бесконачни комплексни векторски простор V са задатим базисом, матрица R : V ⊗ V →
V ⊗ V jе инверзибилно решење Jанг12-Бакстерове13 jедначине

(R⊗ I)(I ⊗R)(R⊗ I) = (I ⊗R)(R⊗ I)(I ⊗R) (7)

где jе I идентитет у V . R-матрица даjе локалну репрезентациjу групе Bn.
[2 стр. 222-237][4 стр. 1-15][5]

10Harold Neville Vazeille Temperley (1915 - 2017) - професор примењене математике у статистичкоj механици,
члан ’Друштва британске академиjе’

11Elliott Hershel Lieb (1932) - амерички математички физичар, професор на Принстону
12Yáng Zhènńıng (1922) - кинески физичар, добитник Нобелове награде 1957. за откриће неконзервациjе

парности у слабоj нуклеарноj сили
13Rodney James Baxter (1940) - аустралиjски физичар, специjализован у пољу ивичних модела, члан

’Краљевског друштва Лондона’ и ’Аустралиjске академиjе наука’
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2.5 Плетенични полиноми
Клупчана релациjа jе однос у коме могу бити три различите везе коjе се разликуjу само

у jедном преплету. За везе β̃1, β̃2, β̃3 ∈ Bn коjе се разликуjу само у преплету σi ∈ Bn, то jест
имаjу вредност тог преплета редом σi, σ−1

i и 0 (нити се не преплићу), вредности клупчане
релациjе су редом L+, L− и L0, зване Конвеjева14 троjка (слика 8). За Теплерли-Либ
алгебре уводи се вредност клупчане релациjе L∞.

Слика 8: Клупчане релациjе

Полином коjи jе инвариjанта неке плетенице рекурзивно се може дефинисати преко клуп-
чаних релациjа свих преплета те плетенице као:

f(L−, L0, L+) = 1 (8)

f(L−(x), L0(x), L+(x), x) = 0 (9)

Af(L+) +Bf(L−) = Cf(L0) +Df(L∞) (10)

Кауфманова15 инвариjанта jе оператор ⟨·⟩ затворених Темперли-Либ алгебра:

⟨⃝⟩ = 1 (11)

L+ = AL∞ +A−1L0 (12)

L− = A−1L∞ +AL0 (13)

⟨⃝
∐

L⟩ = (−A2 −A−2)⟨L⟩ (14)

Александар-Конвеjев полином веза jе мапа ∇ ориjентисаних веза L ⊂ R3 ∇(L) ∈
Z[s, s−1] дефинисана као:

∇(⃝) = 1 (15)

∇(L+)−∇(L−) = (s−1 − s)∇(L0) (16)

са инвариjантом f̃(L) = fn(β) за Марковљевову функциjу
{
fn : Bn → Z[s, s−1]

}
n≥1

са вред-

ношћу fn(β) = (−1)n+1 s
−⟨β⟩(s−s−1)
sn−s−n g(det(ΨR

n (β)− In−1)) где jе g хомоморфизам прстенова g :
Z[t, t−1] → Z[s, s−1] коjи слика t у s2. Другачиjе записано |ψRn+1−In| = (1+t+t2+...+tn−1)∇(β).
За s = 2i важи C(β) = ∇(β̃).

HOMFLYPT полином или Џонсов16 полином плетеница са два параметра jе проширење
Александар-Конвеjевог и Џонсовог полинома:

P (⃝) = 1 (17)

lP (L+) + l−1P (L−) +mP (L0) = 0 (18)

P (L) =
−(l + l−1)

m
P (L1)P (L2) (19)

за коjи се троjка (L+, L−, L0) може заменити троjком (L′
+, L

′
−, L

′
0) где jе L′

+ = α̃σiβ, L′
− =

α̃σ−1
i β и L′

0 = α̃β. [2 str. 111-175][6 str. 1-41]

14John Horton Conway (1937 - 2020) - британски математичар и информатичар, иако допринео многим пољима
науке, познат jе постао због своjе ’Игре живота’, члан ’Краљевског друштва Лондона’

15Louis Hirsch Kauffman (1945) - амерички математичар, професор топологиjе и кибернетике
16Sir Vaughan Frederick Randal Jones (1952 - 2020.) - математичар са Новог Зеланда, добитник Филдсове

медаље 1990. за проналажење везе између фон-Ноjманових алгебри и геометриjске тополгиjе - Џонсов полином,
члан ’Краљевског друштва Лондона’ и ’Аустралиjске академиjе наука’
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3 Квантно рачунарство

3.1 Кубити и њихове особине
У квантноj механици векторски простори записуjу се Дираковом17 бра ⟨ψ| = (a∗ b∗) i кет

|ψ⟩ =
(
a
b

)
нотациjом, за a, b ∈ C где jе z∗ комплексни коњугат броjа z. Скаларни производ

вектора |ψ⟩ =
(
a
b

)
i |φ⟩ =

(
c
d

)
jе бракет ⟨ψ|φ⟩ (из Енглеског bracket, заграда). Векторски

производ та два вектора jе оператор кетбра |ψ⟩⟨φ|. Тензорски производ тих вектора jе
|ψ⟩ ⊗ |φ⟩ = |ψ⟩|φ⟩.

⟨ψ|φ⟩ = a∗c+ b∗d, |ψ⟩⟨φ| =
(
ac∗ ad∗

bc∗ bd∗

)
, |ψ⟩ ⊗ |φ⟩ = |ψ⟩|φ⟩ =

(
ac
ad
bc
bd

)
(20)

Оператори у квантноj механици су унитарне матрице , то jест матрице за коjе важи
U−1 = U†. Оператори делуjу здесна налево на кет векторе и слева надесно на бра векторе.
Скаларни производ са оператором ⟨ψ|A|φ⟩ jе скаларни производ између вектора |ψ⟩ и A|φ⟩
или вектора A†|ψ⟩ и |φ⟩. За свака два вектора важе своjства (|ψ⟩⟨φ|)† = |φ⟩⟨ψ|, ⟨ψ|A†|φ⟩ =
(⟨φ|A|ψ⟩)† и (A⊗B)(|ψ⟩ ⊗ |φ⟩) = A|ψ⟩ ⊗B|φ⟩.

Спектрална форма оператора A jе A =
∑
i λi|i⟩⟨i| где вектори |i⟩ формираjу ортогонални

скуп своjствених вектора A, а λi су одговараjуће своjствене вредности. Комутатор оператора
A i B jе операциjа [A,B] = AB −BA.

Основна jединица информациjе квантног компjутера jе кубит (quantum binary digit).
Основна стања кубита су базисни вектори |0⟩ =

(
1
0

)
и |1⟩ =

(
0
1

)
. За разлику од класичног

бита, коjи може да узима само стања |0⟩ или |1⟩, кубит може заузети и стање коjе jе линеарна
комбинациjа та два |ψ⟩ = α|0⟩+ β|1⟩ =

(
α
β

)
. Вероватноћа да ће се jедан од базиса измерити jе

редом |⟨ψ|0⟩|2 = |α|2 и |⟨ψ|1⟩|2 = |β|2 при чему те две вредности чине потпун систем догађаjа
мерења кубита, то jест ⟨ψ|ψ⟩ = |α|2 + |β|2 = 1.

Мерење кубита jе операциjа конвертовања jедног кубита у пробабилистички класични бит
коjи управо узима вредности базиса са датим вероватноћама. Пошто су вероватноће исхода
комплексни броjеви, кубит се може представити као

|ψ⟩ = eiδ(cos
θ

2
|0⟩+ eiφsin

θ

2
|1⟩) (21)

при чему члан eiδ не утиче на изход мерења, па се може занемарити. Тиме се са Декартовог
координатног система са параметрима α и β прелази на сферни са параметрима θ и φ, чиjи jе
модел Блохова18 сфера. Вредности кубита приказаних на слици 9 на x и y оси се означаваjу,
слева надесно, редом |−⟩, |+⟩, |i−⟩ и |i+⟩.

Слика 9: Блохова сфера

17Paul Adrien Maurice Dirac (1902 - 1984) - jедан од наjбитниjих британских физичара XX века, добитник
Нобелове награде 1993. за нова открића у квантноj механици и атомскоj теориjи, члан ’Краљевског друштва
Лондона’

18Felix Bloch (1905 - 1983) - шведски физичар, добитник Нобелове награде 1952. за развиће нових метода
прецизних нуклеарних магнетних мерења
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Систем од два кубита |ψ1⟩ = α|0⟩+ β|1⟩ и |ψ2⟩ = γ|0⟩+ δ|1⟩ пре мерења jе суперпозициjа
та два кубита, то jест њихов тензорски производ |ψ⟩ = |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ =

(
α
β

)
⊗

(
γ
δ

)
= αγ|00⟩ +

αδ|01⟩ + βγ|10⟩ + βδ|11⟩. Ако после мерења први кубит има вредност |0⟩ (коjе заузима са
вероватноићом |αγ|2 + |αδ|2), стање система постаjе |ψ⟩ = αγ|00⟩+αδ|01⟩√

|αγ|2+|αδ|2
, вероватноћа да други

кубит такође заузме стање |0⟩ jе |αγ|2
|αγ|2+|αδ|2 . На исти начин се понаша систем од више кубита.

За групу кубита коjи међуделуjу на начин такав да се стање jедног кубита не може утврдити
независно од стања свих осталих каже се да су квантно спрегнути. Дакле, стања спрегнутих
кубита A и B су повезана |ψ⟩AB ̸= |ψ⟩A ⊗ |ψ⟩B. У систему од два спрегнута кубита мерење
првог аутоматски колапсуjе стање другог на jедини могући исход. Jедан од наjпознатиjих
примера кванто спрегнутих кубита jе Белово19 стање β00 = |00⟩+|11⟩√

2
. Видљиво, у овом

стању вредност другог кубита директно зависи од вредности првог кубита (иако први кубит
узима вредности |0⟩ и |1⟩ са вероватноћом 0.5, други кубит ће узети вредности |0⟩ и |1⟩ са
вероватноћом 1 сваки пут). [7 стр. 13-28][8 стр. 8-21]

3.2 Квантни оператори
Како се над класичним битовима операциjе врше логичким капиjама коjе представљаjу

логичке операциjе, тако се над квантним битовима операциjе врше квантим логичким
капиjама коjе представљаjу операторе. Суштина квантног програмирања своди се на кон-
струкциjу квантних логичких кола и њихово кодирање. Унарне операциjе над кубитима врше
унитарне матрице. Jедне од наjзначаjниjих унитарних матрица су Паулиjеве20 матрице
(I, X, Y и Z) коjе поредстављаjу потпун систем базе векторског простора матрица 2× 2. Та
генератриса зове се Паулиjева група n кубита: G1 ≡ {±I,±iI,±X,±iX,±Y,±iY,±Z,±iZ}
и дефинисана jе за операциjу множења матрица. Постоjи више база Паулиjеве групе по-
пут G1 = ⟨X,Y, Z⟩ = ⟨X,Z, iI⟩. На Блоховоj сфери Паулиjеве матрице представљаjу редом
коинциденциjу, ротирање за π степени око x, y и z осе.

I =

[
1 0
0 1

]
X =

[
0 1
1 0

]
Y =

[
0 −i
i 0

]
Z =

[
1 0
0 −1

]
Jош jедан битан унитарни оператор jе Адамарова21 капиjа H коjа од стања |0⟩ даjе |+⟩, а од

|1⟩ даjе |−⟩. Битне бинарне операциjе над кубитима одређуjу SWAP матрица коjа размењуjе
стања два кубита и CNOT капиjа коjа за вредност |1⟩ првог кубита примењуjе X на други
кубит, а за вредност |0⟩ првог кубита примењуjе I.

H =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
SWAP =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 CNOT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


Преко Пулиjевих матрица могуће jе извести матрице ротациjа око x, y и z осе, као и

матрице фазног прелаза:

Rx(θ) = e−
iθX
2 , Ry(θ) = e−

iθY
2 , Rz(θ) = e−

iθZ
2 , Ph(θ) = eiθI (22)

Па се свака унарна капиjа може се представити и као производ три ротационе матрице:

U = Ph(α)Rz(β)Ry(γ)Rz(δ) = eiα

[
e

−iβ
2 0

0 e
−iβ
2

] [
cosγ2 −sinγ2
sinγ2 cosγ2

] [
e

−iδ
2 0

0 e
−iδ
2

]
(23)

19John Stewart Bell (1928 - 1990) - ирски физичар, члан ’Краљевског друштва Лондона’
20Wolfgang Ernst Pauli (1900 - 1958) - аустриjски физичар, добитник Нобелове награде 1945. за откриће

Паулиjевог ексклузионог принципа
21Jacques Salomon Hadamard (1865 - 1963) - француски математичар, специjализован у пољу комплексне

анализе и диференционалне геометриjе, члан ’Краљевског друштва Лондона’
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У општем случаjу контролне капиjе су све капиjе controlled− Un коjе делуjу на n кубита
и повезане су са (n+ 1). контролним кубитом, за вредност |1⟩ контролног кубита капиjа Un се
примењуjе на n кубита, за вредност |0⟩ не. Контролне капиjе имаjу облик:

controlled− Un =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . . 0

0 0 0 Un


Спектрална декомпозициjа оператора A jе поступак превођења оператора A из матричне

у спектралну форму. Спектар оператора служи као математички приказ како оператор делуjе
на сваки кубит (сваку могућу комбинациjу кубита). Ако неки оператор A може да се растави у
облик A = |α⟩⟨γ|+ |β⟩⟨δ|, то значи да стања |α⟩ и |β⟩ преводи редом у стања |γ⟩ и |δ⟩. Приказ
поменутих наjважниjих оператора и њихових матричних и спектралних форми jе на табели 1.

Назив Симбол Опертор Спектрална форма

Паули X

[
0 1
1 0

]
|0⟩⟨1|+ |1⟩⟨0|

Паули Y

[
0 −i
i 0

]
i(|1⟩⟨0| − |0⟩⟨1|)

Паули Z

[
1 0
0 −1

]
|0⟩⟨0| − |1⟩⟨1|

Адамарова 1√
2

[
1 1
1 −1

]
1√
2
[|0⟩(⟨0|+ ⟨1|) + |1⟩(⟨0| − ⟨1|)]

CNOT


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 |00⟩⟨00|+ |01⟩⟨01|+ |10⟩⟨11|+ |11⟩⟨10|

SWAP


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 |00⟩⟨00|+ |01⟩⟨10|+ |10⟩⟨01|+ |11⟩⟨11|

Табела 1: Наjважниjе капиjе и њихове особине

Корисно jе знати идентитете квантних кола попут:

XYX = −Y, HXH = Z, HZH = X, HY H = −Y (24)

Наjважниjа капиjа у квантом програмирању jе капиjа мерења, jедина капиjа коjа ниjе
матрица, jер преводи квантни у пробабилистички класичан бит. Мерење квантног стања
колапсира таласну функциjу стања, те jе капиjа мерења иреверзибилна и као вредности
даjе вероватноће мерења стања |0⟩ и |1⟩. Улаз у капиjу мерења (слика 10) jе jедна линиjа,
представљаjући кубит, а излаз jе дупла линиjа коjа представља две вредности вероватноћа
стања. [7 стр. 60-78][8 стр. 52-110]

Слика 10: Капиjа меренjа квантног систерма
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3.3 Квантна логичка кола
Квантна логичка кола конструишу се редним и паралелним везивањем квантних логич-

ких капиjа. С обризом на то да су класична кола дефинсана логичким операциjама (редно
везивање представља конjункциjу, а паралелно дисjункциjу), повезивање капиjа у квантним
колима представљаће матричне операциjе. Капиjе A и B коjе делуjу на кубит ψ повезуjу се
редно у коло C матричним производом A×B = C. Исте две капиjе A и B коjе редом делуjу на
кубите ψ и φ повезуjу се паралелно у коло D Кронекеровим производом (A⊗B)|ψ ⊗ φ⟩ = D.
Кронекеров производ матрица Am×n и Bp×q jе матрица

Am×n ⊗Bp×q =


a11B a12B · · · a1nB
a21B a22B · · · a2nB

...
...

. . .
...

am1B am2B · · · amnB


pm×nq

(25)

Матрица добиjена Кронекеровим производом две унитарне матрице jе унитарна матрица.
Инверз мартрице A⊗ B jе матрица A† ⊗ B†. Паралелни утицаj n унарних матрица U на n
кубита обележава се U⊗n.

NOT операциjа A⊕B над системом два кубита |ψ⟩ = a|00⟩+ b|01⟩+ c|10⟩+ d|11⟩ активира
оператор A за стање кубита |0⟩, а оператор B за |1⟩, то jест (A⊕B)|ψ⟩ = |0⟩ ⊗A(a|0⟩+ b|1⟩) +
|1⟩ ⊗B(c|0⟩+ d|1⟩). Операор A⊕B може се представити матрицом:

Am×n ⊕Bp×q =

[
A Om×q

Op×n B

]
(26)

Може се доказати да jе SWAP капиjа између кубита |ψ1⟩ i |ψ2⟩ jеднака трострукоj примени
CNOT капиjе, редом на |ψ2⟩, |ψ1⟩ и |ψ2⟩ (слика 11a). Испоставља се да се свако квантно
логичко коло може конструисати коначном комбинациjом CNOT и унарних капиjа. Белова
стања могу се добити применом H на први кубит и CNOT на други (слика 11b). Применом
H на оба кубита |ψ1⟩ i |ψ2⟩, па примена CNOT на |ψ2⟩ и поновна примена H на оба кубита
jеднака jе примени CNOT на кубит |ψ1⟩ (слика 11c). Капиjа може да има и више контролних
кубита, као што има Тофолиjева T капиjа, позната као и CCNOT капиjа. Jош jедна корисна
капиjа jе Фредкинова F или CSWAP капиjа.

(a) SWAP (b) Белово коло (c) CNOT

Слика 11: Графички приказ поменутих кола

Квантни паралелизам квантних логичких кола jе своjство истовременог израчуна-
вања вредности функциjе f(x) за више променљивих x. За функциjу дефинисану над би-
товима f : {0, 1} → {0, 1} могуће jе трансформисати квантно коло из стања |x, y⟩ у стање
|x, y × f(x)⟩ коначном применом квантних капиjа, збирно названих Uf . Ако се у улазу
у коло налазе два |0⟩ кубита, од коjих jе на први примењена H капиjа, применом Uf на
оваj пар добиjа се стање |0,f(0)⟩+|1,f(1)⟩√

2
. Оваj процес може се генерализовати за n кубита

Адамаровов трансформациjом где паралелни утицаj H капиjа на n кубита може да се
запише у облику H⊗n = 1√

2n

∑2n−1
x=0 |x⟩. Примена H на jедан кубит може се представити као

H|x⟩ = 1√
2

∑1
z=0(−1)xz|z⟩. За n = 2, са почетним стањима кубита |0⟩, трансформациjа има

облик ( |0⟩+|1⟩√
2

)( |0⟩+|1⟩√
2

) = |00⟩+|01⟩+|10⟩+|11⟩
2 . Применом Uf на коло после Адамарове трансфор-

мациjе добиjа се стање 1√
2n

∑2n−1
x=0 |x⟩|f(x)⟩ коjе описуjе све вредности функциjе у зависности

од променљиве. [7 стр. 30-39][8 стр. 123-140]
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3.4 Квантни алгоритми
Квантни паралелализам производи стање коjе описуjе функциjу f(x) за све њене параметре,

али мерењем овог кола добиjа се само jедно стање |x, f(x)⟩ од могућих 2n. Jедан од првих
алгоритама квантног рачунарства, коjи решава оваj проблем, назива се Доjч22-Jожин23

алгоритам. Функциjа f(x), x ∈ {0, 1, · · · , 2n − 1} може бити или балансирана (половина
параметара заузима вредности 0, друга половина вредности 1) или константна (сви параметри
заузимаjу исту вредност). Доjч-Jожин алгоритам одређуjе коjоj од те две групе f(x) припада.
Доjч-Jожин алгоритам (слика 12) гласи:

1. улазно стање jе |ψ0⟩ = |0⟩⊗n|1⟩

2. примена H на све параметре даjе стање |ψ1⟩ = 1√
2n

∑2n−1
x=0 |x⟩( |0⟩−|1⟩√

2
)

3. примена Uf даjе стање |ψ2⟩ = 1√
2n

∑2n−1
x=0 (−1)f(x)|x⟩( |0⟩−|1⟩√

2
) и издрачунава вредност f

4. примена H на првих n кубита даjе стање |ψ3⟩ = 1
2n

∑2n−1
x=0

∑2n−1
z=0 (−1)f(x)+xz|z⟩( |0⟩−|1⟩√

2
)

Мерењем стања |ψ3⟩ могуће jе закључити каква jе задата функциjа f(x). За измерену
вредност |0⟩⊗n фунциjа jе константна, да ли су сви параметри 0 или 1 зависи од коефициjента
уз измерено стање коjи може бити +1 или −1. За све друге измерене вредности функциjа jе
балансирана.

Слика 12: Коло Доjч-Jожиног алгоритма

Иако нема корисне примене, оваj алгоритам показуjе квантну надмоћ, то jест показуjе да
квантни рачунар jедном евалуациjом решава проблем док би класични рачунар исти проблем
требало 2n − 1.

Теориjски, квантни алгоритми драстично су ефикасниjи од класичних код великог броjа
проблема, та ефикасност се губи при физичкоj имплементациjи квантних рачунара. Примена
великог броjа оператора на кубите доводи до њихвое декохеренциjе и квантног шума.
Већ пар децениjа ради се на оптимизациjи квантних кола, тако да имаjу што неприметниjи
шум. Чињеница да jе оптимизациjа таквих система веома скупа и захтевна, у скориjе време
поткрепила jе потрага за физичким имплементациjама квантних рачунара коjи у потпуности
избегаваjу квантни шум, уместо да га оптимизуjу. Jедан од могућих кандидата за бешумни
квантни систем jе енионски квантни рачунар. [7 стр. 29-36 и 171-215][8 стр. 35-48]

22David Elieser Deutsch (1953) - британски физичар, пионир квантног рачунарства и предлагач интерпретациjе
више светова квантне механике, члан ’Краљевског друштва Лондона’

23Richard Jozsa (1953) - аустралиjски математичар и информатичар, кооснивач теориjе квантне телепортациjе,
члан ’Краљевског друштва Лондона’
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3.5 Квантна фаза и ениони
Сваки Ермитски оператор (оператор облика A = A†) може се представити преко своj-

ствених вредности и вектора као H|ψλ⟩ = λ|ψλ⟩. Како све унитарне матрице U имаjу облик
U = eiH , могуће их jе записати као U |ψλ⟩ = eiλ|ψλ⟩. Матрица U jе већ дефинисана матрица
фазног прелаза, а њена своjствена вредност eiλ назива се квантна фаза система |ψλ⟩.

У квантном систему са две исте честице у стањима ψ1 и ψ2, стање система jе |ψ1ψ2⟩.
Ако се применом неког оператора U промене стања те две честице, стање система ће бити
U |ψ1ψ2⟩ = eiθ|ψ2ψ1⟩. Поновном применом оператора добиjа се стање U2|ψ1ψ2⟩ = e2iθ|ψ1ψ2⟩.
Пошто та два стања не смеjу имати мерну разлику, вредност фазе мора бити e2iθ = 1. У
димензиjама n > 2 постоjе само два могућа решења за θ: π i 2π. Честице чиjа jе вредност
фазе 1 се зову бозони, а они чиjа jе вредност фазе −1 су фермиони.

У дводимензионалном систему могуће jе добити разна рационална решења коjа зависе
од квантног спина s честице, тj θ = 2πs. Квазичестице са квантном фазом различитом од
бозонске и фермионске се зову ениони (из Енглеског anyon, any-све, jер могу да имаjу сваку
вредност фазе).

Како су оператори бозона и фермиона у 3 + 1 простору jеднодимензионални представници
пермутационе групе Sn са n истих честица простора таласних функциjа тог стања, тако су
оператори eiθ ениона jеднодимензионални представници плетеничне групе Bn са n истих
честица простора таласних функциjа истог стања. Дакле, стање система више ениона jе
изоморфно плетеници њихове замишљене светске линиjе кроз две димензиjе. У зависности
од инвариjанте светске линиjе, измерени ениони ће давати различите вредности од почетних.
Одређене плетенице неког система ениона су изоморфне квантним логичким капиjама, пример
jедне такве плетенице дат jе на слици 13.

Слика 13: Паули Y матрица симулирана преплетима Фибоначи ениона

Ениони тиме повезуjу теориjу плетеница са квантним програнирањем. Поставља се питање
да ли jе уопште могуће конструисати физички систем коjи имплементира енионe и коjи модели
ениона дефинишу комплетан систем. Одговор на то питање даjе се у глави 4. [7 стр. 93-96][8
стр. 349-365][9 стр. 1-12][10 стр. 6-40]
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4 Квантно плетенично рачунарство

4.1 Физичка имплементациjа
Сваки систем коjи на неки начин физички имплементира квантно рачунарство мора да

испуњава следеће услове:

1. темељна репрезентациjа квантне информациjе

2. примена универзалне породице унитарних матрица

3. могућност припреме поузданог почетног стања

4. мерљивост краjњег стања

Темељна репрезентациjа квантне информациjе захтева коначан и симетричан базис стања,
попут квантног спина или поларизациjе фотона. Универзална породица оператора представља
наjчешће Паулиjевие и CNOT матрице, али неки системи могу имати неке друге, ефикасниjим
за руковање базисе. Свакако мора постоjати начин да се у коначном времену таj базис
преведе у универзални. Квантни систем мора да омогућава бесконачно много понављања
истог експеримента, са истим почетним условима; без доследности немогуће jе ишта доказати,
те би недоследан систем био безвредан. Наjпоузданиjи систем у теориjи има нула ентропиjу.
Мерљивост квантног система jе могућност добиjања тачне вредности вероватноћа колапсирања
стања. Добар индикатор ефикасне мерљивости jе однос jачине сигнала и квантног шума -
тачниjи системи имаjу мање вредности тог односа. [7 стр. 277-283]

На веома ниским температурама, а и у присуству jаког магнетног поља, одређени агрегати
jако интерагуjућих честица самопобуђуjу специфичне особине попут нецелоброjног наелек-
трисања и квантног спина. Како jе могуће представити кретање ениона фазном капиjом,
поставља се питање могућности представљања ениона комбинациjом других, некомутативних
унитарних матрица. Испоставља се да jе могуће. Ениони коjи се могу представити само преко
коначне комбинациjе унитарних матрица, од коjих jе бар jедна некомутативна, називаjу се
неабеловски.

Светске линиjе кретања групе ениона дефинишу плетеницу, те могу дефинисати и квантну
капиjу. Самим тим реално кретање ениона у две димензиjе ниjе од екстремне важности, докле
год су сви ениони довољно удаљени међусобно, могуће jе добити тражену светску линиjу у 2+1
димензиjа. Управо из непотребности регуларности путања поjединачних ениона произилази
отпорност декохеренциjи квантних тополошких кола. Дат jе пример jеднакости теориjске
(слика 14a) и реалне (слика 14b) плетенице светских линиjа ениона.

(a) Идеална плетеница (b) Реалистична плетеница

Слика 14: Приказ енионске отпорности на декохеренциjу

У општем случаjу, матрична репрезентациjа плетенице ениона jеднака jе производу пре-
плета у матричном облику редом временске линиjе. Квантни оператор добиjен израчунавањем
стања ениона jеднак jе Ψ−1. [8 стр. 642-644]
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4.2 Фузиjа честица
Фузиjа jе операциjа дефинисана над честицама (коjе могу бити различитих типова: на

пример a, b, c ...) као спаjање две честице и стварање треће, записа a× b = c. Цепање честице
jе супротан процес c = a× b. Идентитет вакуума jе израз a× I = I × a = a и представља
спаjање честице типа a ни са чим. Уништење честице a долази када се она судари са своjом
античестицом ā, облика a× ā = I. Фузиjа са више фузионих канала jе поjава да две честице
могу да се споjе у више различитих честица, са одређеном вероватноћом, a× b = c+ d+ · · · .
Спаjање античестица са више фузионих канала може резултовати у идентитету вакуума, али
и не мора a× ā = I + e.

Сва остала правила везана за фузиjу специфичних честица зову се фузиона правила за
таj скуп честица. Фузиона правила одређуjу димензиjу Хилбертовог простора Hn у коjем се
налази n честица. Фузиjа честица у општем облику дефинисана jе као a× b =

∑
N c
abc, где

jе N c
ab фузиона матрица честица a и b у c. Важе своjства N c

ab = N c
ba и N I

aā = 1. Фузионе
матрице су асоциjативне; a × b × c = e невезано на коjи од два начина се рачуна фузиjа∑
Nd
abN

e
cd =

∑
Nf
cbN

e
af , а матрице Na и Nc комутираjу [Na, Nc] = 0.

Матрица промене базиса jе матрица F коjа jедно асоциjативно стање пребацуjе у друго,
за пример фузиjе три честица то jе матрица [F eabc]df и важи

∑
Nd
abN

e
cd =

∑
[F eabc]dfN

f
cbN

e
af .

Фузиjу четири честице могуће jе извршити на пет различитих начина, па таj систем дефинише
пет матрица, коjе су повезане релациjом приказаноj на слици 15.

[F efcd]gl[F
e
abl]fk =

∑
[F gabc]fh[F

e
ahd]gk[F

k
bcd]hl

Слика 15: Графички приказ свих фузионих канала четири честице - велики пентагон

Матрица самопреплета jе матрица R коjа дефинише jедан позитиван преплет спарених
ениона пре него што се споjе у трећи

∑
N c
ab =

∑
RcabN

c
ba, на jедан кубит делуjе R(α|0⟩+β|1⟩) =

αRIaa|0⟩+ βRaaa|1⟩. Фузиjу три честице коjе могу да се преплићу могуће jе извршити на шест
различитих начина, а за таj систем постоjе две породице од по шест матрица коjе га дефинишу,
повезане релациjама датим на сликама 16a и 16b. [10 стр. 52-62][11 стр. 67-96]

(a) Re
ca[F

d
acb]egR

g
cb =

∑
[F d

cab]efR
d
cf [F

d
abc]fg (b) [Re

ca]
−1[F d

acb]eg[R
g
cb]

−1 =
∑

[F d
cab]ef [R

d
cf ]

−1[F d
abc]fg

Слика 16: Графички прикази свих фузионих канала три преплетене честице - велики хексагони
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4.3 Модели ениона
Фибоначи ениони су ениони са специфичним спинским квантним броjем званим q-спин.

Понаособ ениони имаjу q-спин вредности 1, а њихове комбинациjе заузимаjу вредности вакуума
0 и ениона 1. Фузиjа ениона у честицу q-спина a означава се (•, •)a. Фузионо правило Фибоначи
ениона гласи: 1× 1 = 0 + 1. Фузиона матрица Фибоначи ениона дата jе N1, матрица промене
базиса F (где jе τ = 1

ϕ ), а матрица самопреплета R (израчунате применом великих пентагона
и хексагона).

N1 =

[
0 1
1 1

]
F =

[
τ

√
τ√

τ −τ

]
R =

[
e−

4πi
5 0

0 −e− 2πi
5

]
Димензиjа Хилбертовог простора n Фибоначи ениона dim(Hn) jеднака jе (n+1)-ом Фибона-

чиjевом броjу, одакле су ови ениони и добили име. Велики Хилбертов простор даjе могућност
процесовања огромне количине кватне информациjе, што чини Фибоначи енионе добрим
кандидатом за квантно програмирање. Како Фибоначи ениони имаjу само jедно фузионо
правило, онда су они и наjпростиjи.

Простор са два Фибоначи ениона jе дводимензионалан, са базисима |0⟩ = |(•, •)0⟩ и
|1⟩ = |(•, •)1⟩; простор са три jе тродимензионалан, са базисима |((•, •)0, •)1⟩, |((•, •)1, •)1⟩ и
|((•, •)1, •)0⟩...

Логички кубити су они чиjа jе вредност q-спина 1 (збирни кубити укупне вредности
q-спина 0 виртуелно не постоjе, то jест спаjаjу се у вакуум). У тродимензионалном случаjу то
су |0L⟩ = |((•, •)0, •)1⟩ и |1L⟩ = |((•, •)1, •)1⟩, док jе треће стање |NC⟩ занемарљиво.

Тродимензионалност ових ениона допушта два могућа преплета: σ1 коjи преплиће пар
ениона и σ2 коjи преплиће два неспарена ениона, са матричним приказима:

σ1 =

 e−
4π i
5 0 0

0 −e− 2πi
5 0

0 0 −e− 2πi
5

 σ2 =

 −τ e−πi
5 −i

√
τe−

πi
10 0

−i
√
τe−

πi
10 −τ 0

0 0 −e− 2π
5


Горњи блок ових матрица димензиjе 2×2 има q-спин вредности 1 па jе jеднак датим преплетима,
остатак jе занемарљив, па важе σ1 = R и σ2 = F−1RF . Овим поступком могуће jе добити све
три Паулиjеве матрице, као и CNOT оператор, па jе онда могуће конструисати и сваки други
унитарни оператор.

Одређивање вредности Фибоначи ениона након преплетања врши се фузиjом два наjлевља
ениона |0L⟩ и |1L⟩, jер се разликуjу за базисе |0⟩ и |1⟩. Вредност q-спина од 0 означава
могућност фузиjе, док вредност 1 забрањуjе. Како Фибоначи ениони испуњаваjу сва четири
услова квантног рачунарског система, добар су кандидат за конструкциjу квантног топлошког
рачунара. [8 стр. 645-649][12 стр. 19-32][13 стр. 40-62][14]

Фибоначи ениони су наjпростиjи модел ениона, па се сви њихови преплети могу израчунати
помоћу правила великог пентагона и хексагона. Сложениjи модели ениона захтеваjу примену
матричних репрезентациjа плетеница дефинисаних у одељку 2.3. Декодирање квантних
кола система ениона врши се преко квантних плетеничних инвариjанти, то jест HOMFLYPT
полинома дефиниганог у одељку 2.5. Тренутни отворен проблем квантног плетеничног
програмирања jе управо креирање алгоритама коjи би сложениjе системе ениона превели у
облик квантних логичких кола, као и физичка конструкциjа таквих система, попут у [15][16].
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5 Закључак
Кроз оваj рад упознали смо се са основама квантног плетеничног рачунарства: области коjа

повезуjе нискодимензиону топологиjу плетеница, чворова и веза са квантним рачунарством.
На почетку овог рада алгебарски смо дефинисали групу плетеница и њена основна своjства,

конструишући формалим путем нормалну форму плетенице. Затим смо одвоjено увели везе
као експлицитно затварање плетеница и Темперли-Либ алгебру коjа jе произишла из теорема
статистичке механике. Циљ овог уводног дела био jе проучавање основне математике потребне
за даље заснивање матричних и полиномских репрезентациjа плетеница помоћу коjих се може
формирати релациjа са квантним операторима.

У другоj целини наjзад се сусрећемо са физиком. Поjаснили смо линеарну алгебру потребну
за баратање са кубитима и дали примере наjзначаjниjих квантних логичких капиjа. Помињемо
проста квантна логичка кола и анализирамо примцип рада Доjч-Jожиног алгоритма, увидевши
jедан од првих доказа квантне надмоћи. На краjу бавили смо се енионима, њиховим своjствима
и приказали њихову путању кроз 2 + 1 димензиjу.

Главна и последња целина овог рада фокусира се на ефикасну физичку имплементациjу
квантног плетеничног рачунара преко модела ениона. Овде смо обjаснили какви физички
модели долазе у обзир и шта их тачно чини ефикасним. Прешли смо преко феномена фузиjе
малог скупа честица. Приметимо да за систем од већег броjа честица ниjе могуће користити
графички приказане фузионе формуле, већ jе потребно применити раниjе дефинисане плете-
ничне матрице, не би ли решили проблем преплетања. На самом краjу ставили смо посебан
акценат на Фибоначи енионе и показали да су они добар кандидат имплементациjе квантног
тополошког рачунара.

Свима онима коjима jе оваj рад привукао бар имало пажње препоручуjем књиге [1] и [2] за
детаљниjи опис теориjе плетеница и књиге [7] и [8] као темељан увод у квантно рачунарство.
Што се тиче квантног плетеничног рачунарства и рада са енионима, скрипте [11] и [13] даjу
добру основу, али ни приближно не описуjу оваj целокупан феномен и jа лично препоручуjем
читаоцу да самостално заплови у воде ове узбудљиве области.

Искористио бих ову прилику да се захвалим свом ментору др Александри Гочанин на
сарадњи и помоћи при писању овог рада, као и на њеном одвоjеном времену, уложеном
труду и веома корисним конструктивним критикама. Поготово желим да jоj се завалим на
инспиративним предавањима о квантном рачунарству у Истраживачкоj станици ’Петница’,
због коjих сам се заинтересовао за ову област и одлучио њоме да се бавим у овом раду. Такође
бих хтео да се захвалим своjоj професорки Ивани Стоjиљковић за претходне две године часова
физике и за савете коjи су естетски и садржаjно побољшали оваj рад.
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