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1

Uvod

Osnove teorije stabilnosti uveo je ruski matematiqar �apunov 1892. godine u
svojoj doktorskoj disertaciji Obwa� zadaqa ob usto�qivosti dvi�eni� . Od
tada, teorija stabilnosti, kao teorija koja prouqava ponaxa�e rexe�a sis-
tema diferencijalnih jednaqina pri malim perturbacijama poqetnih uslova,
pronaxla je primene u razliqtim oblastima matematike.
Jox od davnina poznato je da stabilnim ravnote�nim sta�ima odgovaraju
lokalni minimumi potencijalne energije.
Ci	 ovog rada je da se uspostavi i uopxti veza izme�u energije i stabilnosti
ravnote�e koriste�i pojam �apunov	evih funkcija i rexava�em diferenci-
jalnih jednaqina poreme�enog kreta�a koja se dobijaju pri malim perturbaci-
jama. Tako�e, u ovom radu dajemo i dokaz Raut-Hurvicovog kriterijuma,koji je
sam po sebi veoma zanim	iv matematiqki problem i za one matematiqare qija
primarna oblast interesova�a nije teorija stabilnosti, uz pomo� koga lako
proveravamo stabilnost vrlo slo�enih sistema koje je ponekad i nemogu�e egza-
ktno rexiti. Efikasnost kriterijuma pokazuje se na kraju rada kroz primenu
u realnim mehaniqkim problemima.
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Uvodni pojmovi iz linearne

algebre

2.1 Vektorski prostori

Definicija 2.1.1. Vektorskim prostorom nad po	em K nazivamo skup V
sa operacijama sabira�a i mno�e�a elementima K koja zadovo	avaju slede�a
svojstva:

1. (V,+) je Abelova grupa;

2. λ(a + b) = λa + λb;

3. (λ+ µ)a = λa + µa za sve λ, µ ∈ K, a ∈ V ;

4. (λµ)a = λ(µa) za sve λ, µ ∈ K, a ∈ V ;

5. 1a = a za sve a ∈ V ;

Primer 1. Skup Kn za proizvo	no po	e K sa operacijama definisanim kao:

(a1, a2, ..., an) + (b1, b2, ..., bn) = (a1 + b1, a2 + b2, ..., an + bn),

λ(a1, a2, ..., an) = (λa1, λa2, ..., λan).

2.2 Matrice

Definicija 2.2.1. Matricom dimenzijem×n nad po	emK nazivamo pravougaonu
tablicu sa m vrsta i n kolona i elementima iz K. Uobiqajeno je da se element
u preseku vrste i i kolone j oznaqava sa aij pa se matrica A zapisuje kao:
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A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn



ili skra�eno kao A = (aij) . Za matrice se operacije sabira�a, mno�e�a
skalarom i mno�e�a dve matrice definixu na slede�i naqin:

1. Zbir matrica A i B jednakih dimenzija je matrica A+B = (aij + bij).

2. Proizvod matrice A i skalara λ ∈ K je matrica λA = (λaij)

3. Proizvod matrice A = (aij) dimenzijem×n i matrice B = (bjk) dimenzije
n× p je matrica AB = (cik) dimenzija m× p qiji se elementi dobijaju po
slede�oj formuli

cik =
n∑
j=1

aijbjk

Primer 2. Nije texko dokazati da skup istodimenzionih matrica nad nekim
po	em i sa prethodno definisanim operacijama qini vektorski prostor nad
tim po	em. Nama �e biti posebno interesantan sluqaj kada je K = R i m = n
tj. prostor realnih kvadratnih matrica (nada	e Rn×n). O ovim matricama je
najlakxe razmix	ati kao o linearnim preslikava�ima iz Rn u Rn .

2.3 Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori

Definicija 2.3.1. Neka su M ∈ Rn×n , v ∈ Cn \ {0} i λ ∈ C takvi da va�i

Mv = λv.

Tada se λ naziva sopstvena vrednost, a v sopstveni vektor matrice M .

Posledica 1. Ako su λ i v sopstvena vrednost i sopstveni vektor matrice
M tada je

(M − λI)v = 0
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Definicija 2.3.2. Neka je λ sopstvena vrednost matrice M , tada skup

Eλ = {v : (M − λI)v = 0}

zovemo sopstvenim prostorom sopstvene vrednosti λ. Nije texko proveriti da
sopstveni prostor bilo koje sopstvene vrednosti zaista jeste vektorski pros-
tor.
Naredne qi�enice o sopstvenim vrednostima navodimo bez dokaza. Neka je λ
sopstvena vrednost matrice M . Tada je:

• 1 + λ sopstvena vrednost matrice I +M

• −λ sopstvena vrednost matrice −M

• aλ sopstvena vrednost matrice aM , a ∈ R

• 1
λ
sopstvena vrednost matrice M−1

• λn sopstvena vrednost matrice Mn

Ako matricuM−λI zapixemo kao n uzastopnih stubac-matrica v1,v2, · · · ,vn a
vektor v kao (x1, x2, · · · , xn) imamo

∑n
i=1 xivi = 0, odakle dobijamo da su kolone

ove matrice linearno zavisne, stoga �ena determinanta mora biti 0. S druge
strane, poznato je da je detA = 0 ako i samo ako KerA 6= 0. Dakle, naxli smo
ekvivalentan uslov da neka vrednost bude sopstvena:

det(M − λI) = 0.

Nakon razvija�a determinante dobijamo polinom n-tog stepena koji se naziva
karakteristiqni polinom.
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Definicije stabilnosti

Neka je kreta�e mehaniqkog sistema opisano slede�im sistemom diferenci-
jalnih jednaqina:

ẏi = Yi(t, y1, y2, · · · , yn), (i = 1, ..., n)

gde su yi brzine, koordinate ili generalno bilo koje funkcije ovih veliqina.
Radi kompaktnosti zapisa, koristi�emo zapis preko n×1 matrice yᵀ = [y1, y2, ...yn].
Rastoja�e izme�u dve ovakve veliqine definixemo kao

dist(y,y′) =
n∑
i=1

|yi − y′i|

Definicija 3.0.1. Kreta�e dinamiqkog sistema kome odgovara partikularno
rexe�e y = u(t) tj. yi(t) = ui(t) (i = 1, ..., n) je stabilno po �apunovu ako:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀t > t0)(dist(y(t0),u(t0)) < δ ⇒ dist(y(t),u(t)) < ε)

gde je t0 poqetni trenutak.
Uvo�e�em smene x(t) = y(t)− u(t) dobijamo novu jednaqinu:

ẋ = X(t,x)

= Y (t,x + u(t))− Y (t,u(t))

Sada se nad x mo�e uvesti norma
∥∥x(t)

∥∥ = dist(y(t),u(t)) Partikularnom rex-
e�u y = u(t) odgovara partikularno rexe�e x ≡ 0 i u novim koordinatama
definicija stabilnosti po �apunovu ima oblik:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀t > t0)(
∥∥x(t0)

∥∥ < δ ⇒
∥∥x(t)

∥∥ < ε)

6
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Stabilnost po �apunovu garantuje da se sistem za dovo	no mali poqetni
poreme�aj nalazi unutar neke ε-sfere tokom celog svog kreta�a. Kada za-
htevamo da u beskonaqnosti sistem zavrxi u ravnote�nom polo�aju, imamo
slede�u asimptotsku definiciju stabilnosti:

Definicija 3.0.2. Kreta�e koje je stabilno po �apunovu i pri kome je :

lim
t→∞

∥∥x(t)
∥∥ = 0

nazivamo asimptotski stabilnim. Razliku izme�u ovih kriterijuma je najbo	e
predstaviti geometrijski:

Slika 3.1: Ravnote�ni polo�aj

je stabilan po �apunovu

Slika 3.2: Ravnote�ni polo�aj

je asimptotski stabilan

Posmatramo dve puta�e takozvanih reprezentativnih taqaka. To su taqke
koje u trenutku t zauzimaju polo�aj x(t) u Rn. Obe puta�e su stabilne po
�apunovu , ali prva nije asimptotski stabilna.
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�apunov	ev direktni metod

U svom radu iz 1892. ruski matematiqar �apunov 1 je predstavio i dokazao
niz teorema u kojima je na osnovu nekih osobina takozvanih �apunov	evih
funkcija sistema diferencijalnih jednaqina mogao da tvrdi da li je sistem
stabilan u �apunov	evom smislu. Ovaj metod se naziva direktnim zato xto
se ne osla�a na rexava�e linearne aproksimacije u okolini partikularnog
rexe�a, ve� samo na nala�e�e odgovaraju�e �apunov	eve funkcije.

Neka je

ẋi = Xi(x1, x2, ..., xn) (i = 1, 2, ..., n) (4.1)

sistem diferencijalnih jednaqina gde Xi (i = 1, ..., n) ne zavise od t, a x ≡ 0
jedno �egovo partikularno rexe�e. Stabilnost rexe�a se posmatra u nekoj
okolini taqke 0:

Uh = {x | ‖x‖ < h}

Definicija 4.0.1. Neka je V (x1, x2, ..., xn) = V (x) realna funkcija defin-
isana u datoj h okolini taqke 0. Za funkciju V ka�emo da je pozitivno(negativno)
definitna ako:

1. V (x) je neprekidna i jednoznaqna na svom domenu;

2. V (0) = 0;

3. postoji d-okolina Ud taqke 0 u kojoj va�i V (x) > 0 (V (x) < 0) za x ∈ Ud
i x 6= 0.

Ako malo oslabimo tre�i uslov, dobijamo jednu xiru klasu funkcija koje se
nazivaju pozitivno(negativno) semidefinitne funkcije.

1 Aleksandr Miha�loviq L�punov (1857-1918)
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Definicija 4.0.2. Neka je V (x1, x2, ..., xn) = V (x) realna funkcija defin-
isana u datoj h okolini taqke 0. Za funkciju V ka�emo da je pozitivno(negativno)
semidefinitna ako:

1. V (x) je neprekidna i jednoznaqna na svom domenu;

2. V (0) = 0;

3. postoji d-okolina Ud taqke 0 u kojoj va�i V (x) ≥ 0 (V (x) ≤ 0) za x ∈ Ud
i x 6= 0.

Oqigledno je da je funkcija V (x) negativno definitna ako i samo ako je −V (x)
pozitivno definitna pa �emo se ubudu�e pri izuqava�u definitnih funkcija
fokusirati samo na pozitivne.

Primer 3. Posmatrajmo dve funkcije:

V (x1, x2) = x21 + 5x22

koja je oqito 0 samo za x1 = x2 = 0 ,

V (x1, x2) = (x1 − x2)2

koja je uvek nenegativna, ali je 0 kad god je x1 = x2

(a)
(b)

Slika 4.1: Definitne i semidefinitne funkcije: (a) V (x1, x2) = x21 + 5x22
(b) V (x1, x2) = (x1 − x2)2
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4.1 Svojstva definitnih funkcija

Lema 4.1. Neka je V (x) definitna funkcija. Sve jednaqine oblika

V (x) = C

definixu zatvorene hiperpovrxi u Rn za dovo	no male vrednosti C.
Dokaz: Ovde dajemo ideju i vrlo neformalan dokaz i osla�amo se na intu-
itivnu predstavu o zatvorenim povrxima u R3 jer je formalno vrlo texko
uopxte uvesti pojam zatvorene hiperpovrxi.
Uoqimo µ-sferu (= {x | ‖x‖ = µ}) i posmatrajmo restrikciju Vµ funkcije V
na tu sferu. Zbog kompaktnosti sfere znamo da na toj sferi funkcija Vµ dos-
ti�e minimalnu vrednost m. Neka je sada C ≤ m i posmatrajmo restrikciju
VOX funkcije V na proizvo	nu polupravu OX, gde je O koordinatni poqetak,
a taqka X je na sferi. Zbog neprekidnosti, postoji taqka x na polupravoj
OX koja zadovo	ava V (x) = C. Kako je X bila proizvo	na taqka na sferi,
zak	uqujemo da se hiperpovrx V (x) = C nalazi u potpunosti u unutrax�osti
sfere i svaka poluprava kroz O je seqe. Ovim zak	uqujemo da ta povrx mora
biti zatvorena. Na sliqan naqin zak	uqujemo da se za C1 < C povrx V (x) = C1

nalazi u potpunosti unutar povrxi V (x) = C.

Slika 4.2: Povrxi V (x) = C

Mo�emo posmatrati i kreta�e reprezentativne taqke koje zadovo	ava poqetni
sistem jednaqina kreta�a i za dovo	no male pomeraje od ravnote�nog polo�aja
u svakom trenutku svog kreta�a se nalazi u oblasti definisanosti funkcije
V . Ako je funkcija V diferencijabilna, ispostav	a se da je za ispitiva�e
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stabilnosti ravnote�e vrlo korisno razmatrati �en gradijent :

∇V =

(
∂V

∂x1
,
∂V

∂x2
, ...,

∂V

∂xn

)
kao i izvod V po vremenu:

dV

dt
=
∂V

∂x1

dx1
dt

+
∂V

∂x2

dx2
dt

+ ...+
∂V

∂xn

dxn
dt

=

=
∂V

∂x1
·X1 +

∂V

∂x2
·X2 + ...+

∂V

∂xn
·Xn =

= ∇V · u

gde je u brzina reprezentativne taqke. Ovakva interpretacija izvoda po vre-
menu �apunov	eve funkcije daje nam dobru intuiciju o tome kada je sistem
stabilan. Recimo da smo naxli neku pozitivno definitnu funkciju qiji je
izvod po vremenu strogo negativan. Tada je ugao izme�u brzine i gradijenta
koji je za pozitvno definitne funkcije uvek usmeren ka spo	axosti hiper-
povrxi V (x) = C, pa je brzina uvek usmerena ka unutrax�osti povrxi, tj.
telo se kre�e prema povrxima sa ma�im vrednostima C, pa samim tim i te�i
ravnote�nom polo�aju.2

4.2 Teoreme �apunova

Teorema 4.1. Ako je za sistem jednaqina kreta�a (4.1) mogu�e na�i definitnu
funkciju V (x) qiji je izvod po vremenu suprotnog znaka od V ili je jednak 0,
onda je rexe�e x ≡ 0 stabilno po �apunovu.

Dokaz: Bez uma�e�a opxtosti petpostav	amo da je V pozitivno definitna i
dV
dt
≤ 0. Za dato pozitivno ε posmatramo ε-okolinu Uε = {x|‖x‖ < ε} i ε -sferu,

Sε = {x|‖x‖ = ε}. Zbog zatvorenosti i kompaktnosti sfere funkcija V na �oj

dosti�e strogo pozitivni minimum ξ. Kako je V (0) = 0 i V je neprekidna
postoji δ-okolina tako da va�i x ∈ Uδ ⇒ V (x) < ξ. Sada je dovo	no uzeti da
se sistem u poqetnom trenutku t0 nalazi unutar δ-okoline. Kako je V opadaju�a
funkcija po vremenu i u poqetnom trenutku je V (x(t0)) < ξ, funkcija nikada
ne mo�e iza�i iz ε-okoline.

2Ovde se osla�amo na intuiciju koju imamo u dvodimenzionalnom i trodimenzionalnom
sluqaju, kada su u pita�u spo	ax�e i unutrax�e normale na hiperpovrxi. One su mogu
formalno uvesti i u vixedimenzionalnim sluqajevima.
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Teorema 4.2. Ako je za sistem jednaqina kreta�a (4.1) mogu�e na�i definitnu
funkciju V (x) qiji je izvod po vremenu suprotnog znaka od V , onda je rexe�e
x ≡ 0 asimptotski stabilno.

Dokaz: Po prethodnoj teoremi, za svako ε postoji δ ≤ ε tako da ako je sistem u
nekom trenutku u δ -okolini, tokom celog svog budu�eg kreta�a �e se nalaziti
u ε -okolini. Dakle, ako rexe�e nije asimptotski stabilno, mora postojati δ′-
okolina u koju sistem nikad ne�e u�i. Isto tako, zbog poqetnih uslova postoji
ε-okolina iz koje telo nikada ne�e iza�i. Dakle, telo se kre�e unutar zatvorene
kompaktne oblasti Uε \Uδ′ tokom celog svog kreta�a. Kako smo izvod funkcije
V po vremenu uspeli da izrazimo samo preko �enih parcijalnih izvoda po
xi i funkcija Xi koji po poqetnim pretpostavkama ne zavise od t, imamo da
funkcija

dV

dt
=
∂V

∂x1
·X1 +

∂V

∂x2
·X2 + ...+

∂V

∂xn
·Xn = V1(x1, x2, ...xn)

dosti�e svoj strogo negativni minimum ν na toj zatvorenoj povrxi. Dakle,
V (x(t)) ≤ V (x(t0)) + ν(t− t0) xto je za dovo	no veliko t oqito negativno.
Kontradikcija!

Funkcija V koja zadovo	ava uslove neke od prethodnih teorema naziva se
�apunov	eva funkcija. Prethodne dve teoreme su nam davale uslove pri
kojima su neki sistemi stabilni. Slede�a teorema daje uslove pri kojima su
rexe�a nestabilna.

Teorema 4.3. Ako je za jednaqine kreta�a (4.1) mogu�e na�i funkciju V (x)
qiji je izvod po vremenu dV

dt
definitna funkcija, a V je nedefinitna funkcija

ili definitna funkcija istog znaka kao dV
dt

onda je rexe�e x ≡ 0 nestabilno.

Dokaz: Odaberimo neko ε tako da je dV
dt

definitno (bez uma�e�a opxteg poz-
itivno) na Uε. Pretpostavimo da za takvo ε postoji δ tako da

∥∥x(t0)
∥∥ < δ ⇒∥∥x(t)

∥∥ < ε tokom celog kreta�a. Kako V nije negativno definitna, postoji
poqetni polo�aj x(t0) tako da 0 <

∥∥x(t0)
∥∥ < δ i V (x(t0)) ≥ 0. Pretpostavimo da

je bax to poqetni polo�aj naxeg sistema. Kako je V strogo rastu�a neprekidna
funkcija, mora postojati µ tako da se sistem nikada ne na�e u Uµ-okolini. Zbog
neprekidnosti, postoji Uµ tako da x ∈ Uµ ⇒ V (x) < V (x(t0)) , pa kako V raste
sa vremenom, sistem nikada ne mo�e biti u Uµ okolini. Dakle, sistem je sve
vreme u zatvorenoj kompaktnoj oblasti Uε \ Uµ. Sliqno kao u prethodnoj teo-
remi, dV

dt
dosti�e pozitivni minimum ν pa je V (x(t)) ≥ V (x(t0)) + ν(t− t0) pa

�e sistem za dovo	no veliko t sigurno iza�i iz Uε. Dakle, sistem nije stabi-
lan.
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Kriterijumi stabilnosti

linearnih sistema

Ispostav	a se da je u mehanici jako va�no izuqava�e sistema u okolini
�ihovih ravnote�nih polo�aja. Neretko se u okolini svojih ravnote�nih
polo�aja sistemi mogu linearizovati tj. aproksimirati diferencijalnom jed-
naqinom oblika

ẋ = Ax

gde A ∈ Rn×n.
Mo�e se dokazati da je opxti oblik rexe�a jedne ovakve matriqne difer-

encijalne jednaqine

x (t) = c1e
λ1tu1 + c2e

λ2tu2 + · · · cneλntun

gde su λ1, λ2, · · ·λn sopstvene vrednosti, a u1,u2, · · ·un odgovaraju�i sop-
stveni vektori matrice A 1. Kako je matrica A realna i karakteristiqni
polinom mora imati realne koeficijente pa �egove kompleksne korene mo�emo
upariti sa odgovaraju�im konjugatima. Tako�e, iz Au = λu konjugova�em
vidimo da je upravo ū sopstveni vektor od λ̄ (jedan od sopstvenih vektora,
ali mo�emo pretpostaviti da se bax on pojav	uje u linearnoj kombinaciji).
Bez uma�e�a opxteg mo�emo i pretpostaviti |ui| = 1,∀i = 1, · · · , n. Sada
mo�emo upariti sabirke uz λ = p + iq i λ̄ = p − iq u x (t) i dobijamo izraz
ept(aeiqtu + be−iqtū). Kako se radi o realnom sistemu ovaj oblik se zapravo
svodi na ept(a cos(qt) + b sin(qt)). Ravnote�a sistema je asimptotski stabilna
ako x (t) → 0 kada t → ∞. Ovako dolazimo do k	uqnog kriterijuma stabil-
nosti ravnote�e:

1deta	nija analiza sistema linearnih diferencijalnih jednaqina dostupna npr. u [5]

13
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1. Ravnote�ni polo�aj nekog mehaniqkog sistema je asimptotski stabilan
ako sve sopstvene vrednosti matriceA koja se dobija �egovom linearizaci-
jom u okolini tog polo�aja imaju negativan realan deo:

Re(λi) < 0,∀ i = 1, · · · , n

2. Ravnote�ni polo�aj je nestabilan ako bar jedna sopstvena vrednost ima
pozitivan realan deo:

Re(λi) > 0, za neko i, 1 ≤ i ≤ n

3. Ako postoji jedno ili vixe λi tako da je Re(λi) = 0, dok sve ostale
sopstvene vrednosti imaju negativan realan deo, sistem je stabilan po
�apunovu, ali ne mora biti asimptotski stabilan.

Jednostavnim razvija�em karakteristiqnog polinoma dobijamo da je potrebno
proveriti kada nule tog polinoma imaju negativan realan deo. Ovaj uslov, iako
elementarno formulisan, nije nimalo lako proveriti za polinome velikog ste-
pena qije nule ne mo�emo eksplicitno na�i. U ovom radu predstav	amo dva
kriterijuma za proveru ovog uslova.

5.1 Prvi kriterijum

Ovde predstav	amo kriterijum stabilnosti koji je znaqajno lakxi za dokaz od
slede�eg, a pritom se pozivamo na rad [10].

Teorema 5.1. Neka je

f(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an =

n∏
i=1

(x− zj)

polinom sa realnim koeficijentima. Sve nule ovog polinoma imaju negativan
realan deo ako i samo ako polinom f(x) i polinom

g(x) =
∏

1≤i<j≤n

(x− zi − zj)
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imaju sve koeficijente pozitivne.
Dokaz:(⇒) Kako f(x) ima realne koeficijente mo�emo upariti konjugovane
nule

(x− z)(x− z̄) = x2 − 2αx+ α2 + β2,

gde je z = α + iβ, z̄ = α− iβ i zapisati f(x) u obliku

f(x) =
∏
i

(x+ ci)
∏
j

(x2 + 2ajx+ bj)

gde su ai, bi, ci ∈ R+ po Vijetovim formulama, pa f(x) oqito ima nenegativne
koeficijente. Ali isti postupak mo�emo primeniti i na g(x) poxto i �egove
nule moraju imati negativan realan deo. Dakle, jedan smer dokaza je zavrxen.
(⇐) Kako f(x) i g(x) imaju pozitivne koeficijente oqito ne mogu imati poz-
itivne realne korene. Ali ako neki koren z polinoma f(x) ima pozitivan
realan deo i nenula imaginaran deo tada su i z i z̄ koreni f(x) pa je z + z̄
koren g(x),a ujedno i pozitivan realan broj. Kontradikcija!
Poznato je da su koeficijenti polinoma f(x) upravo �utnove simetriqne sume
korena, ali pokazuje se da su i koeficijenti polinoma g(x) tako�e simetriqni
po korenima pa se mogu izraziti preko koeficijenata polinoma f(x).

Zadatak 1. Na�i primer polinoma sa pozitivnim koeficijentima koji ima
nulu sa pozitivnim realnim delom.

Rexe�e 1. Polinom p(x) = x4+2x3+2x2+10x+25 = (x2−2x+5)(x2+4x+5) =
(x− 1− 2i)(x− 1 + 2i)(x+ 2 + i)(x+ 2− i) oqito ima pozitivne koeficijente,
ali ima i nulu 1 + 2i koja ima pozitivan realan deo. Dakle, drugi uslov je
zaista neophodan.

5.2 Drugi kriterijum

Neka je

f(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an =

n∏
i=1

(x− zj)

moniqan polinom sa realnim koeficijentima. Neka je polinomu f(x) dode	ena
matrica 

a1 1 0 0 0 0 · · ·
a3 a2 a1 1 0 0 · · ·
a5 a4 a3 a2 a1 1 · · ·

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2n−1 a2n−2 . . . . . . . . . . an
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gde za m > n va�i am = 0. Ova matrica se zove Hurvicova matrica polinoma.
Neka su glavni minori ove matrice :

∆1 = a1, ∆2 =

∣∣∣∣∣a1 1
a3 a2

∣∣∣∣∣ , · · · , ∆n = an∆n−1

Moniqan realan polinom qije sve nule imaju negativan realan deo zovemo Hur-
vicovim polinomom. Ispostav	a se da su minori Hurvicove matrice vrlo ko-
risni pri proveri znaka realnih delova nula nekog polinoma uz pomo� slede�e
teoreme:

Teorema 5.2. (Raut2-Hurvic3) Sve nule polinoma f(x) imaju negativan realan
deo ako i samo ako su svi glavni minori �egove Hurvicove matrice pozitivni:

∆1 > 0, ∆2 > 0 · · · ∆n > 0

Ovde predstav	amo nax dokaz koji se osla�a na radove [2] i [3]. Originalni
Hurvicov dokaz dostupan je, na primer, u [9] .
Dokaz: Ako je f(x) Hurvicov, onda svi �egovi koreni le�e unutar nekog
polukruga dovo	no velikog polupreqnika Φ = {z : Re(z) ≤ 0 ∩ |z| ≤ R}.
Polinom f ∗(z) uvodimo kao :

f ∗(z) = zn − a1zn−1 + · · ·+ (−1)nan = (−1)nf(−z)

i neka je polinom F0(z) stepena n+ 1 definisan sa:

F0(z) = (z + c)f(z)

gde je c neka pozitivna konstanta. Polinom F0(z) je Hurvicov ako i samo ako
je f(z) Hurvicov jer pored korena f(z) ima jox i negativan realan koren −c.
Posmatrajmo sada familiju polinoma

Fµ(x) = (z + c)f(z) + µzf ∗(z)

gde se parametar µ me�a od 0 do 1.

Lema 5.1. Polinom F1(x) = (z + c)f(z) + zf ∗(z) je Hurvicov ako i samo ako je
f(z) Hurvicov.
Dokaz: Pretpostavimo da je taqno jedan od F1(z) i F0(z)(a samim tim i f(z))
Hurvicov. Oqito se neprekidnim me�a�em parametra µ od 0 do 1 nule odgo-
varaju�ih polinoma Fµ neprekidno kre�u po kompleksnoj ravni. Kako se bar

2Edward John Routh(1831-1907)
3Adolf Hurwtiz(1859-1919)
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jedna nula nalazi sa razliqitih strana Φ na poqetku i na kraju intervala ,
zbog neprekidnosti i zatvorenosti konture Φ mora postojati Fµ(x) qija nula
le�i bax na konturi. Razmotrimo prvo sluqaj da ta nula ima modul |z| = R.
Kako je vode�i koeficijent ovog polinoma 1 +µ, a i svi drugi koeficijenti ci
se mogu odozgo ograniqiti nekom konstantom C po apsolutnoj vrednosti, imamo

(1+µ)Rn = |(1+µ)zn| = |cn−1zn−1+cn−2zn−2+· · · | ≤ |C|(1+|z|+· · ·+|z|n−1) = |C|R
n − 1

R− 1

Za dovo	no veliko R ova nejednakost oqito nije taqna. Dakle, ostaje mogu�nost
da je koren na imaginarnoj osi. Neka je z = ib, b ∈ R. Neka je

f(z) = (z − r1)(z − r2) · · · (x− rk)(x− ξ1)(x− ξ̄1)(x− ξ2)(x− ξ̄2) · · · (x− ξl)(x− ξ̄l)

gde su ri realne, a ξi kompleksne nule.
Kako je |ib−ri| = |−ib−ri|, a |(ib−ξi)(ib− ξ̄i)| = |(−ib−ξi)(−ib− ξ̄i)|, zak	uqujemo

|f(ib)| = |f ∗(ib)|

Kako je Fµ(z) = 0 imamo:

(z + c)f(z) = −µzf ∗(z)

|(z + c)f(z)| = | − µzf ∗(z)|

|(z + c)||f(z)| = |µz||f ∗(z)|
√
b2 + c2 = µ|b|
b√

b2 + c2
=

1

µ

Posled�a jednakost oqito nije mogu�a uz uslov 0 ≤ µ ≤ 1 .
Ostatak dokaza izvodimo indukcijom po stepenu polinoma. Za polinome ste-
pena 1 tvr�e�e je oqigledno jer je jedini koren −a1. Pretpostavimo da je
tvr�e�e taqno za sve moniqne polinome stepena n. Dokaza�emo da je taqno za
sve moniqne polinome stepena n+ 1.
Za poqetak �emo pokazati da se svaki moniqan Hurvicov polinom stepena n+1
mo�e predstaviti kao

F (z) =
(z + c)f(z) + zf ∗(z)

2

gde je f(z) moniqan polinom stepena n, a c pozitivna konstanta.
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Neka je
F (x) = xn+1 + b1x

n + · · ·+ bn+1,

f(z) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an

Dobijamo sistem linearnih jednaqina

2b1 = c

2b2 = ca1 + 2a2

2b3 = ca2
...

2bn = an(1 + (−1)n) + can−1

2bn+1 = can

Primetimo da je −b1 zbir svih nula poqetnog polinoma, pa je on sigurno neg-
ativan realan broj. Samim tim, c mora biti pozitivan. Jednaqine oblika

2b2i+1 = ca2i

jedinstveno odre�uju a2i, pa se uvrxtava�em a2i u jednaqine oblika

2b2i = ca2i−1 + 2a2i

na jedinstven naqin odre�uju a2i−1. Jedina potencijalna nejedinstvenost se
mo�e desiti kod posled�e jednaqine. U ovom sluqaju razdvajamo na dve mogu�nosti
u zavisnosti od parnosti n.

1. 2|n
Tada se an−1 pojav	uje samo u jednaqini

2bn = an(1 + (−1)n) + can−1

pa je ono jedinstveno odre�eno zbog

2bn+1 = can

2. 2 - n
Tada imamo

2bn = can−1

2bn+1 = can
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Odavde jedinstveno odre�ujemo posled�a dva koeficijenta, a iz �ih i pre-
ostalih jednaqina lako odre�ujemo ostale.
Dakle, jedinstveno smo odredili sve koeficijente polinoma f(x). Iz Leme
4.1 polinom F (z) je Hurvicov ako i samo ako je f(z) Hurvicov. Dakle, iz pret-
postavke da je F (z) Hurvicov dobijamo da je f(z) Hurvicov, pa su po induk-
tivnoj hipotezi glavni minori Hurvicove matrice polinoma f(z) pozitivni.
Posmatrajmo sada glavne minore Hurvicove matrice za polinom F (z). Stavl-
jaju�i a = c

2
dobijamo:

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 1 0 0 · · ·
b3 b2 b1 1 · · ·
b5 b4 b3 b2 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 0 0 · · ·
aa2 aa1 + a2 a 1 · · ·
aa4 aa3 + a4 aa2 aa1 + a2 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Izvlaqe�em faktora a iz neparnih kolona, posle qega se od parnih kolona
oduzima ona ispred �e, da bi se na kraju i iz parnih kolona izvukao faktor
a dobijamo:

Dk = a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0 · · ·
a2 aa1 + a2 a 1 · · ·
a4 aa3 + a4 aa2 aa1 + a2 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0 · · ·
a2 aa1 a 1 · · ·
a4 aa3 aa2 aa1 + a2 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0 · · ·
a2 a1 a 1 · · ·
a4 a3 aa2 aa1 + a2 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = · · ·

Dk = ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0 · · ·
a2 a1 a 1 · · ·
a4 a3 aa2 a1 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ak∆k−1

Po induktivnoj hipotezi, svi ∆i su pozitivni, pa su i sviDi pozitivni(prvi
minor je bax a). Dakle, jedan smer je pokazan. Ali u drugom smeru znamo da su
svi minori, pa i prvi, pozitivni. Dakle, 2b1 > 0. Samim tim i c iz sistema
je ve�e od nule, pa iz qi�enice da je f(z) Hurvicov(a on to jeste jer su mu po
prethodnom minori pozitivni, a va�i induktivna hipoteza) dobijamo i da je
F (z) Hurvicov. Dakle, oba smera su pokazana i dokaz je zavrxen.
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Zadatak 2. Opisati sve moniqne Hurvicove polinome tre�eg stepena.

Rexe�e 2. Posmatrajmo Hurvicovu matricu polinoma p(x) = x3+ax2+bx+c.a 1 0
c b a
0 0 c


�eni minori su redom:
∆1 = a
∆2 = ab− c
∆3 = c(ab− c) .
Dakle, polinom p(x) = x3 + ax2 + bx+ c je Hurvicov ako i samo ako je:

a, c > 0 i b > c
a
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5.3 Primene Raut-Hurvicovog kriterijuma

Na kraju ovog maturskog rada pokaza�emo koliko je Hurvicov kriterijum za-
ista koristan u rexava�u raznih problema iz mehanike.

Zadatak 3. Na slici 5.1 je data xema vagona koji mo�e da se kre�e po xinama
brzinom v sa qije zad�e strane sa nalazi opruga koeficijenta elastiqnosti
k. Za slobodan kraj opruge vezana je jednoosna prikolica mase m. Neka je
G centar mase prikolice, a J polarni moment inercije prikolice u odnosu
na G. Napisati jednaqine kreta�a i odrediti uslove asimtotske stabilnosti
sistema.

Slika 5.1

Rexe�e 3. Za poqetak napisa�emo jednaqinu rotacije prikolice oko G :

Jϕ̈ = −cax cosϕ+ F (b− a) (5.1)

i drugi �utnov zakon za prikolicu u pravcu paralelnom opruzi:

m
d2

dt2
(x+ a sinϕ) = −cx− F cosϕ (5.2)

U aproksimaciji malih uglova dobijamo slede�i linearni sistem:

Jϕ̈ = −cax+ F (b− a)

mẍ+mϕ̈ = −cx− F
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Eliminacijom F iz ovog sistema dobijamo jednaqinu:

m(b− a)ẍ+ cbx+ (ma(b− a)− J)ϕ̈ = 0 (5.3)

Ovo je jedna jednaqina sa dva stepena slobode, dakle potrebna nam je bar jox
jedna veza da bismo mogli da reximo jednaqinu. Posmatrajmo taqku na sredini
osovine. Kako je osovina kruto telo, projekcija brzine te taqke na pravac oso-
vine mora biti ista kao projekcija brzine centra mase toqka na pravac osovine.
Ali kako pri rotaciji toqka brzina centra mase toqka ostaje ortogonalna na
pravac osovine:

ẋ cosϕ+ bϕ̇+ v sinϕ = 0 (5.4)

Posle linearizacije dobijamo:

ẋ+ bϕ̇+ vϕ = 0

Sada imamo tri jednaqine, ali jox uvek nemamo kanonski oblik sistema difer-
encijalnih jednaqina koji nam je potreban da bismo primenili Raut-Hurvicov
kriterijum. Za to uvodimo smenu ẋ = u. Diferencira�em jednaqine (2) po
vremenu dobijamo

ϕ̈ =
−1

b
(ẍ+ vϕ̇)

Uvrxtava�em ovog izraza u jednaqinu (1) dobijamo slede�i sistem:

m(b− a)ẍ+ cbx− (ma(b− a)− J)

b
(ẍ+ vϕ̇) = 0

ẋ+ bϕ̇+ vϕ = 0

Da bismo ovaj sistem sveli na linearni sistem diferencijalnih jednaqina sa
tri stepena slobode uvodimo smenu ẋ = y i dobijamo slede�i sistem:

ẋ = y

ẏ =
b

m(b− a)2 + J

(
(J −ma(b− a))v

b2
(y + vϕ)− cbx

)
ϕ̇ =

−1

b
(y + vϕ)

Dobili smo kanonski oblik linearne diferencijalne jednaqine. �emu
odgovara slede�a 3× 3 matrica:
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A =

 0 1 0
−cb2

m(b−a)2+J
(J−ma(b−a))v
b(m(b−a)2+J)

(J−ma(b−a))v2
b(m(b−a)2+J)

0 −1
b

−v
b


Za karakteristiqni polinom ove matrice dobijamo :

det(A− λI) = P (λ) =

= (m(b− a)2 + J)λ3 +mv(b− a)λ2 + cb2λ+ cbv

Dakle, ovo je polinom na koji prime�ujemo Hurvicov kriterijum. Hurvi-
cova matrica ovog polinoma izgleda ovako:

mv(b−a)
m(b−a)2+J 1 0

cbv
m(b−a)2+J

cb2

m(b−a)2+J
mv(b−a)

m(b−a)2+J
0 0 cbv

m(b−a)2+J


Po Zadatku 2 znamo da je polinom tre�eg stepena Hurvicov ako i samo ako

su mv(b−a)
m(b−a)2+J i cbv

m(b−a)2+J pozitivni xto je oqito taqno i ako va�i

cb2

m(b− a)2 + J
>

cbv

mv(b− a)

xto se nakon skra�iva�a svodi na

J < ma(b− a)

Dakle, naxli smo uslov za asimptotsku stabilnost ovog sistema. Fiziqki
smisao ovog uslova je da centar mase mora biti bli�e spoju od same osovine(b >
a) i da toqkovi prikolice ne smeju biti previxe uda	eni od centralne ose(uslov
ograniqenosti momenta inercije).

Zadatak 4. Girokompas je nemagnetni kompas koji koristi rotaciju Zem	e
da odredi geografski polo�aj i znaqajno je praktiqniji od magnetnog kompasa.
Ispostav	a se da se kreta�e girokompasa mo�e opisati dvema diferencijal-
nim jednaqinama drugog reda:

ẍ1 + 2b1ẋ1 + (ν2 − Ω2)x1 − 2Ωẋ2 = X1

ẍ2 + 2b2ẋ2 + (ν2 − Ω2)x2 + 2Ωẋ1 = X2

gde je x1 veliqina srazmerna uglu otklona od ravni meridijana, x2 varijacija
konstruktivnog ugla 4, b1, b2 > 0 karakteristiqni koeficijenti disipativnih

4Pojam vezan za dinamiku giroskopa
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sila, ν =
√

g
Rzemlje

= 0.00125 s−1, Ω = U sinϕ, U = 7.29 · 10−5s−1 - frekvencija

rotacije Zem	e, ϕ-geografska xirina, a X1, X2 qlanovi stepena ve�eg od 1 po
x1 i x2.

Rexe�e 4. Nakon linearizacije sistema mo�emo uzeti X1 = X2 = 0, pa is-
tim postupkom kao u prethodnom zadatku nalazimo karakteristiqni polinom
matrice koja opisuje ovu diferencijalnu jednaqinu. Kako ovde imamo fazni
prostor dimenzije 4 , nax polinom �e biti stepena 4 i on izgleda ovako:

P (λ) = λ4 + 2(b1 + b2)λ
3 + 2(ν2 − Ω2 + b1b2 + 2Ω2)λ2+

+2(b1 + b2)(ν
2 − Ω2)λ+ (ν2 − Ω2)2 = 0

Prva dva minora Hurvicove matrice su oqigledno pozitivni, a razvija�em po
prvoj vrsti dobijamo da tre�i minor izgleda ovako:

∆3 = 8(b1 + b2)
2(ν2 − Ω2 + b1b2 + 2Ω2)(ν2 − Ω2)−

−4(b1 + b2)
2 − 4(b1 + b2)

2(ν2 − Ω2)2

= 4(b1 + b2)
2(ν2 − Ω2)(b1b2 + Ω2)

Kako je ∆4 = (ν2−Ω2)2∆3, ∆3 > 0 je potreban i dovo	an uslov za asimptotsku
stabilnost. Dakle, sistem je stabilan ako i samo ako je:

ν > Ω

Dakle, kako je ν mnogo ve�e od U , sistem girokompasa je uvek stabilan.
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Zak	uqak

U ovom radu smo razmatrali uslove stabilnosti rexe�a linearnih diferen-
cijalnih jednaqina i predstavili dokaz Raut-Hurvicovog kriterijuma. Is-
postav	a se da, ako linearizacijom proizvo	nog sistema dobijemo linearan
sistem qije rexe�e zadovo	ava Hurvicov kriterijum, tada je i rexe�e nelin-
earnog sistema asimptotski stabilno. Sliqno, ako karakteristiqni polinom
ima bar jedan koren sa pozitivnim realnim delom, ni rexe�e nelinearnog
sistema sigurno nije stabilno. Ostaje jedino sluqaj kada imamo korene sa
negativnim realnim delom i qisto imaginarne korene. Tada ne mo�emo sa
sigurnox�u tvrditi kako �e se ponaxati nelinearni sistem. U nekim sluqaje-
vima tu nam mo�e pomo�i �apunov-Malkinova teorema, kojom se nismo bavili
u ovom radu.

�eleo bih ovom prilikom da se zahvalim svom mentoru dr Borislavu Gaji�u
na svesrdnoj pomo�i pri savladava�u gradiva kao i mojoj mami �i	ani na
pomo�i pri izradi dijagrama u softveru AutoCAD.
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