
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

20.02.2022.

Prvi razred – A kategorija

Neka je n prirodan broj, An skup svih n-tocifrenih brojeva kojima je zbir cifara u1.

dekadnom zapisu jednak 4, a Bn skup svih n-tocifrenih brojeva kojima je proizvod cifara
u dekadnom zapisu jednak 8. U zavisnosti od n odrediti koji od navedenih skupova ima
ve�i broj elemenata.

Odrediti sve funkcije f, g :
(

1
2 , 2

)
→ R, takve da za svako x ∈

(
1
2 , 2

)
vaжi2.

xf(x) + g
(

4x+1
2x+2

)
= x i 2f

(
1
x

)
− g

(
x+4
2x+2

)
= −4x.

Neka je △ABC pravougli. Konstruisati taqku N unutar △ABC tako da je3.

∢NBC = ∢NCA = ∢NAB.

U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu 20x + 2y = 2022z.4.

Xahovska tabla dimenzije 8 × 8 poploqana je figurama sa slike5.

(figure se mogu rotirati i obrtati; mogu�e je koristiti proizvoƩan broj figura svakog
od tri navedena oblika; tabla je poploqana ako svako poƩe table pokriva taqno jedna
figura). Odrediti najmaƬi mogu�i broj figura prvog od navedenih oblika koji je
upotrebƩen u poploqavaƬu.

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

20.02.2022.

Drugi razred – A kategorija

Odrediti sve a ∈ R za koje jednaqina1.

∣
∣|x2 − 5x + 6| − x

∣
∣ + 3 = 2022a

ima taqno tri rexeƬa u skupu realnih brojeva.

Pexak se nalazi u prvoj koloni i drugom redu (poƩe A2) xahovske table dimenzije 8× 8.2.

Na koliko naqina pexak moжe do�i do osmog reda, ne raqunaju�i poteze drugih figura,
ako se u prvom potezu nije pomerio dva poƩa? (Pexak se u svakom potezu pomera sa poƩa
(x, y) na neko od poƩa (x, y + 1), (x − 1, y + 1) i (x + 1, y + 1) (posledƬa dva u sluqaju da
pojede protivniqku figuru).)

U jednoj xkoli postoje sekcije iz matematike, fizike i raqunarstva, a svaki uqenik3.

xkole je qlan barem jedne sekcije i svaku sekciju poha�a barem jedan uqenik. Neka je
m proseqan broj sekcija koje poha�aju uqenici koji su qlanovi sekcije za matematiku,
f proseqan broj sekcija koje poha�aju uqenici koji su qlanovi sekcije za fiziku, a r

proseqan broj sekcija koje poha�aju uqenici koji su qlanovi sekcije za raqunarstvo.

Ako je m = f = r = α ∈ (1, 2), dokazati da je proseqan broj sekcija koje poha�aju
uqenici ove xkole maƬi od α.

Neka je ABCD tetivan qetvorougao i neka su P i Q taqke na stranicama AB i AD, redom,4.

tako da je AP = CD i AQ = BC. Neka je M taqka preseka pravih AC i PQ. Dokazati da
je M sredixte duжi PQ.

Na tabli je napisan broj 2022. Posle svakog minuta brixe se broj x koji je u tom trenutku5.

napisan na tabli i zapisuje jedan od brojeva 2x−1 ili 3x+1. Da li je mogu�e da u nekom
trenutku na tabli bude napisan broj 22022?

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

20.02.2022.

Tre�i razred – A kategorija

Neka je n prirodan, a p prost broj, tako da vaжi 2n2 = p2 + 1 i tako da je1.

m =
5

√

p + n
√

2 +
5

√

p − n
√

2

prirodan broj. Odrediti mogu�e vrednosti broja m.

Jedna strana lista papira je osenqena i iz Ƭega je iseqen kvadrat ABCD stranice 2.2.

Uoqene su taqke X, Y, Z i T , na stranicama
BC, CD, DA i AB, redom, i papir je presa-
vijen po duжi XY i po duжi ZT , pri qemu
su se tim presavijaƬem taqke A i C presli-
kale u istu taqku E, kao na slici.

Dokazati da je povrxina vidƩivog osenqe-
nog dela ne maƬa od 1. A B

CD

X

Y

Z

T

E

Neka su m, n ∈ N. U poƩa tablice m × n upisane su nule i jedinice. Pritom, za svaki3.

skup vrsta, broj kolona koje u preseku sa svakom od Ƭih imaju samo nule jednak je broju
kolona koje u preseku sa svakom od Ƭih imaju samo jedinice.

Dokazati da se kolone te tablice mogu podeliti u parove tako da su kolone istog
para ,,suprotne”: na mestima na kojima prva ima nule druga ima jedinice, a na mestima
na kojima prva ima jedinice, druga ima nule.

Odrediti sve rastu�e geometrijske nizove, kod kojih je proizvod osmog i desetog qlana4.

jednak 1, a razlika sedmog i xestog qlana jednaka 4.

Broj je ovogodixƬi ako je Ƭegov dekadni zapis oblika5.

2c1 . . . ck0ck+1 . . . ck+l2ck+l+1 . . . ck+l+m2,

gde su k, l, m ∈ N, a ci cifre u dekadnom zapisu, za svako 1 6 i 6 k + l + m. Koliko ima
ovogodixƬih brojeva koji su potpuni stepeni? (Broj n je potpun stepen ako i samo ako
je n = ab za neke a, b ∈ N \ {1}.)

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

20.02.2022.

Qetvrti razred – A kategorija

Aleksandra i Bojan igraju slede�u igru:1.

–Aleksandra bira prirodan broj n > 2, a potom i racionalne brojeve a1, a2, . . . , an ∈ (0, 1];

–nakon toga Bojan bira prirodan broj m > 2, m 6= n, i racionalne brojeve b1, b2, . . . , bm ∈
(0, 1];

–nakon toga odre�uju vrednosti A = n
√

a2
1 + . . . + a2

n i B = m
√

b2
1 + . . . + b2

m i ukoliko je A

ve�i, pobe�uje Aleksandra, ukoliko je B ve�i pobe�uje Bojan, a ukoliko je A = B, igra
se zavrxava nerexenim ishodom.

(a) Dokazati da Aleksandra ima pobedniqku strategiju.

(b) Da li Aleksandra i Bojan mogu odigrati igru tako da ishod bude nerexen?

Neka je X taqka unutar △ABC takva da je ∢CAX 6= ∢XAB. Neka su XA, XB i XC podnoжja2.

normala iz X na BC, CA i AB, redom. Neka su P i Q taqke takve da su XAXXCP i
XBXXAQ paralelogrami. Neka se BP i CQ seku u taqki Y i neka simetrala ∢BAC seqe

XY u taqki Z. Neka je YC podnoжje normale iz Y na AB. Dokazati da je
ZY

ZX
=

Y YC

XXB

.

U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu3.

x20 + 2y = 2022z.

Odrediti sve a ∈ R, takve da za svako x ∈ R vaжi4.

(x + 1)
(
x3 + ax2 + x + (a − 2)2

)
> 0.

Neka su m i n prirodni brojevi. Na stolu se nalaze dve gomile zlatnika, na kojima se5.

nalazi po m i n zlatnika, redom. Igraqi A i B naizmeniqno igraju poteze, pri qemu
igraq A igra prvi potez. U svakom potezu igraq sa jedne gomile moжe uzeti neki broj
zlatnika, tako da taj broj delilac broja zlatnika na drugoj gomili. Pritom, smatra se
da svaki prirodan broj deli broj 0. Pobednik je igraq koji uzme posledƬi zlatnik sa
stola. Za koje vrednosti m i n pobedniqku strategiju ima igraq A, a za koje igraq B?

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

20.02.2022.

Prvi razred – B kategorija

Za m, n ∈ N neka je m ρn ako i samo ako je mn potpun kvadrat. Ispitati da li je relacija1.

ρ refleksivna, simetriqna, antisimetriqna ili tranzitivna. Da li je ρ relacija ekvi-
valencije? Da li je ρ relacija poretka?

Odrediti sve prirodne brojeve n i proste brojeve p za koje vaжi2.

n2 + p4 = 100p2 + 1.

Nad stranama kvadrata stranice a, u spoƩaxƬosti kvadrata, konstruisani su me�usobno3.

podudarni trapezi, tako da temena tih trapeza qine temena pravilnog dvanaestougla.
Ako je povrxina dobijenog dvanaestougla 2022, odrediti a.

Tamara ima 8 razliqitih kreda u boji. Ona na tabli zapisuje sve mogu�e datume koji se4.

mogu zapisati pomo�u pet dvojki i tri nule (jedan takav datum je i danas – 20.02.2022.) i
pritom svaku cifru zapisuje drugom bojom. Odrediti ukupan broj razliqitih datuma koje
Tamara moжe zapisati na tabli, ako je odre�eno kojih 5 boja �e se koristiti za zapisi-
vaƬe dvojki, a samim tim i koje 3 boje �e se koristiti za zapisivaƬe nula. (Pri pisaƬu
datuma koriste se sve cifre, pri qemu se prilikom pisaƬa rednog broja dana i meseca,
ali ne i godine, zapisuju i vode�e nule, ako one postoje. Datumi a1a2.a3a4.a5a6a7a8. i
b1b2.b3b4.b5b6b7b8. su razliqiti ako za bilo koje i ∈ {1, . . . , 8} cifre ai i bi nisu iste ili
nisu obojene istom bojom.)

Za a, b ∈ R neka je a ∗ b = a + b, a⊕ b = min{a, b} =
{

a, ako je a 6 b

b, ako je a > b
i neka operacija ∗ ima5.

prioritet u odnosu na operaciju ⊕. U zavisnosti od c ∈ R skicirati grafik funkcije

f(x) = x ∗ x ⊕ 3 ∗ x ⊕ c.

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

20.02.2022.

Drugi razred – B kategorija

Odrediti koliko ima qetvorocifrenih brojeva u qijem se dekadnom zapisu pojavƩuju samo1.

cifre 1, 2 i 3 (ne obavezno sve tri), a tako da se najve�a cifra ne pojavƩuje vixe od dva
puta.

Neka je D taqka stranice AB trougla ABC. Simetrale ∢ADC i ∢CDB seku stranice2.

AC i BC u taqkama M i N , redom. Simetrale ∢CAB i ∢ABC seku duжi DM i DN u
taqkama K i L, redom. Dokazati da je CM = CN ako i samo ako su MN i KL paralelne.

Neka je z 6= −1 kompleksan broj. Dokazati da je z =
1 + ir

1 − ir
za neko r ∈ R ako i samo ako je3.

|z| = 1.

Odrediti sve a ∈ R, takve da su4.

f(x) = ax2 − 2(a + 1)x − 1 i g(x) = (4a + 1)x2 − 2(2a + 1)x − 2

kvadratne funkcije, pri qemu f(x) ima dve razliqite realne nule i grafici tih funkcija
imaju taqno jednu zajedniqku taqku.

Neka je n > 2 prirodan broj. Odrediti posledƬu cifru broja 22n

+ 1 u dekadnom zapisu.5.

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

20.02.2022.

Tre�i razred – B kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu1.

3x+1 + 5x−1

5x − 3x
> 2.

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina2.

y = 4x3 + 12x2 + 12x + 3, x = 4y3 + 12y2 + 12y + 3.

Neka su R, a > 0. U loptu polupreqnika R upisana je prava kupa visine 3R
2 . Na kojoj3.

udaƩenosti od vrha kupe treba konstruisati ravan paralelnu osnovi kupe, tako da ra-
zlika izme�u povrxine preseka te ravni i lopte i povrxine preseka te ravni i kupe bude
jednaka a2π?

Prirodni brojevi od 1 do 360 podeƩeni su u 9 podskupova susednih brojeva:4.

A1 =
{
1, 2, . . .40

}
, A2 =

{
41, 42, . . .80

}
, . . . , A9 =

{
321, 322, . . .360

}
.

Neka je Si zbir brojeva u Ai, za 1 6 i 6 9. Da li je mogu�e rasporediti brojeve S1, S2 . . . , S9

u kvadrat 3 × 3, tako da on bude magiqan? (Kvadrat 3 × 3 je magiqan ako je zbir brojeva
upisanih u poƩa svake Ƭegove vrste, svake Ƭegove kolone i obe Ƭegove dijagonale isti.)

U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu5.

x20 + 2y2+y = 2022z.

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

20.02.2022.

Qetvrti razred – B kategorija

Neka je1.

x =
(1 + i)2022

(1 − i)2010
, y = 3log

9
25 i z =

27 arcsin 1
2

π
2

.

Ako je n = xyz, odrediti broj delilaca broja n.

Odrediti sve prirodne brojeve n, takve da je broj n2 + n + 2024 deƩiv sa 2022.2.

Odrediti sve p ∈ R za koje jednaqina3.

8 + 4p(x − 1) =
(
x − |x|

)
x

ima jedinstveno rexeƬe u skupu realnih brojeva.

U tetraedru SABC je SA ⊥ SB, a podnoжje normale iz S na ravan ABC je ortocentar4.

△ABC. Dokazati da vaжi

(
AB + BC + CA

)2
6 6 ·

(
AS2 + BS2 + CS2

)
.

Brojevi od 1 do 8 upisani su u temena osmougla A1A2 . . . A8 (svaki broj u jedno teme i5.

u svako teme jedan broj) i za svaku stranicu osmougla i dijagonale A1A5, A2A6, A3A7 i
A4A8 je izraqunat zbir brojeva upisanih u krajevima te duжi. Neka je m najmaƬi od
dobijenih brojeva.

(a) Odrediti najve�u mogu�u vrednost broja m.

(b) Odrediti ukupan broj naqina na koji se brojevi od 1 do 8 mogu upisati u temena
osmougla, tako da vrednost broja m bude vrednost odre�ena u delu (a).

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEƫA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

Ako je x ∈ An i anan−1 . . . a1 Ƭegov dekadni zapis, onda je an + . . . + a1 = 4, ai ∈ {0, 1, 2, 3, 4}1.

za 1 6 i 6 n i an > 1. Ako je bi = 2ai za 1 6 i 6 n − 1 i bn = 2an−1, zbog navedenih uslova
brojevi bi, 1 6 i 6 n su cifre (ne moжe biti ai = 4 za i < n, poxto je an 6= 0) i vaжi
bn · . . . · b1 = 2an+...+a1−1 = 23 = 8, pa je broj y qiji je dekadni zapis bnbn−1 . . . b1 element
skupa Bn. Funkcija iz An u Bn koja na opisani naqin element x preslikava u element y

je bijekcija, pa za svako n ∈ N skupovi An i Bn imaju jednak broj elemenata.

Kako je x ∈
(

1
2 , 2

)
ako i samo ako je 1

x
∈

(
1
2 , 2

)
, smenom x = 1

t
dobija se 2f

(
t
)
−g

(
4t+1
2t+2

)
= − 4

t
za2.

svako t ∈
(

1
2 , 2

)
, a kako na

(
1
2 , 2

)
vaжi i xf(x)+g

(
4x+1
2x+2

)
= x, sledi (x+2)f(x) = x2−4

x
. Poxto

je x+2 6= 0, sledi f(x) = x−2
x

i g
(

4x+1
2x+2

)
= 2 za svako x ∈

(
1
2 , 2

)
. Ako je φ(x) = 4x+1

2x+2 = 2− 3
2x+2 ,

onda je φ rastu�a na
(

1
2 , 2

)
i vaжi φ

(
1
2 , 2

)
=

(
1, 3

2

)
. Sledi da je g(x) = 2 za svako x ∈

(
1, 3

2

)

(a vrednosti g(x) koje zadovoƩavaju navedeni sistem za x ∈
(

1
2 , 1

]
∪

[
3
2 , 2

)
su proizvoƩne).

Analiza. Bez umaƬeƬa opxtosti, neka je ∢ABC = 90◦. Neka je N taqka unutar △ABC,3.

tako da je ∢NBC = ∢NCA = ∢NAB = ϕ. Onda je ∢ABN = ∢ABC − ∢NBC = 90◦ − ϕ i
∢BNA = 180◦ − ∢ABN − ∢NAB = 180◦ − (90◦ − ϕ) − ϕ = 90◦, pa N pripada krugu k qiji je
preqnik AB. Neka je O centar k (O je sredixte AB), D presek k i prave NC razliqit od
N , a F presek k i prave CA, razliqit od A. Onda je ∢ADN = ∢ABN = 90◦−ϕ (uglovi nad
tetivom AN u k), pa je ∢FAD = ∢CAD = 180◦ −∢ADC −∢DCA = 180◦ −∢ADN −∢NCA =
180◦ − (90◦ − ϕ) − ϕ = 90◦, odnosno FD je preqnik k.

Konstrukcija. Neka je k krug nad preqnikom
AB, taqka O sredixte AB, F preseqka taqka
k i CA, D preseqna taqka prave FO i k ra-
zliqita od F , a N preseqna taqka CD i k

razliqita od D.
Dokaz. Neka je ∢NBC = ϕ. Onda je ∢ABN =
90◦−ϕ, a kako je ∢BNA = 90◦ (ugao nad pre-
qnikom), sledi ∢NAB = 90◦ − (90◦ − ϕ) = ϕ.

B C

A

F

D
N

Okr–22–1A3

Tako�e, ∢ADC = ∢ADN = ∢ABN = 90◦ − ϕ (uglovi nad tetivom NA u k), a kako je
∢CAD = ∢FAD = 90◦ (ugao nad preqnikom), sledi ∢NCA = ∢DCA = 180◦ − ∢CAD −
∢ADC = 180◦ − 90◦ − (90◦ − ϕ) = ϕ. Dakle, ∢NCA = ∢NBC = ∢NAB = ϕ.
Diskusija. Na osnovu sprovedene konstrukcije i dokaza, jasno je da postoji jedinstvena
taqka N sa navedenim osobinama.

Komentar. Taqka qija je konstrukcija sprovedena je poznata i kao prva Brokarova taqka
trougla. Ona postoji (i jedinstvena je) u proizvoƩnom trouglu.

Neka je L = 20x + 2y i D = 2022z. Vaжi 2022 = 2 · 3 · 337 i 20 = 22 · 5, pa 22 ‖ 20 i 2 ‖ 2022.4.

Ako je 2x > y, onda 2y ‖ L i 2z ‖ D, pa je y = z. Sledi 22x−y · 5x + 1 = 1011y, odnosno
22x−y · 5x = 1011y − 1, xto je nemogu�e, poxto 101 ∤ 22x−y · 5x i 101 | (1011− 1) | 1011y − 1.

Ako je 2x < y, onda 22x ‖ L i 2z ‖ D, pa je 2x = z. Sledi 5x + 2y−2x = 10112x, odnosno
2y−2x = 10112x − 5x, xto je nemogu�e, poxto 10112 − 5 | (1011 − 1) | 10112x − 5x, a pritom je
10112 − 5 > 4 i 10112 − 5 ≡ 32 − 5 ≡ 4 (mod 8).

Ako je 2x = y, jednaqina postaje 22x(5x + 1) = 2022z, pa kako je 5x + 1 ≡ 2 (mod 4), sledi
22x+1 ‖ L i 2z ‖ D, odakle je 2x+1 = z. Me�utim, onda je L < 2·20x < 2·2022x < 2022·20222x =
D, xto je nemogu�e.
Iz prethodnog sledi da navedena jednaqina nema rexeƬa u skupu prirodnih brojeva.

Prva navedena figura ima 4 poƩa, a druge dve po 5 poƩa, pa ako je x broj figura prvog5.

oblika, a y ukupan broj ostalih figura koje su upotrebƩene pri poploqavaƬu, vaжi
4x + 5y = 64. Sledi 4x ≡ 4 (mod 5), pa je x ≡ 1 (mod 5).



Ugaono poƩe table (,,�oxak”) ne moжe biti pokriveno figurama drugog od navedenih
oblika, pa je svako od 4 ugaona poƩa pokriveno ili figurama prvog ili figurama tre�eg
oblika. Ako bi neko od tih poƩa bilo pokriveno figurom tre�eg oblika, to je, do na
simetriju, ura�eno kao na slici Okr–22–1A5–2. No, onda se poƩe oznaqeno sa × mora
pokriti figurom prvog oblika. Sledi da se u uoqenom poploqavaƬu mora upotrebiti
barem 4 figure prvog oblika (za svaki ,,�oxak” po jedna; oqigledno je da ista figura
prvof oblika ne moжe uqestvovati u opisanom pokrivaƬu dva ,,�oxka”), pa kako je x ≡ 1
(mod 5), sledi x > 6.

��@@

Okr–22–1A5–2 Okr–22–1A5–3

Kako se upotrebom 6 figura prvog oblika (i 8 preostalih) moжe poploqati tabla, na
primer kao xto je to prikazano na slici Okr–22–1A5–3, sledi da je najmaƬi mogu�i broj
figura prvog od navedenih oblika koji je upotrebƩen u poploqavaƬu jednak 6.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEƫA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Drugi razred – A kategorija

Ako je f(x) =
∣
∣|x2 − 5x + 6| − x

∣
∣, onda je f(x) =







x2 − 6x + 6, ako je x ∈ (−∞, 3 −
√

3)

−x2 + 6x − 6, ako je x ∈ [3 −
√

3, 2]
x2 − 4x + 6, ako je x ∈ (2, 3)

−x2 + 6x − 6, ako je x ∈ [3, 3 +
√

3]

x2 − 6x + 6, ako je x ∈ (3 +
√

3,∞)

.1.

Na svakom od uoqenih intervala funkcija je strogo monotona (na (−∞, 3−
√

3) i [3, 3+
√

3]
strogo opada, dok na preostalim intervalima strogo raste) i surjektivno slika naznaqene
intervale, redom, na (−∞, 0), [0, 2], (2, 3), [0, 3], (0,∞), pa jednaqina f(x) = c ∈ R ima dva
rexeƬa ako je c ∈ {0}∪ (3,∞), qetiri rexeƬa ako je c ∈ (0, 3) i tri rexeƬa ako je c = 3.
Sledi 2022a− 3 = 3, tj. a = 1

337 .

Neka su ai i ci, 1 6 i 6 6, redom, broj naqina da pexak stigne iz pozicije A(8− i) i C(8− i)2.

do osmog reda, a da pritom u svakom potezu pojede protivniqku figuru (odnosno, u svakom
potezu se sa poƩa (x, y) pomeri ili na poƩe (x− 1, y +1) (potez L) ili na poƩe (x+1, y +1)
(potez D)). Neka je bi, 0 6 i 6 6, broj naqina da pexak stigne iz A2 do osmog reda, a da
pritom i puta pojede protivniqku figuru (odnosno, i puta upotrebi neki od poteza L ili
D, a 6− i puta primeni potez u kojem se sa poƩa (x, y) pomeri na poƩe (x, y +1) (potez P )).

Treba odrediti
6∑

i=0

bi, a jasno je da vaжi bi =
(
6
i

)
ai za 1 6 i 6 6 (u potezima P se ne meƬa

kolona u kojoj se pexak nalazi). Tako�e je b0 = 1, pa se formalno moжe dodefinisati
a0 = 1.

Onda je ai = ai−2 + ci−2 za i > 3 (prvi potez ne moжe biti D, ako su prva dva poteza D i
L, ponovo se nalazi u koloni A, a ako su prva dva poteza D i D, nalazi�e se u koloni C; u
oba sluqaja preosta�e mu i− 2 poteza), a kako je a2 = 2, ako se formalno definixe c0 = 1,
navedena veza �e vaжiti i za i > 2. Sledi c0 = 1, c1 = 2, c2 = 4, c3 = 7 (nije uraqunata
putaƬa u kojoj se tri puta primeni potez L, poxto izlazi iz okvira table), c4 = 14 (nisu
uraqunate dve putaƬe u kojima su prva tri poteza L, poxto izlaze iz okvira table), pa je
a0 = 1, a1 = 1 (moжe se odigrati samo potez D), a2 = a0+c0 = 1+1 = 2, a3 = a1+c1 = 1+2 = 3,
a4 = a2 + c2 = 2 + 4 = 6, a5 = a3 + c3 = 3 + 7 = 10, a6 = a4 + r4 = 6 + 14 = 20.

Konaqno, broj naqina na koji moжe do�i do osmog reda table je
6∑

i=0

bi =
6∑

i=0

(
6
i

)
ai =

1 · 1 + 6 · 1 + 15 · 2 + 20 · 3 + 15 · 6 + 6 · 10 + 1 · 20 = 1 + 6 + 30 + 60 + 90 + 60 + 20 = 267.

Neka su M , F i R, redom, skupovi uqenika koji poha�aju sekcije iz matematike, fizike i3.

raqunarstva. Neka je x =
∣
∣M \(F ∪ R)

∣
∣, y =

∣
∣F \(M ∪ R)

∣
∣, z =

∣
∣R\(M ∪ F )

∣
∣, a =

∣
∣(M ∩ F )\R

∣
∣,

b =
∣
∣(M ∩ R) \ F

∣
∣, c =

∣
∣(F ∩ R) \ M | i t =

∣
∣M ∩ F ∩ R

∣
∣.

Onda je broj uqenika koji poha�aju sekciju iz matematike |M | = x + a + b + t, dok je
proseqan broj sekcija koji oni poha�aju m = x+2a+2b+3t

x+a+b+t
= α, pa je (2 − α)(a + b) + (3 −

α)t = (α − 1)x. Analogno, posmatraƬem uqenika koji poha�aju sekciju iz fizike, odnosno
raqunarstva, dobija se (2−α)(c+a)+(3−α)t = (α−1)y, odnosno (2−α)(b+c)+(3−α)t = (α−1)z.

Proseqan broj sekcija koje poha�aju uqenici cele xkole je β = x+y+z+2a+2b+2c+3t
x+y+z+a+b+c+t

, pa
kako je α 6= 1, zamenom x, y i z iz prethodnih jednakosti sledi

β =
2 · (2−α

α−1 + 1)(a + b + c) + 3 · (3−α
α−1 + 1)t

(2 · 2−α
α−1 + 1)(a + b + c) + (3 · 3−α

α−1 + 1)t
=

2(a + b + c) + 6t

(3 − α)(a + b + c) + (8 − 2α)t
.

Dakle, β < α je ekvivalentno sa 2(a + b + c) + 6t < (3α − α2)(a + b + c) + (8α − 2α2)t, pa
je dovoƩno dokazati da je 2 < 3α − α2 i 6 < 8α − 2α2, odnosno da je (α − 1)(α − 2) < 0 i
(α − 1)(α − 3) < 0, xto je taqno, poxto je α ∈ (1, 2).

Neka je T taqka na pravoj AD takva da je AT = BC i da vaжi D−A−T . Poxto je AP = CD,4.



∢PAT = ∢BAT = 180◦ − ∢DAB = ∢BCD

(jer je ABCD tetivan qetvorougao, pa su
mu naspramni uglovi suplementni) i AT =
AQ = BC, vaжi △ATP ∼= △BCD. Sledi
∢ATP = ∢DBC, a kako je ∢DBC = ∢DAC

(periferijski uglovi nad tetivom CD u
opisanom krugu ABCD), sledi ∢ATP =
∢DAC. Kako je D−A−T , sledi TP ‖ AM , pa
je △QAM ∼ △QTP , odakle je QM

MP
= QA

AT
= 1,

poxto je AT = QA.
Dakle, QM = MP , odnosno M je sre-

dixte duжi PQ.

C

B

D

A
P

Q

T

M

Okr–22–2A4

U opisanom postupku �e svaki broj napisan na tabli biti prirodan. Ako je u nekom5.

trenutku na tabli napisan broj 22022, neposredno pre Ƭega napisani broj x zadovoƩava
ili 2x−1 = 22022 ili 3x+1 = 22022, a kako je prvo nemogu�e (strane jednaqine su razliqite

parnosti), sledi x = 22022−1
3 (vaжi x ∈ Z, poxto je 22022 = (22)1011 ≡ 1 (mod 3)). Ako je

y broj napisan neposredno pre broja x, onda je ili 2y − 1 = 22022−1
3 ili 3y + 1 = 22022−1

3 .

Me�utim, kako je 22022 = (26)337 ≡ 1 (mod 9), broj 22022−4
9 nije ceo, tj. druga jednaqina

nema celobrojnih rexeƬa, pa je y = 22022+2
6 = 22021+1

3 (vaжi 22021+1
3 ∈ Z, poxto je 22021 ≡ 2

(mod 3)). Ako je z broj koji je napisan na tabli neposredno pre broja y, onda je ili

2z−1 = 22021+1
3 ili 3z+1 = 22021+1

3 . Me�utim, kako je 22021 = (26)336 ·25 ≡ 25 ≡ 5 (mod 9), broj
22022−2

9 nije ceo, tj. druga jednaqina nema celobrojnih rexeƬa, pa je z = 22021+4
6 = 22020+2

3 .
Konaqno, ako je t broj koji je napisan na tabli neposredno pre broja z, kako je z paran,

mora biti 3t + 1 = z = 22020+2
3 , tj. t = 22020−1

9 . Me�utim, kako je 22020 = (26)336 · 24 ≡ 24 ≡ 7

(mod 9), sledi da 22020−1
9 nije ceo broj, pa je posledƬe nemogu�e.

Sledi da se opisanim postupkom na tabli ne moжe pojaviti broj 22022.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEƫA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Tre�i razred – A kategorija

Pri navedenim uslovima je 5

√
(
p + n

√
2
)2

+ 5

√
(
p − n

√
2
)2

=
(

5

√

p + n
√

2+
5

√

p − n
√

2
)2

− 2 ·1.

5

√

p2 − 2n2 = m2 + 2, pa je

m5 = p + n
√

2 + p − n
√

2 + 5 · 5

√
(
p + n

√
2
)(

p − n
√

2
)
·
(

5

√
(
p + n

√
2
)3

+
5

√
(
p − n

√
2
)3

)

+ 10 · 5

√
(
p + n

√
2
)2(

p − n
√

2
)2 ·

(
5

√

p + n
√

2 +
5

√

p − n
√

2
)

= 2p + 5 · 5

√

p2 − 2n2 ·
(

5

√

p + n
√

2 +
5

√

p − n
√

2
)

·
(

5

√
(
p + n

√
2
)2 − 5

√
(
p + n

√
2
)(

p − n
√

2
)

+
5

√
(
p − n

√
2
)2

)

+ 10 · 5

√

(p2 − 2n2)2 · m

= 2p − 5m · (m2 + 2 + 1) + 10m = 2p − 5m3 − 5m,

tj. 2p = m(m4+5m2+5). Poxto je m ∈ N, ukoliko je neparan, onda je i m4+5m2+5 neparan,
xto po dobijenoj vezi nije mogu�e. Sledi da 2 | m, a kako je m4 + 5m2 + 5 > (m2 + 2)2 > 9,
poxto je p prost broj, sledi m = 2, p = m4 +5m2 +5 = 41. Kako je 41 prost broj, posledƬe

dovodi do rexeƬa, odnosno za p = 41, n =
√

412+1
2 = 29 ∈ N se dobija m = 2. Dakle, jedina

mogu�a vrednost broja m je 2.

Neka je AE = 2x i CE = 2y. U svakom trouglu teжixna duж je ne maƬa od odgovaraju�e2.

visine. Stoga, ako je P povrxina pravouglog trougla qija je hipotenuza c, a visina koja
odgovara hipotenuzi h, vaжi

P = h · c

2
> h · h = h2. (†)

Na osnovu nejednakosti trougla u △AEC,
vaжi x + y >

√
2, pa primenom nejednakosti

izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine

sledi
√

x2+y2

2 >
x+y

2 >

√
2

2 , odnosno

x2 + y2
> 1. (‡)

A B

CD

X

Y

Z

T

E

x

y

Okr–22–3A2-2

Primenom (†) na △ZTE i △XY E, qije su visine hipotenuza x i y, redom, ako su Ƭihove
povrxine P (△ZTE) i P (△XY E), sledi P (△ZTE) > x2 i P (△XY E) > y2, pa na osnovu
(‡) sledi P (△ZTE) + P (△XY E) > x2 + y2 > 1. Jednakost se dostiжe ako i samo ako su
taqke A, E, C kolinearne i x = y (onda su P (△ZTE) i P (△XY E) jednakokrako–pravougli),
odnosno ako i samo ako je taqka E centar uoqenog kvadrata.

Ako je n = 1, tablica koja zadovoƩava navedenu osobinu oqigledno ne postoji. Ako je3.

n = 2, uslov koji zadovoƩava tablica daje da su Ƭene dve kolone suprotne.
Neka tablica M dimenzije m × (n + 2), m, n ∈ N, zadovoƩava navedeni uslov i neka je

K1 jedna od Ƭenih kolona koja ima najvixe jednakih elemenata. Neka je taj broj jednakih
elemenata k. Bez umaƬeƬa opxtosti, neka K1 sadrжi k nula (tablica koja na mestima na
kojima su nule ima jedinice, a na mestima na kojima su jedinice ima nule, zadovoƩava
istu osobinu). Onda sve ostale kolone sadrжe najvixe k nula i najvixe k jedinica. Po
navedenom uslovu, postoji kolona K2 qiji su qlanovi jedinice u onim vrstama u kojima
K1 ima nule. Onda, po naqinu izbora K1 (najvixe istih elemenata), K2 ima nule na
preostalim pozicijama. Sledi da su K1 i K2 suprotne, kao i da tablica M ′ dimenzije
m×n, dobijena iz M uklaƬaƬem kolona K1 i K2, zadovoƩava uslov zadatka. Stoga, ako je
tvr�eƬe taqno za sve matrice dimenzije m×n, m, n ∈ N, na osnovu prethodnog razmatraƬa
sledi da je taqno i za M (kolone M ′ se mogu podeliti na suprotne parove, a jox jedan
takav par qine K1 i K2).



Ovim je tvr�eƬe dokazano matematiqkom indukcijom.

Geometrijski niz je rastu�i ako je prvi qlan pozitivan i koliqnik niza ve�i od 1 ili4.

ako je prvi qlan niza negativan i koliqnik niza iz (0, 1). Ako je uoqeni niz (an)n∈N i q

koliqnik niza, onda je an = a1 ·qn−1 za svako n ∈ N. Sledi 1 = a8 ·a10 = a2
9, pa je a9 ∈ {−1, 1}.

Ako je a9 = 1, kako je niz rastu�i, sledi an > 0 za svako n ∈ N, pa je 4 = a7−a6 < a9−a6 < 1,
te u ovom sluqaju niz sa navedenim osobinama ne postoji. Ako je a9 = −1, sledi −1 = a1 ·q8

i 4 = a7−a6 = a1 ·q5(q−1), pa je 4q3 +q−1 = 0, tj. (2q−1)(2q2+q+1) = 0. Vaжi 2q2 +q+1 6= 0
za q ∈ R, pa je q = 1

2 ∈ (0, 1), odakle je an = −29−n za n ∈ N, xto je niz koji zadovoƩava
navedene uslove.

Komentar. U sluqaju a9 = 1 je, na osnovu osobina niza, izbegnuto dobijaƬe kubne jedna-
qine. Taj deo se mogao rexiti i na taj naqin, sliqno rexeƬu drugog sluqaja dobija se
4q3 − q + 1 = 0. Kako je u ovom sluqaju geometrijski niz pozitivan i neopadaju�i, mora
biti q > 1, a poxto za q > 1 vaжi 4q3 − q + 1 = q(q2 − 1) + 3q3 + 1 > 0, dobijena jednaqina
nema rexeƬa na [1,∞).

Neka je xn = 6 · 10n + 8 za n > 4. Onda je5.

x3
n = 216 · 103n + 864 · 102n + 1152 · 10n + 512 = 2 16 0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸

n−3

864 0 . . .0
︸ ︷︷ ︸

n−4

115 2 0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

n−3

51 2 ,

xto je ovogodixƬi broj. Sledi da ovogodixƬih brojeva ima beskonaqno mnogo.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEƫA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred – A kategorija

Za svako n ∈ N i c > 0 funkcija n
√

c + x je rastu�a na [0, 1]. Sledi, nakon izbora m i n,1.

najve�e vrednosti A i B se dobijaju izborom a1 = . . . = an = 1 i b1 = . . . = bm = 1 i iznose
n
√

n i m
√

m, redom. Ako je f(x) = x
1

x za x ∈ (0,∞), onda je f ′(x) = x
1

x · 1−ln x
x2 , pa f raste na

(1, e), a opada na (e,∞). Kako je 3
√

3 >
√

2, sledi da je 3
√

3 najve�i qlan niza ( n
√

n)n∈N, pa
ako Aleksandra izabere n = 3 i a1 = a2 = a3 = 1, pobe�uje, bez obzira na to xta odigra
Bojan.

Ukoliko za izabrane m, n > 2 Aleksandra izabere a1 = . . . = an = 1√
n

, a Bojan b1 =

. . . = bm = 1√
m

, dobi�e se A = B = 1, pa je ovo primer igre koja se zavrxava nerexenim
ishodom.

Neka je R taqka takva da je XCXXBR paralelogram. Neka su taqke D, E i F simetriqne2.

taqki X u odnosu na BC, CA i AB, redom. Onda su R, P, Q, redom, sredixta EF, FD, DE,
a kako je AE = AF = AX, BD = BF = BX i
CD = CE = CX, vaжi AR ⊥ EF , BP ⊥ FD,
CQ ⊥ DE. Sledi ∢PBC = ∢FDX (poxto
je BP ⊥ FD i BC ⊥ XD), a analogno je
i ∢QCA = ∢DEX, ∢RAB = ∢EFX, kao i
∢ABP = ∢XFD (poxto je BP ⊥ FD i AB ⊥
XF ), odnosno ∢BCQ = ∢XDE, ∢CAR =
∢XEF . Kako se prave DX, EX i FX seku
(u X), na osnovu prethodno dobijenih jedna-
kosti i (trigonometrijske) Qevine teoreme
(primeƬene na △DEF i △ABC) sledi da se
BP , CQ i AR seku u jednoj taqki (a kako se
BP i CQ seku u Y , to je taqka Y ).

Kako je qetvorugao XXBAXC tetivan,
sledi ∢XAXC = ∢XXBXC (ugao nad teti-
vom XXC) i ∢XBXCX = ∢XBAX (ugao nad

A B

C

X

D
E

F

P

Q

R

XA

XB

XC

ZY

YC

Okr–22–4A2

tetivom XXB), pa je ∢CAY = ∢CAR = ∢XEF = ∢XXBXC = ∢XAXC = ∢XAB, kao i
∢Y AB = ∢RAB = ∢EFX = ∢XBXCX = ∢XBAX = ∢CAX. Sledi da je simetrala ∢CAB

istovremeno i simetrala ∢XAY (i kako X ne pripada simetrali ∢CAB, taqka Z je dobro
definisana, odnosno X, Y, Z su razliqite taqke).

Sledi ZY
ZX

= AY
AX

, a kako je △AY YC ∼ △AXXB (pravougli trouglovi i vaжi ∢Y AYC =

∢Y AB = ∢CAX = ∢XBXA), vaжi i AY
AX

= Y YC

XXB
, pa je ZY

ZX
= Y YC

XXB
.

Neka je L = x20 + 2y i D = 2022z. Poxto je L = D i kako je 2022 deƩiv i sa 2 i sa 3, x3.

mora biti paran broj, a kako x2 daje ostatak ili 0 ili 1 pri deƩeƬu sa 3, sledi da 2y

daje ostatak ili 0 ili 2 pri deƩeƬu sa 3. Dakle, 2y ≡ 2 (mod 3), pa y mora biti neparan
broj (vaжi 21 ≡ 2 (mod 3) i 22 ≡ 1 (mod 3)).

Neka je x = 2a · x1, gde je x1 neparan broj. Kako je y neparan, ne moжe biti y = 20a.
Ako je y > 20a, onda 220a ‖ L i 2z ‖ D, pa je 20a = z i x20

1 + 2y−20a = 101120a. Kako x4
1

daje ostatak ili 0 ili 1 pri deƩeƬu sa 5, 101120a ≡ 1 (mod 5) i 5 ∤ 2y−20a, sledi 5 | x1 i
2y−20a ≡ 1 (mod 5). Me�utim, kako 21 − 1, 22 − 1 i 23 − 1 nisu deƩivi sa 5, a vaжi 24 ≡ 1
(mod 5), posledƬe znaqi da 4 | y − 20a, odnosno 4 | y, xto je nemogu�e, poxto je prethodno
pokazano da 2 ∤ y.

Ako je y < 20a, onda 2y ‖ L i 2z ‖ D, pa je y = z i 220a−y · x20
1 + 1 = 1011y. Poxto

5 | 1011y − 1, sledi da 5 | x1, pa 520 | 1011y − 1. Iz dobijenog sledi i da 25 | 1011y − 1, tj.
25 | 11y − 1. Na osnovu Ojlerove teoreme je 1120 ≡ 1 (mod 25) (poxto je ϕ(25) = 20), kako
je 114 ≡ 212 ≡ 41 ≡ 16 6≡ 1 (mod 25) brojevi 111 − 1, 112 − 1 i 114 − 1 nisu deƩivi sa 25,
kao i 115 = 114 · 11 ≡ 16 · 11 ≡ 1 (mod 25), pa sledi da 5 | y. Specijalno, vaжi 20a − y > 5,
pa 4 | 220a−y · x20

1 = 1011y − 1 ≡ (−1)y − 1 (mod 4), odakle 2 | y, xto je nemogu�e, poxto je
prethodno pokazano da 2 ∤ y.



Iz prethodnih razmatraƬa sledi da navedena jednaqina nema rexeƬa u skupu priro-
dnih brojeva.

Neka je ga(x) = x3+ax2 +x+(a−2)2. Kako je x+1 < 0 za x < −1 i x+1 > 0 za x > −1. Sledi,4.

ako je ga(−1) 6= 0, poxto je polinomska funkcija neprekidna, ga(x) �e biti konstantnog
znaka u nekoj okolini taqke −1, pa ne moжe biti (x + 1)ga(x) > 0 za sve x iz te okoline.
Dakle, ga(−1) = 0, tj. a2 − 3a + 2 = 0, pa mora biti a ∈ {1, 2}. Ako je a = 2, onda je
(x+1)g2(x) = (x+1)(x3 +2x2 +x) = x(x+1)3, xto je negativno za x ∈ (−1, 0), pa nije ispuƬen
uslov zadatka. Ako je a = 1, onda je (x + 1)g1(x) = (x + 1)(x3 + x2 + x + 1) = (x + 1)2(x2 + 1),
xto je nenegativno za svako x ∈ R. Dakle, jedino a = 1 zadovoƩava navedeni uslov.

Ako je a ∈ N, neka je ν2(a) ∈ N0 najve�i stepen broja 2 sa kojim je deƩiv a, tj. vaжi5.

a = 2ν2(a) · a′, gde je a′ neparan broj. Neka je ν2(0) = ∞ i neka je k < ∞ za svako k ∈ N.
Neka se u nekom trenutku na gomilama nalazi po a i b zlatnika i neka je ν2(a) = ν2(b) =

k ∈ N0. Onda je a = 2ka′ i b = 2kb′, gde su a′ i b′ neparni, pa igraq koji je na potezu sa
neke od gomila moжe uzeti broj zlatnika deƩiv sa 2k′

, gde je 0 6 k′ 6 k. Ukoliko je k′ < k,
nakon poteza na toj gomili osta�e broj zlatnika deƩiv sa 2k′

, ali ne i sa 2k, a ukoliko
je k′ = k, nakon poteza na toj gomili osta�e broj zlatnika deƩiv sa 2k+1, poxto, ako su
n1 i n2 neparni brojevi, onda 2k+1 | n12

k − n22
k. U svakom sluqaju, ukoliko nakon poteza

na gomilama ostane po a1 i b1 zlatnika, vaжi�e ν2(a1) 6= ν2(b1).
Ukoliko se u nekom trenutku na gomilama nalazi po a i b zlatnika i pritom je ν2(a) 6=

ν2(b), bez umaƬeƬa opxtosti neka je ν2(b) > ν2(a) = k ∈ N0. Ako je ν2(b) = ∞, tj. b = 0,
igraq koji je na potezu sa gomile na kojoj se nalazi a zlatnika moжe uzeti sve zlatnike i
time zavrxiti igru. Inaqe, vaжi ν2(b) = k + l za neko l ∈ N, tj. vaжi a = 2ka′ i b = 2k+lb′,
gde su a′ i b′ neparni brojevi. Ako se sa gomile na kojoj se nalazi b zlatnika uzme 2k

zlatnika, na Ƭoj �e ostati b1 = 2k(2lb′−1) zlatnika, a kako je broj 2lb′−1 neparan, vaжi�e
ν2(b1) = ν2(a). Dakle, u ovom sluqaju igraq koji je na potezu moжe odigrati potez tako
da, ukoliko su a1 i b1 brojevi zlatnika koji �e ostati na gomilama nakon poteza, vaжi
ν2(a1) = ν2(b1).

Opisana igra se zavrxava u konaqnom broju poteza, poxto se u svakom potezu uzima
makar jedan zlatnik sa stola. U zavrxnoj poziciji je a = b = 0, tj. ν(a) = ν(b) = ∞, pa
igraq nakon qijeg poteza na gomilama ostaje po a i b zlatnika, tako da je ν(a) = ν(b),
po prethodnim zakƩuqcima, ima pobedniqku strategiju. Sledi da igraq A ima pobedni-
qku strategiju ukoliko je ν(m) 6= ν(n), a ako je ν(m) = ν(n), pobedniqku strategiju ima
igraq B.
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Prvi razred – B kategorija

Ako je m ∈ N, onda je m2 potpun kvadrat, tj. m ρ m, pa je relacija ρ refleksivna. Ako su1.

m, n ∈ N takvi da je m ρ n, onda je mn potpun kvadrat, pa je to i nm, odnosno vaжi n ρm,
te je ρ simetriqna relacija. Kako je 18 ρ 2 i 2 ρ 18, a pritom je 2 6= 18, sledi da ρ nije
antisimetriqna relacija. Ako su m, n, k ∈ N takvi da je m ρn i n ρ k, onda je mn = p2 i

nk = q2 za neke p, q ∈ N, pa je mk =
(

pq
n

)2
. Pritom, kako je mk ∈ N, sledi pq

n
∈ N, pa je m ρk,

tj. ρ je tranzitivna relacija.
Iz dobijenog sledi da je ρ relacija ekvivalencije, a nije relacija poretka.

Iz navedenog uslova je n2 − 1 = 100p2 − p4, odnosno (n− 1)(n + 1) = p2(10− p)(10 + p). Sledi2.

p 6 10, pa kako je p prost, mora biti p ∈ {2, 3, 5, 7}. Za te vrednosti p, dobija se n2 = 385,
n2 = 820, n2 = 1 876, n2 = 2 500 = 502, redom, od kojih prve tri nemaju rexeƬa u skupu
prirodnih brojeva. Dakle, jedino rexeƬe navedene jednaqine je (n, p) = (50, 7).

Neka je R polupreqnik opisanog kruga uoqenog dvanaestougla. Taj krug je i opisani3.

krug kvadrata, pa je a
√

2 = 2R, odnosno a = R
√

2. Uoqeni dvanaestougao se sastoji od
12 jednakokrakih truglova, duжine kraka R, a ugla izme�u kraka jednakog 30◦. Ako je
OAB jedan takav trougao, OA = OB = R, ∢BOA = 30◦ i D podnoжje normale iz B na
OA, onda je △BOD polovina jednakostraniqnog trougla stranice R (vaжi ∢DBO = 60◦,

∢ODB = 90◦), pa je BD = R
2 . Sledi da je povrxina △BOA jednaka

R·R
2

2 = R2

4 , pa je

povrxina dvanaestougla jednaka 12 · R2

4 = 3R2. Sledi 2022 = 3R2, odakle je R2 = 674, pa je

a = R
√

2 = 2
√

337.

Neka su d1, d2, d3, d4, d5 boje koje se koriste ze bojeƬe dvojki, a n1, n2, n3 boje koje se ko-4.

riste za bojeƬe nula. Po uslovima, mesec mora biti februar, a prva cifra godine mora
biti 2 (tj. datum je oblika a1a2.02.2a6a7a8.). Me�u preostalim ciframa su 2 nule i 3
dvojke, uz jedino ograniqeƬe pri Ƭihovom raspore�ivaƬu da ne moжe biti a1 = a2 = 0,
pa se raspored cifara moжe izvrxiti na

(
5
2

)
− 1 naqina. Nakon toga se raspodela boja

d1, d2, d3, d4, d5 na cifre 2 vrxi na 5! naqina, a, nezavisno od toga, raspodela boja n1, n2, n3

na cifre 0 na 3! naqina. Sledi da je broj razliqitih datuma 5! · 3! ·
((

5
2

)
− 1

)
= 6 480.

Vaжi f(x) = 2x⊕ (x+3)⊕ c = min{2x, x+3, c}. Prave y = 2x i y = x+3 se seku u taqki (3, 6)5.

i vaжi min{2x, x + 3} =
{ 2x, ako je x < 3

x + 3, ako je x > 3
, min{2x, c} =

{ 2x, ako je x < c
2

c, ako je x >
c
2

i

c 6 6

0 3 6 9 12−3−6

3

6

9

−3

−6

x

y

Okr–22–1B5-1

c > 6

0 3 6 9 12−3−6

3

6

9

−3

−6

x

y

Okr–22–1B5-2

min{x + 3, c} =
{

x + 3, ako je x < c − 3
c, ako je x > c − 3

. Sledi da je

f(x) =
{

2x, ako je x ∈ (−∞, c
2 )

c, ako je x ∈ [ c
2 ,∞)

, ukoliko je c 6 6,

odnosno f(x) =

{ 2x, ako je x ∈ (−∞, 3)
x + 3, ako je x ∈ [3, c − 3)

c, ako je x ∈ [c − 3,∞)
, ukoliko je c > 6.
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Drugi razred – B kategorija

Najve�a cifra takvog qetvorocifrenog broja ne moжe biti 1, poxto bi onda ona morala1.

da se pojavi 4 puta. Ukoliko je najve�a cifra takvog broja 2, ona se pojavƩuje 1 ili 2
puta, a preostale cifre su jednake 1, pa takvih brojeva ima

(
4
1

)
+

(
4
2

)
= 10. Ukoliko je

najve�a cifra takvog broja 3, ona se pojavƩuje 1 ili 2 puta, a preostale cifre su ili
1 ili 2 i pritom nema ograniqeƬa prilikom izbora da li je u pitaƬu cifra 1 ili 2,
pa takvih brojeva ima

(
4
1

)
· 23 +

(
4
2

)
· 22 = 56. Dakle, brojeva sa navedenim osobinama ima

10 + 56 = 66 (Tangenta, M1605).

Taqke K i L, redom, su centri upisanih krugova u △ADC i △BDC, pa su CK i CL2.

simetrale ∢DCA i ∢BCD, redom. Sledi CD
CM

= DK
KM

i CD
CN

= DL
LN

, pa je CM = CN ako i

samo ako je DK
KM

= DL
LN

, tj. ako i samo ako je KL ‖ MN (Tangenta, M1436).

Ako je z = 1+ir
1−ir

, za r ∈ R, onda je 1 + ir = 1 − ir 6= 0, pa je |1 + ir| = |1 − ir| 6= 0, odakle je3.

|z| = 1. Ako je z = 1+ir
1−ir

i z 6= −1, onda je r = 1
i
· z−1

z+1 , pa ako je |z| = 1, onda je z = 1
z
, odakle

je r = − 1
i
·

1

z
−1

1

z
+1

= 1
i
· z−1

z+1 = r, odnosno r ∈ R (Tangenta, M1692).

Kako kvadratna funkcija f(x) ima dve razliqite realne nule, Ƭena diskriminanta Df je4.

pozitivna, tj. vaжi Df = 4(a + 1)2 + 4a = 4a2 + 12a + 4 > 0. Taqka (x0, y0) je zajedniqka
taqka grafika funkcija f(x) i g(x) ako i samo ako je y0 = f(x0) = g(x0), tj. ako i samo
ako je x0 realna nula funkcije g(x) − f(x) = (3a + 1)x2 − 2ax − 1. Ako je a 6= − 1

3 , to je
kvadratna funkcija qija je diskriminanta 4a2 + 4(3a + 1) = 4a2 + 12a + 4 = Df > 0, pa ona
ima dve razliqite realne nule, xto po uslovu zadatka nije sluqaj. Ako je a = − 1

3 , onda je
Df = 4

9 > 0, pa f(x) ima dve razliqite realne nule, dok je g(x)−f(x) = 2
3 ·x−1, pa grafici

funkcija f(x) i g(x) imaju taqno jednu zajedniqku taqku. Dakle, jedina takva vrednost je
a = − 1

3 .

Za n > 2 vaжi 4 | 2n, pa kako je 24 ≡ 1 (mod 5), sledi 22n

+1 ≡ 2 (mod 5). Kako je i 22n

+1 ≡ 15.

(mod 2), sledi 22n

+ 1 ≡ 7 (mod 10), odnosno posledƬa cifra broja 22n

+ 1 je 7.
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Nejednaqina je definisana za x 6= 0. Ako je x < 0, imenilac razlomka sa leve strane1.

nejednaqine je negativan, a brojilac pozitivan, pa je ta strana nejednaqine negativna.
Kako je druga strana nejednaqine pozitivna, u ovom sluqaju nema rexeƬa. Ako je x > 0,

ako je y =
(

5
3

)x
> 1, nejednaqina je ekvilalentna sa

3+ y
5

y−1 > 2, tj. sa y 6
25
9 =

(
5
3

)2
, pa je

Ƭeno rexeƬe x ∈ (0, 2].

Navedeni sistem je ekvivalentan sa y + 1 = 4(x + 1)3, x + 1 = 4(y + 1)3, odakle je y + 1 =2.

28 · (y + 1)9, pa je ili y + 1 = 0 ili (y + 1)8 = 1
28 , a posledƬe u skupu realnih brojeva

znaqi da je y + 1 ∈
{
− 1

2 , 1
2

}
. Dakle, rexeƬe sistema u skupu realnih brojeva je (x, y) ∈

{
(−1,−1),

(
− 1

2 ,− 1
2

)
,
(
− 3

2 ,− 3
2

)}
.

Ako je rk polupreqnik osnove, a hk visina kupe, po uslovu zadatka je hk = 3R
2 . Na osnovu3.

osnog preseka kupe sledi da je R polupreqnik opisanog kruga jednakokrakog trougla,
duжine osnovice 2rk i visine koja odgovara osnovici hk, pa je R2 = r2

k + |hk − R|2, odakle

je rk = R
√

3
2 . Ako je d traжeno rastojaƬe i r1 polupreqnik kruga koji se dobija u preseku

traжene ravni i lopte, sledi r2
1 = R2 − |R − d|2 = 2Rd − d2, a ako je r2 polupreqnik kruga

koji se dobija u preseku traжene ravni i kupe, sledi d
r2

= hk

rk
=

√
3, pa je r2 = d√

3
. Sledi

a2π = r2
1π− r2

2π, odnosno a2 = 2Rd−d2− d2

3 , tj. 4d2−6Rd+3a2 = 0. Diskriminanta dobijene

kvadratne jednaqine je 4 · (9R2 − 12a2), pa ako je a > R
√

3
2 ne postoji ravan sa navedenim

svojstvom, ako je a = R
√

3
2 tu ravan treba konstruisati na rastojaƬu d = 3R

4 od vrha kupe,

a ako je a < 3R
4 , onda je 0 < 3R−

√
9R2−12a2

4 < 3R+
√

9R2−12a2

4 < 3R
2 , pa postoji dve ravni sa

navedenim svojstvom, za d ∈
{

3R−
√

9R2−12a2

4 , 3R+
√

9R2−12a2

4

}
(Tangenta 70, Pismeni zadaci,

zadatak III-1).

Za svako 1 6 i 6 9 vaжi Si = S1+(i−1)·1600, odakle je
9∑

i=1

Si = 9S1+36·1600, pa zbir u svakoj4.

koloni (a samim tim i vrsti i dijagonali) magiqnog kvadrata mora biti 3S1 + 12 · 1600.
Sledi da se konstrukcija traжenog magiqnog kvadrata svodi na konstrukciju magiqnog

kvadrata qiji su elementi 0, 1, . . . , 8. Takav magiqni kvadrat postoji, na primer
1 6 5
8 4 0
3 2 7

,

a to dovodi do magiqnog kvadrata sa traжenim osobinama
S2 S7 S6

S9 S5 S1

S4 S3 S8

(Tangenta, M1485).

Ako je x ∈ N, onda je ili x2 ≡ 0 (mod 3) ili x2 ≡ 1 (mod 3), pa je ostatak pri deƩeƬu5.

broja x20 sa 3 ili 0 ili 1. Ako je y ∈ N, onda je y2 +y = y(y+1) paran broj, a kako je 22 ≡ 1

(mod 3), broj 2y2+y daje ostatak 1 pri deƩeƬu sa 3. Sledi da je ostatak pri deƩeƬu broja

x20 + 2y2+y sa 3 ili 1 ili 2. Sa druge strane, za svako prirodno z broj 2022z je deƩiv sa
3, pa navedena jednaqina nema rexeƬa.
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Vaжi y = 3log
32

52

= 3log
3
5 = 5, z =

27·π
6

π
2

= 9, a kako je (1 + i)2 = 2i i (1 − i)2 = −2i, sledi1.

x = (2i)1011

(−2i)1005 = −26i6 = 26. Dakle, n = 26 · 32 · 5 je prirodan broj, a broj Ƭegovih delilaca

je (6 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 42.

Ako je n ≡ 0 (mod 3) ili n ≡ 2 (mod 3), onda je n(n + 1) ≡ 0 (mod 3), a ako je n ≡ 1 (mod 3),2.

onda je n(n + 1) ≡ 2 (mod 3), pa n2 + n + 2024 pri deƩeƬu sa 3 daje ostatak ili 2 ili 1.
Sledi da za proizvoƩno prirodno n broj n2 + n + 2024 nije deƩiv sa 3, pa nije ni sa
2022 = 2 · 3 · 337.

Ako je x > 0, jednaqina je ekvivalentna sa 2 + p(x − 1) = 0. Ako je p = 0, nema rexeƬa,3.

a ako je p 6= 0, sledi x = 1 − 2
p
, pa jednaqina ima rexeƬe na [0,∞) ako i samo ako je

p ∈ (−∞, 0)∪ [2,∞).
Sliqno, ako je x < 0, jednaqina je ekvivalentna sa 2x2−4px+4(p−2) = 0. Diskriminanta

dobijene kvadratne jednaqine je 16(p2−2p+4) > 0, pa ta jednaqina ima dva realna rexeƬa.
Ako je p < 2, po Vijetovim pravilima proizvod rexeƬa dobijene kvadratne jednaqine je
2(p − 2) < 0, pa je jedno od tih rexeƬa negativno, odakle sledi da je i rexeƬe polazne
jednaqine. Ako je p > 2, rexeƬa su istog znaka, a po Vijetovim pravilima zbir rexeƬa
dobijene kvadratne jednaqine je 2p, pa kako su istog znaka, oba su pozitivna, tj. polazna
jednaqina nema rexeƬa.

Dakle, ako je p < 0 jednaqina ima jedno negativno i jedno nenegativno rexeƬe, ako
je p ∈ [0, 2), jednaqina nema nenegativnih, a ima jedno negativno rexeƬe, a ako je p >

2, jednaqina ima jedno nenegativno, a nema negativnih rexeƬa, tj. traжene vrednosti
parametra su p ∈ [0,∞).

Komentar. Izrazi y = 4(px + 2 − p) za p ∈ R predstavƩaju prave koje sadrжe taqku
(1, 8), tako da je zahtev zadatka odre�ivaƬe koje od uoqenih pravih seku grafik funkcije
f(x) =

(
|x| − x

)
x taqno jednom.

Ako je H ortocentar △ABC, onda je AH ⊥ BC, pa prema teoremi o tri normale vaжi4.

BC ⊥ SM , gde je M podnoжje normale iz A na BC. Dakle, BC je normalna na ravan
ASM . Sledi, SA ⊥ BC, a kako je i SA ⊥ SB, SA je normalna na ravan SBC. Sledi
SA ⊥ SC, a analogno je i SB ⊥ SC. Prema Pitagorinoj teoremi je SA2 + SB2 = AB2,
SB2 + SC2 = BC2 i SC2 + SA2 = CA2, pa je navedena nejednakost ekvivalentna sa (AB +
BC + CA)2 6 3(AB2 + BC2 + CA2), tj. sa AB2 + BC2 + CA2 > AB · BC + BC · CA + CA · AB,
odnosno sa (AB −BC)2 + (BC −CA)2 + (CA−AB)2 > 0, xto je taqno. Jednakost se dostiжe
ako i samo ako je △ABC jednakostraniqan (uz uslove zadatka, onda su △SAB, △SBC i
△SCA jednakokrako–pravougli) (Tangenta, M1443).

(a) Svako teme je krajƬa taqka tri posmatrane duжi (dve stranice i jedne dijagonale).5.

U neko od temena je upisan broj 1, pa se duжima koje polaze iz tog temena pridruжuju
vrednosti ne maƬe od 1 + 8 = 9, 1 + 7 = 8 i 1 + 6 = 7, te m ne moжe biti ve�e od 7. Sa
druge strane, ako se u temena A1, A2, . . . , A8 upixu, redom, brojevi 1, 6, 5, 2, 7, 3, 4, 8, dobija
se m = 7.

(b) Zbog simetrije, ukupan broj traжenih rasporeda je 8 puta ve�i od rasporeda u kojima
je u teme A1 upisan broj 1. Ako je u A1 upisan broj 1, kako su na duжima A1A2, A1A5 i
A1A8 izraqunati zbirovi ne maƬi od 7, u temena A2, A5 i A8 su upisani brojevi 6, 7 i
8 (u nekom redosledu). Ukoliko bi broj 2 bio upisan u teme A3, onda u temena A4 i A7

moraju biti upisani brojevi ne maƬi od 5, a to nije mogu�e, poxto su brojevi 6, 7, 8 ve�
upisani u druga temena, pa ne postoji dva neupisana broja ne maƬa od 5. Po simetriji
broj 2 ne moжe biti upisan ni u teme A7, pa sledi da je upisan ili u A4 ili u A6. Zbog
simetrije, rasporeda u kojima je broj 2 upisan u teme A4 ima koliko i rasporeda u kojima
je broj 2 upisan u teme A6, pa je dovoƩno odrediti koliko ima rasporeda kod kojih je broj



2 upisan u teme A4. Onda su na duжima A4A5 i A4A8 izraqunati brojevi ne maƬi od 7,
xto je ispuƬeno na duжi A4A8 (poxto se u A8 nalazi jedan od brojeva 6, 7, 8), a da bi bilo
ispuƬeno i na duжi A3A4, u temenu A3 mora biti upisan broj 5. Konaqno, nakon opisanog
postupka, kako god se upixu brojevi 3 i 4 u temena A6 i A7 dobija se je odgovaraju�e m

jednako 7. Zaista, brojevi izraqunati na duжima A5A6, A2A6, A3A7, A7A8 su ne maƬi od
3 + 5 = 8, a broj izraqunat na duжi A6A7 je 3 + 4 = 7.

Dakle, ukupan broj traжenih rasporeda je 8 · 3! · 2 · 2 = 192 (8 zbog rasporeda broja 1,
3! zbog rasporeda cifara 6, 7, 8 u odgovaraju�a temena nakon odre�ivaƬa temena u koje je
upisan broj 1, ,,prvo” 2 zbog rasporeda broja 2, a ,,drugo” 2 zbog rasporeda brojeva 3 i 4).


