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REXEǋA ZADATAKA

Prvi dan

1. Neka je F podno�je normale iz taqke C na AB. Kako je F na du�i XZ, to je ǌena potencija
u odnosu na m negativna, pa se F nalazi izme�u D i E i va�i FX · FZ = FE · FD. Ukoliko bi
dokazali da je FY · FT = FX · FZ, onda bi va�ilo FE · FD = FY · FT, pa kako je F izme�u D i
E, odnosno izme�u Y i T, neposredno sledi tvr�eǌe zadatka.

Doka�imo sada da je FY ·FT = FX ·FZ, odnosno da je FZ
FT = FY

FX . (∗) Neka je t tantenta kru�nice
k koja je paralelna sa AB (i razliqita od AB) i neka seqe p u taqki G. Homotetijom, koja
slika k u l, taqke G,X i Y, redom, se preslikavaju u taqke F,Z i T, pa va�i GX

FZ = GY
FT , odnosno

FZ
FT = GX

GY . Odavde, s obzirom da oqigledno va�e jednakosti GX = FY i GY = FX, sledi jedna-
kost (∗), qime je dokaz kompletiran.

2. Kako su dati brojevi pozitivni i ( 32 )
3 = 27

8 > 3, jasno je da su imenioci razlomaka koji
se pojavǉuju pozitivni. Stoga, problem je ekvivalentan sa
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Me�utim, ovo sledi sabiraǌem ove

a
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> a3�
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3
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i analognih nejednakosti b
3−2b > b3, c

3−2c > c3, qime je dokaz zavrxen.

3. Popuǌavajmo redom brojeve od najmaǌeg do najve�eg, dok ne kompletiramo red ili kolonu.
Neka je, ne umaǌuju�i opxtost, req o redu. Taj red mora biti uz ivicu tabele (table), inaqe
ve�i brojevi ne�e biti spojeni. Obojimo sve do tada kompletirane brojeve u plavo. Isto
qinimo od najve�eg ka najmaǌem broju i time dobijamo da prvi red ili kolona, koji �emo
kompletirati, �e upravo biti suprotan red. Obojimo ove brojeve u crveno, a sve do sad
neobojene brojeve u crno. Oqigledno, idu�i od najmaǌeg do najve�eg broja, prvo �e biti
popuǌeni plavi, pa crni, pa crveni brojevi.

Dokaza�emo da ima barem n − 2 crnih brojeva. Neka je omotaq nekog skupa poǉa skup svih
poǉa, izvan tog skupa, koji su susedi nekom poǉu unutar skupa. Oqigledno omotaqi skupova
brojeva 1, 2, . . . , k kao i k, k + 1, . . . , n2, za svako k, mogu imati najvixe n brojeva, inaqe �e
postojati par brojeva sa razlikom ve�om od n. Primetimo da najve�i plavi i najmaǌi crveni
broj moraju biti u �oxkovima. Ako su u susednim �oxkovima, onda ve� u startu postoje
n− 2 crna broja izme�u ova dva �oxka. Inaqe, posmatrajmo omotaq pre postavǉaǌa posledǌeg
plavog broja. U svakoj koloni treba da bude barem jedan broj iz skupa omotaqa i ako je razlika
u broju plavih brojeva u susednim kolonama ve�a od 1, bi�e u jednoj od tih kolona vixe od
jednog broja u omotaqu, xto je nemogu�e. Sledi da je pre postavǉaǌa posledǌeg plavog broja,
broj plavih brojeva najvixe 1+2+ . . .+n− 1 = n(n−1)

2 , te je ukupan broj plavih brojeva najvixe
n(n−1)

2 +1. Sliqo se dobija da je i broj crvenih brojeva najvixe n(n−1)
2 +1, odakle zakǉuqujemo

da je broj crnih barem n2 − n(n− 1)− 2 = n− 2. Time je prethodno tvr�eǌe dokazano.
Sada pogledajmo omotaq od plavih brojeva. U svakoj koloni se nalazi jedan broj omotaqa,

te omotaq ima ukupno n brojeva. S obzirom da ima n brojeva susednih sa brojevima omotaqa
u istoj koloni, sledi da omotaq mora redom da se puni tako da razlika sa brojem u istoj
koloni bude n, daju�i nam n dobrih parova. Sliqno dobijamo n dobrih parova izme�u crvenih
brojeva i ǌihovog omotaqa. Kako crnih brojeva ima barem n − 2, sledi da �e biti najvixe 2
sluqaja preklapaǌa izme�u ova dva skupa n dobrih parova, pa �e biti barem 2n− 2 = 2(n− 1)
dobrih parova. Naravno, jednakost se mo�e dobiti ako se tabela redom popuǌava po me�usobno
paralelnim dijagonalama.
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4. Prvo rexeǌe: Neka sa Ad oznaqimo brojeve koje broji f(d) iz teksta zadatka i B skup
uzajamno prostih sa n, maǌih od n. Posmatrajmo skupove Cd = An

d
· d, i doka�imo da se svaki

broj od 1 do n pojavǉuje bar 2 puta u skupovima Cd ili B, iz qega rexeǌe neposredno sledi.
Neka je a ∈ {1, 2, · · · , n} i d = NZD(a, n). Sada, mo�emo da vidimo da oqito va�i a ∈ Cd, jer
NZD(ad ,

n
d ) = 1. Tako�e, ako prost broj p|d, onda NZD( ad

p

, nd
p

) = p, pa a ∈ Cnp
d
. Najzad, ako d = 1,

onda po definiciji a ∈ B. Stoga, ako je d = 1, onda a ∈ C1 i a ∈ B, a ako d > 1 i prost p|d, onda
a ∈ Cd i a ∈ C d

p
, pa je zaista svaki broj u barem 2 od navedenih skupova i tra�ena jednakost je

dokazana.
Da bi va�ila jednakost, mora da se svaki broj pojavǉuje taqno dva puta. Vidimo da ako postoje
dva prosta broja p, q tako da p, q|n, onda se n pojavǉuje u Cn, Cn

p
i Cn

q
, pa se jednakost ne dosti�e.

Stoga, jednakost mo�e da se dostigne samo za pα. Zaista, za svaki broj oblika pα se dosti�e,
jer f(1) = 1, f(p) = p i f(pα) = pα − pα−2, za α > 1, paX

d|pα
f(d) + ϕ(pα) = 1 + p+ (p2 − 1) + (p3 − p) + · · ·+ (pα − pα−2) + ϕ(pα) =

= pα + pα−1 + pα − pα−1 = 2pα = 2n.

Drugo rexeǌe: Na�i �emo formulu za f(n) preko vrednosti ϕ(n). Primetimo da je za fiksiran
broj d|n, broj brojeva x ∈ {1, 2, · · · , n}, tako da NZD(x, n) = d, jednak ϕ(nd ). Ako posmatramo
brojeve d, 2d, · · · , nd d, treba da va�i (kd, nd d) = d(k, nd ) = d, tj. da je (k, nd ) = 1, pa je taj broj
zaista ϕ(nd ). Iz ovoga, sada, sledi da je X

d|n

ϕ(d) = n

(ovo je generalno poznato), kao i

f(n) = ϕ(n) +
X

p|n,p prost

ϕ(
n

p
).

Sada nam je ciǉ da poka�emo koliko se puta neki sabirak ϕ(d) pojavǉuje (ako se svaki pojavǉuje
2 puta, gotovi smo jer im je suma n). Oqito se svaki pojavǉuje bar jednom, jer je f(d) = ϕ(d)+· · · .
Sada, ako posmatramo d|n, ako va�i da p|nd , onda se sabirak ϕ(d) pojavǉuje u sumi f(dp), jer
dp|n. Ako uraqunamo da imamo jox jedan ϕ(n), to znaqi da se svaki sabirak pojavǉuje bar 2
puta, pa je tvr�eǌe dokazano. Dokaz sluqaja jednakosti je isti kao u prvom delu.

5. Posmatra�emo igru unazad, gde u jednom potezu uzimamo dva broja x + 1 i x − 1, koja
meǌamo sa 2 instance broja x. Oqito je da je dokazivaǌe da se ova igra zavrxava za n3

6

poteza ekvivalentna sa dokazivaǌem da se poqetna igra zavrxava za n3

6 poteza. Podeli�emo
sve poqetne brojeve na tabli na komponente, tako da su dva broja a i b u istoj komponenti,
ako postoji niz a = c1, c2, . . . , ck = b poqetnih brojeva na tabli, tako da va�i |ci − ci+1| 6 2
(u suxtini komponente su podnizovi koji se dobiju od niza sortiranih brojeva, gde taj niz
”lomimo” kad god je razlika preko 2). Ovo znaqi da u svakoj komponenti, ako su na poqetku
brojevi a1 6 a2 6 a3 6 . . . 6 ak, va�i ak 6 ak+1 6 ak + 2. Oqigledno brojevi iz razliqitih



kompnetni nikad ne�e mo�i da interaguju, pa je dovoǉno dokazati da je u jednoj komponenti
najvixe k3

6 poteza, iz qega �e tvrdǌa zadatka slediti, zbog (x + y)3 > x3 + y3. Komponente se
mogu razdvajati na vixe komponenata.

Neka su nam poqetne vrednosti u jednoj komponenti a1 6 a2 6 a3 6 · · · 6 ak. Posmatrajmo
vrednost sume kvadrata unutar jedne komponente. U jednom potezu ova vrednost se smaǌuje za
(x+ 1)2 + (x− 1)2 − 2x2 = 2. Primetimo da se suma brojeva u jednoj komponenti ne meǌa. Stoga,
na osnovu nejednakosti izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine, va�i da je suma kvadrata na
kraju barem 1

n (a1 + a2 + · · ·+ ak)
2. Stoga, broj poteza S nam je najvixe bio
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qime je dokaz zavrxen.

6. Odredi�emo sve vrednosti α za koje se nijedan od brojeva p, 2p, . . . , 2qp ne pojavǉuje u
nizu ([nα])n∈N.Za poqetak, mora biti α > 2. Zaista, postoji s < pq takvo da p|s i q|s + 1, a niz
([nα])n∈N bi morao da preskoqi i s i s+1, xto je nemogu�e za α62. Razlikova�emo dva sluqaja:

(1◦) [
2p

α
] = 2m+1 je neparno. Oqigledno je tada m >

p− 1

2
. Stoga, mora biti (2m+1)α > 2p, tj.

(2m+ 1)α> 2p+ 1. Neka je i takvo da je i− 16
α− 1

p−mα
< i, odnosno

(im+ 1)α < ip+ 1 i (im−m+ 1)α> ip− p+ 1.

Me�utim, kako je α < 3, to je α >
2p+ 1

2m+ 1
>
p− 1

m
, pa je mα > p − 1, xto u zbiru sa drugom

nejednakox�u daje (im+1)α> ip, odakle sledi [(im+1)α] = ip. Po pretpostavci mora biti i>2q,
odakle sledi

(2q − 1)p+ 1

(2q − 1)m+ 1
6 α <

p

m
.

(2◦) [
2p

α
] = 2m je parno. Po pretpostavci je mα> p+ 1. Kao i u sluqaju (1◦), biramo neparno i

tako da je i− 26
α− 2

2p− (2m− 1)α
< i. Tada je

i(2m− 1) + 1

2
α < ip+ 1 i

(i− 2)(2m− 1) + 1

2
α> (i− 2)p+ 1.

Me�utim, kako je α>
p+ 1

m
>

2p− 1

2m− 1
, to sabiraǌe druge nejednakosti sa (2m− 1)α6 2p− 1 daje

i(2m− 1) + 1

2
α> ip, odakle sledi [

i(2m− 1) + 1

2
α] = ip. Po pretpostavci je i> 2q + 1, pa je
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U oba sluqaja, ako je a = [
2p

α
], �e va�iti (za ε ∈ {1, 2}, u zavisnosti od parnosti broja a)

a

p
<

2

α
6

(2q − 1)a+ ε

(2q − 1)p+ 1
6
a

p
+

2− a

p

(2q − 1)p+ 1
.

Ako pritom u nizu [α], [2α], . . . nema ni brojeva maǌih od 2pq, deǉivih sa q, onda za b = [
2q

α
] �e

va�iti

b

q
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q
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.

Me�utim, ako je, bez umaǌeǌa opxtosti,
a

p
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q
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1
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6
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p
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p
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,

xto se svodi na
1

q
>
a

p
>

1

p
[
2p

3
]>

1

2
, xto je nemogu�e.


