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Prvi dan

1. Neka je k upisana kru�nica unutar oxtouglog trougla ABC, AC 6= BC, i l ǌegova spoǉa
pripisana kru�nica, koja dodiruje stranicu AB. Prava p, koja sadr�i taqku C i normalna
je na AB, seqe kru�nicu k u taqkama X i Y, a kru�nicu l u taqkama Z i T , pri qemu va�i
slede�i raspored taqaka: X − Y − Z − T . Kru�nica m, koja sadr�i taqke X i Z, seqe pravu
AB u taqkama D i E. Dokazati da su taqke D, Y, E i T koncikliqne.

2. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje va�i a3+b3+c3 = 3. Dokazati nejednakost
1

3− 2a
+

1

3− 2b
+

1

3− 2c
> 3.

3. Tabela dimenzija n× n, n ∈ N, je popuǌena brojevima od 1 do n2, ali tako da je razlika
bilo koja dva broja na susednim poǉima najvixe n i da je za svako k = 1, 2, . . . , n2 skup poǉa na
kojima su brojevi 1, 2, . . . , k povezan, kao i skup poǉa na kojima se nalaze brojevi k, k+1, . . . , n2.
Pod susednim poǉima podrazumevamo poǉa sa zajedniqkom stranom, dok se skup poǉa smatra
povezanim ako se iz svakog elementa do svakog drugog elemenata tog skupa poǉa mo�e do�i
idu�i samo po susednim poǉima unutar tog skupa. Ka�emo da je par susednih brojeva, tj.
brojeva koji se nalaze na susednim poǉima, dobar, ako je ǌihova apsolutna razlika taqno n
(jedan broj se mo�e nalaziti u vixe dobrih parova). Dokazati da se u tabeli nalazi barem
2(n− 1) dobrih parova.

Predvi�eno vreme za izradu zadataka je 270 minuta.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja

Druxtvo matematiqara Srbije

16. SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

2. april 2022. godine
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4. Pretpostavimo da f(n) oznaqava ukupan broj brojeva x ∈ {1, 2, · · · , n}, n ∈ N, za koje va�i
da je NZD(x, n) prost ili jednak 1 . Dokazati da va�i

X

d|n

f(d) + ϕ(n) > 2n.

Za koje n va�i znak jednakosti?

5. Na tabli je napisano n celih brojeva, n ∈ N. U jednom potezu mogu�e je izabrati dva
jednaka napisana broja i jedan od ǌih pove�ati za 1, a drugi smaǌiti za 1. Dokazati da u ovoj

igri nije mogu�e odigrati vixe od
n3

6
poteza.

6. Neka su p i q razliqiti prosti brojevi i α realan broj, 0 < α < 3. Dokazati da u nizu

[α], [2α], [3α], . . .

postoji qlan tog niza maǌi od 2pq, koji je deǉiv nekim od brojeva p i q.

Predvi�eno vreme za izradu zadataka je 270 minuta.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.


