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ÀÏÑÒÐÀÊÒ

Ó îâîì ðàäó äåòà§íî ñó ïðåäñòàâ§åíè Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè äðóãå âðñòå,
êîjè èìàjó ïðèìåíó ó ðàçíèì ìàòåìàòè÷êèì äèñöèïëèíàìà, ïðåâàñõîäíî
ó êîìáèíàòîðèöè è òåîðèjè âåðîâàòíî£å, à ïðåñòàâ§åíè ñó è Ñòðèëèíãîâè
áðîjåâè ïðâå âðñòå, ñà íåçíàòíî ìà»îì ïðèìåíîì. Äåôèíèöèjå îâèõ
áðîjåâà äàòå ñó êîìáèíàòîðíî, ïðåêî áðîjà ïàðòèöèjà n-òî÷ëàíîã ñêóïà
ó òà÷íî k áëîêîâà, îäíîñíî ïðåêî áðîjà ïåðìóòàöèjà n-òî÷ëàíîã ñêóïà ó
òà÷íî k öèêëóñà. Òàêî¢å, äàòà jå è çàíèì§èâà äåôèíèöèjà Ñòèðëèíãîâèõ
áðîjåâà äðóãå âðñòå èç ðàäà [5], êîjà íèjå êîìáèíàòîðíà. Ïîðåä òîãà,
ó îâîì ðàäó ïîêàçàíî jå äà âàæå îäðå¢åíè èäåíòèòåòè ó âåçè ñà îâèì
áðîjåâèìà è ïîêàçàíî jå äà ñå Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè äðóãå âðñòå jàâ§àjó
ó n-òîì ìîìåíòó ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà Ïîàñîíîâîì ðàñïîäåëîì.

Ê§ó÷íå ðå÷è: Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè ïðâå âðñòå, Ñòèðëèíãîâè

áðîjåâè äðóãå âðñòå, öèêëóñè, ïàðòèöèjå, êîìáèíàòîðèêà
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Óâîä

Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè äîáèëè ñó èìå ïî âåëèêîì øêîòñêîì ìàòåìàòè÷àðó
�åjìñó Ñòèðëèíãó1. �èõîâà ïðèìåíà jå çíà÷àjíà ó ðàçíèì ìàòåìàòè÷êèì
äèñöèïëèíàìà, ïà ñó òàêî êðîç èñòîðèjó ÷åñòî ïðîó÷àâàíè èàêî ñå íèjå
óâåê íàâîäèëî »èõîâî èìå. Äåëå íà Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå ïðâå âðñòå
è Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå äðóãå âðñòå. Ó îâîì ðàäó, ïðåòåæíî £åìî ñå
áàâèòè Ñòèðëèíãîâèì áðîjåâèìà äðóãå âðñòå, ÷èjà jå ïîjàâà íàj÷åø£à ó
êîìáèíàòîðèöè è ó òåîðèjè âåðîâàòíî£å, à ñïîìåíó£åìî è Ñòèðëèíãîâå
áðîjåâå ïðâå âðñòå, êàî è âåçå èçìå¢ó îâå äâå âðñòå Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà.

Êàðîëè (×àðëñ) �îðäàí2 jå 1939. ó ñâîjîj ê»èçè Calculus of �nite Dif-
ferences äåòà§íî îïèñàî Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå è èçíåî ðåçóëòàòå ó âåçè
ñà »èìà. Íà òàj íà÷èí ñó Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè äîáèëè ìíîãî çíà÷àjíèjó
óëîãó ó ìàòåìàòèöè. Ó òîj ê»èçè, íàëàçè ñå è ñëåäå£è çàíèì§èâ öèòàò:
½Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè ñó îä íàjâå£å êîðèñòè ó ìàòåìàòè÷êîj àíàëèçè.

Èïàê, òî íèjå áèëî ó ïîòïóíîñòè ïðåïîçíàòî, jåð ñó áðîjåâè áèëè ðåòêî

êîðèø£åíè è çàíåìàðåíè. Òî jå óïðàâî çáîã ÷è»åíèöå äà ñó èõ ðàçëè÷èòè

àóòîðè óâîäèëè ïîä ðàçëè÷èòèì èìåíèìà è îçíàêàìà, áåç ñïîìè»à»à

äà jå ðå÷ î èñòèì áðîjåâèìà. Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè ñó jåäíàêî âàæíè,

àêî íå è âàæíèjè îä Áåðíóëëèjåâèõ áðîjåâà; òðåáàëî áè äà îíè çàóçìó

ñðåäèø»ó ïîçèöèjó ó ìàòåìàòè÷êîj àíàëèçè êîíà÷íèõ äèôåðåíöèjà� (Áî-
ðèñ Äîêè£ 2013: 167).

Íà ñàìîì ïî÷åòêó óâåø£åìî îñíîâíå ïîjìîâå èç êîìáèíàòîðèêå, êîjè
£å íàì êîðèñòèòè ó íàñòàâêó ðàäà. Ïîòîì £åìî ñå ó äðóãîì ïîãëàâ§ó
óïîçíàòè ñà ïîjìîì öèêëóñà, ïðåêî êîã £åìî äåôèíèñàòè Ñòèðëèíãîâå
áðîjåâå ïðâå âðñòå. Ó òðå£åì ïîãëàâ§ó ñóñðåø£åìî ñå ñà ïàðòèöèjàìà
ñêóïà ó áëîêîâå è äåôèíèñà£åìî Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå äðóãå âðñòå è
ïðåäñòàâè£åìî äåôèíèöèjó Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà äðóãå âðñòå èç ðàäà
[5] êîjà íèjå êîìáèíàòîðíà. Ó ÷åòâðòîì ïîãëàâ§ó áàâè£åìî ñå Áåëîâèì
áðîjåâèìà, êîjè îäðå¢ójó áðîj ñâèõ ïàðòèöèjà íåêîã n-òî÷ëàíîã ñêóïà, à
ïîòîì £åìî ó ïåòîì ïîãëàâ§ó ïîêàçèâàòè îäðå¢åíå èäåíòèòåòå ó âåçè ñà
îâèì áðîjåâèìà. Íà ñàìîì êðàjó, ó øåñòîì ïîãëàâ§ó, ïîêàçà£åìî jåäíó
ïðèìåíó Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà ó òåîðèjè âåðîâàòíî£å.

1James Stirling (1692-1770), øêîòñêè ìàòåìàòè÷àð
2K�aroly (Charles) Jordan (1871-1959), ìà¢àðñêè ìàòåìàòè÷àð
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1 Îñíîâíè ïîjìîâè

Íà ïî÷åòêó, ïîòðåáíî jå ïîçàáàâèòè ñå óâîäíèì ïîjìîâèìà êîjè £å íàì
êàñíèjå êîðèñòèòè.

Ïåðìóòàöèjà π íåêîã n-òî÷ëàíîã ñêóïà ïðåäñòàâ§à ðàñïîðåä ñâèõ
åëåìåíàòà òîã ñêóïà ó íèç äóæèíå n, òj. ðàñïîðå¢èâà»å òèõ åëåìåíàòà
íà n ìåñòà, ãäå £å ñâàêè åëåìåíò áèòè íà ïîñåáíîì ìåñòó. Óêóïàí áðîj
ïåðìóòàöèjà íåêîã ñêóïà X ñà n åëåìåíàòà jåäíàê jå n! = n·(n−1)·...·2·1.

Àêî è åëåìåíòå èç ñêóïàX è ìåñòà íà êîjà èõ ðàñïîðå¢ójåìî îçíà÷èìî
áðîjåâèìà 1, 2, ..., n, òàäà ñâàêè ðàñïîðåä åëåìåíàòà ñêóïà X íà n ìåñòà
ïðåäñòàâ§à áèjåêöèjó π : {1, 2, ..., n} → {1, 2, ..., n}. Âàæè è îáðàòíî,
ñâàêà áèjåêöèjà íà ñêóïó {1, 2, ..., n} äåôèíèøå ðàñïîðåä åëåìåíàòà èç
X íà n ìåñòà. Çáîã òîãà ìîæåìî ðå£è äà jå ïåðìóòàöèjà ïðåñëèêàâà»å
π : {1, 2, ..., n} → {1, 2, ..., n} êîjå jå áèjåêöèjà.

Êîìáèíàöèjîì k-òîã ðåäà íåêîã n-òî÷ëàíîã ñêóïà X íàçèâàìî ñâàêè
k-÷ëàíè ïîäñêóï ñêóïà X. Óêóïàí áðîj òàêâèõ êîìáèíàöèjà îçíà÷àâàìî
ñà
(
n
k

)
, ïðè ÷åìó jå:(

n

k

)
=
n(n− 1)(n− 2) · ... · (n− k + 1)

k(k − 1) · ... · 2 · 1
=

n!

k!(n− k)!

Áðîjåâè îáëèêà
(
n
k

)
÷åñòî ñå íàçèâàjó áèíîìíèì êîåôèöèjåíòèìà è jàâ§àjó

ñå ïðèëèêîì ðàçâîjà áèíîìà (x+ y)n. Íàèìå, âàæè:

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

Ïàðòèòèâíè ñêóï ñêóïà X îçíà÷àâàìî ñà P (X) è îí ïðåäñòàâ§à
ñêóï ñâèõ ïîäñêóïîâà ñêóïà X. Ïðåìà òîìå, åëåìåíòè ñêóïà P (X) ñó
ïîäñêóïîâè ñêóïà X. Íà ïðèìåð, àêî jå X = {1, 2, 3}, òàäà jå

P (X) = {{∅} , {1} , {2} , {3} , {1, 2} , {1, 3} , {2, 3} , {1, 2, 3}} .

Ïðèìåòèìî äà ñêóï P (X) èç ïðåòõîäíîã ïðèìåðà èìà 8 = 23 åëåìåíàòà.
Òî jå ó âåçè ñà ÷èíjåíèöîì äà âàæè(

3

0

)
+

(
3

1

)
+

(
3

2

)
+

(
3

3

)
= (1 + 1)3 = 23.
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Óîïøòàâàjó£è îâî, íàëàçèìî äà ñêóï X = {1, 2, ..., n} èìà(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ ...+

(
n

n

)
= (1 + 1)n = 2n

ïîäñêóïîâà.

Ïàòðèöèjîì ñêóïà X çîâåìî ñâàêè ïîäñêóï P îä P (X)/∅ àêî je óíèjà
ñâèõ åëåìåíàòà èç P jåäíàêà jå ñêóïó X è àêî çà A è B, ãäå ñó A è B
ðàçëè÷èòè åëåìåíòè èç P , âàæè äà jå A ∩B = ∅.

Íà ïðèìåð, àêî jå X = {1, 2, 3}, òàäà ñó ïàðòèöèjå òîã ñêóïà:

P1 = {{1} , {2} , {3}} ,

P2 = {{1, 2} , {3}} ,

P3 = {{1, 3} , {2}} ,

P4 = {{2, 3} , {1}} ,

P5 = {1, 2, 3} .

Ïðèìåòèìî äà èõ èìà óêóïíî 5.

2 Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè ïðâå âðñòå

Ó îâîì ïîãëàâ§ó, ïðåäñòàâè£åìî Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå ïðâå âðñòå, à ïðå
óâî¢å»à ôîðìàëíå äåôèíèöèjå òèõ áðîjåâà, óâåø£åìî ïîjàì öèêëóñà.

Ó êîìáèíàòîðèöè ñå ÷åñòî ïðåáðîjàâà íà êîëèêî íà÷èíà ñå íåøòî
ìîæå íàïðàâèòè è êàêàâ ñâå ðàñïîðåä ïîcìàòðàíèõ åëåìåíàòà ìîæå áèòè
ïîä îäðå¢åíèì óñëîâèìà.

Öèêëóñ ïðåäñòàâ§à ðàñïîðåä ó êîìå jå èñê§ó÷èâî áèòàí ðåäîñëåä
åëåìåíàòà, òj. ó öèêëóñó íàì íèjå áèòíî êîjè jå åëåìåíò ïðâè, êîjè äðóãè,
è òàêî äà§å, âå£ íàñ ñàìî çàíèìà ïîðåäàê åëåìåíàòà. Òî çàïðàâî çíà÷è
äà çà ñâàêè îäàáðàíè åëåìåíò öèêëóñà êàî ïî÷åòíè, óêîëèêî èäåìî ðåäîì
ïî åëåìåíòèìà, èìàìî èñòè ïîðåäàê åëåìåíàòà jåð ñó ½ïðâè� è ½ïîñëåä»è�
åëåìåíò öèêëóñà ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè.

Ñàì öèêëóñ è »åãîâè åëåìåíòè îçíà÷àâàjó ñå óíóòàð óãëàñòèõ çàãðàäà,
à ñàìè åëåìåíòè öèêëóñà îäâàjàjó ñå çàðåçîì. Íà ñëèöè èñïîä jå ïðèêàçàí
ïðèìåð öèêëóñà ñà 4 åëåìåíòà: [B,D,C,A]

Àêî ñêóï ñâèõ ïåðìóòàöèjà íà ñêóïó {1, 2, ..., n} îçíà÷èìî ñà Sn. Ñà
c(n, k) îçíà÷àâà ñå áðîj ïåðìóòàöèjà ó ñêóïó Sn, êîjå èìàjó òà÷íî k öèêëóñà.
Òàj áðîj ñå íàçèâà Ñòèðëèíãîâ áðîj ïðâå âðñòå áåç çíàêà. Äàêëå,
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îâàj áðîj íàì ïîêàçójå íà êîëèêî íà÷èíà ìîæåìî n åëåìåíàòà ïîðå¢àòè
ó k öèêëóñà. Èëóñòðójìî îâî ñëåäå£èì ïðèìåðîì:

Ïðèìåð 2.1 Íåêà jå äàò ñêóï {a, b, c, d}. Êîëèêî ïîñòîjè 2-öèêëóñà

îâàêâîã ñêóïà?

Ðåøå»å. Äàò íàì jå ñêóï îä 4 åëåìåíòà è òðàæèìî ñâå ïîðåòêå îâèõ
åëåìåíàòà êîðèñòå£è 2 öèêëóñà. Èñïèøèìî èõ ðåäîì:

[a][b, c, d], [a][b, d, c], [b][a, c, d], [b][a, d, c],

[c][a, b, d], [c][a, d, b], [d][a, b, c], [d][a, c, b],

[a, b][c, d], [a, c][b, d], [a, d][b, c]

Ìîæåìî ïðèìåòèòè äà jå óêóïàí áðîj ñâèõ íà÷èíà äà ñêóï îä 4 åëåìåíòà
ïîðå¢àìî ó 2 öèêëóñà jåäíàê 11. Ïî íà÷èíó íà êîjè ñìî ïîñòàâèëè
ïðîáëåì, âèäèìî äà jå ðåøå»å îâîã ïðîáëåìà çàïðàâî Ñòèðëèíãîâ áðîj
ïðâå âðñòå áåç çíàêà c(4, 2).

Òåîðåìà 2.2 Áðîjåâè c(n, k) çàäîâî§àâàjó ñëåäå£ó ðåêóðåíòíó ðåëàöèjó:

c(n, k) = (n− 1)c(n− 1, k) + c(n− 1, k − 1),

óç ïî÷åòíå óñëîâå c(n, k) = 0, çà n < 0 èëè k < 0 (îñèì çà k = n = 0 êàäà
jå c(0, 0) = 1).

Äîêàç. Êàäà ïåðìóòàöèjè èç Sn−1 ñà k−1 öèêëóñà äîïèøåìî öèêëóñ [n]
äóæèíå jåäàí, äîáèjå ñå ïåðìóòàöèjà èç Sn ñà k öèêëóñà. Íà òàj íà÷èí
äîáèjåìî ñâå ïåðìóòàöèjå ñêóïà {1, 2, ..., n} ñà k öèêëóñà êîä êîjèõ jå n
ôèêñíà òà÷êà; »èõ jå óêóïíî c(n− 1, k − 1).

Ñàäà ïðåòïîñòàâèìî äà n íèjå ôèêñíà òà÷êà ïåðìóòàöèjå π èç Sn
êîjà èìà òà÷íî k öèêëóñà. Ìîæåìî óî÷èòè äà jå òàêâà ïåðìóòàöèjà π
äîáèjåíà äîïèñèâà»åì n èçà íåêîã îä åëåìåíàòà èç {1, 2, ..., n− 1} ó íåêè
îä k öèêëóñà ïåðìóòàöèjå ñêóïà {1, 2, ..., n− 1}. Ñâàêîj îä c(n − 1, k)
ïåðìóòàöèjà èç {1, 2, ..., n− 1} áðîj n ñå ìîæå äîïèñàòè íà n− 1 íà÷èí.
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Ñòîãà jå áðîj ñâèõ ïåðìóòàöèjà èç Sn ñà òà÷íî k öèêëóñà êîjèìà n íèjå
ôèêñíà òà÷êà jåäíàê (n − 1)c(n − 1, k). Ñàäà ñå ðåêóðåíòíà ðåëàöèjà èç
òåîðåìå äîáèjå ïîìî£ó ïðèíöèïà çáèðà.

Ñòèðëèíãîâ áðîj ïðâå âðñòå äåôèíèøåìî ñà:

s(n, k) = (−1)n−kc(n, k)

Êîðèñòå£è ïðåòõîäíó òåîðåìó, äîáèjàìî äà Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè s(n, k)
çàäîâî§àâàjó ñëåäå£ó ðåêóðåíòíó ðåëàöèjó:

s(n, k) = s(n− 1, k − 1)− (n− 1)s(n− 1, k)

Ó ñëåäå£îj òàáåëè íàëàçå ñå âðåäíîñòè Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà s(n, k) çà
íåêå âðåäíîñòè n è k.

3 Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè äðóãå âðñòå

Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè äðóãå âðñòå ïðèñóòíèjè ñó îä Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà
ïðâå âðñòå ó ïðàêñè. Ó îâîì ïîãëàâ§ó íàâåø£åìî »èõîâà ñâîjñòâà, à ïðå
òîãà £åìî îájàñíèòè ïîjàì ïàðòèöèjå ñêóïà ó k áëîêîâà.

Ïàðòèöèjà ñêóïà X ó k áëîêîâà jå ïîäåëà ñâèõ åëåìåíàòà ñêóïà X ó
k íåïðàçíèõ äèñjóêòíèõ ïîäñêóïîâà îä X. Äðóãèì ðå÷èìà, ïàðòèöèjà
ñêóïà X ó k áëîêîâà jå k-÷ëàíè ñêóï {A1, A2, ..., Ak} ïîäñêóïîâà îä X
òàêî äà jå X = A1 ∪A2 ∪ ...∪Ak, Ai 6= ∅, Ai ∩Aj = ∅, çà ñâå 1 ≤ i < j ≤ k.

Áðîj ïàðòèöèjà ñêóïà îä n åëåìåíàòà ó òà÷íî k áëîêîâà îçíà÷àâà ñå ñà
S(n, k) è çîâå ñåÑòèðëèíãîâ áðîj äðóãå âðñòå, ïðè ÷åìó jå S(0, 0) = 1,
à èç ñàìå äåôèíèöèjå ñëåäè äà jå S(n, k) = 0 çà n < k.
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Ïðèìåð 3.1 Íåêà jå äàò ñêóï {1, 2, 3, 4}. Êîëèêî ïîñòîjè ïàðòèöèjà

îâîã ñêóïà ó 2 áëîêà?

Ðåøå»å. Èñïèøèìî îâå ïàðòèöèjå ðåäîì:

{1, 2, 3} {4}, {1, 2, 4} {3}, {1, 3, 4} {2}, {2, 3, 4} {1}, {1, 2} {3, 4}, {1, 3} {2, 4},
{1, 4} {2, 3}.

Äàêëå, ïîñòîjè 7 îâàêâèõ ïàðòèöèjà, òå jå S(4, 2) = 7.

Ïðèìåð 3.2 Äîêàçàòè äà çà ñâå n ∈ N âàæè:

S(n, n) = S(n, 1) = 1, S(n, n− 1) =

(
n

2

)
, S(n, 2) = 2n−1 − 1

Ðåøå»å. Èç äåôèíèöèjå Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà î÷èãëåäíî âàæè S(n, n) =
S(n, 1) = 1.

Áðîj S(n, n − 1) äîáèjåìî êàäà èçàáåðåìî äâà åëåìåíàòà èç {1, 2, ..., n}
êîjè £å áèòè ó èñòîì áëîêó, øòî ìîæåìî ó÷èíèòè íà

(
n
2

)
íà÷èíà.

Óî÷èìî ñêóï X = {(A,B) : A ∪B = {1, 2, ..., n} , A 6= ∅, B 6= ∅, A ∩B = ∅}
Êàêî jå ñêóï B = {1, 2, ..., n}\A, è êàêî jå A ïîäñêóï îä {1, 2, ..., n} òàêàâ
äà jå A 6= ∅, A 6= {1, 2, ..., n}, òî jå |X| = 2n−2. Äà áèñìî îäðåäèëè S(n, 2)
ïðèìåòèìî äà ñâàêîj ïàðòèöèjè {A,B} ñêóïà {1, 2, ..., n} îäãîâàðàjó äâà
ðàçëè÷èòà óðå¢åíà ïàðà èç X. Òàêî jå:

S(n, 2) =
|X|
2

= 2n−1 − 1.

Òåîðåìà 3.3 Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè äðóãå âðñòå çàäîâî§àâàjó ñëåäå£ó

ðåêóðåíòíó ðåëàöèjó:

S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + k · S(n− 1, k)

Äîêàç. Ñâå ïàðòèöèjå ñêóïà {1, 2, ..., n} ó k áëîêîâà ïîäåëèìî ó äâå
ãðóïå:

Ïðâó ãðóïó ÷èíå ïàðòèöèjå ó êîjèìà jå n jåäíî÷ëàí áëîê. Êàêî ñå
îñòàëèõ n−1 åëåìåíàòà òðåáà ðàñïîðåäèòè ó k−1 áëîêîâà, îâèõ ïàðòèöèjà
èìà S(n− 1, k − 1).
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Ó äðóãîj ãðóïè ñó ïàðòèöèjå ó êîjèìà áðîj n íèjå ½ñàì� ó áëîêó. Òå
ïàðòèöèjå íàñòàíó äîäàâà»åì áðîjà n ó jåäàí îä k áëîêîâà íåêå îä S(n−
1, k) ïàðòèöèjà ñêóïà {1, 2, ..., n− 1} ó k áëîêîâà.

Ðåêóðåíòíó ðåëàöèjó çà S(n, k) äîáèjåìî êîðèñòå£è ïðèíöèï ñóìå.

Íåêå âðåäíîñòè Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà äðóãå âðñòå äàòå ñó ó ñëåäå£îj
òàáåëè:

Êàî, øòî ñìî è ïðèìåòèëè, íåêå âðåäíîñòè çà Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå ïðâå è
äðóãå âðñòå íèjå òåøêî äîáèòè çàõâà§ójó£è îäãîâàðàjó£îj êîìáèíàòîðíîj
èíòåðïðåòàöèjè.

Ìå¢óòèì, çà Ñòèðëèíãîâ áðîj äðóãå âðñòå S(n, k) ìîæåìî íà£è è
òà÷íó ôîðìóëó. Òàj áðîj ñå ïîjàâè ïðè ïðåáðîjàâà»ó ñóðjåêöèjà (½íà�
ôóíêöèjà) ñà ñêóïà {1, 2, ..., n} ó ñêóï {1, 2, ..., k}. Íàèìå, óêóïàí áðîj
ñâèõ ñóðjåêöèjà èç n-÷ëàíîã ñêóïà ó k-÷ëàíè ñêóï jåäíàê jå k! · S(n, k),
jåð ïàðòèöèjó ñêóïà {1, 2, ..., n} ó k áëîêîâà ìîæåìî äà óî÷èìî íà S(n, k)
íà÷èíà, à çàòèì íà k! íà÷èíà îäàáåðåìî áèjåêöèjó êîjà òèõ k áëîêîâà
ñëèêà ó {1, 2, ..., k}. Ñà äðóãå ñòðàíå, ìåòîäîì óê§ó÷å»à è èñê§ó÷å»à,
íà ïðèìåð ó ê»èçè [1] äîáèjåíî jå äà jå óêóïàí áðîj ñóðêåöèjà èç n-÷ëàíîã
ñêóïà ó k-÷ëàíè jåäíàê

∑k
i=0(−1)i

(
k
i

)
(k − i)n, òå âàæè ôîðìóëà:

S(n, k) =
1

k!

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
(k − i)n

3.1 Íåêîìáèíàòîðíà äåôèíèöèjà

Ó ðàäó [5] ïðåñòàâ§åíà jå jåäíà çàíèì§èâà íåêîìáèíàòîðíà äåôèíèöèjà
Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà äðóãå âðñòå. Íàèìå, ïîêàçàíî jå äà ñå Ñòèðëèíãîâè
áðîjåâè äðóãå âðñòå jàâ§àjó êàî êîåôèöèjåíòè ó èçðàçèìà çà èçâîäå âèøåã
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ðåäà ôóíêöèjå f(ex), ãäå je f ∈ C∞(0,+∞) íåêà ïðîèçâî§íà ôóíêöèjà.
Ïîêàæèìî ñàäà òó âåçó.

Äàêëå, íåêà jå f ∈ C∞(0,+∞) ïðîèçâî§íà ôóíêöèjà. Ðà÷óíàjó£è
èçâîäå âèøåã ðåäà ôóíêöèjå f(ex) ïî x è óçèìàjó£è t = ex äîáèjàìî:

[f(ex)]′ = tf ′(t)

[f(ex)]′′ = tf ′(t) + t2f ′′(t)

[f(ex)]′′′ = tf ′(t) + 3t2f ′′(t) + t3f ′′′(t)

Çíàjó£è äà âàæè

[tkf (k)(t)]′x = ktkf (k)(t) + tk+1f (k+1)(t),

èçðàç [f(ex)](n) ìîæåìî çàïèñàòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

[f(ex)](n) =
n∑
k=1

S(n, k)tkf (k)(t),

ãäå ñó S(n, k) ïðèðîäíè áðîjåâè êîjè íå çàâèñå îä f(x).

3.2 Ðàçëè÷èòå íîòàöèjå

Ó îâîì ðàäó Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå ïðâå âðñòå îçíà÷àâàìî ñà s(n, k), à
Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå äðóãå âðñòå ñà S(n, k). Ìå¢óòèì çà Ñòèðëèíãîâå
áðîjåâå jîø óâåê íèñó óñâîjåíå ñòàíäàðäíå îçíàêå. Ïîðåä îâå íîòàöèjå,
ó äîñòà ðàäîâà ñå ïîjàâ§ójå íîòàöèjà ïîìî£ó óãëàñòèõ è âèòè÷àñòèõ
çàãðàäà êîjó jå óâåî íàø ìàòåìàòè÷àð Jîâàí Êàðàìàòà3.[

n

k

]
= s(n, k) = (−1)n−kc(n, k).{

n

k

}
= S(n, k)

Ðåêóðåíòíå ðåëàöèjå çà îâàêî çàïèñàíå Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå ïîäñå£àjó
íà ðåëàöèjó çà áèíîìíå êîåôèöèjåíòå:(

n

k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
[
n

k

]
= (n− 1)

[
n− 1

k

]
+

[
n− 1

k − 1

]
{
n

k

}
= k ·

{
n− 1

k

}
+

{
n− 1

k − 1

}
3Jîâàí Êàðàìàòà (1903-1967), ñðïñêè ìàòåìàòè÷àð
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4 Áåëîâè áðîjåâè

Áðîj ñâèõ ïàðòèöèjà ñêóïà {1, 2, ..., n} íà íåïðàçíå áëîêîâå íàçèâà Áåëîâ
áðîj è îçíà÷àâà ñå ñà B(n), ïðè ÷åìó jå B(0) = 1, a çà n ≥ 0 âàæè
äà jå Áåëîâ áðîj ñóìà ïî k Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà äðóãå âðñòå çà n, òj.
B(n) =

∑n
k=0 S(n, k). Ó ñëåäå£îj òàáåëè äàòå ñó íåêå âðåäíîñòè Áåëîâèõ

áðîjåâà B(n) çà íåêå âðåäíîñòè áðîjà n.

Áåëîâè áðîjåâè, ñëè÷íî êàî è Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè, çàäîâî§àâàjó ëåïó
ðåêóðåíòíó ðåëàöèjó.

Òåîðåìà 4.1 Çà ñâå n ∈ N0 âàæè:

B(n+ 1) =
n∑
k=0

(
n

k

)
B(k)

Äîêàç. Îâó ðåêóðåíòíó ðåëàöèjó äîêàçà£åìî òàêî øòî £åìî ïîêàçàòè äà
è äåñíà ñòðàíà jåäíàêîñòè ïðåáðîjàâà ñâå ïàðòèöèjå ñêóïà {1, 2, ..., n+ 1}.
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå åëåìåíò n + 1 ó áëîêó âåëè÷èíå n − k + 1, k =
0, 1, ..., n. Îñòàëå åëåìåíòå òîã áëîêà ìîæåìî èçàáðàòè íà

(
n

n−k

)
=
(
n
k

)
,

à íàêîí òîãà ïðåîñòàëèõ k åëåìåíàòà ìîæåìî ðàçìåñòèòè ó áëîêîâå íà
B(k) íà÷èíà.

Ïðèìåð 4.2 Ïîêàçàòè äà çà ñâå n ≥ 3 âàæè íåjåäíàêîñò:

B(n) < n!

Ðåøå»å. Îâó íåjåäíàêîñò ïîêàçà£åìî èíäóêöèjîì ïî n.
Áàçà èíäóêöèjå. Çà áàçó èíäóêöèjå óçå£åìî n = 3: B(3) = 5 < 6.
Èíäóêòèâíà õèïîòåçà. Ïðåòïîñòàâèìî äà çà ïðèðîäíå áðîjåâå âå£å èëè
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jåäíàêå îä 3, à ìà»å èëè jåäíàêå n âàæè B(n) < n!.
Èíäóêòèâíè êîðàê.

B(n+1) =
n∑
k=0

(
n

k

)
B(k) <

n∑
k=0

(
n

k

)
k! =

n∑
k=0

n(n−1)...(n−k+1) < (n+1)n!,

òå jå îâî òâð¢å»å ïîêàçàíî.

Jåäíà îä çàíèì§èâoñòè ó âåçè ñà Áåëîâèì áðîjåâèìà jå è ìîãó£å
ïîñòîjà»å áåñêîíà÷íî ìíîãî Áåëîâèõ áðîjåâà êîjè ñó ïðîñòè. Ïðâèõ
íåêîëèêî Áåëîâèõ áðîjåâà êîjè ñó ïðîñòè ñó: 2, 5, 877, 27644437, ...Íàjâå£è
ïîçíàòè Áåëîâ áðîj êîjè jå ïðîñò, jåñòå B(2841) è îí jå ïðèáëèæíî jåäíàê
9.30740105 ·106538, øòî jå äîêàçàíî íàêîí 17 ìåñåöè êîðèø£å»à ïðîãðàìà
Primo. Èñòèì ïðîãðàìîì ïðîâåðåíî jå äà íåìà âå£èõ Áåëîâèõ ïðîñòèõ
áðîjåâà, êîjè ñó âå£è îä B(2841), à äà ñó ìà»è îä B(6000).

5 Èäåíòèòåòè

Ó îâîì ïîãëàâ§ó ïîêàçà£åìî äà âàæå îäðå¢åíè èäåíòèòåòè ó âåçè ñà
Ñòèðëèíãîâèì áðîjåâèìà.

5.1 Ïàäàjó£è è ðàñòó£è ïîëèíîì

Ñâàêè ïîëèíîì ñòåïåíà íàjâèøå n ñå óîáè÷àjíî çàïèñójå ïîìî£ó ìîíîìà
1, x, x2, ..., xn. Çà ñâàêè r ∈ N0 äåôèíèøèìî ïîëèíîìe x

r è xr êàî:

xr = x(x− 1) · ... · (x− r + 1), xr = x(x+ 1) · ... · (x+ r − 1),

îäíîñíî x0 = x0 = 1. Ïîëèíîìè xr è xr íàçèâàjó ñå ïàäàjó£è, îäíîñíî
ðàñòó£è ïîëèíîì îä x.

Ïðèìåòèìî äà âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å. Àêî îáè÷íå ñòåïåíå îä x ïîêóøàìî
èçðàçèòè ïðåêî xr, êàî êîåôèöèjåíòè £å ñå ïîjàâèòè Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè
äðóãå âðñòå. Ìîæå ñå ëàêî ïðîâåðèòè äà, íà ïðèìåð, âàæè:

x5 = x5 + 10x4 + 25x3 + 15x2 + 11x1

Òåîðåìà 5.1.1 Íåêà jå n ∈ N0. Òàäà âàæè ñëåäå£è èäåíòèòåò:

xn =
n∑
k=0

S(n, k)xk
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Äîêàç. Îâàj èäåíòèòåò ïîêàçà£åìî èíäóêöèjîì ïî n, êîðèñòå£è ïîçíàòå
ðåêóðåíòíå ðåëàöèjå çà Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå.
Áàçà èíäóêöèjà. Çà n = 1 èäåíòèòåò íåïîñðåäíî âàæè èç äåôèíèöèjå
Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà.
Èíäóêòèâíà õèïîòåçà. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ïðåòõîäíà ôîðìóëà òà÷íà
çà ñâå n ∈ N0. Äàêëå, íåêà âàæè:

xn =
n∑
k=0

S(n, k)xk

Èíäóêòèâíè êîðàê.

xn+1 =
n∑
k=0

(x− k + k)S(n, k)xk =
n∑
k=0

(S(n, k)xk+1 + kS(n, k)xk)

n+1∑
k=1

(S(n, k − 1) + kS(n, k))xk =
n+1∑
k=0

S(n+ 1, k)xk.

Áåç äîêàçèâà»à £åìî íàâåñòè äà è çà Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå ïðâå âðñòå
âàæè ñëè÷íà ôîðìóëà.

xn =
n∑
k=0

s(n, k)xk

Êîðèñòå£è èäåíòèòåò èç ïðåòõîäíå òåîðåìå, ó ðàäó [8] je ñóìà ñòåïåíà
ïðèðîäíèõ áðîjåâà èçðàæåíà óç ïîìî£ Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà äðóãå âðñòå.
Çà îäðå¢åíå âðåäíîñòè ïðèðîäíîã áðîjà m ïîçíàòå ñó è åêñïëèòèöíå
ôîðìóëå çà èçðà÷óíàâà»å

∑n
i=1 i

m, íà ïðèìåð:

1 + 2 + ...+ n =
n(n+ 1)

2

12 + 22 + ...+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

13 + 23 + ...+ n3 =
n2(n+ 1)2

4

Î âðåäíîñòè ñóìå ñòåïåíà ïðèðîäíèõ áðîjåâà çà ïðîèçâî§íî m ∈ N
ãîâîðè ñëåäå£à òåîðåìà.
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Òåîðåìà 5.1.2 Íåêà ñó n,m ∈ N. Òàäà âàæè:

n∑
i=1

im =
n∑
k=0

(
n+ 1

k + 1

)
S(m, k)k!

Äîêàç. Èç ïðåòõîäíå òåîðåìå ìîæåìî èçâåñòè äà âàæè:

nm =
n∑
k=0

(
n

k

)
S(m, k)k!,

çíàjó£è äà jå çàïðàâî nk =
(
n
k

)
k!. Ñóìó m-òèõ ñòåïåíà ìîæåìî çàïèñàòè

êàî:
n∑
i=1

im = 1m + 2m + ...+ nm =
n∑
p=1

{
p∑

k=0

(
p

k

)
S(m, k)k!

}
n∑
i=1

im =
n∑
k=0

S(m, k)k!

{
n∑
p=k

(
p

k

)}
.

Äîêàæèìî ñàäà, êîðèñòå£è ìàòåìàòè÷êó èíäóêöèjó ïî n, äà âàæè ñëåäå£à
jåäíàêîñò:

n∑
p=k

(
p

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
Áàçà èíäóêöèjå. Çà n = 0 îáå ñòðàíå jåäíàêîñòè ñó 1 êàäà jå k = 0,
îäíîñíî 0 èíà÷å.
Èíäóêòèâíà õèïîòåçà. Íåêà çà íåêî n ≥ 1 âàæè:

n−1∑
p=k

(
p

k

)
=

(
n

k + 1

)

Èíäóêòèâíè êîðàê. Òàäà âàæè:

n∑
p=k

(
p

k

)
=

n−1∑
p=k

(
p

k

)
+

(
n

k

)
=

(
n

k + 1

)
+

(
n

k

)
.

Êîðèñòå£è ïîçíàòó ðåêóðåíòíó ðåëàöèjó çà áèíîìíå êîåôèöèjåíòå, êîjà
jå ðàíèjå ñïîìåíóòà ó ðàäó, ñëåäè:

n∑
p=k

(
p

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.
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Êîíà÷íî, âàæè:

n∑
i=1

im = 1m + 2m + ...+ nm =
n∑
k=0

(
n+ 1

k + 1

)
S(m, k)k!

5.2 Îñòàëè èäåíòèòåòè

Ó ê»èçè [6] ïîêàçàíà ñó äâà èäåíòèòåòà ó âåçè ñà ñóìèðà»åì ïî êîëîíè p
òàáëèöå Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà äðóãå âðñòå, êàî è jåäàí èäåíòèòåò ó âåçè
ñà ñóìèðà»åì ïî äèjàãîíàëè òàáëèöå. Ó îâîì ïîãëàâ§ó ïðåäñòàâè£åìî òà
òðè âåîìà êîðèñíà èäåíòèòåòà ó ðàäó ñà Ñòèðëèíãîâèì áðîjåâèìà äðóãå
âðñòå.

Òåîðåìà 5.2.1 Íåêà ñó n, p íåíåãàòèâíè öåëè áðîjåâè. Òàäà âàæè:

S(n+ 1, p+ 1) =
n∑
k=0

(
n

k

)
S(k, p)

Äîêàç. Ïðè ïðàâ§å»ó ïàðòèöèjå n+1 åëåìåíàòà ó p+1 áëîêîâà, ïîñòîjè(
n
k

)
íà÷èíà äà ñå îäàáåðå êîjèõ £å n−k áðîjåâà áèòè ó èñòîì áëîêó êàî áðîj

n+1, à ïîòîì S(k, p) íà÷èíà äà ñå îñòàëèõ k áðîjåâà ñìåñòè ó ïðåîñòàëèõ
p áëîêîâà, òå îâàj èäåíòèòåò âàæè.

Òåîðåìà 5.2.2 Íåêà ñó n, p íåíåãàòèâíè öåëè áðîjåâè. Òàäà âàæè:

S(n+ 1, p+ 1) =
n∑
k=0

(p+ 1)n−kS(k, p)

Äîêàç. Äîêàç ðàäèìî èíäóêöèjîì ïî n.
Áàçà èíäóêöèjå. Çà n = 0 îâàj èäåíòèòåò î÷èãëåäíî âàæè.
Èíäóêòèâíà õèïîòåçà. Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè ñëåäå£à ôîðìóëà:

S(n, p+ 1) =
n−1∑
k=0

(p+ 1)n−k−1S(k, p)

Èíäóêòèâíè êîðàê. Êîðèñòå£è ïîçíàòè ðåêóðåíòíó ðåëàöèjó èçìå¢ó
Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà è èíäóêòèâíó õèïîòåçó, äîáèjàìî äà jå S(n+1, p+
1) jåäíàê:

S(n, p) + (p+ 1)S(n, p+ 1) = S(n, p) + (p+ 1)
n−1∑
k=0

(p+ 1)n−k−1S(k, p)
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S(n, p) +
n−1∑
k=0

(p+ 1)n−kS(k, p) =
n∑
k=0

(p+ 1)n−kS(k, p)

Òåîðåìà 5.2.3 Íåêà ñó n è p íåíåãàòèâíè öåëè áðîjåâè. Òàäà âàæè:

S(n+ p+ 1, p) =

p∑
k=0

kS(n+ k, k)

Äîêàç. Äîêàç ïîíîâî ðàäèìî èíäóêöèjîì, ñ òèì øòî îâîã ïóòà ðàäèìî
èíäóêöèjîì ïî p.
Áàçà èíäóêöèjå. Èäåíòèòåò î÷èãëåäíî âàæè çà ñâå n ≥ 0 êàäà jå p = 0.
Èíäóêòèâíà õèïîòåçà. Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè ñëåäå£à ôîðìóëà:

S(n+ p, p− 1) =

p−1∑
k=0

kS(n+ k, k)

Èíäóêòèâíè êîðàê. Êîðèñòå£è ïîçíàòè ðåêóðåíòíó âåçó è èíäóêòèâíó
õèïîòåçó, äîáèjàìî:

S(n+p+1, p) = S(n+p, p−1)+pS(n+p, p) =
p−1∑
k=0

kS(n+k, k)+pS(n+p, p)

S(n+ p+ 1, p) =

p∑
k=0

kS(n+ k, k)

6 Ïðèìåíå

Êàî øòî ñìî âå£ ñïîìåíóëè, Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè èìàjó çíà÷àjíó ïðèìåíó
ó ðàçíèì ìàòåìàòè÷êèì äèñöèïëèíàìà, ïðå ñâåãà ó êîìáèíàòîðèöè è
òåîðèjè âåðîâàòíî£å. Ó îâîì ïîãëàâ§ó íàâåø£åìî jåäíó ïðèìåíó èç
îáëàñòè òåîðèjå âåðîâàòíî£å. Íàèìå, ïîêàçàíî jå äà jå n-òè ìîìåíò
äèñêðåòíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X, êîjà èìà Ïîàñîíîâó ðàñïîäåëó Poiss(λ),
jåäíàê

∑n
k=1 S(n, k)λ

k, à ìè £åìî ó îâîì ðàäó ïðåäñòàâèòè ñïåöèjàëàí
ñëó÷àj, êàäà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà Ïîàñîíîâó ðàñïîäåëó Poiss(1).

Màòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å äèñêðåòíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå jå íóìåðè÷êà
êàðàêòåðèñòèêà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå, êîjà ïðåñòàâ§à çáèð âåðîâàòíî£à çà
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ñâàêè èñõîä ïîìíîæåí âðåäíîø£ó òîã èñõîäà è çà íåêó ñëó÷àjíó âåëè÷èíó
X îçíà÷àâà ñå ñà EX.

Àêî jå n íåíåãàòèâàí öåî áðîj, à X äèñêðåòíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà, òàäà
X ïîñåäójå ìîìåíò ðåäà n (n-òè ìîìåíò), ó îçíàöè E[Xn], àêî Xn èìà
êîíà÷íî ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å.

Àêî jå X ñëó÷àjíà âåëè÷èíà êîjà èìà Ïîàñîíîâó ðàñïîäåëó Poiss(λ),
òàäà çà ñëó÷àjíó âåëè÷èíó X âàæè çàêîí ðàñïîäåëå:

P {X = x} = e−λ
λx

x!
, λ > 0.

Òåîðåìà 6.1 Íåêà jå X ñëó÷àjíà âåëè÷èíà çà êîjó âàæè X ∼ Poiss(1)
è íåêà jå n ∈ N0. Òàäà âàæè:

E[Xn] =
n∑
k=1

S(n, k) = B(n)

Äîêàç. Ó äîêàçó îâîã òâð¢å»à êîðèñòè£åìî èäåíòèòåò èç òåîðåìå 5.1.1
è ïîçíàòó ñóìó

∑∞
k=0

1
k!

= e. Ïîêàæèìî íà ïî÷åòêó äà çà ñâàêî n ∈ N0

âàæè E[Xn] = 1.

E[Xn] = E[X(X − 1)(X − 2)...(X − n+ 1)] =
∞∑
x=0

x(x− 1)...(x− n+ 1)
e−1

x!

=
∞∑
x=n

x(x− 1)...(x− n+ 1)
e−1

x!
=
∞∑
x=n

x!

(x− n)!
e−1

x!
=
∞∑
y=0

e−1

y!
=
e

e
= 1

Çíàjó£è îâî, áåç âå£èõ ïðîáëåìà ñå äîêàçójå E[Xn] = B(n):

E[Xn] =
n∑
k=1

E[Xk]S(n, k) =
n∑
k=1

S(n, k) = B(n)
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7 Çàê§ó÷àê

Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè äðóãå âðñòå S(n, k) êîjå ñìî ó îâîì ðàäó äåôèíèñàëè
êàî áðîjåâå ñâèõ ïàðòèöèjà ñêóïà îä n åëåìåíàòà ó k áëîêîâà, àëè è êàî
êîåôèöèjåíòå êîjè ñå jàâ§àjó ó èçðàçèìà çà èçâîäå âèøåã ðåäà ôóíêöèjå
f(ex), ãäå je f ∈ C∞(0,+∞) íåêà ïðîèçâî§íà ôóíêöèjà, êîðèñòå ñå ó
êîìáèíàòîðèöè è òåîðèjè âåðîâàòíî£å, àëè è ó îñòàëèì ìàòåìàòè÷êèì
äèñöèïëèíàìà. Ó âåçè ñà Ñòèðëèíãîâèì áðîjåâèìà äðóãå âðñòå, ïîêàçàí
jå èäåíòèòåò ñà ïàäàjó£èì ïîëèíîìîì îä x, êàî è îäðå¢åíè èäåíòèòåòè
ó âåçè ñà îâèì áðîjåâèìà êîjè ñå ÷åñòî êîðèñòå ó ïðàêñè, à ïðå ñâèõ
ïîêàçàíà jå ðåêóðåíòíà ðåëàöèjà, áåç êîjå jå ãîòîâî íåèçâîä§èâî ðàçìàòðà-
òè ïðîáëåìå ó êîjèìà ñå êîðèñòå îâè áðîjåâè. Òàêî¢å, ïîêàçàíî jå äà
ñå ñóìà m-òèõ ñòåïåíà ïðèðîäíèõ áðîjåâà îä 1 äî n ìîæå ïðåñòàâèòè
êîðèñòå£è Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå äðóãå âðñòå. Íà ñàìîì êðàjó, ïîêàçàíî jå
äà jå n-òè ìîìåíàò ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà Ïîàñîíîâîì ðàñïîäåëîì Poiss(1)
jåäíàê Áåëîâîì áðîjó, òj. ñóìè Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà.
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