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AIICTPAKT

Y 0BOM pajiy JeTasbHO cy IpejcraBbenn CTUPJIUHTOBH OPOjeBH JApyTre BpCTe,
KOJU UMajy IIPUMEHY V pa3HUM MaTeMaTHIKUM JTUCITUILIHHAMA, TPEBACXOIHO
Yy KOMOMHATOPHITA U TeOPUjHu BepoBaTHOohe, a mpecTtaBbenn ¢y 1 CTPUINHTOBH
OpojeBu TpBe BpCTe, Ca HE3HATHO MamoM mpumMeHoMm. /Jledpununuje oBux
OpojeBa garTe cy KOMOWHATOPHO, IMPeKo Opoja mapTHuiinja N-TOYJIaHOT CKyIa
y TauHo k OJI0KOBa, OJIHOCHO IPEKO Opoja mepMyTalldja n-TOUIAHOI CKYIIa, Y
TauHo k nukiyca. Takobhe, nata je u 3anum/buBa jedununuja CTUPJIHHIOBIX
6pojeBa apyre Bpcre m3 pajia (5], koja Huje komOuHaTopha. Ilopem Tora,
y OBOM paJiy HOKAa3aHO je Ja Bake onpeheHu WjaeHTUTeTH y BE3U CA OBUM
OpojeBnMa 1 mOKas3aHo je jma ce CTUpAMHTOBH OPOjeBH Apyre BPCTE jaB/bajy
y N-TOM MOMEHTY CJIydajHe BejuduHe ca [[0acOHOBOM pacroeiom.

Kayune peuu: Cmupaunzosu b6pojesu npse epcme, Cmupaurnzosuy
b6pojesu dpyze spcme, yuKAYCU, NAPMUYUUIE, KOMOUHATNOPUKA



YBoxa

CTupIMHTOBH OPOjeBU TOOHIH CY UMe IO BEJIMKOM IMKOTCKOM MaTeMaTHIapy
[Tejmcy Crupaunry’. Fbuxosa npuMena je 3HaUajHa y PASHAM MATeMaTHIKIM
JIACIATLINHAMA, 114 Cy TAKO KPO3 HCTOPH]Y UeCTO MPOYUaBAHW MAKO Ce HUje
yBeK HaBoamso muxoBo ume. Jlese ma CrupimHrose 06pojeBe IpBe BPCTE
n CrupaunroBe O6pojeBe Jpyre BpcTe. Y OBOM paJjy, HpeTexkHO heMo ce
6aBuTn CTUPAUHTOBUM OpOjeBUMa JIpyre BPCTe, UMja je MojaBa Hajuenrha y
KOMOMHATOpUIM 1 y Teopuju Beposaruohe, a cnomenyhemo u Crupsunrone
Opojese IpBe BpCTe, Kao u Be3e u3mehy ose maBe Bpere CTUPIMHTOBHX OPOjeBa.

Kaposu (Yapiic) [Topaan? je 1939. y csojoj kwuszu Calculus of finite Dif-
ferences meraspHO ommcao CTUPIUHTOBe OPOjeBe W W3HEO pe3yTaTe y Be3W
ca wuMa. Ha Taj vaunn cy CtupauHrosn 6pojeBn J0OWIH MHOTO 3HAYAJHU]Y
yJIOIY y MareMaTuii. ¥ TOj KibU3M, HaJa3u ce u cjejehu 3aHuM/buB murar:
LCmupaunzosu 6pojesu cy 00 wajeehe Kopucmu y MAmMeMamMu4koj aHAAU3U.
Hnax, mo nuje buro y nomnyHocmu npeno3uamo, jep cy bpojesu busu pemxo
kopuwhernu u aanemapenu. 1o je ynpaso 3602 wureenuue da cy UL passusum
aymopu Yeoousl Nnod PASAUNUMUM UMEHUMG U O3HAKAMG, 0E3 CNOMUbATLA
da je pew o ucmum 6pojesuma. Cmupaunzo06u 6pojesu cy jedHako 8aHCHU,
axo we u sadchuju 00 Bepnyarujesux bpojesa; mpebaro bu da onu 3ay3my
CPEUWIY NOBULUTY Y MAMEMAMUNKO] GHAAU3Y Konaurux duepenyuja (Bo-
puc Jokuh 2013: 167).

Ha camom moderky yBemrhemMo ocHOBHe IOjMOBE U3 KOMOMHATOPHKE, KOJU
he HaM KOpHCTHTH Yy HAcTaBKy paja. l[lorom hemo ce y apyrom moriaBiby
YHO3HATH Ca IOJMOM IIMKJIyca, Ipeko Kor hemo aedunamcaru CTUpPJIHHTOBE
Opojese mpBe BpcTe. Y TpeheMm IOrjaB/by CycperrheMo ce ca mapTHilhjama
ckyna y OjokoBe u jedunucahemo Crupaunrose OpojeBe Jpyre BpCTe H
npejacrapuhiemo jgedunuiujy CTHPJIMHIOBUX OpojeBa JIpyre BpPCTe M3 pajia
[5] kKoja HUje KOMOUHATOPHA. Y 4YeTBPTOM TorIaBky Oasuhemo ce Benosum
opojeBuma, Koju ojpehyjy 6poj cBuX maprTuiimja HEKOI N-TOYJAHOI CKyla, a
moTOoM hemo y meToM TOrjaB/by MOKa3uBaTu oapehene npenturere y Be3u ca
oBuM OpojeBuma. Ha camom Kpajy, y 1mecToM morJiaBjby, mokasahemo jeany
npumeny CTHUPJIHHIOBHX OpojeBa y TeopHuju BepoBaTHOhe.

1James Stirling (1692-1770), ITKOTCKHM MaTeMaTHdap
2Karoly (Charles) Jordan (1871-1959), mahapcku mMatemaTudap



1 OcHOBHU TIOJMOBU

Ha mouerky, morpebHO je mo3abaBUTH ce YBOJAHHM IOjMOBHMA KOju he Ham
KacHHUje KOPUCTUTH.

Hepmymayuje ™ HEKOT N-TOWIAHOT CKyIa IPEJICTaB/ba PACIOPE CBUX
eJleMeHaTa TOT CKyIla y HH3 JyKHHE n, Tj. pacrnopeljuBame Tux esemenara
Ha n MecTa, Tje he cBaKW eJeMeHT OMTH Ha moceOGHOM MecTy. YKyman Opoj
nepMmyTaluja Hekor ckyna X ca n ejemenara jeasak jen! =n-(n—1)-...-2-1.

Ako u etemenTe n3 ckyma X u MecTa Ha Koja uX pacrnopehyjemo o3HaunMo
opojeruma 1,2, ...,n, Taja CBaKH pacropes ejeMeHarTa ckymna X Ha n MecTta
npejacraBba Oujeknujy m : {1,2,...n} — {1,2,....,n}. Baxu u obparHo,
cBaka Oujeknuja Ha ckymy {1,2 ..., n} nedunuiie pacrnopes ereMeHara w3
X Ha n Mecra. 300r Tora MoxkKeMo pehn 1a je mepMmyTaluja MPecIMKaBabe
m:4{1,2,....,n} = {1,2,...,n} xoje je 6Gujexnuja.

Kombunayujom k-Tor pejia HEKOT n-TOWIAHOT cKymna X HA3WBAMO CBAKU
k-wnanm moackyn ckyma X. YKyman Opoj TAKBUX KOMOWHAIMja O3HAYABAMO

ca (1), upu uemy je:

(n) nn—1)n—2) .. (n—k+1) nl

k)~ k(k—1)-..-2-1 " kl(n — k)

Bpojesn ob1mka (2) YeCTO Ce HA3WBajy OMHOMHUM KODUITUJEHTUMA, U JaBJba]y

ce MpUIMKOM pa3Boja bunoma (z + y)". Hanwme, Baxku:

(z+y)" = zn: (Z) atyn

k=0

Hapmumuenu ckyn ckyna X osmadaBamo ca P(X) m on mpejactasba
ckym cBux nojackymnosa ckyna X. [Ipema Tome, emementn ckyma P(X) cy
nogckynosu ckyna X. Ha npumep, ako je X = {1,2, 3}, razna je

PX) ={{0}, {1}, {2}, {3} . {1,2} . {1,3} . {2,3} . {1,2,3}}.

[Tpumerumo jga ckyn P(X) u3 uperxoaunor npumepa uma 8 = 2° ejemenara.
To je y Be3u ca YMHjEHUIIOM J1a BarKu

(3) i @ * @ + @ = (141 =2
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YommraBajyhin oo, namasumo ga ckyn X = {1,2,...,n} nva
n n n n
=(14+1)"=2"
(0) () ()= () -oen

Iampuyujom ckyna X 30Bemo csaxu nojackyn P og P(X)/0) ako je yauja
cBUX ejqeMeHaTa n3 P jennaka je ckynmy X m ako 3a A u B, tme cy Au B
pazImuuTu eaeMenTu u3 P, Baxu na je AN B = ().

MOJCKYTIOBA.

Ha npuwmep, ako je X = {1,2,3}, taxa cy naprumnmje Tor ckyma:
Py={{1},{2},{3}},

Py ={{1,2},{3}},

Py ={{1,3},{2}},

Py ={{2,3} . {1}},
Ps={1,2,3}.

[IpumeTumo 1a UX UMa YKYITHO H.

2 CrupJimHroBu 6pojeBu IIpBe BPCTE

Y oBom norjiasspy, upejacrasuhemo Crup/auHrose OpojeBe mpBe BpPCTe, a mpe
yBohema dopmaste jlebuauUIAje THX OpojeBa, yBenheMo mnojaM yukAyca.

Y koMmbuHaTOpUIM ce YecTo npebdpojaBa Ha KOJUKO HAYMHA CE€ HEIITO
MOZKe HAIIpAaBUTHU U KAKaB CBE PACIIOpE/I IIOCMAaTPAHUX e/IeMeHaTa MOXKe OUTH
oJ1 ojipeheHuM yeaoBuMA.

Huxayc mpeacTaB/ba pacmopen v KOMe je HCK/BYUNBO OMTAaH peaocen
eJIeMeHaTa, Tj. Y NUKJIYCYy HaM HUje OUTHO KOJU je eJIeMEHT IIPBH, KOJU JIPYTH,
1 TaKO Jajhe, Beh Hac caMo 3aHMMa MOpPeIaK ejeMeHara. 10 3ampaBo 3HAYN
Jla 3a CBaKHU 0/1abpaHu €JIEMEHT IUKJIYCa KA0 IOYeTHH, YKOJIUKO UJIEMO PEIOM
IO eJIEMEHTHMA, KMaMO UCTH MOPEJAK eJIeMeHATa, jep CY ,JIPBU" U ,IIOCIe U
eJIeMeHT IUKIyca Mel)ycoOHO ToBe3aHH.

CaM IUKJIyC ¥ BerOBY €JIeMEHTH O3HAYABA]Y Ce YHyTap yIJIACTAX 3arpaia,
a caMW’ eJIEeMEHTH IUKJIyCca 0/iBajajy ce 3ape3oM. Ha caunm ncmoj je npukasan
npumMep nuksyca ca 4 enemenra: [B, D, C, Al

Axko ckyn cBux mepmyrtanuja Ha ckymny {1,2,...,n} oznauumo ca S,. Ca
c(n, k) o3rauaBa ce 6poj mepMyTanuja y CKymy S,, Koje UMajy TadHo k MHKIyCa.
Taj 6poj ce naszupa CtupaumHroB 6poj mpsBe BpcTe 6e3 3HaKa. /lakie,
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oBaj OPoj HaM IOKa3yje Ha KOJUKO HAUYMHA MOXKEMO n ejeMeHara nopeharu
y k nmukayca. WiaycrpyjmMo oBo ciegehum mpuMepoM:

IIpumep 2.1 Heka je dam ckyn {a,b,c,d}. Koauko nocmoju 2-uukayca
08aK602 cKyna?

Pewewe.  JlaT HaMm je ckym o1 4 ejleMeHTa W TPayKUMO CBe TOPETKe OBUX
eneMenaTa Kopuctehu 2 nmukiayca. Menuimmmmo ux peaoM:

[al[b, e, d],  [allb,d,c],  [blla,c,d], [blla,d,d],

[cla, b,d], [d][a,d,b], [d][a,b,c], [d][a,c,D],
[a,b][c,d], [a,c][b,d], [a,d][b,]

MozkeMo npuMeTHTH Jia je yKynaH Opoj CBUX HAaYMHA JIa CKYI OJ 4 e/IeMeHTa
nopehamo y 2 mukiyca jeanak 11. [lo maumHy Ha KOju CMO IMOCTaBUJIH
npobJieM, BHIUMO J1a je pelllere OBOT Ipob/eMa 3ampaBo CTHPJIMHIOB OPOj
mpBe BpcTe 6e3 3Haka (4, 2). O

Teopema 2.2 Bpojesu c(n, k) 3adosonasajy caedehy pexypenmny pesayujy:
cnyk)=(n—1)c(n—1,k)+cn—1,k—1),

y3 nouetre ycaose ¢(n, k) =0,3an < 0 wm k < 0 (ocum 3a k =n = 0 kaza
je ¢(0,0) =1).

Jloxas. Kana nepmyranuju us S, ca k — 1 nuKIIyca JOMUIIEMO TIUKITYC [n]
JIy2KHHE jejiaH, go0uje ce mepmyranudja u3 S, ca k nukiyca. Ha Taj nagwmn
nobujemo ce mepmyrtanuje ckyna {1,2,...,n} ca k nukiyca Kox Kojux je n
dbukcHa Tauka; BuX je ykymao c(n — 1,k —1).

Cagna mpeTmocTaBUMO J1a n Huje (pUKCHA Tadka MepMmyTanyje m u3 S,
KOja MMa TadyHO k IuKJayca. MoxKeMo yOUHTH Ja je TaKBa HepMyTalluja 7
JIOOUjeHa JIONUCUBABEM 1L W38, HEKOT 0/1 ejieMenara u3 {1,2,....n — 1} y Heku
on k mukiayca nepmyranuje ckyna {1,2,...,n—1}. Csakoj ox c¢(n — 1,k)
nepmyTanuja u3 {1,2,...,n — 1} 6poj n ce Moxe monucatu Ha N — | HaYWH.



Crora je 6poj cBux mepmyTanuja u3 S, ca TadHO k MUKJIyCa KOjUMa 1 HUje
dburcHa tauka jennak (n — 1)c(n — 1,k). Cana ce pekypeHTHa peJainuja u3
TeopeMe J00uje MmoMohy IpuHIKIA 30upa. O

CrupauHros 6poj npBe BpcCTe Je(pUHAUIIEMO CA:
s(n, k) = (—1)"*c(n, k)

Kopucrehn nperxoaay teopemy, nobujamo na Crupsunrosu 6pojesu s(n, k)
3a/10B0/baBajy caenehy pekypentny pemanujy:

s(nk)=s(n—1,k—1)—(n—1)s(n — 1,k)

Y caenehoj Tabean Hasaze ce Bpeanoctn CTUpJanHTOBEX OpojeBa s(n, k) 3a
HEKe BPeJIHOCTU N 1 k.

1 l 1
2 1] -1 1
3 ] 2 -3 1
1] —6 11 —6 1

3 ] 24 —350 35 —10 1

G 0 | =120 271 | =225 | 85 | —15 1

T il 7200 |=1764] 1624 |=T35| 175 | =21 1

8 1 |—=5040| 13068 [—13132| 6769 |—1960| 322 | -28| 1

3 CrupamaroBu OpojeBu JApPyTre BPCTE

Crupuarosu 6pojeBu JIpyre BpcTe NpucyTHHjU cy o1 CTUPJIMHIOBUX OpojeBa
IIPBE BpCTe y HpaKCcH. Y OBOM IOIVIAB/bY HaBeIINeMO IUXOBA CBOjCTBA, a IIpe
Tora heMo 06jaCHHTH TI0jaM MApTHUIKje cKyna v k OJI0KOBA.

[Taprumnuja ckyna X y k 06/0K0Ba je mojiesia CBUX ejeMeHara cKyma X y
k wempasHUWX JMCjYKTHUX MOJACKYTOBa o X. Jlpyrum pedmma, nmapTuiimja
ckyna X y k Giokosa je k-wianu ckyn {Aj, Ag, ..., Ay} mogckymnosa ox X
Tako qaje X = Ay UAs U UA A A0, ANA =0,3acBel <i<j<k.

Bpoj naprunuja ckyna oj n ejleMeHara y TauHo k OJOKOBa O3HA4YaBa ce Ca
S(n, k) u 30e ce CTupamuros 6poj apyre Bpcre, nipu demy je S(0,0) = 1,
a u3 came jedununmje caeau aa je S(n,k) =0 3an < k.



IIpumep 3.1 Heka je dam cxyn {1,2,3,4}. Koauro nocmoju napmuuyuja
0602 ckyna y 2 baoka?

Pewerve. Vcnummmo oBe mapTUIIH]E PEJIOM:

{1,2,3} {4}, {1,2,4} {3}, {1,3,4} {2}, {2,3,4} {1}, {1, 2} {3,4}, {1,3} {2, 4},
{1,4}{2,3}.

Hakue, mocroju 7 oBakBux maprunuja, te je S(4,2) = 7. ]
IIpumep 3.2 /loxaszamu da 3a cee n € N saosrcu:
S(n,n)=S8(n,1)=1, Snh,n-1)= (Z), S(n,2)=2""1-1

Pewerve. W3 nedununuje Ctupauurosux 6pojesa ounriaenno saxun S(n,n) =

S(n,1)=1.

Bpoj S(n,n — 1) nobujemo kasma mzabepemo jBa eremenara w3 {1,2,...,n}
Koju he 6uTH y UCTOM OJIOKY, IITO MOYKEMO YIMHUTH Ha (72‘) HAYMHA.

Younmo ckyn X = {(A4,B): AUB={1,2,..n} ,A#0,B#0,ANB =10}
Kaxo je ckyn B = {1,2,...,n}\ A, u kako je A nogckyn ox {1,2,...,n} rakas
maje A#0,A#{1,2,...,n}, roje|X| =2"—2. Ta 6ucmo oxpeum S(n,2)
IPUMETHMO Ja ¢Bakoj napruruju {A, B} ckyna {1,2,...,n} oarosapajy asa
passmmuuta ypehena nmapa w3 X. Tako je:

| X]|

S(n, 2) = 7 = 2“71 — 1.

]

Teopema 3.3 Cmupaunzoseu 6pojesu dpyze epcme 3adosonasajy caedehy
PEKYPERMHY PEAAUUTY:

S(n,k)=Sn—1,k—1)+k-S(n—1k)

Jlokas.  Cee maprunmje cxkymna {1,2,...,n} y k GiokoBa momeanmMo y aBe
rpyrme:

[IpBy rpymny 4dmHe mapruigje y KojuMma je n jeaHodsan O0J0K. Kako ce
ocTaJIuX n—1 eqeMenara Tpeda pacopeuT y k—1 6J10K0Ba, OBUX MAPTHIIH]A
mva S(n — 1,k —1).



Y apyroj rpynu cy napruinje y Kojuma 0poj n Huje ,cam® y 0j0Ky. Te
HApTHUIHje HACTAHY JojaBatbeM Opoja n y jeman of k 6sokoBa meke ox S(n —
1, k) maprunuja ckyna {1,2,...,n — 1} y k 610K0Ba.

Pekypentny penamujy 3a S(n, k) mobujemo kopuctehu npunmun cyme. [

Heke Bpemnoctn CrupiamaroBux OpojeBa apyre BpcTe gate ¢y y ciaeaehoj
TabeJn:

]
w0

nh k| 0

1 0
1]
0
[ [ §] 1
15 25 10 1
31 a0 5] 15 1
63 301 | 350 | 140 21 1
127 | 966 [ 1701 | 1050 | 266 28 1

So [ 3025 [TTV0 6951 {2646 | 162 | 36 1

5 ]
i ]
(]
2 1]

Kao, mro ¢cMo u npuMeTnIn, Heke Bpeanoctu 3a CTUPITHTOBe OpojeBe pBe n
JIpyre BpCcTe HUje TeIIKo 100Ut 3axBasbyjyhu ojgrosapajyhoj KoMOuHATOPHO]
WHTEePIPEeTAIN] .

Mebhyrum, 3a Crupaunros 6poj apyre spere S(n, k) moxkemo Hahu u
tauny ¢dbopmyny. Taj 6poj ce mojasu mpu mpebpojaBamy cypjekimja (,Ha®
dbyuknmja) ca ckyna {1,2,...,n} v ckyn {1,2,...,k}. Hamme, yrkymau 6poj
CBUX CypjeKiuja u3 n-4iaHor ckyna y k-uianu ckyn jeanak je k! - S(n, k),
jep maprunumjy ckyna {1,2,...,n} y k 610K0Ba MOKeMO 1a younmo Ha S(n, k)
HauwWHa, a 3aTUM Ha k! HaumHa omabepemMo OMjekImMjy Koja TUX k OJ0KOBA
cmuka y {1,2,...,k}. Ca mpyre crpaHe, MeTOJIOM YKJbYyUerha M UCKIbYUeHa,
Ha npuMep y Kibu3u [1] qobujeno je na je ykynasn 6poj cypKenuja us n-aiaHor
cKyna y k-djiaHu jejHaK Zfzo(—l)i(f)(k — )", re Baxu dopmyJia;

Sn, k) = % Z_zk;(—l)i (f) (k —i)"

3.1 Hekomb6unaropua geduHHUITja

Y pany [5] npecraBibena je jejHa 3aHUM/bHBA HEKOMOMHATODHA JAedUHUIN]A
Crupnuarosux 6pojesa apyre Bpcre. Hanme, mokasano je 1a ce CTHPANHIOBA
OpojeBu JIpyTe BPCTe jaB/bajy Kao KoedUINjeHTH y M3Pa3uMa, 38 U3BO/Ie BUATIIET



pena dbyukuumje f(e”), rae je f € C°°(0,+00) Hera mpon3Bo/bHA BYHKIHjA.
[Tokaxknmo caja Ty Besy.

Hakme, meka je f € C*(0,+00) npousBospna dyukmuja. Pauynajyhu
m3BojIe BuUIer pega gyukimje f(e*) mo x u ysumajyhu ¢ = e* mobujamo:

(e = tf'(t)
[f(eN)]) =tf'(t) + (1)
(€] =tf'(t) + 38" (1) + 2" (1)

SHajyhnm ma Baxu
[ FO )], = Ktk FO(E) + 144 4 1),

mspas [f(e”)]™ mowxemo sammcarn wa ciaesehn mauwm:
[F(eN™ =) S k)t fH (@),
k=1
rie cy S(n, k) npupoaau 6pojern Koju He 3aBuce ox f(z).

3.2 Pazawmunre HOTaluUje

Y oBom pamy CrupsmHrose OpojeBe mpBe BpcTe o3HadaBamo ca s(n, k), a
Crupaunrose 6pojese apyre spere ca S(n, k). Mebhyrum 3a Crupaumarose
OpojeBe joIl YBeK HUCY yCBOjeHe cTamaapiHe o3Hake. [lopea oBe Hortamuje,
y J0CTa pajoBa ce IojaB/byje HOTAIMja IMOMONY YIJIACTHX W BUTHYACTHX
3arpaJjia Kojy je yBeo Ham maremarndap Josan Kapamara®.

{Z} = s(n, k) = (=1)""c(n, k).

{Z} = S(n, k)

PexypernTHe penamnuje 3a oBako 3anucane CtupauHroe O6pojeBe momcehajy
Ha pesanujy 3a ounomue KoedHInjeHTe:

(=) (o)
] P
STt A R

3Josan Kapamara (1903-1967), cpricku MaTemaTnyaap




4 Benosu 6pojeBu

Bpoj cBux maprunuja ckyna {1, 2, ..., n} Ha nenpasue 6;10k0Be Ha3uBa Besios
6poj u o3nauasa ce ca B(n), upu yemy je B(0) = 1, a 3a n > 0 Baxu
na je Bemo 6poj cyma no k CrupsmaroBux OpojeBa japyre BpcTe 3a n, Tj.
B(n) =>"}_,S(n, k). ¥ cnenehoj rabenn nare cy Heke BpegnocTs Berosux
6pojeBa B(n) 3a Heke BpeaHOCcTH Gpoja n.

S(n.0) S(n.1) S(n2) S(n3) Sn.d) Sn.5) SHne6)| B
1 1

1 15
52
203

S W= OB
oo oo o
e
[

= 0 =] L =
=l V]

o Ul =

oy =

o

—

o=

—

Besosn 6pojesu, candno kao u CTUPAMHTOBHA OpOjeBH, 3370BObABAJY JIETY
PEKYPEHTHY PeJIaliujy.

Teopema 4.1 3a cse n € Ny saorcu:
" /n
B(n+1) = (k>B<k)
0

Joxas. OBy peKypeHTHY pesarujy jgokazaheMo Tako IITo heMo Mmoka3aTu Ja
W JIeCHA CTpaHa jeIHAKoCTH npebpojasa ce naprumnuje ckyna {1,2,....n + 1}.
[IpermoctaBuMo 1a je eneMmeHT n + 1 y OJgoky Benuumne n — k + 1,k =

0,1,...,n. Ocrase egemente TOr 6J10Ka MOXKEMO M3abparu Ha (nfk) = (Z),
a HAKOH TOra MPeocTa/uX k ejeMeHaTa MOKeMO Pa3MeCTHTH y OJI0KOBe Ha
B(k) nauwnna. H

ITpumep 4.2 Ilokazamu da 3a cee n > 3 sascu Hejednarocm:
B(n) < n!
Pewere. OBy HejemHakocT mokazaheMo HHIYKIIAJOM TIO 7M.

Basa undyryuge. 3a 6a3y unaykuuje ysehemo n = 3: B(3) =5 < 6.
Hnoyxmuena xunomesa. TlpermoctaBumo fa 3a npupogae 6pojese Behe uin
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jemHake on 3, a Mame WK jegHake n Baxku B(n) < nl.
Hnoyxmuenu xopas.

B(n+1) = zn: (Z)B(k:) < f: (Z) Kl = zn:n(n—l)...(n—k—f—l) < (n+1)nl,

k=0 k=0 k=0

Te je 0BO TBpheme Mmoka3aHo. O]
JegHa 01 3aHUM/BHUBOCTH y Be3u ca bejoBuM OpojeBuma je u Moryhe

nocrojame O6ecKoOHaYHO MHOTO bejioBux OpojeBa Koju cy mpoctu. I[IpBux

HekoJImKo BestoBux 6pojeBa Koju cy npoctu cy: 2,5, 877,27644437, ... Hajsehnu

nosnatu besos 6poj koju je mpoct, jecte B(2841) u oH je npubanzKHO jeHak

9.30740105 - 10%%3% mrTo je mokazamo HakoH 17 Mecery Koputihema IIporpama

Primo. Wctum nporpamMom nposepeHo je ja Hema Behux BesioBux mpoctux
6pojesa, koju cy Behu ox B(2841), a na cy mamu ox B(6000).

5 HWNnpenturern

Y oBoM morjasby nokazahemo na Baxke ojipehenu miaeHTUTETH y BE3U Ca
Crupauarosum OGpojeBuMa.

5.1 Ilapgajyhu u pactryhm mosmmom

CBaku OJIMHOM CTeleHa HajBHIIE N ce yoOudajHO 3amucyje momohy MoOHOMA
1, 2,22, ...,2" 3a ceaku r € Ny gedpuHRmIMO TOAHHOME 7 1 7 KAO0:

t=z(z—1)-..-(z—r+1), 2=z@+1) .. -(z+r—1),

omrocro 2% = 20 = 1. Tlomwnomw 2" u 2”7 Ha3mBajy ce mamajyhm, omHOCHO

pacTyhu moJtMHOM OJ1 .
[Ipumernmo na Bazku ciaemehe TBpheme. Ako obuuHe cTenere o & TOKYIIaMO

n3pa3uTu npeko r-, kao koedurujentn he ce nojaputu CTupIuHroBU OPOjeBU
Jgpyre Bpcre. Moke ce j1ako IPOBEPUTH Jia, HA IPUMED, BayKu:

2° =22 + 1022 + 2522 + 1522 + 1121

Teopema 5.1.1 Hexa je n € Ny. Tada easicu caedehu udenmumems:
" = Z S(n, k)t
k=0

11



Joxas. OBaj naeHTHTET MOKazaheMo MHAYKIIMOM IO 1, KOpucTehn mo3Hare
pekypenTHe penanuje 3a CTupJuHIOBe Opojene.

Basza undyrxyuja. 3a n = 1 WICHTUTET HEMOCPEIHO BaxKW W3 JepUHUIIN]je
Crupaunarosux O6pojesa.

Hnoyxmuena wunomesa. TlpermoctaBumo 1a je mpeTxogaHa (GopMy/ia TadHA
3a cBe n € Ny. /lakiie, Heka BazKu:

" = Z S(n, k)t
k=0

Hnoyxmusnu xopax.

2= (= k4 k)S(n k)2t = (S(n, k)aE + kS(n, k)at)
k=0 k=0
n+1 n+1
D (S k= 1) +kS(n,k)zk =" S(n+1,k)z"
k=1 k=0

]

Bes nokasupama hemo masectu jga u 3a CTHUPJIHHrOBe OpojeBe IpPBE BPCTE
BaskKM cJaM4YHA (bopmy.ia.

= Z s(n, k)"
k=0

Kopucrehin naenturer u3 nperxojne Teopeme, y paiy [8] je cyma crenena
IpUpOAHUX OpojeBa u3pazkena y3 moMoh CTUPJIHHIOBUX OPOjeBa JIpyre BpeTe.
3a oapehene BpegHOCTH HPUPOJHOr Opoja m IMO3HATE CYy U E€KCILIMTUIIHE
dopMmyIe 3a m3pauyHaABAHE Z?:l 1™, Ha IpuMep:

1_|_2_|_ +H—M
= 5
21924 4n?e nn+1)2n+1)
= 6
P+2°+ . +n’= i+ 1)°
1

O BpeaHocTH cyMme cTelleHa NPHUPOJHUX OpojeBa 3a mpousBobHO M € N
rosopu cJiesieha reopema.

12



Teopema 5.1.2 Hexa cy n,m € N. Tada saorcu:
n+1
=3 (1) son b

Jloxas. V13 nperxojiHe TeopeMe MOKEMO U3BECTH JIa BaXKH:

nm = zn: (Z) S(m, k)k!,

k=0
sHajyhu za je zampaso nf = (Z)k:' CyMy m-THX cTelleHa MOXKEMO 3alMCATH
Kao:
n n p
ILLESLNECRUEEEY ) {Z () s, k)k!}
i=1 p:l k=0
> -3 stmne {3 (2)}
p=k

Jlokaxxumo cajia, Kopucrtehn MaTeMaTuIKy WHIYKITU]Y 110 N, Ja BazKu caeaeha

JEeTHAKOCT:
Zn: P\ (n+1
k) \k+1
p=k

Basa undyrxyuje. 3a n = 0 obe crpane jegnakoctu cy 1 kazxa je k = 0,
oxrocuo 0 mHaue.
HUnoykmuena runomesa. Heka 3a neko n > 1 Baxu:

p— k k+1
HUnoykmuenu xopax. Tana Baxku:

n n—1
D D n n n
= - = +( ).
2 ()20 ()-(3)+ ()
p=k p=k
Kopucrehu nosnary peKypeHTHY pesalujy 3a OuHomue koedHuIujeHTe, Koja
je paHuje CIOMeHyTa y Paiy, CJAeIn:

> ()= (11)
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Konauno, Baxu:

n n 1
doim=1m g2 =) (Zil)S(m,k)k!

1=1 k=0

5.2 Ocrajiu nJeHTUTEeTn

Y kpu3u [6] mokazaHa Cy JBa UJIEHTHTETA Y BE3U Ca CYMHPAHEM 10 KOJOHU P
Tabsuie CTUPJIUHIOBUX OpojeBa Ipyre BpCTe, KAo U jeJaH UJICHTHTET Y Be3H
ca CyMHpaIbeM I10 JIUjaroHan Tabuie. Y 0BOM HMOIJIAB/BY IpejacTtaBuhiemMo ta
TpHU BeOMa KOPHUCHA uieHTUTeTa y paay ca CtupjuHroBuM OpojeBuMa jipyre
BpCTE.

Teopema 5.2.1 Hexa cy n,p neneeamusnu ueau bpojesu. Tada sastcu:

Stn+1,p+1) = Xn: (Z)S(k,p)

k=0

Joxas. Ilpu npasibemy napruiuje n+ 1 ejiemenara y p+ 1 6J10K0oBa, 11ocroju
(Z) HavmHa 1a ce ojgabepe kojux he n—k 6pojeBa outn y ncrom 610Ky Kao 6poj
n+1, amorom S(k, p) HauuHa ga ce ocTagnx k OpojeBa CMECTH y MPEOCTATIX

p OJIOKOBA, T€ OBaj UJCHTUTET BarKH. ]

Teopema 5.2.2 Hexa cy n,p nenezamusnu ueau bpojesu. Tada eastcu:

Sn+1p+1) =) (p+1)"*S(kp)

k=0

Joxas. Jlokas pagamMo WHIYKITUjOM TI0 N.
Basa undyxyuje. 3a n = 0 0Baj UIAEHTUTET OYUTJIETHO BAKH.
Hnoykmuena runomesa. IlpernocraBumo na Baxku ciegeha dgpopmyiia:

n—1
Stn,p+1)=> (p+1)""*"S(k,p)
k=0
HUnoykmueru wopax. Kopucrehn mosnaru pekypeHTHY peJanujy usmehy
CrupauaroBux 6pojeBa W HHIYKTUBHY XHUITOTE3Y, Ao0ujamo aa je S(n+1,p+
1) jeanak:

i
L

S(n,p)+ (p+1)Sn,p+1)=Sn,p)+@+1)> (p+1)"""'S(k,p)

e
i
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Snp) + 3 (0 + 1" RS p) = S0+ 17 FS (k)

[]

Teopema 5.2.3 Hexa cy n u p nenezamusnu yeau bpojesu. Tada sanncu:

p
Sn+p+1,p) =Y kSn+kk)
k=0

Zoxas. Jloka3 MOHOBO paJnMO WHIAYKIIMJOM, C TUM IIITO OBOT IIyTa PaJIAMO
WHIYKIIAJOM TIO D.

Basa undyxuyuje. nenturer ounrienno Baxku 3a cse n > 0 kaga je p = 0.
Hnoyxmuena xunomesa. IpernocraBumo ga Baxku cieneha dpopmyiia:

p—1

S(n+p,p—1):ZkS(n+k,k)

k=0

Hndykmusnu xopax. Kopucrehu mosnatu peKypeHTHY Be3y W WH/IYKTHBHY
XHUIIOTE3y, J00HjaMo:

p—1
S(n+p+1,p) = S(n+p,p—1)+pS(n+p,p) = Y _ kS(n+k, k)+pS(n+p,p)
k=0

p
Sn+p+1,p) =Y kSn+kk)
k=0

6 IIpumene

Kao mrro cmo Beh criomenysin, CtupsinaroBu OpojeBu nMajy 3HAYajHY TPUMEHY
Y Pa3HUM MaTE€eMaTUYKUM AUCHUIIJINHaMa, IIpe CBera y KOM6I/IHaTOpI/IHI/I n
TeOpHju BepoBaTHOhe. Y OBOM MOIJIaB/by HaBemNeMO je/IHy TPUMeHY U3
obsactu Teopuje BepoBarHohe. Hamme, mokasano je ma je n-TH MOMEHT
JUCKpeTHe cayvajie Bemmanne X, Koja uma [loaconoBy pacmogeny Poiss()\),
jennak > S(n,k)A\*, a mMu hemo y oBoMm pajly IpeICTaBUTH CHElHjagaH
caydaj, kajga caydajua seananna X nma [oaconoBy pacnomeny Poiss(1).
Mamemamuuro ovexusarve TUCKPETHe CJIydajHe BeJHUHUHE je HyMepUIKa
KapaKTepUCTHUKa CIyYajHe BeJWUHHe, KOja MpecTaB/ba 30Up BepoBaTHONA 3a

15



CBaKM UCXOJI MOMHOXKEH BPEJTHOIINY TOT UCXO/a U 38 HEKY CJAYyUYajHy BEJTUTHHY
X oszHauaBa ce ca EX.

AKo je n HeHeraTuBaH 11€0 6p0j, a X IHCKpeTHA CJIy4ajHa BeJHIHHA, Ta1a
X mocenyje momenm pega n (n-tm MoMent), y o3namu E[X"], ako X" uma
KOHAQYHO MaTeMaTHU4YKO OYE€KHUBAIbE.

Ako je X cayuajua enmuanna Koja nma [loaconoBy pacmoeny Poiss(\),
TaJa 3a CJIy4dajHy BeTHIuHy X BaykKd 3aKOH PACIOe/e:

)\:13
P{X=a}=e?=5 1>0
xZ.

Teopema 6.1 Heka je X cayuajua sesununa 3a kojy eascu X ~ Poiss(1)
u neka je n € Ng. Tada sascu:

= Z S(n, k) = B(n)

Joxas. N nokady oBor TBphema Kopuctuhemo ujgerTuTer n3 Teopeme 5.1.1
¥ TIO3HATY CyMY D, o % = e. ITokaxkumo Ha HMOYETKY ja 3a cBako n € Ny
Baxu F[X™% = 1.

e -1
EIX" = BX(X - 1)(X = 2).(X —n+ D] =Y a@ .z —n+ 1)
x!
=0
Zxa:—l (x—n+1) 1—§: gl e —Ze_l_f_l
B x! _x:n (x —n)! ! g y! e

=Y " E[XYS(n,k) = S(n,k) = B(n)
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7 3akJpyvak

Crupnunrosu 6pojesu apyre spere S(n, k) Koje MO y 0BOM pafy meduHucaim
Kao OpojeBe CBUX IAapTHUIlAja CKyIa o n ejeMeHara y k OJI0KOBa, ajiid U Kao
KoeduImjeHTe KOju ce jaB/bajy y M3pa3uMa 3a U3BOJIe BUIIEr peja (pyHKIm]je
f(e*), rme je f € C*(0,400) HeKa npousBo/bHA (BYHKIIUjA, KOPHUCTe Ce y
KOMOMHATOPUIIM U TEOPHUjH BepoBarTHONe, ajd M y OCTAIUM MaTeMaTHIKUAM
qucnuiInnamMa. ¥y Be3u ca CTUpJIMHTOBEM OpojeBUMa JIpyre BPCTe, MOKa3aH
je WJAeHTUTET ca IaJajyhuM moJIMHOMOM O/l T, Kao u ojpehenn wiaentureru
y Be3u ca OBUM OpOjeBHMa KOjH C€ YeCTO KOPHUCTEe Y IPAaKCH, a Ipe CBUX
MOKa3aHa je peKypeHTHa pejalnja, 0e3 Koje je TOTOBO HeM3BOI/bIUBO Pa3MaTpa
TH 1pobJeMe y KojuMa ce KopucTe oBu OpojeBu. Takobe, mokazano je ja
ce cymMa m-THX CTelleHa TpUPOJHUX OpojeBa ox 1 10 n MOXKe IIPECTaBUTH
kopucrehu Crupsmmarose 6pojese jpyre Bpere. Ha camom kpajy, nmoka3ano je
JIa je n-TH MOMEHAT CjyuajHe Bejmmdunne ca [ToaconoBom pacuogesnom Poiss(1)
jennak BenoBom O6pojy, Tj. cymu CTUPIHHTOBHX OpOjeBa.
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