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1 Predgovor
Temu za svoj maturski rad sam odabrala �ele�i da proxirim

svoje znaǌe u nekoj od oblasti geometrije. Inverzija mi se uqinila
izazovnom, jer na neki naqin predstavaǉa najvixi aspekt
sagledavaǌa Euklidske geometrije.

U uvodu je izlo�en kratak istorijski pregled geometrije,
pomenute su oblasti geometrije usko povezane sa inverzijom. U
drugoj glavi definisana je inverzija u odnosu na krug i navedena su
ǌena svojstva, a u tre�oj i qetvrtoj ǌena primena u rexavaǌu
Apolonijevih problema i pri konstruisaǌu Xtajenrovog lanca. U
petoj glavi je opisana inverzija u koordinatnom sistemu, a u xestoj
inverzija u odnosu na sferu. Nakon toga slede primeri zadataka u
kojima se koristi inverzija i ǌen znaqaj.

Nadam se da �e rad pri daǉem qitaǌu biti razumǉiv, unapred se
izviǌavam zbog eventualnih grexaka i propusta. Rad je pisan u
programu ,, LaTex”, a slike su odra�ene u programu ,, GeoGebra.

Zahvaǉujem se svom mentoru za mnogo strpǉeǌa, struqnoj pomo�i
i savetima.
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2 Uvod

2.1 Kratak istorijski pregled geometrije

Geometrija (grqki: γεω = zemǉa, µετρσ = meriti) je grana
matematike koja se bavi prouqavaǌem osobina i me�usobnih odnosa
oblika tj. geometrijskih tela, povrxina, linija i taqaka.

Induktivni (latinski: inductio = uvo�eǌe) metod je naqin
rasu�ivaǌa kod kojeg od pojedinaqnih primera dolazimo do opxtih
zakǉuqaka, dok se kod dedukcije (latinski: deductio = izvo�eǌe) od
opxteg zakǉuqka dolazi do pojedinaqnih.

Geometrijom su se ǉudi bavili jox u najranijoj istoriji,
prvobitno uoqavaǌem figura, a kasnije i dokazivaǌem raznih
svojstava tih figura. Preokret u daǉem razvoju geometrije javǉa se
u staroj Grqkoj za vreme Talesa iz Mileta (V II − V I v.p.n.e.),
Pitagore sa ostrva Samos (V I v.p.n.e.), a kasnije i Euklida iz
Aleksandrije (III v.p.n.e.).
Euklid nakon mnoxtva dokazanih teorema pokuxava da uvede aksiome
u geometriji. U svom delu ,,Elementi”, polazna tvr�eǌa je podelio
na aksiome i postulate. Navodimo postulate u obliku u kom ih je
Euklid napisao:

1. Pretpostavǉa se da je mogu�e od svake taqke do svake druge
taqke konstruisati pravu liniju.

2. Pretpostavǉa se da svaka prava, slede�i ǌen pravac mo�e
neograniqeno produ�avati.

3. Pretpostaǉa se da se u nekoj ravni oko svake ǌene taqke mo�e
opisati krug bilo kojeg polupreqnika.

4. Pretpostavǉa se da su svi pravi uglovi me�usobno podudarni.

5. Ako neka prava, presecaju�i druge dve koplanarne prave
obrazuje sa ǌima sa iste strane dva unutraxǌa ugla kojima je
zbir maǌi od dva prava ugla, tada se te dve prave, neograniqeno
produ�ene - seku sa te strane seqice sa koje se nalaze ta dva
ugla.

Za daǉi razvoj geometrije veliki znaqaj imao je peti Euklidov
postulat. Ovo pitaǌe zaokupilo je mnoge matematiqare, a ovaj
problem tek je bio rexen u XIX veku. Doxlo se do velikog broja
ekvivalenata petom postulatu, ali od najve�eg znaqaja je Plejferov
(1748− 1819, egleski matematiqar). I ǌegov ekvivalent glasi:
Za svaku pravu i taqku van ǌe u ravni ǌima odre�enoj postoji
najvixe jedna prava koja sadr�i tu taqku i disjunktna je sa tom
pravom.

Slede�i prelomni trenutak bio je pojava neeuklidskih geometrija
u XIX veku i to otkri�e se vezuje za ruskog matematiqara Nikolaja
Ivanoviqa Lobaqevskog (1792− 1856), koji je tako�e razmatrao
problem petog Euklidovog postulata, polaze�i od ǌegove negacije.
U �eǉi da do�e do kontradicije, izgradio je qitav niz novih
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tvr�eǌa, ali nijedno od ǌih nije bilo u kontradikciji sa ostalim
postulatima, osim petog. Tako je izgra�ena jox jedna nova
geometrija koja je neprotivreqna i koja se bazira na Euklidovim
aksiomama, osim xto je peti postulat zameǌen svojom negacijom. Ta
teorija se naziva Geometrija Lobaqevskog.

2.2 Izometrijske transformacije prostora En

Jedan od kǉuqnih elemenata u Euklidskoj geometriji su
izometrijske transformacije. To je kretaǌe ravni koje ,,quva”
rastojaǌa.
• Bijektivno preslikavaǌe I : En → En naziva se izometrijskom
transformacijom prostora En, n = 1, 2, 3, ako za proizvoǉne dve taqke
A i B prostora En va�i (A,B) ∼= (I(A), I(B)).
• Koincidencija ε : En → En, n = 1, 2, 3, je izometrijska transformacija.
• Proizvod bilo koje dve izometrijske transformacije prostora En

je izometrijska transformacija prostora En.
• Osnom refleksijom ravni E2 u odnosu na pravu p nazivamo
izometrijsku transformaciju Sp koja nije koincidencija u kojoj je
svaka taqka prave p invarijantna (fiksna). Prava p je osa
refleksije Sp.
• Svaka izometrisjka transformacija ravni E2 mo�e se predstaviti
u obliku kompozicije najvixe tri osne refleksije.

Inverzija se javǉa kao najvixi nivo transformacija, ali ona nije
izometrija. Ona ima neka zajedniqka svojstva sa osnom refleksijom
kao xto su:

1. Osna refleksija je bijektivno preslikavaǌe.

2. Osna refleksija je involucija.

3. Osna refleksija preslikava svaku od dve oblasti na koju osa te
refleksije deli ravan u onu drugu.

4. Sve invarijantne taqke osne refleksije su na osi te refleksije.

5. Ako je X ′ slika taqke X u osnoj refleksiji, tada je prava XX ′

normalna na osu te refleksije.

Dakle, inverzija je preslikavaǌe koje treba da zadovoǉava sva ova
svojstva, gde bi samo req ,,osa” bila zameǌena reqju ,,krug”.

2.3 Transformacije sliqnosti prostora En

• Neka je k proizvoǉan pozitivan realan broj i P : En → En, n = 1, 2, 3,
bijektivno preslikavaǌe koje svake dve taqke X i Y prostora En

prevodi redom u taqke X ′ i Y ′ prostora En takve da je X ′Y ′ = k ·XY .
Tada preslikavaǌe P nazivamo transformacijom sliqnosti prostora
En sa koeficijentom k. Ove transformacije nisu izometrije.
• Transformacija P prostora En kolinearne taqke A,B,C prevodi
redom u kolinearne taqke A′, B′, C ′.
• Quva podudarnost, iako ne quva rastojaǌa.
• Neka je O proizvoǉna taqka prostora En i k realan broj razliqit
od nule. Homotetijom sa sredixtem O i koeficijentom k nazivamo
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transformaciju HO,k : En → En, n = 1, 2, 3, koja svaku taqku X ∈ En

prevodi u taqku X ′ ∈ En takvu da je
−−→
OX ′ = k

−−→
OX.

• Homotetija HO,k, prostora En predstavǉa transformaciju
sliqnosti sa koeficijentom k.

2.4 Potencija taqke u odnosu na krug

Potencija taqke u odnosu na krug je u znatnoj meri vezana sa
nekim svojstvima inverzije koja �emo u daǉem nastavku rada
obra�ivati i zato joj posve�ujemo zasebnu sekciju. • Ako su u ravni
zadati krug k i taqka P , tada za svaku pravu koja seqe krug u
taqkama X i Y i prolazi kroz taqku P va�i PX · PY = const.

Slika 1: Taqka P se nalazi u krugu k

Posmatrajmo dve prave iz taqke P koja se nalazi u unutraxǌosti
kruga k i neka one seku krug k u taqkama X,Y i X1, Y1. Tada je
∠Y1X1X ∼= ∠XY Y1 (uglovi nad istim lukom) i ∠X1PX ∼= ∠Y PY1 (unakrsni
uglovi), pa je △PXX1 ∼ △PY1Y , odakle sledi da je PX · PY = PX1 · PY1 za
bilo koje dve prave koje sadr�e taqku P .
Ako je taqka P van kruga, tada je PX · PY = PT 2, gde je T dodirna
taqka tangente na krug k iz taqke P i kruga k.

Slika 2: Taqka P je van kruga k

Kako se X, Y i T nalaze na krugu k i prava PT je tangenta, va�i da je
∠PTX = ∠PY T , pa odatle sledi da je △PXT ∼ PTY . Iz ove sliqnosti
va�i PX · PY = PT 2, xto je i intuitivno jer kada seqica te�i
tangenti, taqke preseka sa krugom te�e da se poklope, pa i ǌihove
du�ine.
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3 Definicija i osnovna svojstva inverzije
Definicija: Neka je k(O, r) krug ravni E2. Preslikavaǌe
ψk : E2

∗ → E2
∗ definisano sa ψk(X) = X ′ ⇔ X ′ pripada polupravoj OX i

OX ·OX ′ = r2, naziva se inverzija u odnosu na krug k. Krug k, taqka O
i polupreqnik r su redom krug, centar i polupreqnik inverzije, gde
je E2

∗ = E2 \ {O}, jer taqka O nije slika nijedne taqke, niti taqka O
ima svoju sliku i bilo bi OO ·OO′ = r2, xto je nemogu�e.

Teorema 1: Inverzija je bijektivno preslikavaǌe.

Slika 3: Teorema 1

Dokaz: Doka�imo prvo da je inverzija ”1− 1”. Pretpostavimo
suprotno, da za dve razliqite taqke X1 i X2 je ψk(X1) = ψk(X2) = X. Iz
definicije bi onda va�ilo OX1 ·OX = r2 = OX2 ·OX odatle sledi da je
OX1 = OX2 i da va�i jedan od ova dva rasporeda taqaka B(O,X1, X2) ili
B(O,X2, X1), xto je kontradiktorno sa pretpostavkom da su X1 i X2

razliqite taqke, pa sledi da je inverzija ”1-1” preskikavaǌe.
Za dokaz da je inverzija ”NA” pretpostavi�emo suprotno, da postoji
neko X ′ u ravni E2

∗, takvo da za svako X u ravni E2
∗ va�i

ψk(X) ̸= X ′.Tada �e u ravni E2
∗ postojati neka taqka Y za koju �e

va�iti: OY =
r2

OX ′ i O, Y,X ′ su kolinearne. Po definiciji onda je
ψk(Y ) = X ′. Za svaku taqku u ravni E2

∗ postoji taqka koja se slika u
ǌu i obratno. Iz qega sledi da je inverzija ”NA”.
Kako je inverzija i ”1− 1” i ”NA”, sledi da je inverzija bijektivno
preslikavaǌe. 2

Teorema 2: Inverzija je involucija.

Dokaz: Kako ψk(X) = X ′ ⇒ OX ′ =
r2

OX
, doka�imo da je ψk(X

′) = X.
Pretpostavimo suprotno da postoji taqka Y razliqita od X, za koju

va�i ψk(X
′) = Y , va�ilo bi da je OY =

r2

OX ′ . Tako�e znamo da je i

OX =
r2

OX ′ iz ψk(X) = X ′. Osim toga iz definicije va�i da taqka X ′

pripada polupravoj OX, ali i iz naxe pretpostavke taqka Y pripada
polupravoj OX ′. Kako obe taqke i X i Y pripadaju istoj polupravoj
OX ′ i isto su udaǉene od taqke O, xto je kontradikcija pa one
moraju biti jedna te ista taqka Y ≡ X. Odavde sledi da inverz bilo
koje taqke ravni E2

∗ inverzijom se preslikava u tu taqku. 2
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Teorema 3: Inverzija u odnosu na krug k(O, r) preslikava
unutraxǌu oblast tog kruga bez centra O u ǌegovu spoǉaxǌu
oblast; i obratno, spoǉaxǌa oblast se tom inverzijom preslikava u
unutraxǌu oblast bez centra O.

Dokaz: Neka je X proizvoǉna taqka u unutraxǌosti kruga
inverzije, razliqita od O i X ′ ǌena slika u toj inverziji. Tada je
OX ·OX ′ = r2, pa kako je OX < r sledi OX ′ > r tj. X ′ je spoǉaxǌa taqka
tog kruga. Sliqno, da je X van kruga, bilo bi OX > r i va�ilo bi da
je OX ′ < r iz OX ·OX ′ = r2. 2

Na osnovu relacije OX ·OX ′ = r2, intuitivno je da kada se X
pribli�ava taqki O, ǌena slika X ′ se udaǉava ka beskonaqnosti i
obratno.
• Ako ψk : A,B 7→ A′, B′ i B(O,A,B) tada je B(O,B′, A′).

Teorema 4: Invarijantne taqke inverzije su one i samo one koje se
nalaze na krugu te inverzije.

Dokaz: Taqka X je invarijantna akko je OX ·OX = r2, odnosno ako
va�i OX = r, a sve takve taqke se nalaze na krugu sa centrom O i
polupreqnikom r, xto je upravo krug inverzije. 2

Teorema 5: Ako su X i X ′ parovi odgovaraju�ih taqaka neke
inverzije, tada je prava XX ′ normalna na krug te inverzije, tj. XX ′

je ortogonalna na tangentu kruga u taqki reseka sa XX ′.

Dokaz: Kako su O,X,X ′ kolinearne taqke, samim tim se O se nalazi
na pravoj XX ′, pa je ta prava normalna na tangentu u nekoj taqki Y ,
koja se nalazi na du�i XX ′. 2

Lema 1. Inverz neke taqke X van kruga k(O, r) date inverzije ψk je
presek du�i OX i MN, gde su taqke M i N taqke dodira tangenti iz
taqke X i kruga k.

Slika 4: Lema 1.
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Dokaz: Neka se du�i MN i OX seku u taqki P . MN je ortogonalno
na OX, jer je OM = ON i XM = XN, pa je OMXN deltoid, xto znaqi da
se ǌegove dijagonale seku pod pravim uglom. Tada je △OMP ∼ △OXM,
pa va�i OM : OX = OP : OM. Odatle sledi da je OX ·OP = OM2 = r2 i
taqke O, P i X su kolinearne pa je bax taqka P inverz taqke X. 2

Lema 2. Neka su O,A,B tri nekolinearne taqke i ψk inverzija u
odnosu na krug k(O, r). Ako su A′ i B′ slike taqaka A i B u toj
inverziji, tada je △OAB ∼ △OB′A′ i A,B,A′, B′ su kocikliqne.

Slika 5: Lema 2.

Dokaz: Kako ψk : A,B 7→ A′, B′, to je OA ·OA′ = OB ·OB′ = r2. Na osnovu
toga je OA : OB′ = OB : OA′, pa je zbog ∠AOB ∼= ∠B′OA′, i odatle sledi da
je △OAB ∼ △OB′A′. Iz ove sliqnosti va�i da je ∠OB′A′ ∼= ∠OAB, pa je
onda ∠BB′A′ = 180o − ∠OAB, odakle sledi da se ove qetiri taqke zaista
nalaze na krugu. 2

Teorema 6: Neka je ψk inverzija u odnosu na krug k(O, r) ravni E2.
Ako je p prava, pO = p\O, a l krug te ravni, lO = l\O, va�i:

1. ako O ∈ p, tada je ψk(p
O) = pO;

2. ako O /∈ p, tada je ψk(p) = jO, gde je j krug koji sadr�i taqku O, dok
je jO = j\O;

3. ako O ∈ l, tada je ψk(l
O) = q, gde je q prava koja ne sadr�i taqku O;

4. ako O /∈ l, tada je ψk(l) = l′, gde je l′ krug koji ne sadr�i taqku O.

Dokaz:
1. Ako je X ∈ pO, tada je X ′ ∈ OX pa je X ′ ∈ pO. I obrnuto ako Y ∈ pO,

ψ−1
k (Y ) = ψk(Y ).

2. Neka je P podno�je normale iz O na pravoj p. Kako O /∈ p, taqka P
ima svoju sliku u inverziji ψk, oznaqimo je sa P ′. Neka je X
proizvoǉna taqka prave p razliqita od P i X ′ = ψk(X). Na osnovu
prethodne leme je △OPX ∼ △OX ′P ′, pa je ∠OX ′P ′ ∼= ∠OPX = 90o.
Dakle, taqka X ′ pripada krugu nad preqnikom OP ′, oznaqimo ga
sa j. Kako je X ′ ̸= O, sledi da X ′ ∈ jO. Odavde sledi da je ψk(p) = jO.
Analogno zakǉuqujemo da za svaku taqku kruga jO va�i da ǌena
slika pripada pravi p.
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3. Kako je inverzija involucija, iz 2. �e va�iti i ψk(j
O) = p.

4. Posmatrajmo dve seqice iz taqke O kruga l. Neka one seku krug l
u taqkama A,B i C,D, tako da ∠ABD + ∠ACD = 180o. Neka su ǌihovi
inverzi u odnosu na krug k A′, B′, C ′ i D′. Iz Leme 2. va�i da su
taqke A′, C ′, A, C i B′, D′, B,D kocikliqne, pa je ∠OA′C ′ = ∠OCA i
∠OD′B′ = ∠OBA i taqke A′, B′, C ′ i D′ kocikliqne. Neka je OM
tangenta kruga l i M ∈ l i M ′ ǌen inverz. Tada je △OAM ∼ △OM ′A′,
△OCM ∼ △OM ′C ′ i △OCB ∼ △OB′C ′ iz Leme 1. Tada je
∠OMB = ∠OA′M ′, ∠M ′C ′O = ∠CMO i ∠B′C ′O = ∠OBC. Onda va�i da je
∠OM ′A′ + ∠B′C ′D′ = ∠OMB + 360o − ∠OBC − ∠CMO xto je u stvari
jednako ∠OMB + 180o − ∠OMA = 180o. Odavde sledi da su i taqke
M ′, A′, B′ i C ′ kocikliqne pa i taqka D′ pripada tom krugu.
Kretaǌem jedne od ovih seqica obuhvati�emo sve taqke oba
kruga i stvarno �e se krug l preslikati u l′. 2

Napomena: Ako se pri nekoj inverziji neki krug slika u neki drugi
krug, centar prvog kruga se ne slika u centar drugog, ali centri tih
krugova su kolinearni sa centrom inverzije.

Teorema 7: Neka je ψk inverzija u odnosu na krug k(O, r) ravni E2 i
Φ1,Φ2 figure koje nisu disjunktne i od kojih je svaka prava ili krug
te ravni. Ako je Φ′

1 = ΦO
1 i Φ′

2 = ΦO
2 , tada je ugao koji odre�uju Φ1,Φ2

podudaran uglu koji odre�uju Φ′
1,Φ

′
2.

Slika 6: Teorema 7.

Dokaz: Kako se ugao izme�u dva kruga svodi na ugao izme�u
tangenti u zajedniqkim taqkama tih krugova, a ugao izme�u prave i
kruga svodi na ugao prave i tangente kruga u preseqnoj taqki sa
pravom, dovoǉno je dokazati da je ugao izme�u dve prave podudaran
uglu izme�u inverza tih dveju pravih, svi ostali sluqajevi dokazuju
se analogno.
Posmatrajamo neke dve prave p i q u ravni inverzije ψk, gde je k(O, r),
pri qemu ni p ni q ne sadr�e taqku O. Neka se p i q seku u taqki X.
Neka su taqke P i Q podno�ja normala iz taqke O na prave p i q
redom (Slika 6.). Primenom inverzije dobijamo: ψk(X) = X ′,
ψk(P ) = P ′, ψk(Q) = Q′, ψk(p) = k1, k1(O1, r1), X ′ ∈ k1, P ′ ∈ k1, ψk(q) = k2, k2(O2, r2),
X ′ ∈ k2, Q′ ∈ k2. Iz Leme 2. va�i: △OPX ∼ △OX ′P ′ i △OQX ∼ △OX ′Q′,
odakle je ∠OX ′P ′ ∼= ∠OPX = 90o i ∠OX ′Q′ ∼= ∠OQX = 90o (uglovi nad
odgovaraju�im preqnicima), odakle je B(Q′, X ′, P ′). Ugao izme�u
krugova k1 i k2 bi�e ugao ∠O1X

′O2. Kako su △OX ′P ′ i △OX ′Q′

pravougli, O1 i O2 �e se nalaziti na sredixtima du�i OP ′ i OQ′, i
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∠O1X
′O ∼= ∠POX i ∠O2X

′O ∼= ∠QOX, pa je ∠O1X
′O2 = ∠POQ = 180o − ∠PXQ,

gde je ∠PXQ ugao izme�u pravih p i q.
2

Lema 2. Neka je ψk inverzija u odnosu na krug k(O, r) i A′ i B′

inverzne slike nekih taqaka A i B. Dokazati da je tada:

A′B′ =
r2

OA ·OB
AB.

Dokaz: U zavisnosti da li su taqke O, A i B kolinearne ili ne,
postoje dva sluqaja:
1) Ako su ove taqke nekolinearne, na osnovu lem�. △OAB ∼ △OA′B′, pa
je A′B′ : AB = OB′ : OA. Kako je B′ slika taqke B u inverziji ψk va�i:

OB ·OB′ = r2, tj. OB′ =
r2

OB
iz qega sledi da je A′B′ =

r2

OA ·OB
AB .

Slika 7: Lema 3.

2) Ako su O, A i B kolinearne i neka je bez umaǌeǌa opxtosti
B(O,A,B). Tada je i B(O,B′, A′), pa je:

A′B′ = OA′ −OB′ =
r2

OA
− r2

OB
=

(OB −OA)r2

OA ·OB
=

r2

OA ·OB
AB.

Odavde se vidi da inverzija quva razmeru CA

CB
:
DA

DB
, gde su A, B, C

i D neke taqke ravni. One se nekom inverzijom, sa centrom u taqki O
i polupreqnikom r, slikaju u taqke A′, B′, C ′ i D′. Tada je

C ′A′ =
r2

OC ·OA
CA, C ′B′ =

r2

OC ·OB
CB, D′A′ =

r2

OD ·OA
DA i D′B′ =

r2

OD ·OB
DB,

pa je C ′A′

C ′B′ :
D′A′

D′B′ =
CA ·OB
CB ·OA

:
DA ·OB
DB ·OA

=
CA

CB
:
DA

DB
. 2

Lema 4. Neka je ψk inverzija u odnosu na krug k. Ako se taqka X /∈ k
slika u taqku X ′ tom inverzijom, dokazati da je svaki krug koji
sadr�i taqke X i X ′ ortogonalan na krugu k.

Dokaz: Neka je l proizvoǉna krug koji sadr�i taqke X i X ′. Kako
X ∈ l, slika l′ kruga l pri datoj inverziji sadr�i X ′. Kako je i X ′ ∈ l,
l′ sadr�i i sliku taqke X ′ pri datoj inverziji, a to je X. Osim toga,
centar kruga l′ mora biti kolinearan sa centrima krugova l i k.
Jasno je da je jedini krug koji zadovoǉava navedene uslove - krug l. 2
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Slika 8: Lema 4.

Napomena: Iz date leme se prime�uje da se neki krug preslikava
u samog sebe akko je ortogonalan na krug inverzije ili ako se
poklapa sa ǌim.
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4 Apolonijevi problemi o dodiru krugova
U Euklidskoj geometriji Apolonijev1 problem glasi:

Konstruisati krugove koji dodiruju tri data kruga u ravni. U
opxtem sluqaju postoji osam krugova u ravni koja dodiruju tri data
kruga.
Graniqni sluqajevi Apolonijevog problema su oni u kojima je bar
jedan od datih krugova taqka ili prava. Oni se na elegentan naqin
mogu rexiti primenom inverzije, ali mogu se rexiti i ne
koriste�i inverziju. Preciznije, to su problemi slede�eg oblika:
Konstruisati krug k koji zadovoǉava tri uslova od kojih je svaki
jednog od oblika:
• sadr�i datu taqku;
• dodiruje datu pravu;
• dodiruje dati krug.
Pretpostavǉa se da su sve taqke, prave i krugovi iz pomenutih
uslova u istoj ravni. Pa imamo deset Apolonijevih problema, i to
su:

1. Konstruisati krug koji sadr�i tri date taqke (A,B,C).

Rexeǌe: U preseku medijatrisa du�i AB,BC,CA �e se nalaziti
taqka O koja je isto udaǉena od sve tri taqke A,B,C, pa �e centar
kruga k koji sadr�i te tri taqke biti upravo ta taqka O.

Slika 9: Prvi Apolonijev problem

2. Konstruisati krug koji dodiruje date tri prave (p, q, r).

Rexeǌe: Neka je p ∩ q = {A}. Tada su sve taqke koje se nalaze na
simetrali ugla ∠pAq isto udaǉene od p i q, pa �e centar kruga koji
dodiruje sve tri prave biti presek simetrala uglova ∠pAq i ∠qBr,
gde je B presek pravih q i r.
Postoje qetiri rexeǌa u opxtem sluqaju.

3. Konstruisati krug koji sadr�i dve date taqke i dodiruje
datu pravu (A,B, p).

Rexeǌe: Neka su A i B sa iste strane prave p. Neka je l takav da je
l(A,AB). Onda �e biti ψl(B) = B′ ≡ B. Neka je ψl(p) = p′, gde je p′ krug
koji sadr�i taqku A. Kako A ∈ k, inverzija u odnosu na krug l kruga k

1Starogrqki matematiqar iz Perge (3.-2.vek pre n.e.).
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Slika 10: Drugi Apolonijev problem

�e biti prava koja sadr�i taqku B, ψl(k) = k′. Kako se krug k i prava
p dodiruju, dobijamo da je prava k′, tangenta na krug p′ iz taqke B.
Neka je D′ dodirna taqka prave k′ i kruga p′. Taqku D dobijamo
inverzijom taqke D′, ψl(D

′) = D.
Krug k je krug koji sadr�i taqke A,B,D. Postoje dva rexeǌa u
opxtem sluqaju.

Slika 11: Tre�i Apolonijev problem

4. Konstruisati krug koji sadr�i dve date taqke i dodiruje
dati krug (A,B, k1).

Rexeǌe: Posmatrajmo inverziju u odnosu na krug l(A,AB). Kako
krug k sadr�i centar inverzije A, onda je ψl(k) = k′, gde je k′ prava
koja ne sadr�i taqku A, koja je odre�ena preseqnim taqkama B i C
krugova k i l. A kako krug k1 ne sadr�i taqku A preslika�e se u krug
k′1 koji tako�e ne�e sadr�ati taqku A. Dodirna taqka T krugova k1 i
k se slika u dodirnu taqku T ′ prave k′ i kruga k′1. Dakle krug k je
krug koji sadr�i taqke A,B,C, gde je C preseqna taqka kruga l i
tangente iz taqke B na krug k′1. I za ovaj problem postoje dva
rexeǌa u opxtem sluqaju.
Da se A nalazila na krugu k1 ovaj problem bi se sveo na
konstrukciju kruga koji dodiruje krug k1 u taqki A i sadr�i taqku
B, a centar takvog kruga dobija se presekom simetrale du�i AB i
prave koja prolazi kroz centar kruga k1 i taqku A.
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Slika 12: Qetvrti Apolonijev problem

5. Konstruisati krug koji sadr�i datu taqku i dodiruje datu
pravu i dati krug (A, p, k1).

Rexeǌe: U opxtem sluqaju ni prava p ni krug k1 ne sadr�e taqku
A. Neka je l krug takav da je l(A, r), gde je r proizvoǉne du�ine. Kako
A /∈ p i A /∈ k1, tada su slike p′ i k′1 krugovi, va�i i A ∈ p′ i A /∈ k′1. Kako
A ∈ k, to je slika kruga k prava k′ koja ne sadr�i A. Prava p i krug k
imaju jednu zajedniqku taqku pa �e i ǌihove slike imati tako�e
jednu zajedniqku taqku, tj. prava k′ �e biti tangenta na krug p′,
analogno je i k′ tangenta kruga k′1. Problem je sveden na
konstrukciju zajedniqke tangente k′, krugova k′1 i p′, pa je tra�eni
krug slika prave k′. Kako �e postojati qetiri razliqite tangente,
broj rexeǌa problema u opxtem sluqaju je qetiri.

Slika 13: Peti Apolonijev problem

6. Konstruisati krug koji sadr�i datu taqku i dodiruje date
dve prave (A, p, q).

Rexeǌe: Neka je krug l(A, r), gde je r proizvoǉan polupreqnik i
neka je ψl inverzija te ravni. Kako prave p i q ne sadr�e centar
inverzije, one se slikaju u krugove p′ i q′ koji sadr�e taqku A. Kako
i krug k sadr�i taqku A on se preslikava u pravu k′, koja je tangenta
krugova p′ i q′, jer krug k dodiruje prave p i q. Postoje dva rexeǌa u
opxtem sluqaju kada se taqka A nalazi van prava p i q.
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Slika 14: Xesti Apolonijev problem

7. Konstruisati krug koji sadr�i datu taqku i dodiruje data
dva kruga (A, k1, k2).

Rexeǌe: Neka je inverzija ψl gde je l(A, r), r je proizvoǉan
polupreqnik. Kako krug k sadr�i centar inverzije A, on se
preslikava u pravu k′, takvu da va�i A /∈ k′. Krugovi k1 i k2 ne sadr�e
A, pa se oni preslikavaju u krugove k′1 i k′2. Kako krug k dodiruje
krugove k1 i k2, sledi da je k′ tangenta krugova k′1 i k′2. Postoji
qetiri ovakva kruga u opxtem sluqaju, jer postoje qetiri razliqite
zajedniqke tangente krugova k′1 i k′2, da se krugovi k1 i k2 dodiruju
postojala bi tri rexeǌa, a da se seku dva.

Slika 15: Sedmi Apolonijev problem

8. Konstruisati krug koji dodiruje date dve prave i dati krug
(p, q, k1).

Rexeǌe: Neka je krug l(O, r + r1). Kako krug k dodiruje prave p i q,
onda je dovoǉno konstruisati krug l koji dodiruje prave p′ i q′ za
koje va�i p∥p′, q∥q′, i d(p, p′) = d(q, q′) = r. Dakle, krug l dodiruje prave p′

i q′ i sadr�i taqku O1, koja je centar kruga k1. Time smo problem
sveli na problem 6. Postoji osam rexeǌa u opxtem sluqaju.

9. Konstruisati krug koji dodiruje datu pravu i dva data kruga
(p, k1, k2).
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Slika 16: Osmi Apolonijev problem

Rexeǌe: Neka je k1(O1, r1), k2(O2, r2) i neka je bez umaǌeǌa opxteg
r1 < r2. Posmatrajmo krug l(O, r + r1), ovaj krug dodiruje pravu p′, koja
je paralelna pravoj p i na rastojaǌu r1 od ǌe, tako�e krug l sadr�i
centar kruga k1 i dodiruje krug sa centrom u taqki O2 i
polupreqnikom r2 − r1. Ovako smo problem sveli na 6. Postoji osam
rexeǌa u opxtem sluqaju, jer postoji qetiri sluqaja kako da
transliramo prave p i q za vektor ±−→r1.

(a) Slika 17: Deveti Apoloni-
jev problem

(b) Slika 18: Deseti Apoloni-
jev problem

10. Konstruisati krug koji dodiruje tri data kruga (k1, k2, k3).

Rexeǌe: Neka je k1(O1, r1), k2(O2, r2), k3(O3, r3), i neka je bez umaǌeǌa
opxteg r3 < r2 i r3 < r1. Posmatrajmo krugove l(O, r3 + r), k′1(O1, r1 − r3) i
k′2(O2, r2 − r3). Tada krug l sadr�i taqku O3 i dodiruje krugove k′1 i k′2.
Problem je sveden na 7. problem.
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5 Xtajnerov lanac

Slika 19: Xtajnerov lanac

Za dva data kruga k i l, gde je l u unutraxǌosti kruga k,ako postoje
krugovi k1, k2, ...kn takvi da ki, 0 < i < n, dodiruje krugove k, l, ki−1, ki+1,
gde je kn+1 = k1, onda ovi krugovi formiraju Xtajnerov lanac.
Najjednostavniji naqin da se izgradi Xtajnerov lanac je da se
izvrxi inverzija na simetriqan raspored od n krugova upakovanih
izme�u centralnog kruga polupreqnika b i spoǉaxǌeg koncentriqnog
kruga polupreqnika a. U ovom rasporedu je:

sin
π

n
=
a− b

a+ b
,

tako da odnos polupreqnika za male i velike krugove bude

b

a
=

1− sin
π

n

1 + sin
π

n

.

Pored toga polupreqnik krugova u prstenu je c =
a− b

2
, i ǌihovi

centri se nalaze na udaǉenosti P = b+ c =
a+ b

2
od centra kruga k.

Da bi transformisali simetriqni raspored u Xtajnerov lanac,
koristimo centar inverzije qija je udaǉenost d od centra
simetriqne figure. Tada polupreqnici a′ i b′ postaju:

a′ =

∣∣∣∣ a

d2 − a2

∣∣∣∣ = a

a2 − d2

b′ =

∣∣∣∣ b

d2 − b2

∣∣∣∣ = b

b2 − d2
.

Ekvivalentno, kakva god da je razdaǉina izme�u dva poqetna kruga,
postoja�e Xtajnerov lanac.
Centri Xtajnerovog lanca le�a�e na elipsi. Tangente kroz
dodirne taqke susednih krugova u lancu se�i�e se u jednoj taqki.
Ta taqka tako�e �e pripadati pravama koje spajaju dodire
Xtajnerovog lanca sa poqetnim krugovima.
Xtajnerov iskaz: Ako je Xtajnerov lanac formiran od jednog
poqetnog kruga, onda on tako�e mo�e biti formiran od bilo kog
drugog polaznog kruga. On se mo�e zatvrati posle nekoliko petǉi
oko centralnog kruga, u tom sluqaju �e Xtajnerov lanac tako�e
biti formiran nakon istog broja petǉi od bilo koje polazne taqke.
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6 Inverzija u koordinatnom sistemu
Neka je Oxy pravougli koordinatni sistem u ravni E2. Ne

umaǌuju�i opxtost posmatra�emo inverziju u odnosu na krug k(P, r),
gde taqka P ima koordinate (xp, yp).
Neka su daǉe koordinate pridru�enih taqaka T (x, y) i T ′(x′, y′), a N i
N ′ podno�ja normala iz T i T ′ na x-osu. Iz sliqnosti trouglova
△ONT i △OT ′N ′ sledi (y′ − yp) : (x

′ − xp) = (y − yp) : (x− xp). Prema
definiciji inverzije je OT ·OT ′ = r2, odnosno koordinatno
(x2 + y2) · (x′2 + y′2) = r4. Rexavaǌem ovog sistema po x′ i y′ sledi da je:

x′ =
r(x− xO)

(x− xO)2 + (y − yO)2
+ xO

y′ =
r(y − yO)

(x− xO)2 + (y − yO)2
+ yO

.

Slika 20: Primer u koordinatnom sistemu

18



7 Inverzija u odnosu na sferu
Po analogiji sa inverzijom u odnosu na krug u ravni, uvodi se i

pojam inverzije u odnosu na sferu u prostoru.

Definicija Neka je S(O, r) sfera prostora E3 i neka je E3
∗ = E3 \O.

Inverzijom u odnosu na sferu S nazivamo transformaciju
ψS : E3

∗ → E3
∗, koja svaku taqku P ∈ E3

∗ prevodi u taqku P ′ poluprave OP
takvu da je OP ·OP ′ = r2.

Sliqno kao i kod inverzije u odnosu na krug, inverzija u odnosu
na sferu je tako�e bijektivna transformacija prostora E3

∗, gde
taqka O nije definisana jer bi onda va�ilo: ψS(O) = ∞ , ψS(∞) = O.

Analogno va�e i slede�a tvr�eǌa.

Teorema 1. Inverzija u odnosu na sferu je involuciona
transformacija.

Teorema 2. U inverziji ψS : E3
∗ → E3

∗ taqka X je invarijantna akko X
pripada sferi inverzije S.

Teorema 3. U inverziji ψS : E3
∗ → E3

∗ taqki X koja se nalazi unutar
sfere S odgovara taqka X ′ koja se nalazi izvan sfere S i obratno
taqki X koja se nalazi izvan sfere S odgovara taqka X ′ koja se
nalazi unutar sfere S.

Teorema 4. Inverzija u odnosu na sferu S(O, r) ima slede�e
osobine:

1. Ravan α, O ∈ α preslikava�e se u samu sebe, ψS(α) = α.

2. Ravan α, O /∈ α preslikava�e se u sferu koja �e sadr�iti taqku
O, ψS(α) = L, O ∈ L.

3. Sfera L, O ∈ L preslikava�e se u ravan koja ne�e sadr�ati
taqku O, ψS(L) = β, O /∈ β.

4. Sfera L, O /∈ L preslikava�e se u sferu koja ne�e sadr�ati
taqku O, ψS(L) = L′, O /∈ L′.

5. Quva uglove izme�u krivih i izme�u povrxi u datoj taqki, tj.
taj ugao se svodi na ugao izme�u tangentnih ravni u toj taqki.

6. Quva dvorazmeru CA

CB
:
DA

DB
, gde su A,B,C,D qetiri taqke prostora.

Dokazi ovih teorema su analogni sa dokazima ovih svojstava kod
inverzije u odnosu na krug.
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Primer (Sveruska Matematiqka Olimpijada 2001.): Centar
sfere ω, nalazi se u ravni trougla ABC, osnove tetraedra SABC.
Sfera prolazi kroz taqke A, B i C, i seqe prave SA, SB i SC po
drugi put redom u taqkama A1, B1 i C1. Ravni koje sadr�e taqke A1,
B1 i C1 i tangiraju sferu ω seku se u taqki O. Dokazati da je taqka
O centar opisane sfere ω1 oko tetraedra SA1B1C1.

Rexeǌe: Iz potencije taqke S u odnosu na sferu ω va�i
SA1 · SA = SB1 · SB = SC1 · SC. Neka su ovi proizvodi jednaki R2.
Posmatrajmo inverziju u odnosu na sferu ρ sa centrom inverzije u
taqki S i polupreqnikom R. Tom inverzijom taqke A1, B1 i C1 se
slikaju u taqke A, B i C. Prema tome, ona prevodi sferu ω u samu
sebe (Lema 3. primeǌena na sferu). S druge strane, S pripada i
sferi ω1, pa se sfera ω1 slika u ravan trougla ABC. Ravan trougla
ABC i sfera ω su uzajamno ortogonalni jer se centar sfere nalazi
na toj ravni, pa �e i ǌihovi inverzi biti uzajamno ortogonalni, tj.
sfere ω i ω1 su uzajamno normalne. Neka je O′ centar sfere ω1, tada
su prave O′A1, O′B1 i O′C1 normalne na sferu ω, a to je mogu�e samo
ako je O′ ≡ O. 2
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8 Zadaci
Zadatak 1. Neka je A, A′ par odgovaraju�ih taqaka inverzije ψk u
odnosu na krug k(O,R). Dokazati da je odnos XA : XA′ konstantan za
svaku taqku X ∈ k.

Slika 21: Zadatak 1.

Rexeǌe: Kako je OA ·OA′ = R2, OX = R, a iz Leme 1 po kojoj su
inverzni trouglovi sliqni, znamo da va�i △OA′X ∼ △OXA sledi
XA

XA′ = OXOA′. Ako razlomak sa desne strane pomno�imo sa OX

OX
= 1,

dobija se XA

XA′ =
OX

OA′ ·OXOX =
OA ·OA′

OA′ ·OX
=
OA

R
, xto je konstantno za svaku

taqku X na krugu k. 2

Na osnovu upravo dokazanog, sledi da je krug k Apolonijev krug za
taqke A i A′ i odnos OA

R
. Onda su, xodno tome, CX i DX simetrale

odgovaraju�eg spoǉaxǌeg i unutraxǌeg ∠AXA′, onda va�i i
H(A,A′;C,D).
Po prirodi stvari se nadovezuje i slede�i zadatak.

Zadatak 2. Neka su A,B,C,D qetiri razne kolinearne taqke i k krug
nad preqnikom AB. Dokazati ekvivalenciju: ψk(C) = D ⇔ H(A,B;C,D),
gde H oznaqava harmonijsku spregnost taqaka.

Jedan smer ovog tvr�eǌa jeste dokazan u prethodnom zadatku, a
rexeǌe koje sledi dokazuje oba smera raqunskim putem.

Slika 22: Zadatak 2.

Rexeǌe: Neka je O sredixte du�i AB.
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Prvo doka�imo ⇒ stranu ekvivalencije, ψk(C) = D ⇔ H(A,B;C,D), tj. da
je AC : CB = AD : DB.
Znamo da je AD = OD −AO i da je DB = OD +OB, tako�e znamo i
AC = AO −OC, BC = OB +OC, pa va�i i:

AD : DB = (OD −AB2) :

(
OD +

AB

2

)
AC : CB =

(
AB

2
−OC

)
:

(
AB

2
+OC

)
Kako znamo da va�i OC ·OD =

AB2

4
, iz ove jednakosti zamenimo OC sa

OC =
AB2

4OD
, i dobija se:

AC : CB =
AB

2OD
·
(
OD − AB

2

)
:
AB

2OD
·
(
OD +

AB

2

)
xto zaista jeste jednako sa AD : DB. Ostalo je jox da se doka�e da

va�i H(A,B;C,D) ⇒ ψk(C) = D,tj. dokazujemo da je OC ·OD =
AB2

4
. Znamo

da je AC : CB = AD : DB, ako izvrximo istu transformaciju kao i u
prethodnom sluqaju. Dobijamo relaciju:(

OD − AB

2

)
:

(
OD +

AB

2

)
=

(
AB

2
−OC

)
:

(
AB

2
+OC

)
I kada sredimo ovu jednakost dobijamo da je OD ·OC =

AB2

4
. 2

Zadatak 3. Neka je O centar kruga oko trougla ABC. Ako su B′ i C ′

taqke polupravih AB i AC takve da je AB ·AB′ = AC ·AC ′, dokazati da
je B′C ′ ⊥ AO.

Slika 23: Zadatak 3.

Rexeǌe: Neka je AB ·AB′ = r2. Tada su B′ i C ′ inverzne slike taqaka
B i C u odnosu na krug l sa centrom A i polupreqnikom r. Tada krug
k(A,B,C) se tom inverzijom prevodi u pravu (B′, C ′), prava AO u samu
sebe. S obzirom da je prava AO ortogonalna na krug k onda su i
ǌihovi inverzi normalni. Odakle sledi da je AO ⊥ B′C ′. 2

Zadatak 4. Neka je ABC pravougli trougao sa pravim uglom kod
temena A takav da je ∠B < ∠C. Tangenta u A na opisani krug k trougla
ABC seqe pravu BC u taqki D. Neka je E simetriqna taqka taqki A u
odnosu na pravu BC, X podno�je normale iz A na BE i Y sredixte
du�i AX. Neka je Z preseqna taqka kruga k i prave BY . Dokazati da
je BD tangenta na opisani krug l oko trougla ADZ.
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Slika 24: Zadatak 4.

Rexeǌe: Neka je taqka G dijametralno suprotna taqki A, a H
preseqna taqka BD i AE.
△BXA ∼ △GEA, ∠AEG je prav jer je AG preqnik kruga k, a taqka E se
nalazi na ǌemu, tako�e AX normalno na BE; ∠ABY ∼= ∠AGE , uglovi sa
zajedniqkom tetivom. Iz ove sliqnosti sledi i da su podudarni
∠BAY i ∠GAE, a kako va�i H sredixte du�i AE i Y sredixte du�i
AX, odatle sledi △AHG ∼ △AY B. Odatle su taqke G, H i Z
kolinearne, jer va�i ∠ABZ = ∠AGZ = ∠AGH.

Slika 25: Primeǌena inverzija u zadatku 4.

AD je normalno na AO i AH normalno na OD pa va�i da je
△AOD ∼ △OHA pa iz ove sliqnosti va�i ψk(D) = H ⇒ ψk(l) = l′, gde l′

sadr�i A,Z i H. Kako je ∠AZG prav, a taqke Z, H i G kolinearne onda
je i ∠AZH prav, pa je centar opisanog kruga trougla AHZ na du�i AH
koja je normalna na OD, pa je OD tangenta kruga l′. Kako inverzija
quva uglove izme�u prave i kruga te �e i ugao izme�u slika prave
OD i kruga l′ biti prav, xto je upravo ugao izme�u BD i kruga l. 2

Zadatak 5. Neka su a, b i c0 krugovi sa preqnicima PQ, PR, RQ, pri
qemu je B(P,Q,R). Ako je c0, c1, c2, ... niz krugova sa iste strane prave
PQ, koji dodiruju krugove a, b i svaki u nizu dodiruje prethodni,
dokazati da je ratojaǌe centra kruga cn, n > 0 od prave PQ, n puta
ve�e od polupreqnika tog kruga.

Rexeǌe: Neka je k krug sa centrom u taqki P , koji je upravan na
krugu cn (krug i sadr�i dodirne taqke tangenti iz taqke P na krug
cn). Inverzijom ψi u odnosu na taj krug se prava PQ i krugovi a i b
preslikavaju u prave l′, a′ i b′. Pritom su prave a′, b′ upravne na
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Slika 26: Zadatak 5.

pravoj l′, budu�i da je inverzija preslikavaǌe koje zadr�ava uglove.
Krugovi c0, c1, ..., cn, ... preslikavaju se u podudarne krugove c′0, c

′
1, ..., c

′
n, ...,

koji dodiruju prave a′ i b′, a svi su podudarni krugu cn, jer je c′n = cn.
Kako centar kruga c0 pripada pravoj l rastojaǌe centra kruga cn od
te prave je n puta ve�e od poluprehnika tog kruga. 2

Zadatak 6. Neka je l poluobim trougla ABC. Date su taqke E i F na
pravoj BC takve da je AE = AF = l. Dokazati da se krug opisan oko
trougla AEF iznutra dodiruje sa pripisanim krugom trougla ABC uz
stranicu BC. 2

Slika 27: Zadatak 6.

Rexeǌe: Neka pripisani krug uz stranicu BC dodiruje AB i AC u
taqkama u M i N. Tada je AM = AN = l.
Posmatrajmo inverziju u odnosu na krug k sa centrom A i
polupreqnikom l. Krug opisan oko trougla AEF se tom inverzijom
slika u pravu BC, jer sadr�i centar inverzije, a krug pripisan uz
BC se slika u samog sebe, jer je normalan na krug u odnosu na koji
primeǌujemo inverziju. S obzirom na to da se slike tangiraju, to
va�i i za originale, jer inverzija quva uglove. 2

Zadatak 7. Neka su M,N,P dodirne taqke upisanog kruga trougla
ABC sa stranicama BC,CA,AB redom. Dokazati da su ortocentar
trougla MNP , centar upisanog i centar opisanog kruga trougla ABC
kolinearne taqke.

Rexeǌe: Posmatrajmo inverziju u odnosu na upisani krug trougla
ABC.
Va�i A∗ = AS

∩
NP , B∗ = BS

∩
PM C∗ = CS

∩
MN. Ortocentar trougla

MNP pripada ǌegovoj Ojlerovoj pravoj, koja sadr�i S. Krug opisan
oko trougla ABC se slika u krug opisan oko A∗B∗C∗, odnosno Ojlerov
krug trougla MNP (jer su A∗, B∗, C∗ sredixta stranica trougla MNP)
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Slika 28: Zadatak 7.

pa su ǌihovi centri kolinearni sa S. Drugim reqima, poxto centar
Ojlerovog kruga trougla MNP pripada ǌegovoj Ojlerovoj pravoj,
pripada joj i centar opisanog kruga trougla ABC. Dakle, i
ortocentar trougla MNP i centar upisanog i centar opisanog kruga
trougla ABC pripadaju Ojlerovoj pravoj trougla MNP . 2

Zadatak 8. Neka krug ω dodiruje dve paralelne prave l1 i l2. Drugi
krug ω1 dodiruje l1 u A i ω spoǉa u C. Tre�i krug ω2 dodiruje l2 u B,
ω spoǉa u D i ω1 spoǉa u E. AD seqe BC u Q. Dokazati da je Q centar
opisanog kruga trougla CDE.

Slika 29: Zadatak 8.

Rexeǌe: Inverzijom sa centrom u D ω i ω2 se slikaju u me�usobno
paralelne prave ω∗ i ω∗

2, ω1 i l2 u me�usobno podudarne krugove ω∗
1 i l∗2

koji dodiruju ω∗ i ω∗
2, a l1 u krug l∗1 koji spoǉa dodiruje ω∗

1, l∗2, ω∗.
Lako se prime�uje da je dobijena slika simetriqna (u odnosu na
dijametar kruga l∗1), te je prava DA∗ paralelna sa ω∗ i ω∗

2 . Ovo znaqi
da je na originalnoj slici AD zajedniqka tangenta krugova ω i ω2.
Analogno je i BC zajedniqka tangenta krugova ω i ω1.
AD i BC su radikalne ose parova krugova (ω, ω2) i (ω, ω1) redom. Stoga
je Q radikalni centar krugova ω, ω1, ω2, pa ima istu potenciju u
odnosu na sva tri kruga, iz qega direktno sledi bax ono xto se
tra�i. 2
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Slika 30: Primeǌena inverzija u zadatku 8.

Zadatak 9. Dat je trougao ABC. Krug kroz teme C tangentan sa AB u
A i krug kroz teme B tangentan sa AC u A imaju razliqite
polupreqnike i drugi put se seku u taqki D. Neka je E taqka na
pravoj AB takva da je AB = BE. Neka je F druga taqka preseka prave
CA sa krugom opisanim oko trougla ADE. Dokazati da je AF = AC.

(a) Slika 31: Zadatak 9.
(b) Slika 32: Inverzna slika
zadatka 9.

Rexeǌe: Dati krug kroz B oznaqimo sa kb, krug kroz C sa kc, a krug
koji sadr�i A,D,E sa k. Posmatrajmo inverziju u odnosu na krug sa
centrom A proizoǉnog polupreqnika.
k∗b �e biti prava kroz B∗ paralelna sa AC∗ (tj. sa AC), a k∗c �e biti
prava kroz C∗ paralelna sa AB∗ (tj. sa AB). D∗ �e biti presek
pravih k∗b i k∗c . Kako je AE = 2AB, bi�e AB∗ = 2AE∗. Poxto krug k
sadr�i centar inverzije i taqke D i E, slika�e se u pravu D∗E∗. F ∗

�e biti presek D∗E∗ i AC∗. Lako se zakǉuquje da je AF ∗ = AC∗ ( jer je
AB∗D∗C∗ paralelogram, i onda je C∗D∗ : AE∗ = 2 : 1), odnosno

r2

AF
=

r2

AC
,

odakle direktno sledi AF = AC. 2

Zadatak 10. Krugovi k1 i k2 se seku u taqkama A i B, a krug k ih
spoǉa dodiruje u taqkama C i D redom. Prava AB seqe krug k u
taqkama M i N. Neka je F sredixte du�i CD. Dokazati da je prava
CD simetrala ugla MFN.CDE.

26



(a) Slika 33: Zadatak 10.
(b) Slika 34: Inverzna slika
zadatka 10.

Rexeǌe: Posmatrajmo inverziju u odnosu na krug proizvoǉnog
polupreqnika sa centrom u C. k1 i k se slikaju u me�usobno
paralelne prave k∗1 i k∗. k∗2 �e sadr�ati taqke A∗ i B∗ i dodiriva�e
k∗ u D∗. Slika prave A∗B∗ �e biti krug l koji sadr�i taqke A∗, B∗, C.
M∗ i N∗ su preseci kruga l i prave k∗ Zbog simetrije je jasno da je
M∗D∗ = N∗D∗.
Kako je CD = 2CF , to je CF ∗ = 2CD. Otuda je CM∗F ∗N∗ paralelogram,
odakle sledi da podudarnost uglova C∗N∗F ∗ i C∗M∗F ∗. Me�utim, kako
je

∠C∗N∗F ∗ = ∠CFN,
∠C∗M∗F ∗ = ∠CFM,

sledi da je ∠CFN = ∠CFM. 2
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9 Znaqaj inverzije
Inverzija ima xiroku primenu.

Inverzija konaqne pravougaone rexetke

Uoqimo rexetku i preslikajmo je inverzijom u odnosu na krug sa
centrom u O(0, 0). S obzirom da inverzija quva uglove i da se prave
koje ne sadr�e O slikaju u krugove, slika inverza uoqene rexetke
prikana je na slici 34.

Slika 35: Rexetka

Slika 36: Inverz rexetke

Na sliqne naqine mo�emo do�i do razliqitih animacija.

Maskeronijeve konstrukcije

Inverzija ima puno primena kod tvr�eǌa koja pokazuju razne
odnose me�u pravama, krugovima kao i odnose me�u pravama, Jedna
od tih primena jeste i pri Maskeronijevim konstrukcijama ili
drukqije zvanim konstrukcijama samo xestarom.
Postoji pet grupa konstrukcija:
1. Odre�ivaǌe prave kroz dve zadate taqke 2. Odre�ivaǌe preseka
dve zadate prave 3. Odre�ivaǌe kruga sa zadatim centrom i
polupreqnikom 4. Odre�ivaǌe preseka dve prave i datog kruga 5.
Odre�ivaǌe preseka dva data kruga.
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Ka�e se da se konstrukcije izvode uz pomo� leǌira i xestara, jer
ove mehaniqke naprave u idealnom sluqaju omogu�vaju izvo�eǌe
ovih koraka. Postavǉa se pitaǌe da li je mogu�e konstruisati samo
leǌirem krug ili xestarom pravu. Ipak, mo�e se usvojiti dogovor
da je u prvom sluqaju krug konstruisan ako mu je poznat centar i
jedna taqka, a u drugom sluqaju da je prava konstruisana ako su joj
date dve taqke. Pri tome se zahteva da se nad svakim na taj naqin
,,dobijenim” krugom, odnosno pravom, mogu daǉe vrxiti operacije
1-5.
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