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1 Uvod
Ve�ini nas je intuitivno jasno xta predstavǉa jedan prostor, i ve�ina ga
zamixǉa u onom nama najpribli�nijem, trodimenzionalnom smislu - naj-
qex�e imamo euklidsko poimaǌe sveta. Me�utim, kao i u ni�im razredima,
kako smo otkrivali nove matematike, tako smo i xirili skupove kojima smo
se bavili, od prostog brojaǌa 1,2,3... , to jest skupa prirodnih brojeva, do
sve ve�ih i kompleksnijih skupova.

Zahtevnija matematika zahtevala je vixe ,,prostora” za rad, pa smo tako
i mi sâmi poqeli da definixemo nove pojmove kako bismo mogli da opixemo
funkcionisaǌe u raznim okolnostima.

Kako se 19. vek pribli�avao kraju, nauqnici, kako matematiqari, tako i
fiziqari, iako upoznati sa silnim generalizacijama euklidskih prostora,
poqiǌali su da se interesuju za nove, apstraktne linearne prostore.

Ovi prostori su bili sastavǉeni od elemenata koji su mogli da se slo-
bodno ukrxtaju sa skalarima - sabiraju i mno�e, bez potrebe da ih defi-
nixemo u ,,geometrijskom” smislu vektora.

Sa druge strane, prelaz na 20. vek znaqio je i veliki osvrt na prostore
nizova, ukǉuquju�i i redove, kao i prostore funkcija.

U ovo vreme, tokom prve decenije 20. veka, dva matematiqara doxla su do
bitnog zakǉuqka tokom prouqavaǌa integralnih jednaqina, otkrivaju�i pro-
store koji su tema ovog rada, xto je utrlo put ka raznim nauqnim otkri�ima.
Req je o saradnicima Hilbertu1 i Xmitu2, qije su opservacije zakǉuqna
tema ovog rada.

Slika 1: David Hilbert

1David Hilbert (1862-1943)
2Erhard Schmidt (1876-1959)

1



2 Normirani prostori
Najpre, definisa�emo sve strukture koje qine temeǉ za izgradǌu ove mo�ne
matematiqke teorije.

2.1 Vektorski prostori
Zapoqnimo sa neqime xto nam je najjasnije, i sa qime smo ve� prethodno bili
upoznati, iako mo�da nismo bili formalno uvedeni u tu teoriju.

2.1.1 Osnovne strukture

Isprva, definisa�emo algebarsku strukturu koju nazivamo poǉem skalara,
koju �emo obele�avati sa K, tako da �e nam ono ujediniti obele�avaǌe poǉa
skalara realnih brojeva R i poǉa skalara kompleksnih brojeva C. Ovakva
struktura nam je poznate aksiomatike, ali �e ipak biti navedene neke bitne
oznake, kao da �emo neutrale - za sabiraǌe 0K i za mno�eǌe 1K, nadaǉe u
zapisu, jednostavno, obele�avati sa 0 i 1, respektivno. Primeri ovakvih
prostora su veoma poznati, mada, radi potpunosti, neki od ǌih �e biti
navedeni: Zp (skup prostih celih brojeva), Q (skup racionalnih brojeva), C
(skup kompleksnih brojeva), itd.

Definicija 2.1.1. Neka je V neprazan skup qije elemente nazivamo vektorima
i K poǉe skalara takvo da je K = (K,+, ·). Algebarsku strukturu:

V = (V, +, ·),

pod uslovom da je (V ,+) Abelova3 grupa, nazivamo vektorskim prostorom V
nad poǉem K ukoliko za binarnu operaciju sabiraǌa ǌegovih elemenata + : V
× V → V i spoǉaxǌu operaciju · : K × V → V va�i:

1◦ α ·K (β · x) = (α ·K β) · x, ∀α, β ∈ K, ∀x ∈ V;

2◦ α ·K (x+ y) = α ·K x+ α ·K y, ∀α ∈ K, ∀x, y ∈ V;

3◦ (α +K β) · x = α · x+K β · x, ∀α, β ∈ K, ∀x ∈ V;

4◦ 1 · x = x, 1 ∈ K, ∀x ∈ V.

Na ovaj naqin, mo�emo definisati vektorski prostor koji je odre�en
ure�enim parom (V,K) tako da unutraxǌa binarna operacija ,,+’’ i spo-
ǉaxǌa binarna operacija ,,·’’ ne moraju striktno predstavǉati sabiraǌe,
tj. mno�eǌe u vidu svoje standardne definicije, ve� to mogu biti bilo
koje operacije koje zadovoǉavaju navedene uslove. Drugim reqima, vektorski
prostor V bi bio potpuno definisan ako je:

(i) V neprazan skup (qije elemente nazivamo vektorima);

(ii) K poǉe (qije elemente nazivamo skalarima);

3Niels Henrik Abel (1802-1829)
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(iii) u skupu V definisana binarna operacija + : V × V → V takva da je
(V ,+) Abelova grupa;

(iv) definisana spoǉaxǌa operacija · : K × V → V takva da va�e taqke (1◦

- 4◦).

Inaqe, kako je ve� prethodno prikazano, uobiqajene oznake skalara su
mala slova grqkog alfabeta (α, β, λ, ξ, ...), a u sluqaju vektora mala slova al-
fabeta (a, b, k, n, ...). Tako�e, radi lakxeg zapisa, u daǉem razmatraǌu oznake
(+K, ·K), bi�e zameǌene sa (+, ·), iako �e se qak i ,,·“ izostavǉati, te �e zapis
α +K β ·K γ biti zameǌen sa α + βγ.

Ukoliko vektorski prostor V uzimamo takav da nam je K ≡ R, ka�emo da
je on realan vektorski prostor, u oznaci V(R). Ako je, pak, K ≡ C, ka�emo
da je on kompleksan vektorski prostor, u oznaci V(C).
Konaqno, kao olakxaǌe pri raqunaǌu sa vektorima, direktno iz definicije
vektorskog prostora, imamo slede�e:

1. 0 · x = o, ∀x ∈ V;

2. ξ0 = 0;

3. ξ 6= 0 ∧ x 6= o⇒ ξx 6= o;

4. (−1)x = −x, ∀x ∈ V;

5. (−ξx) = −(ξx) = ξ(−x), ∀x ∈ V;

6. (ξ − η)x = ξx− ηx, ∀x ∈ V;

7. ξ(x− y) = ξx− ξy, ∀x, y ∈ V,

tako da va�i za sve ξ, η ∈ K, i gde su 0 ∈ K i o ∈ V .

Definicija 2.1.2. Funkcija A : X → Y izme�u dva vektorska prostora nad
istim poǉem skalara K se naziva linearnom ako je

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y), ∀x, y ∈ K, ∀α, β ∈ K.

Qesto, pri sluqaju linearnog preslikavaǌa A : X→ Y izme�u vektorskih
prostora X i Y, umesto A(x) koristi�emo oznaku Ax i umesto izraza line-
arna funkcija, tj. linearno preslikavaǌe, koristi�emo termin linearni
operator. Ukoliko va�i da je Y ≡ K, tada govorimo o linearnom funkcionalu
ili linearnoj funkcioneli f ∗ : X→ Y.

Daǉe, pomo�u ovako definisanih struktura, sa N(A) = ker(A)
def
= {x ∈

X | Ax = 0} �emo obele�avati jezgro linearnog operatora, dok sa druge strane,

R(A)
def
= {Ax | x ∈ X} �e nam predstavǉati drugu bitnu stavku - sliku line-

arnog operatora.
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Definicija 2.1.3. Neka je {x1, x2, ..., xn} proizvoǉan konaqan skup vektora u
vektorskom prostoru X. Sumu

a1x1 + a2x2 + ...+ anxn =
n∑
i=1

aixi, ai ∈ K

zovemo linearnom kombinacijom vektora tog skupa, a elemente ai koefici-
jentima linearne kombinacije.

Definicija 2.1.4. Za konaqan skup vektora {x1, x2, ..., xn} ka�emo da je line-
arno nezavisan ako

n∑
i=1

aixi = 0 =⇒ i = 0, ∀i ∈ {1, 2, ..., n},

to jest ako nijedna linearna kombinacija vektora nije identiqki jednaka nuli,
osim u sluqaju kada su svi koeficijenti nule. Obratno, skup je linearno zavi-
san ukoliko nije linearno nezavisan, tj. ako postoji kolekcija koeficijenata

a1, a2, ..., an koji nisu nula, takva da je
n∑
i=1

aixi = 0.

Definicija 2.1.5. Beskonaqan skup vektora {x1, x2, ...} je linearno neza-
visan ukoliko je svaki konaqan podskup takvog skupa vektora linearno neza-
visan. Ovakav skup je linearno zavisan ako nije linearno nezavisan, tj. ako
postoji konaqan podskup {x1, x2, ..., xk} takav da je on linearno zavisan.

Svakako, treba imati na umu i qiǌenicu da je konaqan skup vektora lin-
earno nezavisan ako i samo ako se jedan od vektora tog skupa mo�e pred-
staviti u obliku linearne kombinacije ostalih vektora istog skupa.

Definicija 2.1.6. Za proizvoǉan neprazan skup A u vektorskom prostoru V,
skup svih mogu�ih konaqnih linearnih kombinacija vektora iz A, odnosno

{x = a1x1 + ...+ anxn | n ∈ N; a1, ... , an ∈ K; x1, ... , xn ∈ A}

naziva se lineal skupa A, i oznaqava sa Lin(A).

Definicija 2.1.7. Linearno nezavisan skup vektora A naziva se Hamelovim4

bazisom vektorskog prostora V ako se lineal Lin(A) skupa A poklapa sa celim
prostorom V, odnosno ako se svaki vektor x ∈ V mo�e prikazati kao linearna
kombinacija vektora skupa A.

Hamel-ov bazis, gore definisan, naziva se jednostavnije baza vektorskog
prostora V. To je ure�en, linearno nezavisan skup vektora iz V koji gene-
rixe V. Kako su pojmovi ekvivalentni, jednako �e biti korix�eni u daǉem
tekstu.

Slede�u teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 2.1.1. Ako je X vektorski prostor, tada za ǌegove dve proizvoǉno
odabrane baze a i b, bile one konaqne ili beskonaqne, va�i da imaju istu kar-
dinalnost.

4Georg Karl Wilhelm Hamel (1877-1954)
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Konaqno, mo�emo definisati posledǌu stavku koja obuhvata kǉuqne de-
love vektorskog prostora.

Definicija 2.1.8. Broj vektora bilo koje baze konaqno dimenzionalnog vek-
torskog prostora V naziva se dimenzija tog vektorskog prostora i oznaqava
sa dim(V).

Vektorski prostor koji ima konaqnu bazu naziva se konaqno dimenzionalni.
Ako je dim(V) = n, prostor se naziva n-dimenzionalni. Dimenzija vektorskog
prostora koji se sastoji samo od nula-vektora je dim({0}) = 0.

2.1.2 Vektorski potprostori

Definicija 2.1.9. Neka je K poǉe skalara i neka je V vektorski prostor nad
K. Ako je W vektorski prostor nad K sa istim operacijama kao i V takav
da predstavǉa neprazan podskup skupa V, tada ka�emo da je W potprostor
vektorskog prostora V.

Kako po definiciji nula-vektor pripada svakom vektorskom prostoru,
tada za proizvoǉan vektorski prostor V, pod uslovom da je V 6= {0}, va�i
da ima bar dva tzv. trivijalna potprostora - ({0},+, ·) i (V,+, ·), dok sve
ǌegove druge potprostore nazivamo pravim potprostorima.

Teorema 2.1.2. Neprazan podskup W ⊆ V odre�uje vektorski potprostor W
vektorskog prostora V nad poǉem skalara K ako i samo ako va�i:

(α · x+ β · y) ∈W, ∀x, y ∈W, ∀α, β ∈ K.

Dokaz. Za prvi smer, kako znamo da je W potprostor vektorskog prostora,
trivijalne su nam taqke (1◦ − 4◦), kao i sve taqke koje ukǉuquju postojaǌe
poǉa skalara, jer pojam potprostora obuhvata isti tip operacija nad istim
skupom elemenata, qime je taj smer ekvivalencije jasan.

Za obrnuti smer dovoǉno je proveriti da li nula-element iz V le�i u
W kako bi i sam inverz svakog elementa iz W le�ao u istom.
Ukoliko je neki element x ∈ W, onda po pretpostavci u W le�i i kombi-
nacija 1 · x + (−1) · x = 0. Iz toga, u istom prostoru le�i i kombinacija
0 · x + (−1) · x = −x, tj. inverz tog elementa, qime je W zaista vektorski
prostor.

Definicija 2.1.10. Ukoliko u vektorskom prostoru (vektorskom potpro-
storu) X postoji n linearno nezavisnih vektora za bilo koji prirodan broj
n, takav se vektorski prostor (vektorski potprostor) naziva beskonaqno
dimenzionalnim.

Primer 2.1.1. Ukoliko posmatramo skup C[a, b] neprekidnih funkcija na seg-
mentu [a, b] takav da se sabiraǌe i mno�eǌe skalarom uvode na slede�i naqin

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (αf)(x) = αf(x), f, g ∈ C[a, b], α ∈ K,

tada C[a, b] postaje beskonaqno dimenzionalni vektorski prostor u kome ulogu
nula-elementa igra funkcija identiqki jednaka nuli.
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Dokaz. Posmatrajmo elemente

x0 = 1, x1 = t, x2 = t2, ... , xn = tn

prostora C[a, b], u pokuxaju dokazivaǌa ǌihove linearne nezavisnosti. Ako

bi neka linearna kombinacija P (t) =
n∑
i=1

ait
i bila jednaka nuli na odseqku [a, b],

tada bismo doxli do zakǉuqka da bi polinom P (t) definisan na upravo ovaj
naqin imao barem (n + 1)-nu nulu na istom odseqku. U bilo kom poǉu, takav
polinom ne mo�e imati vixe od n nula, sem ako nije sâm identiqki jednak
nuli, te dobijamo linearnu nezavisnost monoma ti, i ∈ [0, n], u prostoru C[a, b].

2.2 Uvod u normirane prostore
Slede�a kǉuqna definicija bi�e predstavǉena na skupu kompleksnih bro-
jeva, tj. u sluqaju kada je K ≡ C, iako ona sâma va�i i u sluqaju realnih
brojeva K ≡ R, kada �e, jednostavno, stavka konjugovanih parova biti izosta-
vǉena.

Definicija 2.2.1. Neka je X vektorski prostor nad poǉem skalara K takav
da funkcija

〈·, ·〉 : X×X→ C

za sve x, y, z ∈ X, i sve λ ∈ K ima osobine

1◦ 〈x+ y, z〉 = 〈x+ z〉+ 〈y + z〉;

2◦ 〈x, y〉 = 〈y, x〉;

3◦ 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉;

4◦ 〈x, x〉 ≥ 0;

5◦ 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0.

Preslikavaǌe tim putem definisano nazivamo skalarnim proizvodom, a vek-
torski prostor ovako definisan nazivamo pred-Hilbertovim ili unitarnim
prostorom.

Me�utim, ove osobine nisu jedine va�ne pri definisaǌu skalarnog proizvoda
nekog vektorskog prostora. Slede�e teoreme zaokru�uju osnovu ovako defin-
isanog sistema.

Teorema 2.2.1. (nejednakost Koxi5-Xvarc6-Buǌakovskog7 [KXB]) Neka je (X, 〈·, ·〉)
vektorski prostor na kome je definisan skalarni proizvod. Tada, za sve x, y ∈ X
va�i:

〈x · y〉2 ≤ 〈x · x〉〈y · y〉,

tako da jednakost va�i akko su x i y linearno zavisni.
5Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
6Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
7Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804-1889)
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Dokaz. Prvo, posmatrajmo skalarni proizvod elemenata

〈x+ λy〉 · 〈x+ λy〉 ≥ 0,

za koji va�i da je pozitivan za sve x, y ∈ X, λ ∈ K. Dakle, sre�ivaǌem
dobijamo

〈x · x〉+ 2λ〈x · y〉+ λ2〈y · y〉 ≥ 0,

te, ukoliko posmatramo kvadratnu jednaqinu po λ, taqnije ǌenu diskrimi-
nantu, imamo:

Dλ = 4〈x · y〉2 − 4〈x · x〉〈y · y〉 ≤ 0,

koja mora biti nepozitivna da bi poqetna relacija bila odr�iva, iz qega
direktno sledi dokaz tra�ene nejednakosti.

Teorema 2.2.2. (nejednakost Minkovskog8) Ako je (X, 〈·, ·〉) unitaran prostor,
tada za sve x, y ∈ X va�i:√

〈x+ y〉 · 〈x+ y〉 ≤
√
〈x · y〉+

√
〈x · y〉.

Dokaz. Koriste�i prethodnu teoremu (nejednakost KXB), imamo:

〈x+ y〉 · 〈x+ y〉 = 〈x · x〉+ 2〈x · y〉+ 〈y · y〉
≤ 〈x · x〉+ 2

√
〈x · x〉〈y · y〉+ 〈y · y〉

=
〈√

x · x+√y · y
〉2

odakle, iz qiǌenice da su obe strane nejednakosti pozitivne, korenovaǌem
dolazimo do tra�ene relacije.

Ove dve dokazane qiǌenice omogu�uju da u vektorskom prostoru sa skalar-
nim proizvodom uvedemo definiciju koja nam je jedna od fundamentalnih za
daǉi rad.

Definicija 2.2.2. Neka je X vektorski prostor nad poǉem K. Preslikavaǌe
‖ · ‖ : X→ [0,+∞), takvo da je ‖x‖ =

√
〈x, x〉, x ∈ X, koje ima osobine

1◦ ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0; (nedegenerisanost)

2◦ ‖λx‖ = |λ|‖x‖; (multiplikativnost)

3◦ ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ( subaditivnost / nejednakost trougla)

naziva se normom na vektorskom prostoru X, a prostor X zajedno sa datom
normom zove se normiran vektorski prostor ili kra�e normiran prostor.

Nekada �emo termin norme na nekom vektorskom prostoru X zameniti ter-
minom indukovane norme tog prostora X.

Napomena 2.2.1.

8Hermann Minkowski (1864-1909)
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Osim ukoliko se eksplicitno ne naglasi drugaqije, pod normom Kd se po-
drazumeva tzv. Euklidova norma indukovana gorǌim skalarnim proizvodom,
pritom govore�i o poǉu skalara K.

Pre nego xto nastavimo sa definisaǌem novih pojmova, vredelo bi zas-
tati malo i osmotriti slede�i interesantan primer.

Primer 2.2.1. Skup svih realnih, ograniqenih nizova, qesto poznatiji kao `∞,
je normiran vektorski prostor sa normom

‖(xn)‖∞ = sup {|xn| | n ∈ N} .

Dokaz. Kako apsolutna vrednost predstavǉa preslikavaǌe skupa realnih
brojeva R u R+ ∪ {0}, funkcija ‖ · ‖∞ je uvek pozitivna. Daǉe, ukoliko za
bilo koje (xn) ∈ `∞ va�i da je ‖(xn)∞‖ = 0, tada bi morao i svaki element
niza (xn) da bude identiqki jednak nuli, jer je i supremum, tj. najmaǌa gorǌa
granica skupa {|xn| | n ∈ N} jednaka nuli.

Tako�e, korix�eǌem osnovnih osobina supremuma i apsolutne vrednosti,
mo�emo pokazati da za proizvoǉne nizove (xn), (yn) ∈ `∞ i proizvoǉan kom-
pleksan broj λ ∈ C va�i multiplikativnost:

‖(λxn)‖∞ = sup {|λxn| | n ∈ N}
= sup{|λ| |xn| | n ∈ N}
= |λ| sup{|xn| | n ∈ N}
= |λ| ‖(xn)‖∞ ,

kao i subaditivnost:

‖(xn + yn)‖∞ = sup{|xn + yn| | n ∈ N}
≤ sup{|xn|+ |yn| | n ∈ N}
≤ sup{|xn| | n ∈ N}+ sup{|yn| | n ∈ N}
= ‖(xn)‖∞ + ‖(yn)‖∞ .

Kako norma ‖(xn)‖∞ zadovoǉava sve potrebne kriterijume (1◦ − 3◦), `∞ je
normiran vektorski prostor.

U nastavku, slo�eniji pojmovi bi�e bazirani na nekim definicijama koje
su od kǉuqnog znaqaja za postojaǌe istih. Me�utim, duboko zala�eǌe u
definisaǌe takvih pojmova predstavǉalo bi oxtru digresiju, neznaqajnu za
daǉi tok rada, iako same pojmove moramo objasniti kako bi nastavak bio
pojmǉiv. Dakle, samo grube ivice �emo predstaviti u daǉem toku rada.

Naime, primer predstavǉa slede�a veoma bitna definicija.

Definicija 2.2.3. Neka je X proizvoǉan skup. Funkciju d : X ×X → [0,+∞)
koja zadovoǉava da za sve x, y, z ∈ X va�e slede�e osobine:

1∗ d(x, y) ≥ 0 ;

2∗ d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y ;
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3∗ d(x, y) = d(y, x) , ∀x, y ∈ X ;

4∗ d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) , ∀x, y, z ∈ X (nejednakost trougla);

nazivamo metrikom, a (X, d) metriqkim prostorom na datom skupu X.

Samo obele�avaǌe metriqkog prostora, iz jasno�e o kojoj se metrici d
radi, biva uprox�eno sa ure�enog para na, jednostavno: X. Ukoliko bismo se
podsetili teorije konvergencije u skupu realnih brojeva R, naixli bismo na
qiǌenicu da va�nu ulogu u toj teoriji igra Koxijev princip konvergencije.
Sam pojam takvog niza se mo�e uvesti i u proizvoǉnom metriqkom prostoru,
iako taj princip ne stupa na snagu u svim sluqajevima. Naime,

Definicija 2.2.4. Niz (xn) u metriqkom prostoru X je Koxijev ako za svako
ε > 0 postoji neko n0 ∈ N, takvo da je d(xm, xn) < ε za sve m,n ≥ n0.

Simboliqki, niz (xn) je Koxijev ukoliko:

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ∈ N)(m,n > n0 ⇒ d(xm, xn) < ε).

Ova definicija povlaqi niz stavova:

Stav 2.2.1. Svaki konvergentan niz je Koxijev.

Dokaz. Dovoǉno je da posmatramo skup realnih brojeva R. Neka je (xn)
proizvoǉan Koxijev niz i neka su limn→∞ xn = x, x ∈ R i ε > 0 proizvoǉni.
Tako�e, neka je n0 ∈ N izabrano tako da je d(xn − x) < ε/2 za n > n0. Tada, za
sve m,n > n0, koriste�i navedenu taqku (4∗), va�i:

d(xm − xn) ≤ d(xm − x) + d(xn − x)
< ε/2 + ε/2

= ε ,

qime je niz (xn) zaista Koxijev.

Stav 2.2.2. Svaki Koxijev niz je ograniqen.

Radi kratkosti, qitaocu je prepuxten dokaz ovog stava, sa idejom da se
fiksiraǌem m i pove�avaǌem ε-okoline do zakǉuqka mo�e do�i lako.

Konaqno, dolazimo do slede�e va�ne definicije.

Definicija 2.2.5. Metriqki prostor se naziva kompletnim ukoliko u ǌemu
svaki Koxijev niz konvergira.

Jasno je da nama najbli�a poǉa R i C predstavǉaju osnovne primere kom-
pletnih prostora definisanih u svojoj metrici. Ova definicija bi�e osnov
za teoremu da prostori definisani u slede�em poglavǉu tako�e bivaju kom-
pletni.

Definicija 2.2.6. Kompletan normiran prostor naziva se Banahovim9 pros-
torom.

Ovime �emo zatvoriti ovo poglavǉe, ukǉuquju�i sada mogu�nost da se
definixe pojam kome �e biti posve�eno celo poglavǉe ovog rada.

9Stefan Banach (1892-1945)
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3 `p prostori
U ovom trenutku, pitaǌe koje nam prirodno pada na pamet bi moglo biti:
,,Da li su definicije metriqkog, normiranog i unitarnog prostora ekviva-
lentne?’’ Ili, barem, kako smo dosad definisali, mo�emo primetiti da je:

unitaran prostor ⇒ normiran prostor ⇒ metriqki prostor,

ali da li se mogu ove implikacije obrnuti? Ukratko, ne. Uzmimo za primer
skup A = R \ {0}. Iako ovaj skup zasigurno predstavǉa metriqki prostor sa
veoma poznatom metrikom d(a, b) = |a − b|, za bilo koje a, b ∈ A, iz nedostatka
aditivnog inverza (0 /∈ A), on nije qak ni vektorski prostor, a kamoli normi-
ran, ili pak, unitaran.

Dakle, jox nam je preostalo da vidimo da li normirani prostor impli-
cira unitaran. Ponovo, svakako to nije sluqaj. Kako bismo verifikovali
ovaj iskaz, potrebno je obratiti se istorijski bitnom skupu ve� pomenutih
`p prostora.

3.1 Definicija i osnovne osobine `p prostora
Zapoqnimo jednom veoma bitnom teoremom koja predstavǉa jedan veoma poznat
zakon.

Teorema 3.1.1. (Pravilo paralelograma)Normiran linearni prostor X je uni-
taran ako i samo ako ǌemu dodeǉena norma ‖ · ‖ zadovoǉava jednakost paralel-
ograma:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2,

za sve x, y ∈ X.

Dokaz. Pretpostavimo da je X unitaran vektorski prostor sa normom ‖u‖ =√
〈u, u〉, za sve u ∈ X. Ukoliko va�i x, y ∈ X, tada je

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉+ 〈x− y, x− y〉
= 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉

+ 〈x, x〉+ 〈x,−y〉+ 〈−y, x〉+ 〈−y,−y〉
= 2〈x, x〉+ 2〈y, y〉+ (〈x, y〉 − 〈x, y〉)
= 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

Dakle, norma ‖·‖ zadovoǉava jednakost paralelograma. Doka�imo sada drugu
stranu ekvivalencije. Pretpostavimo da je X normiran vektorski prostor
sa normom koja zadovoǉava jednakost paralelograma. Ako definixemo pre-
slikavaǌe 〈·, ·〉 : X×X→ R tako da va�i:

〈x, y〉 = 1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
,

za sve x, y ∈ X, onda bismo �eleli da poka�emo da je 〈·, ·〉 skalarni proizvod
na X. Isprva, uoqimo da

〈x, x〉 = 1

4
(‖2x‖2 − ‖0‖2),
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za sve x ∈ X.
Daǉe, kako je

〈x, y〉 = 1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
=

1

4

(
‖y + x‖2 − ‖y − x‖2

)
= 〈y, x〉

vidimo da je funkcija 〈·, ·〉 tako�e i simetriqna.
Ukoliko primetimo da za sve x, y, z ∈ X iz jednakosti paralelograma va�i:

‖(y + x) + z‖2 + ‖(y + x)− z‖2 = 2‖y + x‖2 + 2‖z‖2, (1)

kao i
‖(y − x) + z‖2 + ‖(y − x)− z‖2 = 2‖y − x‖2 + 2‖z‖2. (2)

Oduzimaǌem jednaqine (2) od jednaqine (1), vidimo da je:

2
(
‖y + x‖2 − ‖y − x‖2

)
= ‖(y + z) + x‖2 − ‖(y + z)− x‖2

+ ‖(y − z) + x‖2 − ‖(y − z)− x‖2,

xto sre�ivaǌem dovodi do

2〈y, x〉 = 〈y + z, x〉+ 〈y − z, x〉. (3)

Ako je z = y, tada je i 2〈y, x〉 = 〈2y, x〉, jer

〈0, y〉 = 〈x · 0, y〉 ⇒ 1

4
(‖0 + y‖ − ‖0− y‖) = 0.

Xto se tiqe multiplikativnog svojstva, koristi�emo se principom mate-
matiqke indukcije.

Pretpostavimo da postoji neki prirodan broj n, n > 2, takav da za svaki
prirodan broj k, 1 ≤ k ≤ n, va�i:

k〈y, x〉 = 〈ky, x〉.

Tada, kao direktnu posledicu jednaqine (3), imamo:

〈(n+ 1)y, x〉 = 〈ny + y, x〉
= 2〈ny, x〉 − 〈ny − y, x〉
= 2n〈y, x〉 − (n− 1)〈y, x〉
= (n+ 1)〈y, x〉.

Stoga, funkcija 〈·, ·〉 zadovoǉava multiplikativni kriterijum za sve prirodne
brojeve.

Sa druge strane, kako je:

〈−x, y〉 =
1

4

(
‖ − x+ y‖ − ‖ − x− y‖

)
=

1

4

(
‖x− y‖ − ‖x+ y‖

)
= −1 · 〈x, y〉,
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onda funkcija 〈·, ·〉 tako�e zadovoǉava kriterijum i za sav skup celih brojeva.
Pokuxajmo da vidimo xta se dexava za ostatak.

Isprva, doka�imo jednu lemu.

Lema 3.1.1. Neka je X normirani prostor. Funkcija ‖ · ‖ : X → R koja pred-
stavǉa normu takvog normiranog prostora je neprekidna.

Dokaz. Neka je ε > 0 proizvoǉno, i birajmo δ tako da je δ = ε. Odaberimo
sada neku taqku a ∈ X takvu da za bilo koje x ∈ X va�i d(x, a) = ‖x − a‖.
Obrnuta nejednakost trougla nam tada daje:

d
(
‖x‖, ‖a‖

)
=
∣∣∣‖x‖ − ‖a‖∣∣∣ ≤ ‖x− a‖ < ε.

Dakle, norma ‖ · ‖ je neprekidna na X.

Pretpostavimo da je r neki racionalan broj. Tada postoje ceo broj m i
prirodan broj n takvi da je r =

m

n
.

Kako je n
m

n
= m, tada je

m〈x, y〉 = n
m

n
〈x, y〉 =

〈
n
m

n
x, y
〉
= n

〈m
n
x, y
〉
,

xto dovodi do zakǉuqka da je
m

n
〈x, y〉 =

〈m
n
x, y
〉
, to jest, preciznije, do

r〈x, y〉 = 〈rx, y〉.
Daǉe, kako je skup racionalnih brojeva Q gust u skupu realnih brojeva

R, onda za bilo koje a iz R, mo�emo na�i niz (rn) racionalnih brojeva koji
konvergira ka a. Ukoliko uzmemo prozivoǉno ε > 0 i odaberemo N ∈ N tako
da je |an − a| <

ε∣∣〈x, y〉∣∣+ 1
ispuǌeno za sve n > N , onda, kako je kodomen norme

〈·, ·〉 jednak R, prime�ujemo da za bilo koje x, y ∈ X va�i:

d
(
〈anx, y〉, a〈x, y〉

)
=
∣∣∣〈anx, y〉 − a〈x, y〉∣∣∣

=
∣∣∣an〈x, y〉 − a〈x, y〉∣∣∣

= 〈x, y〉|an − a|
< ε.

Tako�e, Lema 2.0.1 implicira da je limn→∞〈anx, y〉 = 〈ax, y〉. Zbog toga, iz
jedinstvenosti graniqne vrednosti, zakǉuqujemo da je i 〈ax, y〉 = a〈x, y〉.

Finalni korak ovoga dokaza bi bila provera distributivnog svojstva.
Ukoliko odaberemo neka tri qlana x, y, z ∈ X i neke u, v ∈ X date sa

u =
x+ z

2
; v =

x− z
2

,

imamo da va�i:

〈x+ z, y〉 = 〈2u, y〉
= 〈u+ v, y〉+ 〈u− v, y〉
= 〈x, y〉+ 〈z, y〉,

gde smo u prvom koraku upotrebili jednaqinu (3).
Konaqno, kako norma 〈·, ·〉 zadovoǉava svih pet potrebnih kriterijuma za-

kǉuqujemo da je X zaista unitaran prostor.
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Kao xto se dâ primetiti, dokaz teoreme je primeǌen i ograniqen na
skupu realnih brojeva. Za one koji su malo vixe zainteresovani, kǌiga
Introduction to Topology and Modern Analysis pod oznakom [9] u literaturi prikazuje
dokaz teoreme paralelograma za skup kompleksnih brojeva. Stoga, ostatak
ovog rada bi�e osloǌen na qiǌenicu da je pravilo paralelograma validno
i za kompleksni normirani vektorski prostor.

Napokon, vreme je i za definisaǌe sâmog `p prostora kao i ǌegovih struk-
tura.

`p prostori predstavǉaju klasu normiranih vektorskih prostora koji su
veoma va�ni u oblasti funkcionalne analize.

Definicija 3.1.1. Za sve p ∈ R, gde je p > 1, `p je skup svih nizova (xn), takvih
da red

∞∑
n=1

|xn|p

konvergira.

Definicija 3.1.2. Standardna norma za `p je data sa

‖(xn)‖p =

(
∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

,

za sve (xn) ∈ `p.

3.2 Primeri i svojstva `p prostora. `2 prostor
Istra�ivaǌe `p prostora zapoqe�emo vrlo konkretnim primerima kada je
p = 1, to jest p = 2. Naime, isprva �emo se baviti prostorima `1 i `2.

Primer 3.2.1. ( `1 prostor )

Ovaj primer �e nam pokazati da neki `p prostori predstavǉaju normirani
vektorski prostor, ali ne i unitaran.

Prvo, lako je primetiti da svojstva apsolutne vrednosti i sumiraǌa
dozvoǉavaju da je norma ‖ · ‖1 nenegativna, kao i nedegenerativna (poxtuje
taqku (1◦)). Sa druge strane, kako bismo pokazali da poxtuje i taqku (2◦),
mo�emo primetiti da za bilo koje λ ∈ C i (xn) ∈ `1 va�i:

‖λxn‖1 =
∞∑
n=1

|λxn| =
∞∑
n=1

|λ| |xn| = |λ|
∞∑
n=1

|xn| = |λ|
∥∥(xn)∥∥1.

Konaqno, taqka (3◦) ide, tako�e, zaista lako, jer iz osobina funkcije apso-
lutne vrednosti imamo:

∥∥(xn + yn)
∥∥
1
=
∞∑
n=1

|xn + yn| ≤
∞∑
n=1

|xn|+
∞∑
n=1

|yn| = ‖(xn)‖1 + ‖(yn)‖1,

qime je dokazano da je `1 normirani vektorski prostor jer zadovoǉava sva 3
kriterijuma.
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Sa druge strane, posmatra�emo kontraprimer za unitaran prostor zadat

sa nizovima (xn) =

(
1

2n−1

)
i (yn) =

(
2

3n−1

)
. Kako su i (xn) i (yn) geometrij-

ski nizovi, veoma prostim raqunom dolazimo do zakǉuqka da je ‖(xn)‖1 =
2, ‖(yn)‖1 = 3,

∥∥(xn − yn)
∥∥
1
= 4

3
, kao i

∥∥(xn + yn)
∥∥
1
= 5. Daǉim kvadriraǌem,

mo�emo primetiti da je

2‖(xn)‖21 + 2‖(yn)‖21 = 22,

xto, ukoliko posmatramo pravilo paralelograma koje nam daje
∥∥(xn+ yn)

∥∥2
1
+∥∥(xn − yn)

∥∥2
1
= 239

9
6= 22 nije odr�ivo, te zakǉuqujemo da `1 nije unitaran

prostor.
Sada je sasvim jasno da pojam prostora u kome je definisan skalarni

proizvod nikako nije ekvivalentan pojmu normiranog prostora, ve� pred-
stavǉa ǌegov specijalan sluqaj.

Me�utim, posmatrajmo sada prostor u kome je p = 2, koji �e se ispostaviti
da je najbitniji od ovih prostora za nax rad.

Primer 3.2.2. (`2 prostor)

Prvo, kako je `2 prostor koji pripada skupu `p prostora, mo�emo pret-
postaviti da je to normiran vektorski prostor, a zatim proveriti jednakost
paralelograma kako bismo dokazali da je on, tako�e, unitaran.

Neka su dati proizvoǉni nizovi (an), (bn) ∈ `2. Tada je:

∥∥(an + bn)
2
2

∥∥+ ∥∥(an − bn)22∥∥ =
∞∑
n=1

∣∣an + bn
∣∣2 + ∞∑

n=1

∣∣an − bn∣∣2
=
∞∑
n=1

(∣∣an + bn
∣∣2 + ∣∣an − bn∣∣2)

=
∞∑
n=1

(
a2n + 2anbn + b2n + a2n − 2anbn + b2n

)
=
∞∑
n=1

(
2a2n + 2b2n

)
= 2

∞∑
n=1

|an|2 + 2
∞∑
n=1

|bn|2

= 2‖an‖22 + 2‖bn‖22 .

Kako norma ‖ · ‖2 zadovoǉava pravilo paralelograma, `2 je, zaista, unitaran
vektorski prostor.

Interesantan podatak je da je sâm pojam `p prostora nastao ni od koga
drugog ve� od sâmog Hilberta, pa kako je on umeo da govori o tim prostorima
tokom svojih predavaǌa, iz toga da bax `2 prostor ,,odudara od svojih vr-
xǌaka’’, ǌegovi uqenici su qesto ǌega nazivali Hilbertovim prostorom, od
koga je kasnije i nastala kovanica za temu ovog rada.

Posledǌi primer koji navodimo tako�e, u neku ruku, predstavǉa speci-
jalan sluqaj ovih prostora, tj. kada je p = +∞.
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Primer 3.2.3. `∞ prostor

Kao xto je ve� bilo vi�eno u Primeru 2.2.1, ovaj prostor definixemo
kao normiran prostor kod koga ulogu norme igra funkcija:

‖(xn)‖∞ = sup{|xn| | n ∈ N}.

Sasvim je lako videti da je konvergencija u `∞ ista kao i ravnomerna kon-
vergencija u skupu prirodnih brojeva N, te je i sâm `∞ prostor kompletan.
Va�no je napomenuti da `∞ ima dva sasvim prirodna, zatvorena potprostora
c i c0, o kojima �e biti reqi u slede�em poglavǉu.

Vreme je da se pozabavimo svojstvima ovih prostora. Isprva, pokaza�emo
da teorema koju smo ranije dokazali (Teorema 2.2.2), poznatija kao nejed-
nakost Minkovskog, predstavǉa fundamentalnu osobinu svih `p prostora.
Me�utim, kako bismo dokazali ovu nejednakost, definiximo prvo par sit-
nica.

Definicija 3.2.1. Funkcija f : R+ → R je konkavna ukoliko zadovoǉava ne-
jednakost:

λf(x) + (1− λ)f(y) ≤ f (λx+ (1− λy)) ,

za sve x, y ∈ R+ i sve λ ∈ [0, 1].

Sa druge strane, za dokaz potrebna nam je i

Lema 3.2.1. Neka je g(x) : R+ → R konkavna funkcija. Ako za funkciju f : R2
+ →

R va�i da je

f(x, y) = y g

(
x

y

)
,

tada je nejednakost
n∑
i=1

f(xi, yi) ≤ f

(
n∑
i=1

xi,
n∑
i=1

yi

)
taqna za sve pozitivne realne brojeve x1, x2, ... , xn i y1, y2, ... , yn.

Dokaz. Za dokaz ove leme koristi�emo se indukcijom. Neka je λ =
y1

y1 + y2
.

Tada, iz toga da je f konkavna, za bazu indukcije imamo:

f(x1, y1) = y1 g

(
x1
y1

)
+ y2 g

(
x2
y2

)
= (y1 + y2)

[
y1

y1 + y2
g

(
x1
y1

)
+

y2
y1 + y2

g

(
x2
y2

)]
= (y1 + y2)

[
λg

(
x1
y1

)
+ (1− λ)g

(
x2
y2

)]
≤ (y1 + y2)g

[
x1y1

(y1 + y2)y1
+

y2x2
(y1 + y2)y2

]
= (y1 + y2) g

(
x1 + x2
y1 + y2

)
= f(x1 + x2, y1 + y2),
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jer je 1− λ =
y2

y1 + y2
.

Kao indukcionu hipotezu, pretpostavimo da nejednakost

k∑
i=1

f(xi, yi) ≤ f

(
k∑
i=1

xi,

k∑
i=1

yi

)

va�i za sve prirodne brojeve k maǌe od nekog prirodnog broja n.
Tada je:

n∑
i=1

f(xi, yi) = f(xn, yn) +
n−1∑
i=1

f(xi, yi)

≤ f(xn, yn) + f

(
n−1∑
i=1

xi,

n−1∑
i=1

yi

)

≤ f

(
xn +

n−1∑
i=1

xi, yn +
n−1∑
i=1

yi

)

= f

(
n∑
i=1

xi,
n∑
i=1

yi

)
,

xto je i trebalo dokazati.

Sada smo napokon spremni i da doka�emo tra�enu teoremu.

Teorema 3.2.1. (nejednakost Minkovskog za nizove) Za svako p ≥ 1 i sve realne,
odnosno kompleksne nizove (xn) i (yn) va�i(

∞∑
k=1

|xk + yk|p
) 1

p

≤

(
∞∑
k=1

|xk|p
) 1

p

+

(
∞∑
k=1

|yk|p
) 1

p

.

Dokaz. Za dokazivaǌe ove nejednakosti posmatra�emo tri sluqaja:

1◦ nizovi (xn) i (yn) sadr�e samo pozitivne qlanove

U ovom sluqaju, definiximo pomo�ne nizove (uk) i (vk) sa

uk = xpk ; vk = ypk ,

za sve k ∈ N.
Uzmimo sada u obzir funkciju datu sa g(u) = (1 + u1/p)p. Kako je drugi
izvod ove funkcije negativan g

′′
(u) < 0, znamo da je takva funkcija

konkavna.

Sa druge strane, definiximo novu funkciju f : R2
+ → R tako da je

f(u, v) = v g
(u
v

)
, xto malim algebarskim sre�ivaǌem daje f(u, v) =

(u1/p, v1/p)p.

Tada, ako iskoristimo prethodno dokazanu Lemu 3.2.1, znamo da je
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n∑
k=1

(
u
1/p
k + v

1/p
k

)
≤

( n∑
k=1

uk

) 1
p

+

(
n∑
k=1

vk

) 1
p

p . (4)

Ukoliko izvuqemo p-ti koren iz nejednakosti (4) uz ubacivaǌe nizova
(xn) i (yn) umesto pomo�nih dobijamo:[

n∑
k=1

(xk + yk)
p

] 1
p

≤

(
n∑
k=1

xpk

) 1
p

+

(
n∑
k=1

ypk

) 1
p

. (5)

Daǉe, kako su nizovi (xn) i (yn) strogo pozitivni i kako nejednakost
(5) va�i za sve n ∈ N, sâma nejednakost (5) predstavǉa nejednakost
Minkovskog za sluqaj 1◦:(

∞∑
k=1

|xk + yk|p
) 1

p

≤

(
∞∑
k=1

|xk|p
) 1

p

+

(
∞∑
k=1

|yk|p
) 1

p

. (6)

2◦ qlanovi nizova (xn) i (yn) su razliqiti od nule

Iz nejednakosti trougla direktno imamo da za sve k ∈ N va�i da je
|xk + yk| ≤ ||xk|+ |yk|| . Odavde sledi da je onda i |xk + yk|p ≤ ||xk|+ |yk||p,
pa je lako zakǉuqiti da je tada(

∞∑
k=1

|xk + yk|p
) 1

p

≤

(
∞∑
k=1

||xk|+ |yk||p
) 1

p

.

Sa druge strane, iz nejednakosti (5) istim tokom razmixǉaǌa imamo da
je (

∞∑
k=1

||xk|+ |yk||p
) 1

p

≤

(
∞∑
k=1

|xk|p
) 1

p

+

(
∞∑
k=1

|yk|p
) 1

p

,

iz qega vidimo da je i u ovom sluqaju zaista zadovoǉena nejednakost
Minkovskog. (

∞∑
k=1

|xk + yk|p
) 1

p

≤

(
∞∑
k=1

|xk|p
) 1

p

+

(
∞∑
k=1

|yk|p
) 1

p

. (7)

3◦ nizovi (xk) i (yk) sadr�e i nule

Za dokaz ovog dela, potrebno nam je da konstruixemo nove nizove (xk,m)
i (yk,m) takve da su:

xk,m =

{
xk , xk 6= 0;
1
km
, xk = 0,

yk,m =

{
yk , yk 6= 0;
1
km
, yk = 0.
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Prvo xto mo�emo primetiti je da kako je 1
k
∈ `p za sve p > 1, tada su i

nizovi (xk,m), (yk,m) ∈ `p. Daǉe, posmatrajmo nizove αm i βm zadate sa:

(αm) =

( ∞∑
k=1

|xk,m+yk,m|p
) 1

p


i

(βm) =

( ∞∑
k=1

|xk,m|p
) 1

p

+

(
∞∑
k=1

|yk,m|p
) 1

p

 .

Nejednakost (7) nam daje zakǉuqak da za sve m ∈ N je αm ≤ βm. Stoga je
i

lim
m→∞

αm ≤ lim
m→∞

βm.

Za ovako izabrane nizove, znamo da tako�e va�i

lim
m→∞

αm =

(
∞∑
k=1

|xk + yk|p
) 1

p

i

lim
m→∞

βm =

(
∞∑
k=1

|xk|p
) 1

p

+

(
∞∑
k=1

|yk|p
) 1

p

,

iz qega konaqno zakǉuqujemo da nejednakost Minkovskog va�i za bilo
koje nizove (xk), (yk) ∈ `p.

Ova nejednakost nam omogu�ava da zaista olako razreximo problem dokazi-
vaǌa postojaǌa `p norme, jer nam Minkovski govori da norma ‖ · ‖p zadovo-
ǉava nejednakost trougla. Xto se tiqe nenegativnosti i nedegenerisanosti
(taqke (1◦), (2◦)), svojstva apsolutne vrednosti nam garantuju taqnost obeju
taqaka. Dakle, jedino je potrebno dokazati multplikativna svojstva normi,
xto, tako�e, ide dosta lako.

Ukoliko odaberemo neko λ ∈ C i neki niz (xn) ∈ `p, tada je:

‖(λxn)‖p =

(
∞∑
n=1

|λxn|p
) 1

p

=

(
∞∑
n=1

|λ|p|xn|p
) 1

p

=

(
|λ|p

∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

= |λ|

(
∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

= |λ| ‖(xn)‖p ,

18



xto predstavǉa dovoǉan uslov za zakǉuqak da su svi `p prostori, zaista,
normirani vektorski prostori.

Dakle, doxli smo do zakǉuqka da svi `p prostori dele zajedniqku osobi-
nu - postojaǌe norme. Me�utim, to ne znaqi da svi imaju i iste osobine.
Naprotiv, kao xto je bilo ve� izreqeno u anegdoti, jedan poseban sluqaj
se istiqe - `2. Naime, `2 je jedini `p prostor koji je unitaran. Ovu pojavu
opisuje slede�a teorema.

Teorema 3.2.2. Ako je p realan broj ve�i od 1, tada je `p unitaran vektorski
prostor ako i samo ako je p = 2.

Dokaz. Iz Primera 3.2.2. u kome je opisan `2 prostor, znamo da je on uni-
taran. Dakle, ostalo je jox pokazati da je p = 2 jedina vrednost broja p za
koje je `p unitaran prostor. Posmatrajmo slede�e nizove:

(xn) = {1, 0, 0, 0, ... , 0, 0, ...} (yn) = {0, 1, 0, 0, ... , 0, 0, ...}.

Prime�ujemo da se ovi nizovi sastoje od jedne jedinice i ostalih nula, ras-
pore�enih na prikazan naqin.

Mo�emo zakǉuqiti slede�e: oba niza (xn) i (yn) pripadaju skupu `p, i

za ǌih va�i da je
∞∑
n=1

|xn|p =
∞∑
n=1

|yn|p = 1 za svako p. Odatle, putem pravila

paralelograma, imamo da je:

2

(
∞∑
n=1

|xn|p
) 2

p

+ 2

(
∞∑
n=1

|yn|p
) 2

p

=

(
∞∑
n=1

|xn + yn|p
) 2

p

+

(
∞∑
n=1

|xn − yn|p
) 2

p

2 · 1
2
p + 2 · 1

2
p = 2

2
p + 2

2
p

2 = 2
2
p

Kako je 2 = 22/p samo kada je p = 2, dolazimo do tra�enog zakǉuqka, te je
`2 zaista jedini `p prostor koji je unitaran.

Kao xto se dâ primetiti, `p prostori mogu biti veoma zanimǉivi, te
i ǌihova svojstva mogu biti takva. Do sada smo naveli ve�inu za ovaj rad
bitnih taqaka, a zatvori�emo ovo poglavǉe teoremom o kompletnosti, za koju
�e dokaz, iako veoma interesantan, biti zadr�an radi kratkosti.

Teorema 3.2.3. Svi `p prostori su kompletni.

Na kraju ovog poglavǉa shvatili smo pojam i poentu definisaǌa `p pros-
tora, kao i qiǌenicu da nisu svi normirani i unitarni prostori kompletni
u odnosu na metriku indukovanu normom. �eǉa da razlikujemo one koji su
kompletni od onih koji nisu predstavǉa motivaciju iza definicija Bana-
hovih i Hilbertovih prostora.
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4 Banahovi prostori
U oblastima savremene matematike, konkretno funkcionalne analize, normi-
rani prostori kompletni u odnosu na svoju normu su od velikog znaqaja. U
prvoj glavi definisali smo Banahove prostore upravo kao one normirane
prostore koji su kompletni u metrici indukovanoj normom.

Sâm naziv, Banahovi prostori su dobili po poǉskom matematiqaru koji
je uveo i izvrxio sistematiqnu studiju nad ǌima u periodu od 1920-1922.
godine zajedno sa Hanom10 i Helijem11.

4.1 Osnove Banahovih prostora
Kao xto je i poznato, bavili smo se kompletnox�u normiranih prostora u
drugom poglavǉu. Kako nam je to veoma bitna qiǌenica, obrati�emo pa�ǌu
na jedan vid karakterizacije kompletnosti u normiranim prostorima. Sâma
struktura vektorskog prostora nam dozvoǉava da pravimo relaciju izme�u
ponaxaǌa Koxijevih nizova i konvergentnih redova vektora. Naime, prvo
�emo posmatrati nexto xto nam je ve� pomalo poznato.

Definicija 4.1.1. Za vektorski red
∞∑
n=1

xn u Banahovom prostoru X ka�emo

da konvergira ako i niz ǌegovih parcijalnih suma
n∑
k=1

xk tako�e konvergira.

Sumom takvog reda nazivamo graniqnu vrednost ǌegovih parcijalnih suma u
oznaci

∞∑
n=1

xn
def
= lim

n→∞

n∑
k=1

xk .

Ukoliko pritom va�i da red
∞∑
n=1

‖xn‖ konvergira, tada ka�emo da je red
apsolutno konvergentan.

Sada mo�emo povezati ovo sa slede�om lemom, koja nam koristi za dokazi-
vaǌe bitne nejednakosti koja va�i za ove prostore.

Lema 4.1.1. Normiran prostor X je kompletan, tj. Banahov ako i samo ako
svi ǌegovi apsolutno konvergentni redovi kovergiraju.

Dokaz. Bavi�emo se samo desnim smerom implikacije, jer je on dosta in-
teresantniji, a zainteresovani qitaoci mogu probati i da doka�u suprotan
smer.

Pretpostavimo da svaki apsolutno konvergentan red konvergira u X. Za-
tim, neka je (xn), n ∈ N Koxijev niz. Kako bismo pokazali da je X kompletan,
potrebno je dokazati da niz (xn) konvergira.

Za svako k ≥ 1 mo�emo na�i nk takvo da je

‖xn − xn′‖ ≤ 2−k

za sve n, n′ ≥ nk.

10Hans Hahn (1879-1934)
11Eduard Helly (1884-1943)
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Daǉe, ukoliko definixemo niz yk tako da je poqetni qlan dat sa

y1 = xn1 ,

a ostali qlanovi sa
yk = xnk

− xnk−1

za k ≥ 2, onda imamo da je
‖yk‖ ≤ 2−k,

i to tako da je red
∞∑
k=1

yk apsolutno konvergentan, te i konvergentan po naxoj

pretpostavci.
Tako�e, imamo da su naxe parcijalne sume

sk =
k∑
i=1

yi

jednake odgovaraju�im elementima reda xnk
. Kako red

∞∑
k=1

yk konvergira, znamo

da
sk → s

kada k →∞. Dakle, tada i xnk
→ s kada k →∞.

Na ovaj naqin, doxli smo do zakǉuqka da podniz originalnog Koxijevog
niza (xn)n∈N konvergira.

Sada je sasvim lako pokazati da onda i originalan niz konvergira, jer
za proizvoǉno ε > 0 mo�emo na�i neko n0 takvo da je

‖xn − xn′‖ ≤ ε/2

za sve n, n′ ≥ n0, i mo�emo na�i k takvo da za nk ≥ n0 va�i

‖xnk
− s‖ ≤ ε/2.

Sada je sasvim jasno da, iz ovih dveju nejednakosti, koriste�i se istim
tokom razmixǉaǌa kao i pri dokazivaǌu Stava 2.2.1, imamo da za sve n ≥ n0

zaista va�i tra�eno tvr�eǌe.

Sada smo spremni i da prika�emo jedan stav koji obele�ava osnov Bana-
hovih prostora.

Stav 4.1.1. (Osnovna nejednakost Banahovih prostora) Ako je X Banahov pro-

stor, tada za svaki apsolutno konvergentan red
∞∑
n=1

xn u ǌemu va�i

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=1

‖xn‖. (8)
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Dokaz. Dokaz osnovne nejednakosti (8) ide veoma lako, jer ukoliko iskori-
stimo sposobnost neprekidnosti normi, imamo:∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ limn→∞

n∑
k=1

xk

∥∥∥∥∥
= lim

n→∞

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

xk

∥∥∥∥∥
≤ lim

n→∞

n∑
k=1

‖xk‖

=
∞∑
n=1

‖xn‖.

4.2 Klasiqni Banahovi prostori
Istorijski, ovi prostori, grubo reqeno, predstavǉaju prostore koji su bili
poznati Banahu. Ako je sluxati Distela12, me�utim, klasiqni Banahovi
prostori su oni definisani u kǌizi ,,Linearni operatori”, obele�enoj sa
[5] u literaturi.

Sada mo�emo pre�i na primere ovakvih prostora.

Primer 4.2.1. Kn prostor

Prvo, dosad nam je poznato da poǉe skalara K predstavǉa jedan normiran
prostor. Norma tog prostora je definisana sa

‖x‖ def
= |x|,

ukoliko priqamo o nekom realnom broju x ∈ R, a sa

‖z‖ def
= |z|,

ako je req o nekom kompleksnom broju z ∈ C. Sada je sasvim jasno da ovim
naqinom zadate norme predstavǉaju metriku kojom smo se ve� prethodno bav-
ili, te je, zapravo, poǉe skalara najjednostavniji primer Banahovog pro-
stora.

Primer 4.2.2. Lp prostori

Ovi prostori predstavǉaju jedan veoma bitan pojam za razvoj funkcionalne
analize. Me�utim, kako su bitni, tako su i veoma opxirni, te u ovome radu
ne�e biti duboko objaxǌavani, nego �emo samo dati neke osnovne osobine.

Lp prostori, poznati i kao Lebegeovi13 prostori, formiraju veoma bitnu
klasu u funkcionalnoj analizi kao i u topoloxkim vektorskim prostorima.

12Joseph Diestel u svom delu ,,Redovi i nizovi u Banahovim prostorima” (Sequences and
series in Banach spaces, 1984) govori o klasiqnim prostorima i kako su oni dobili naziv.

13Henri Lebesgue (1875-1941)
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Ovi prostori se mogu definisati kao prostori funkcija qiji je p-ti stepen
apsolutne vrednosti Lebege-integrabilan, ili ako je p ∈ [1,+∞], za fiksiran
normom kompleksan merǉiv prostor (S, σ, µ), norma tih prostora je zadata sa

‖f‖p =
(∫

S

|f |pdµ
) 1

p

< +∞.

Napomenu�emo jednu bitnu teoremu koja odre�uje ovaj prostor i upotpuǌuje
ovu glavu, qiji dokaz izostavǉamo.

Teorema 4.2.1. (Ris14-Fixera15) Lp je Banahov prostor za svako 1 ≤ p < +∞.

Primer 4.2.3. `p prostori

Ovim prostorima, kao xto je i poznato, bilo je posve�eno celo tre�e
poglavǉe, ali nama je interesantno slede�e: za sve 1 ≤ p ≤ +∞, `p prostori
predstavǉaju samo specijalan sluqaj prethodno navedenih Lp prostora, te
su svi oblici `p prostora kompletni, tj. predstavǉaju primer Banahovih
prostora.

Primer 4.2.4. c i c0 prostori

Dok c predstavǉa prostor svih nizova koji konvergiraju, c0 predstavǉa
prostor svih nizova x = (xn)n∈N, tako da

an → 0, n→∞,

tj. prostor svih nizova koji konvergiraju ka nuli. Oboma je norma zadata
sa:

‖x‖∞ = sup |an|.
Nije texko zakǉuqiti da oba ova prostora predstavǉaju Banahove, jer znamo
da je:

`1 ⊂ `p ⊂ `q ⊂ c0 ⊂ c ⊂ `∞,

za bilo koje 1 < p < q < +∞. Povrh toga, qak i izme�u normi va�e nejed-
nakosti:

‖x‖1 ≥ ‖x‖p ≥ ‖x‖q ≥ ‖x‖∞.
Dakle, i ovi prostori su, zaista, Banahovi.

4.3 Ograniqeni operatori Banahovih prostora. Duali
Jedan od bitnih pojmova pri definisaǌu Banahovih prostora jesu ograniqeni
operatori na ǌima. Naime,

Definicija 4.3.1. Neka su X i Y normirani vektorski prostori. Linearno
preslikavaǌe T : X → Y ka�emo da je ograniqeno ako postoji neko M ≥ 0
takvo da je

‖Tx‖Y ≤M‖x‖X,
za sve x ∈ X. Najmaǌe takvo M nazivamo operatorskom normom funkcije T , u
oznaci ‖T‖.

14Frigyes Riesz (1880-1956)
15Ernst Fischer (1857-1959)
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Sve dok smo sigurni da nam je x razliqito od nule, norma ‖T‖ mo�e tako�e
biti prikazana i kao

‖T‖ = sup
x6=0

‖Tx‖
‖x‖

,

ili pak kao
‖T‖ = sup

x≤1
‖Tx‖.

Skup svih ograniqenih linearnih operatora iz X u Y oznaqavamo sa L(X,Y).

Stav 4.3.1. Skup L(X,Y) pod operatorskom normom qini normiran vektorski
prostor.

Dokaz. Moramo videti ako su T1 i T2 ograniqeni operatori, da li su time
takvi T1 + T2 i λT1. Ovo nije texko, jer nam je ve� poznato da je:

‖T1 + T2‖ ≤ ‖T1‖+ ‖T2‖

i
‖λT1‖ = |λ|‖T1‖.

Uzmimo za primer prvu od ova dva za dokazati. Znamo da je:

‖(T1 + T2)x‖ = ‖T1x+ T2x‖
≤ ‖T1x‖+ ‖T2x‖
≤ ‖T1‖‖x‖+ ‖T2‖‖x‖
= (‖T1‖+ ‖T2‖) ‖x‖.

A kako znamo iz definicije norme da je ‖T‖ = 0 ako i samo ako je T = 0, dokaz
je ovime zavrxen.

Do sada, jox uvek nismo pretpostavǉali da je ijedan od prostora X i Y
kompletan. Slede�i stav to opisuje.

Stav 4.3.2. Ako je Y kompletan prostor, tada je i normiran prostor L(X,Y)
sa operatorskom normom tako�e kompletan, to jest L(X,Y) je tada Banahov
prostor.

Dokaz. Pretpostavimo da je Y Banahov prostor i neka je Tn, n ∈ N, Koxijev
niz u prostoru L(X,Y). Tada znamo da za sve ε > 0 mo�emo na�i neko n0 takvo
da je

‖Tn − Tm‖ ≤ ε,

za sve n,m ≤ n0. Pokuxajmo da poka�emo da Tn konvergira ka nekom T ∈
L(X,Y) pod operatorskom normom. Za svako fiksirano x ∈ X, mo�emo uzeti
u obzir niz Tnx. Svaki takav niz je, ustvari, Koxijev u Y, jer je

‖Tnx− Tmx‖ ≤ ε‖x‖, (9)

za sve n,m ≥ n0. Dakle, za svako x ∈ X postoji jedinstveno δ u Y takvo da

Tn → δ.
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Onda, ako definixemo T : X → Y sa Tx = δ, uz izostavǉaǌe dokaza da je
T linearno preslikavaǌe, ostaje da proverimo da li je T ograniqeno. Ako
posmatramo graniqnu vrednost kada n→∞ nejednaqine (9), tada dobijamo da
je

‖Tx− Tmx‖ ≤ ε‖x‖ (10)

za m ≤ n0. Zatim, koriste�i se nejednakox�u trougla, dolazimo do

‖Tx‖ ≤ ‖Tm‖‖x‖+ ε‖x‖.

Na ovaj naqin, dokazali smo da je T ograniqeno sa ‖T‖ ≤ ‖Tm‖ + ε, za bilo
koje m ≤ n0. Nejednakost (10) nam tako�e pokazuje da ‖T − Tm‖ ≤ ε za m ≥ n0,
pa Tm → T pod operatorskom normom kada m→∞.

Definicija 4.3.2. Ako su T i S uzajamno inverzne funkcije T : X → Y i S :
Y → X, tada ka�emo da su Banahovi prostori X i Y ekvivalentni. Ukoliko
pritom T (a sa time i S) odr�ava normu tako da je ‖x‖ = ‖Tx‖, tada ka�emo
da su X i Y izometrijski izomorfni.

Xto se tiqe dualnih prostora, to jest duala u Banahovim prostorima,
da�emo samo konkretne primere bez dokaza. Ako je normiran prostor X nad
poǉem skalara K, mo�emo posmatrati prostor L(X,K). Po prethodno navede-
nom Stavu 4.3.2, ovo je Banahov prostor, koji nazivamo dualom u obele�ju
X∗. Kao xto je i reqeno, bez dokaza, evo primera nekih od tih prostora.

1◦ Dualni prostor c0 je izometrijski izomorfan prostoru `1, gde je izomor-
fizam dat na slede�i naqin. Za a = (an) ∈ `1, definixemo element α ∈ c0

∗

sa
α(b) =

∑
n

anbn.

2◦ Dualni prostor `1 je izometrijski izomorfan prostoru `∞.

3◦ Dualni prostor `p za 1 < p < ∞ izometrijski je izomorfan prostoru `q,
gde q zadovoǉava jednakost

1

p
+

1

q
= 1.

Specijalno, `2 je sam svoj dual.

Vreme je i da se napokon bacimo u prostore koji zaokru�uju ovaj rad -
Hilbertove prostore.
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5 Hilbertovi prostori
Sve definicije i teoreme prethodnih poglavǉa kulminira�e u ovom stadi-
jumu. Sada je sasvim lako definisati sve pojmove ovog poglavǉa, zato xto
sa name�u kao prirodna nadogradǌa na ve� navedenu teoriju.

5.1 Pojam i osnove Hilbertovih prostora
Zapoqe�emo jednom jasnom definicijom.

Definicija 5.1.1. Svaki Banahov prostor qija je norma indukovana nekim
skalarnim proizvodom tog prostora nazivamo Hilbertovim prostorom.

Posmatrajmo xta ovo predstavǉa na konkretnim primerima.

Primer 5.1.1. Svaki Rk prostor je konaqnodimenzionalni Hilbertov prostor.

Dokaz. Kako bismo pokazali da je ovo taqno, dovoǉno je dokazati komplet-
nost prostora R, to jest pokuxajmo da poka�emo da je svaki Koxijev niz u R
konvergentan. Za to, navedimo prvo jednu teoremu, za koju dokaz izostavǉamo.

Teorema 5.1.1. (Bolcano16-Vajerxtras17 o nizovima) Svaki ograniqen niz re-
alnih brojeva ima bar jednu taqku nagomilavaǌa u R. Svaki niz realnih brojeva
ima bar jednu taqku nagomilavaǌa u R.

Sada, neka je (an) proizvoǉan Koxijev niz u R. Na osnovu svojsta ograni-
qenosti Koxijevog niza (Stav 2.2.2) i prethodno navedene Bolcano-Vajer-
xtrasove teoreme, znamo da postoji podniz (ank

) tog niza koji je konvergentan.
Proverimo xta se dexava sa Koxijevim nizovima kovergentnih podnizova.
Neka je ε > 0 proizvoǉno i n0 ∈ N takvo da je |am − an| < ε/2 za m,n > n0.

Tako�e, neka podniz (ank
) niza (an) ima konaqan limes a.

Tada, ukoliko izaberemo k ∈ N tako da je |ank
− a| < ε/2 i nk > n0, znamo da

za sve n > n0 va�i:

|an − a| ≤ |an − ank
|+ |ank

− a| < ε/2 + ε/2 = ε.

Dakle, i sâm niz (an) je onda konvergentan, te je nax dokaz time zavrxen.

Primer 5.1.2.

Prostor `2 kvadratno sumabilnih kompleksnih nizova (zn), n ∈ (1,+∞) za
koje je

∞∑
n=1

|zn|2 < +∞

predstavǉa Hilbertov prostor zadat sa skalarnim proizvodom

〈(zn), (wn)〉
def
=

∞∑
n=1

znwn.

16Bernhard Bolzano (1781-1848)
17Karl Weierstrass (1815-1897)
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Dokaz. Dokaz ovoga ide trivijalno, jer, saglasno Teoremi 3.2.3, `p je kom-
pletan za sve p ∈ [1,+∞].

Primer 5.1.3.

Za svaki prostor sa merom (σ, µ) po teoremi Ris-Fixera prostor L2(σ, µ)
kvadratno integrabilnih funkcija postaje Hilbertov pri uvo�eǌu skalarnog
proizvoda sa

〈f, g〉 def=
∫
σ

fgdµ,

za sve f, g ∈ L2(σ, µ).

Primetili smo da kako bi postojala, norma Hilbertovog prostora mora
zadovoǉavati pravilo paralelograma, te slede�a teorema bax karakterixe
Banahove prostore koji su ujedno i Hilbertovi.

Teorema 5.1.2. ( �ordan18-fon Nojmana19) Za kompleksan normiran prostor X
u kome va�i pravilo paralelograma skalarni proizvod koji indukuje normu tog
prostora zadat je izrazom

〈f, g〉 def= 1

4

3∑
k=0

ik‖f + ikg‖2.

Dokaz ove teoreme izostavǉamo, daju�i ideju qitaocima da primeǌuju�i
pravilo paralelograma za kompleksne vektorske prostore, uz par trikova i
sliqnih ideja korix�enih u dokazivaǌu Teoreme 3.1.1, mo�e se sti�i do
�eǉenog rezultata.

5.2 Ortogonalnost u Hilbertovim prostorima
5.2.1 Ortogonalnost

Od sada, pa nadaǉe, oznaku H rezervisa�emo, i koristiti, iskǉuqivo za
oznaqavaǌe Hilbertovih prostora. Ukoliko posmatramo nejednakost KXB
izme�u proizvoǉnih nenula vektora f = (x1, y1, z1) i g = (x2, y2, z2) u prostoru
R3, mo�emo primetiti da va�i:∣∣∣∣ 〈f, g〉‖f‖‖g‖

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣x1x2 + y1y2 + z1z2√

x21 + y21 + z21

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

Ustvari, povezuju�i dobijen rezultat sa osnovnom strukturom skalarnog
proizvoda u euklidskoj geometriji, pokazuje se da prikazana veliqina upravo
predstavǉa kosinus ugla koji grade vektori f i g, qime x1x2 + y1y2 + z1z2 = 0
predstavǉa uslov ǌihove normalnosti, odnosno ortogonalnosti. Ukoliko
posmatramo proizvoǉan Hilbertov prostor H, ortogonalost na ǌemu defin-
ixemo na slede�i naqin.

18Pascual Jordan (1902-1980)
19Johann von Neumann (1903-1957)
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Definicija 5.2.1. Za vektore f, g ∈ H ka�emo da su ortogonalni, sa oznakom
f⊥g, ako va�i da je 〈f, g〉 = 0.

Dva skupa F,G ⊂ H su ortogonalni, u oznaci F⊥G, ako za sve f ∈ F i sve
g ∈ G va�i f⊥g.

Definicija 5.2.2. Za skupove F,G ⊂ H sa G⊥ oznaqavamo skup svih f ∈ H koji
su ortogonalni na G i nazivamo ortogonalnom dopunom ili ortokomplemen-
tom od G.

Prime�ujemo da, iz specifiqnosti skalarnog proizvoda na Hilbertovim
prostorima, ne mo�emo uvesti ortogonalnost u Banahovim na isti naqin.
Dakle, postavǉa se pitaǌe postoji li analogon u ovim prostorima. Jedna
od najpoznatijih definicija bazira se na slede�oj lemi.

Lema 5.2.1. Vektori f i g iz Hilbertovog prostora H su me�usobno ortogo-
nalni ako i samo ako je

‖f + λg‖ ≥ ‖f‖,

za sve kompleksne skalare λ ∈ C.

Dokaz. Dokaz ovoga ne ide texko, xtavixe, direktno iz definicije norme
imamo da kada je f⊥g, tada za sve λ ∈ C je

‖f + λg‖ =
√
‖f‖2 + |λ|2‖g‖2 ≥ ‖f‖.

Kada je g = 0, jasno je da va�i i obrnut smer ekvivalencije. Ako je, pak,
g 6= 0, za λ = − 〈f,g〉〈g,g〉 imamo

‖f‖2 ≤ ‖f + λg‖2

≤
∥∥∥∥f − 〈f, g〉〈g, g〉

g

∥∥∥∥2
≤ ‖f‖2 − 2Re

〈
f,
〈f, g〉
〈g, 〉g

g

〉
+

∥∥∥∥〈f, g〉〈g, g〉

∥∥∥∥2
≤ ‖f‖2 −

∥∥∥∥〈f, g〉〈g, g〉

∥∥∥∥2 ,
odakle zakǉuqujemo da 〈f, g〉 mora biti 0, te je f⊥g.

Evo sada definicije koju mnogi prihvataju kao glavnu pri definisaǌu
ortogonalnosti u Banahovim prostorima.

Definicija 5.2.3. Za vektor f ka�e se da je ortogonalan po Birhof 20-�ejmsu21

na vektor g u istom Banahovom prostoru X ako je

‖f + λg‖ ≥ ‖f‖.

20Garett Birkho� (1911-1996)
21Robert Clarcke James (1918 - 2004)
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5.2.2 Ortogonalna projekcija na potprostor

Ovo potpoglavǉe definisa�emo ukratko, daju�i samo neke dokaze teorema,
iz toga xto �e nam iste biti potrebne pri definisaǌu slede�eg. Naime,
zapoqnimo jednom teoremom na kojoj se bazira ve�ina ostalih.

Teorema 5.2.1. (o najbli�em elementu) Neka je H Hilbertov prostor i F
neprazan, zatvoren konveksan podskup u H. Za svaki vektor h ∈ H postoji jedin-
stven vektor f ∈ F takav da va�i

‖f − h‖ = dist(h, F )
def
= inf

g∈F
‖g − h‖.

Kao xto je i bilo napomenuto, dokaz ovoga �emo izostaviti, mada uz
opasku da isti nije kompleksan, pa vredi pogledati ǌegovo izvo�eǌe. Sada
navodimo glavnu teoremu ovog dela rada.

Teorema 5.2.2. (Ris o ortogonalnoj projekciji) Neka je H Hilbertov prostor
i neka je L zatvoren potprostor od H. Tada, svaki vektor h ∈ H ima jedinstven
prikaz oblika

h = f + g,

za neko f ∈ L i neko g ∈ G⊥, takvo da je ‖g‖ = dist(h, L). Takav vektor f nazivamo
ortogonalnom projekcijom vektora h na potprostor L.

Dokaz. Koriste�i teoremu o najmaǌem elementu, znamo da me�u elementima
potprostora L postoji onaj vektor f koji je najbli�i vektoru h, to jest onaj
element za koga je ‖h−f‖ = dist(h, L). Na taj naqin, za sve vektore f ′ ∈ L i sve
skalare λ ∈ C vektor f − λf ′ nije mogu�e da bude bli�i vektoru h od samog
vektora f , te je

‖h− f + λf ′‖ = ‖h− (f − λf ′)‖ ≤ ‖h− f‖,

za sve λ ∈ C. Daǉe, prema Lemi 5.2.1, mora biti g = (h − f)⊥f ′, qime je
obezbe�ena navedena ortogonalna reprezentacija, pri qemu je zaista ‖g‖ =
dist(h, L). Ako bi, me�utim, postojalo jox neko f ′ ∈ L za koje je h−f ′ ∈ L, tada
bi va�ilo

f − f ′ = f − f ′ + h− h = [(h− f ′)− (h− f)] ⊥L.

Kako za oba vektora va�i f, f ′ ∈ L, i ǌihova razlika f − f ′ tada, tako�e,
pripada potprostoru L. Me�utim, tada bi bilo 〈f − f ′, f − f ′〉 = 0, odakle
saznajemo da je f ≡ f ′, te je jedinstvenost odr�ana.

5.3 Reprezentacija ograniqenog linearnog funkcionala
Normirani, pa qak ni Banahovi prostori nisu izomorfni sa svojim dual-
ima. Zbog svoje specifiqne strukture, Hilbertov prostor sadr�i posebno
jednostavne strukture linearnih funkcionala na sebi. Sluqaj ovih prostora
rexava slede�a teorema.
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Teorema 5.3.1. (Frexe22-Ris) Neka je H Hilbertov prostor i neka je H∗ ǌe-
gov dual. Za svaki ograniqeni linearni funkcional f ∗ ∈ H∗ → C postoji i
jedinstveno je odre�en vektor f ∈ H takav da je

f ∗(h) = 〈h, f〉,

za sve h ∈ H.
Dokaz. Prvo, primetimo da je skalarni proizvod dat sa 〈·, f〉 linearni funkcional
norme ‖f‖. Zaista

|〈·, f〉(h)| = |〈h, f〉| ≤ ‖h‖‖f‖
za sve vektore h ∈ H, te je tada i ‖〈·, f〉‖ ≤ ‖f‖.

Sa druge strane, kako imamo da je

‖f‖2 = 〈f, f〉
= 〈·, f〉(f)
≤ ‖〈·, f〉‖‖f‖,

tada znamo da je i ‖f‖ ≤ ‖〈·, f〉‖, odakle mora va�iti da je ‖〈·, f〉‖ = ‖f‖.
Ako, pak, za jezgro va�i da je ker(f ∗) = H, imamo da je tada f ∗(h) = 0 = 〈h, 0〉
za sve mogu�e f ∈ H, pa tra�ena jednakost va�i ukoliko je f = 0. Kako je
linearni funkcional f ∗ ograniqen, tada jezgro ker(f ∗) predstavǉa zatvoren
potprostor, odakle iz osobina simetriqne relacije ⊥ mora va�iti da je
ker(f ∗⊥) 6= 0 ukoliko je i ker(f ∗) 6= H.

Daǉe, za neko proizvoǉno x ∈ ker(f ∗)⊥ koje je razliqito od nule znamo
da je tada i f ∗(x) 6= 0, jer bi u suprotnom bilo ker(f ∗)∩ker(f ∗)⊥ 6= {0}, xto je
neodr�ivo. A kako imamo i da je

f ∗
(
h− f ∗(h)

f ∗(x)
x

)
= f ∗(h)− f ∗(h)

f ∗(x)
f ∗(x) = 0,

tada dobijamo da je h− f∗(h)
f∗(x)

x ∈ ker(g∗), pa iz x ∈ ker(g∗)⊥ va�i da je

〈h, x〉 − f ∗(h)

f ∗(x)
〈x, x〉 =

〈
h− f ∗(h)

f ∗(x)
x, x

〉
= 0

za svako h ∈ H. Odavde prostim transformacijama dolazimo do oblika

f ∗(h) =
f ∗(x)

〈x, x〉
〈h, x〉 =

〈
h,
f ∗(x)

‖x‖2
x

〉
,

iz qega zaista dobijamo tra�enu relaciju, kada uzmemo da je

f =
f ∗(x)

‖x‖2
x.

Xto se tiqe jedinstvenosti, ukoliko postoji jox neko f ′ ∈ H tako da je

f ∗(h) = 〈h, f〉 = 〈h, f ′〉,

za sve h ∈ H, tada je, specijalno, za h = f − f ′

‖f − f ′‖2 = 〈f − f ′, f〉 − 〈f − f ′, f ′〉 = 0,

te je zaista f ≡ f ′, qime je dokaz potpuno zavrxen.
22René Maurice Fréchet (1878-1973)
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5.4 Interesantni primeri Hilbertovih prostora
Upotpuǌujemo ovaj rad nekim interesantnim primerima Hilbertovih pros-
tora o kojima ne�e biti diskusije, najpre zbog ǌihovih kompleksnosti i
sigurne digresije.

Primer 5.4.1. (Sobolevovi23 prostori)

Ovi prostori su veoma interesantan primer Hilbertovih prostora, jer je
u ǌima mogu�e vrxiti diferencijaciju, a za razliku od, recimo, Banahovih
prostora, tako�e imaju definisan i skalarni proizvod na ǌima. ǋihova
bitnost je u tome da mnoga rexeǌa parcijalnih diferencijalnih jednaqina
se nalazi bax u ovim prostorima. Norma je, ovde, zadata sa:

‖fk,p‖ = (
k∑
i=0

∫
|f (i)(t)|pdt)

1
p .

Primer 5.4.2. (Hardijevi24prostori holomorfnih funkcija)

Tako�e jedan veoma interesantan primer prostora prvi put uveden od
strane Risa, koji je, zbog Hardijevog rada nadenuo prostorima ovo ime. Oni
predstavǉaju qak dosta boǉu generalizaciju Lp prostora, kada je p < 1, jer u
tim sluqajevima Lp prostori dobijaju neka ne�eǉena svojstva, dok Hardijevi
funkcionixu sasvim korektno. Kao xto je ve� reqeno, baziraju se i na holo-
morfnim funkcijama, bitni u kompleksnoj i harmonijskoj analizi, a igraju
i veliku ulogu u teoriji upravǉaǌa. Norma ovih prostora se definixe sa

‖f‖2 = lim
r→1

√
Mr(f),

gde je

Mr(f) =
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ.

23Sergei Sobolev (1908-1989)
24Godfrey Harold Hardy (1877-1947)
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6 Zakǉuqak
Hilbertovi prostori igraju oqigledno zaista veliku ulogu kako u matem-
atici, tako i u fizici. Iako ovaj rad predstavǉa pokuxaj prikazivaǌa
osnovnih osobina ovih prostora, kao i svu teorijsku podlogu na kojoj ona
le�i, na�alost nije mogao da obuhvati grandioznu veliqinu informacija
koju ova tema obuhvata.

Oni koji su barem malo bili zaintrigirani radom, autor predla�e da,
ukoliko imaju �eǉe da istra�uju vixe, prelistaju o teoriji Furijeovih
redova, Xturm-Lijuvil teoriji diferencijalnih jednaqina, ili pak dubǉem
prouqavaǌu teorije operatora i funkcionalne analize.

Na kraju, srdaqno se zahvaǉujem svome mentoru dr Miǉanu Kne�evi�u
koji mi je davao sve potrebne smernice i ukazivao na ispravke kada je to
bilo nepohodno, kao i profesorki dr Soǌi Quki� koja je ulo�ila veliki
trud da zaista detaǉno pregleda moj rad i da svoje mixǉeǌe o ǌemu.
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