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1 Óâîä

Ñàìà èäåjà îäðå¢èâà»à èëè îãðàíè÷àâà»à âðåäíîñòè íåêîã èçðàçà, ïîãîòîâî êàäà
jå ó ïèòà»ó âå£è áðîj ïðîìåí§èâèõ, ìîæå áèòè âðëî çàõòåâíà. Ó ïðîöåíàìà äà ëè jå
íåøòî âå£å, ìà»å èëè jåäíàêî íàñòóïàjó íåjåäíàêîñòè.
Äàíàñ ñó íåjåäíàêîñòè âðëî ðàçâèjåíà îáëàñò ìàòåìàòèêå, êîjà íåçàâèñíî îä äðóãèõ
ðåäîâíî çàóçèìà ïî÷àñíî ìåñòî íà íàjïðåñòèæíèjèì ìàòåìàòè÷êèì íàäìåòà»èìà.
Ïîðåä òîãà, íàëàçå ñå ó óñêîj êîðåëàöèjè ñà äðóãèì îáëàñòèìà, ãäå ñå ðåäîâíî êîðèñòå
êàî ìàòåìàòè÷êè àïàðàò.
Íåjåäíàêîñòè êàî jåäíà âðëî çàíèì§èâà è êðåàòèâíà îáëàñò íàâåëå ñó ìå äà ñå ó îâîì
ðàäó áàâèì óïðàâî »èõîâèì èñòðàæèâà»åì.
Ðàä jå ïðâåíñòâåíî çàñíîâàí íà Jåíñåíîâîj íåjåäíàêîñòè, êàî ìîæäà íàjîïøòèjîj îä
ñâèõ. Äà§å jå ïðåäñòàâ§åíî íåêîëèêî êëàñè÷íèõ íåjåäíàêîñòè, »èõîâå ìå¢óñîáíå
ïîâåçàíîñòè, óîïøòå»à è ñâå òî, íàðàâíî, èñïðà£åíî jå »èõîâèì ïðèìåíàìà.
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2 Êîíâåêñíå ôóíêöèjå è Jåíñåíîâà íåjåäíàêîñò

Jåäíà îä íàjìî£íèjèõ íåjåäíàêîñòè íîñè èìå ïî äàíñêîì ìàòåìàòè÷àðó Jîõàíó
Jåíñåíó, êîjè jå ïðâè äîêàçàî 1906. ãîäèíå. Óïðàâî îâà, Jåíñåíîâà íåjåäíàêîñò,
êàäà jå ðå÷ î îáëàñòè íåjåäíàêîñòè ïðóæà íàì îãðîìíå ìîãó£íîñòè. Êðîç îâàj ðàä
ïîêóøà£åìî äà ïðèêàæåìî íåêå îä »èõ.
Ïðå íåãî øòî jå äîêàæåìî, îä çíà÷àjà £å íàì áèòè óâî¢å»å ïîjìà êîíâåêñíå, îäíîñíî
êîíêàâíå ôóíêöèjå.

2.1 Êîíâåêñíå è êîíêàâíå ôóíêöèjå

Ïðâî ïðåäñòàâèìî ãðàôè÷êè ñìèñàî êîíâåêñíå ôóíêöèjå.
Óêîëèêî çà íåêó ôóíêöèjó f íà ïðîèçâî§íîì èíòåðâàëó (x1, x2) èç äîìåíà, çà ñâàêî
x èç òîã èíòåðâàëà, âðåäíîñò ôóíêöèjå f(x) jå èñïîä äóæè x1x2 ñìàòðàìî äà jå
ôóíêöèjà f êîíâåêñíà íà òîì èíòåðâàëó.

Ñëèêà 1.

Êàêî ñìî èíòóèòèâíî ïðåäñòàâèëè êîíâåêñíó ôóíêöèjó, ñàäà £åìî óâåñòè »åíó
ñòðîãó àíàëèòè÷êó äåôèíèöèjó.

Äåôèíèöèjà 1. Çà ôóíêöèjó f : (a, b) → R, êàæåìî äà jå êîíâåêñíà àêî è ñàìî

àêî ∀x, y ∈ (a, b) è çà ñâàêî 0 6 t 6 1 âàæè íåjåäíàêîñò:

tf(x) + (1− t)f(y) > f(tx+ (1− t)y)

Ôóíêöèjà f jå êîíêàâíà àêî jå ôóíêöèjà −f êîíâåêñíà, îäíîñíî àêî óâåê âàæè

îáðíóòà íåjåäíàêîñò:

tf(x) + (1− t)f(y) 6 f(tx+ (1− t)y)
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Ïîä óñëîâîì äà jå x 6= y, àêî ñå jåäíàêîñò ó ïðåòõîäíèì íåjåäíàêîñòèìà äîñòèæå
ñàìî ó ñëó÷àjåâèìà t = 0 èëè t = 1 çà ôóíêöèjó f êàæåìî äà jå ñòðîãî êîíâåêñíà

(òj. ñòðîãî êîíêàâíà).

Òåîðåìà 1. Àêî ôóíêöèjà f : (a, b) → R ó ñâàêîj òà÷êè x ∈ (a, b) èìà äðóãè èçâîä,

íåîïõîäíî jå è äîâî§íî äà f ′′(x) > 0 äà áè f áèëà êîíâåêñíà íà (a, b).

Äîêàç. Ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó g(x) = tf(x)+(1−t)f(y)−f(tx+(1−t)y), çà 0 < t < 1,
jåð ó ñëó÷àjåâèìà t = 0 è t = 1 íåjåäíàêîñò òðèâèjàëíî ñëåäè.
Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó t è y êîíñòàíòå. Ñàäà óðàäèìî èçâîä îâå ôóíêöèjå ïî x. Èìàìî,
g′(x) = tf ′(x)− tf ′(tx+ (1− t)y).
Íåîïõîäíî jå è äîâî§íî äà f ′′(x) > 0, (∀x) ∈ (a, b), äà f ′(x) áóäå ðàñòó£à íà (a, b).
Óî÷èìî äà jå g′(x) > 0 çà x > tx+(1−t)y. Îäíîñíî g′(x) > 0 çà x > y. Ñëè÷íî, g′(x) 6
0 çà x 6 y. Êàêî jå g′(y) = 0 ìèíèìóì ôóíêöèjå g(x) îñòâàðójå ñå çà x = y. Îäàòëå
èìàìî g(x) > g(y) = 0, (∀x) ∈ (a, b), òj. âàæè tf(x)+ (1− t)f(y) > f(tx+(1− t)y).

2.2 Jåíñåíîâà íåjåäíàêîñò è ïðèìåíå

Êîíâåêñíå ôóíêöèjå äåôèíèñàíå ñó íåjåäíàêîø£ó:

tf(x) + (1− t)f(y) > f(tx+ (1− t)y)

ãäå ñó x, y èç (a, b) è 0 6 t 6 1.
Ñàäà îâó äåôèíèöèjó çàïèøèìî ó äðóãà÷èjåì îáëèêó ãäå èìàìî: λ1 = t, λ2 = 1 −
t, x1 = x è x2 = y, ïà jå

λ1f(x1) + λ2f(x2) > f(λ1x1 + λ2x2),

óç ïî÷åòíå óñëîâå êîjè ñó ñàäà: λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 è x1, x2 ∈ (a, b). Ïîêàæèìî äà
íåjåäíàêîñò âàæè çà êîìáèíàöèjå ñà âèøå ñàáèðàêà.

Òåîðåìà 2. (Jåíñåíîâà íåjåäíàêîñò) Íåêà jå f : (a, b)→ R êîíâåêñíà ôóíêöèjà è

íåêà ñó λ1, λ2, ..., λn íåíåãàòèâíè áðîjåâè, òàêâè äà jå λ1 + λ2 + ...+ λn = 1. Òàäà çà

ñâå x1, x2, ..., xn ∈ (a, b) âàæè íåjåäíàêîñò

n∑
i=1

λif(xi) > f(
n∑
i=1

λixi).

Àêî jå ôóíêèöjà f ñòðîãî êîíâåêñíà, òàäà jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî ñó ñâè xi
ìå¢ó ñîáîì jåäíàêè, èëè ñó ñâè λi ñåì jåäíîã jåäíàêè íóëè. Ñëè÷íî àêî jå f ñòðîãî
êîíêàâíà.

Äîêàç. Òåîðåìó äîêàçójåìî ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷êå èíäóêöèjå. Çà n = 2 òâð¢å»å ñå
ñâîäè íà äåôèíèöèjó êîíâåêñíå ôóíêöèjå è âàæè ïî ïðåòïîñòàâöè. Ïðåòïîñòàâèìî äà
òâð¢å»å âàæè çà ïðîèçâî§íèõ n−1 áðîjåâà x èç èíòåðâàëà (a, b) è ïðîèçâî§íèõ n−1
íåíåãàòèâíèõ êîåôèöèjåíàòà ÷èjè jå çáèð jåäíàê 1. Íåêà ñó x1, x2, ..., xn ïðîèçâî§íè

åëåìåíòè èíòåðâàëà è λ1, λ2, ..., λn íåíåãàòèâíè ðåàëíè áðîjåâè çà êîjå jå
n∑
i=1

λi = 1.

Îçíà÷èìî ñà ω = λ2 + ...+ λn. Òàäà ñó
λ2
ω
, ...,

λn
ω

íåíåãàòèâíè áðîjåâè (èìà èõ n− 1)

÷èjè jå çáèð jåäíàê 1, ïà íà îñíîâó èíäóêòèâíå õèïîòåçå âàæè

f(
n∑
i=1

λixi) = f(λ1x1 + ω(
λ2
ω
x2 + ...+

λn
ω
xn) 6 λ1f(x1) + ωf(

λ2
ω
x2 + ...+

λn
ω
xn)
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λ1f(x1) + ωf(
λ2
ω
x2 + ...+

λn
ω
xn) 6 λ1f(x1) + ω

[
λ2
ω
f(x2) + ...+

λn
ω
f(xn)

]
=

n∑
i=1

λif(xi)

,

ïðè ÷åìó ïðâà íåjåäíàêîñò ñëåäè íà îñíîâó äåôèíèöèjå êîíâåêñíîñòè (jåð âàæè
λ1 + ω = 1), à äðóãà ïî èíäóêòèâíîj õèïîòåçè. Jåäíàêîñò âàæè ó ñëó÷àjó ñòðîãå
êîíâåêñíîñòè àêî è ñàìî àêî ñó ñâè xi jåäíàêè ìå¢ó ñîáîì èëè ñó ñâè λi ñåì jåäíîã
jåäíàêè íóëè.
Íà îâàj íà÷èí jå òâð¢å»å äîêàçàíî çà (ñòðîãî) êîíâåêñíå ôóíêöèjå. Àíàëîãíî ñå
äîêàçójå çà (ñòðîãî) êîíêàâíå.
Jåíñåíîâà íåjåäíàêîñò jå îñíîâà çà äîêàçèâà»å âåëèêîã áðîjà äðóãèõ íåjåäíàêîñòè.
Íàâåø£åìî íåêå îä íàjïîçíàòèjèõ íåjåäíàêîñòè êîjå äèðåêòíî ñëåäå èç Jåíñåíîâå.

Íåjåäíàêîñòè èçìå¢ó ñðåäèíà êàî ïîñëåäèöà Jåíñåíîâå

Ïîñëåäèöà 1. (Òåæèíñêà íåjåäíàêîñò èçìå¢ó ãåîìåòðèjñêå è àðèòìåòè÷êå
ñðåäèíå) Àêî ñó xi ïîçèòèâíè, à λi íåíåãàòèâíè ðåàëíè áðîjåâè, i = 1, ..., n è
n∑
i=1

λi = 1, òàäà âàæè

xλ11 x
λ2
2 ...x

λn
n 6 λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn.

Jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî ñó ñâè xi ìå¢ó ñîáîì jåäíàêè, èëè ñó ñâè λi ñåì
jåäíîã jåäíàêè íóëè.

Äîêàç. Ëàêî âèäèìî äà jå çà f(x) = ex, f ′′(x) > 0. Îäàòëå jå íà îñíîâó äîêàçàíå
òåîðåìå ôóíêöèjà f êîíâåêñíà. Êàêî ñó áðîjåâè xi ïîçèòèâíè, èñïó»åíè ñó óñëîâè
çà ïðèìåíó Jåíñåíîâå íåjåäíàêîñòè íà áðîjåâå ln(xi), i = 1, ..., n è ôóíêöèjó f(x) =
ex,÷èìå äîáèjàìî

n∏
i=1

xλii = e

n∑
i=1

λilnxi
6

n∑
i=1

λie
lnxi =

n∑
i=1

λixi.

Ñïåöèjàëíî àêî jå λ1 = λ2 = ... = λn =
1

n
, äîáèjàìî êëàñè÷íó íåjåäíàêîñò

àðèòìåòè÷êå è ãåîìåòðèjñêå ñðåäèíå çà n íåíåãàòèâíèõ áðîjåâà êîjà jå îáëèêà

n
√
x1x2...xn 6

x1 + x2 + ...+ xn
n

.

Êàêî ñó xi ïîçèòèâíè áðîjåâè ( ðàçëè÷èòè îä íóëå), ïðèìå»ójó£è íåjåäíàêîñò èçìå¢ó
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àðèòìåòè÷êå è ãåîìåòðèjñêå ñðåäèíå (êðà£å ÀÃ íåjåäíàêîñò) íà áðîjåâå
1

x1
, ...,

1

xn
,

äîáèjàìî òåæèíñêó íåjåäíàêîñò èçìå¢ó ãåîìåòðèjñêå è õàðìîíèjñêå ñðåäèíå

1

λ1
x1

+
λ2
x2

+ ...+
λn
xn

6 xλ11 x
λ2
2 ...x

λn
n

îäíîñíî »åíó êëàñè÷íó âàðèjàíòó

n
1

x1
+

1

x2
+ ...+

1

xn

6 n
√
x1x2...xn.

Ïîñëåäèöà 2. (Òåæèíñêà íåjåäíàêîñò èçìå¢ó àðèòìåòè÷êå è êâàäðàòíå ñðåäèíå)
Àêî ñó xi ïðîèçâî§íè ðåàëíè áðîjåâè, à λi íåíåãàòèâíè ðåàëíè áðîjåâè, i = 1, 2, ..., n

è

n∑
i=1

λi = 1, òàäà âàæè

(λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn)
2 6 λ1x

2
1 + λ2x

2
2 + ...+ λnx

2
n.

Jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî ñó ñâè xi ìå¢ó ñîáîì jåäíàêè, èëè ñó ñâè λi ñåì
jåäíîã jåäíàêè íóëè.

Äîêàç. Ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó f(x) = x2 êîjà jå ñòðîãî êîíâåêñíà íà R. Ïðèìåíîì
Jåíñåíîâå íåjåäíàêîñòè íà ôóíêöèjó f è áðîjåâå xi è λi, i = 1, 2, ..., n, äîáèjàìî

òðàæåíó íåjåäíàêîñò. Ñïåöèjàëíî àêî jå λ1 = λ2 = ... = λn =
1

n
, äîáèjàìî êëàñè÷íó

íåjåäíàêîñò àðèòìåòè÷êå è êâàäðàòíå ñðåäèíå çà n ðåàëíèõ áðîjåâà êîjà jå îáëèêà

x1 + x2 + ...+ xn
n

6

√
x21 + x22 + ...+ x2n

n
.

Äî ñàäà ñìî ïîêàçàëè ïðèìåíó Jåíñåíîâå ó èçâî¢å»ó íåjåäíàêîñòè èçìå¢ó ñðåäèíà.
Ó äà§åì ðåøàâà»ó çàäàòàêà ïðåòåæíî £å íàì áèòè ïîòðåáíè êëàñè÷íè îáëèöè îâèõ
íåjåäíàêîñòè.
Ïîðåä îâå ïðèìåíå Jåíñåíîâà íåjåäíàêîñò ñå íåðåòêî êîðèñòè è ó êëàñè÷íîì ðåøàâà»ó
çàäàòàêà. Íàâåäèìî íåêîëèêî ïðèìåðà.

ÏÐÈÌÅÐ 1. ( Ïðåäëîã çà ÈÌÎ '98) Íåêà ñó r1, r2, ..., rn ðåàëíè áðîjåâè, íå ìà»è
îä 1. Äîêàçàòè íåjåäíàêîñò

n∑
i=1

1

ri + 1
>

n

1 + n

√√√√ n∏
i=1

ri

Äîêàç. Ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó f(x) =
1

1 + ex
çà êîjó èìàìàî f ′(x) = − ex

(ex + 1)2
è

f ′′(x) =
ex(ex − 1)

(ex + 1)3
. Çà x > 0, ôóíêöèjà f jå ñòðîãî êîíâåêñíà,íà îñíîâó äîêàçàíå
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òåîðåìå. Óî÷àâàìî äà ïðèìåíîì Jåíñåíîâå íåjåäíàêîñòè íà áðîjåâå xi = lnri > 0 i

λi =
1

n
, i = 1, 2, ..., n, äîáèjàìî

1

1 + e
1
n

∑n
i=1 lnri

6
1

n

n∑
i=1

1

elnri + 1

äîáèjåíà íåjåäíàêîñò jå åêâèâàëåíòíà ïîëàçíîj. Jåäíàêîñò ñå äîñòèæå ñàìî êàäà ñó
ñâè ri ìå¢ó ñîáîì jåäíàêè.

ÏÐÈÌÅÐ 2. ( ÈÌÎ '01) Íåêà ñó a, b, c ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîjåâè. Äîêàçàòè äà jå

a√
a2 + 8bc

+
b√

b2 + 8ca
+

c√
c2 + 8ab

> 1

Äîêàç. Íåêà jå a + b + c = d, d > 0. Ïîñìàòðàjìî áðîjåâå a1 =
a

d
, b1 =

b

d
, c1 =

c

d
.

Òàäà âàæè a1 + b1 + c1 = 1. Óêîëèêî ïîêàæåìî äà íåjåäíàêîñò âàæè çà áðîjåâå
a1, b1, c1 òî òâð¢å»å jå åêâèâàëåíòíî òîìå äà íåjåäíàêîñò âàæè è çà áðîjåâå a, b, c
jåð ó íåjåäíàêîñòè ñà áðîjåâèìà a1, b1, c1 ìíîæå»åì áðîjèîöà è èìåíèîöà ñâàêîã îä
ðàçëîìàêà ñà ëåâå ñòðàíå áðîjåì d äîáèjàìî åêâèâàëåíòíó íåjåäíàêîñò ïîëàçíîj.

a1d√
(a1d)2 + 8(b1d)(c1d)

+
b1d√

(b1d)2 + 8(c1d)(a1d)
+

c1d√
(c1d)2 + 8(a1d)(b1d)

> 1

Äàêëå, íå óìà»ójó£è îïøòîñò ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå a + b + c = 1. Îâàêâå
íåjåäíàêîñòè, ó êîjèìà ìîæåìî íîðìèðàòè çáèð ÷ëàíîâà íàçèâàìî õîìîãåíèì
íåjåäíàêîñòèìà.

Ôóíêöèjà f(x) =
1√
x
jå ñòðîãî êîíâåêñíà íà ñâîì äîìåíó (f ′′(x) =

3

4
x5/2 > 0).

Ïðèìåíîì Jåíñåíîâå íåjåäíàêîñòè íà ïîçèòèâíå áðîjåâå (a2+8bc), (b2+8ca), (c2+8ab),
êîåôèöèjåíòå a, b, c ðåäîì è ôóíêöèjó f(x), äîáèjàìî

a√
a2 + 8bc

+
b√

b2 + 8ca
+

c√
c2 + 8ab

>
1√

a3 + b3 + c3 + 24abc

Äà§å jå

1 = (a+b+c)3 = a3+b3+c3+3(a2b+a2c+b2a+b2c+c2a+c2b)+6abc > a3+b3+c3+24abc,

øòî âàæè íà îñíîâó íåjåäíàêîñòè èçìå¢ó àðèòìåòè÷êå è ãåîìåòðèjñêå ñðåäèíå (ÀÃ
íåjåäíàêîñòè). Îâèì jå äîêàçàíà ïîëàçíà íåjåäíàêîñò.

Òàêî¢å âåëèêè áðîj íåjåäíàêîñòè ðåøàâàìî êîðèø£å»åì íåjåäíàêîñòè èçìå¢ó ñðåäèíà.
Íàâåø£åìî è jåäàí òàêàâ ïðèìåð.

ÏÐÈÌÅÐ 3. (Ðóñèjà ÌÎ '04.) Íåêà ñó a, b, c ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîjåâè ÷èjà jå
ñóìà jåäíàêà 3. Äîêàçàòè äà jå

√
a+
√
b+
√
c > ab+ bc+ ca.
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Äîêàç. Çíàìî äà jå 2(ab+ bc+ ac) = (a+ b+ c)2 − (a2 + b2 + c2).
Çàìåíîì èçðàçà, íàøà íåjåäíàêîñò ïîñòàjå åêâèâàëåíòíà ñà∑

cyc

a2 + 2
∑
cyc

√
a > 9.

Íà îñíîâó ÀÃ íåjåäíàêîñòè èìàìî∑
cyc

a2 + 2
∑
cyc

√
a =

∑
cyc

(a2 +
√
a+
√
a) > 3

∑
cyc

a = 9.

Îâèì jå äîêàçàíà ïîëàçíà íåjåäíàêîñò.

3 Êîøè-Øâàðöîâà íåjåäíàêîñò

3.1 Êîøè-Øâàðöîâà íåjåäíàêîñò è ïîñëåäèöå

Êîøè-Øâàðöîâà íåjåäíàêîñò, êàî øòî íàì ñàì íàçèâ êàæå èìå jå äîáèëà ïî
ìàòåìàòè÷àðèìà êîjè ñó jå îòêðèëè è óñàâðøàâàëè. Ëóèñ Àóãóñòèí Êîøè ïðâè
jå çàáåëåæèî »åí åëåìåíòàðàí îáëèê 1821. ãîäèíå. Íàêîí òîãà, íåçàâèñíî jåäàí
îä äðóãîã, íåjåäíàêîñò ñó ãåíåðàëèçîâàëè Âèêòîð Áó»àêîâñêè 1849. è Õåðìàí
Øâàðö 1888. ãîäèíå. ×åñòî ñå íàçèâà è íåjåäíàêîñò Êîøè-Áó»àêîâñêîã.

Òåîðåìà 3. (Êîøè-Øâàðöîâà íåjåäíàêîñò) Íåêà ñó (a1, a2, ..., an) è (b1, b2, ..., bn)
ïðîèçâî§íå n-òîðêå ðåàëíèõ áðîjåâà. Òàäà âàæè

(a21 + a22 + ...+ a2n)(b
2
1 + b22 + ...+ b2n) > (a1b1 + a2b2 + ...+ anbn)

2

Ïðè ÷åìó jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî je
a1
b1

=
a2
b2

= ... =
an
bn
.

Äîêàç. Ó îâîì äîêàçó Êîøè-Øâàðöîâó íåjåäíàêîñò èçâåø£åìî êàî ïîñëåäèöó òåæèíñêå
íåjåäíàêîñòè èçìå¢ó àðèòìåòè÷êå è êâàäðàòíå ñðåäèíå (TAK).
Èìàìî äà jå

(λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn)
2 6 λ1x

2
1 + λ2x

2
2 + ...+ λnx

2
n,

çà xi ∈ R, λi > 0, (i = 1, ..., n) è
n∑
i=1

λi = 1.

Ñëó÷àj 1: Àêî jå bi 6= 0, çà i = 1, ..., n. Ïðèìåíîì TAK íà xi = ai/bi è λi =
b2i /(b

2
1 + b22 + ...+ b2n) äîáèjàìî(

a1b1 + a2b2 + ...+ anbn
b21 + b22 + ...+ b2n

)2

6
a21 + a22 + ...+ a2n
b21 + b22 + ...+ b2n

Øòî jå åêâèâàëåíòíî Êîøè-Øâàðöîâîj íåjåäíàêîñòè

(a21 + a22 + ...+ a2n)(b
2
1 + b22 + ...+ b2n) > (a1b1 + a2b2 + ...+ anbn)

2.

Ñëó÷àj 2: Àêî ïîñòîjå bi1 = bi2 = ... = bik = 0, îíäà èìàìî(
n∑
i=1

aibi

)2

=

( ∑
i 6=i1,i2,...,ik,16i6n

aibi

)2
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6

( ∑
i 6=i1,i2,...,ik,16i6n

a2i

)( ∑
i 6=i1,i2,...,ik,16i6n

b2i

)
6

(
n∑
i=1

a2i

)(
n∑
i=1

b2i

)
.

Êàêî ñìî êîðèñòèëè ÒÀÊ, jåäíàêîñò ñå äîñòèæå àêî è ñàìî àêî ñó ñâè xi ìå¢ó ñîáîì

jåäíàêè, îäíîñíî
a1
b1

=
a2
b2

= ... =
an
bn
. Îâèì jå çàâðøåí äîêàç Êîøè-Øâàðöîâå

íåjåäíàêîñòè.

Îâàj äîêàç êàî è ïðåòõîäíå ïðèìåðå èñêîðèñòèëè ñìî äà ïîêàæåìî çíà÷àj Jåíñåíîâå
íåjåäíàêîñòè êàî è »åíèõ ïîñëåäèöà ó äîêàçèâà»ó äðóãèõ íåjåäíàêîñòè.

Ñàäà £åìî íà jîø jåäàí íà÷èí äîêàçàòè Êîøè-Øâàðöîâó íåjåäíàêîñò

Äîêàç. Ïîñìàòðàjìî êâàäðàòíó ôóíêöèjó f(x) =
n∑
i=1

(aix+bi)
2. Âðåäíîñò îâå ôóíêöèjå

çà ñâàêî x ∈ R óâåê jå âå£à èëè jåäíàêà íóëè, øòî çíà÷è äà jå »åíà äèñêðèìèíàíòà
D 6 0. Ðàñïèñèâà»åì ñóìå è ñðå¢èâà»åì êîåôèöèjåíàòà óç ñòåïåíå x äîáèjàìî f(x) =

(
n∑
i=1

a2i )x
2− 2(

n∑
i=1

aibi)x+
n∑
i=1

b2i . È èìàìî äà jå D = 4(
n∑
i=1

aibi)
2− 4(

n∑
i=1

a2i )(
n∑
i=1

b2i ) 6 0.

Øòî jå åêâèâàëåíòíî Êîøè-Øâàðöîâîj íåjåäíàêîñòè.
Jåäíàêîñò ñå äîñòèæå êàäà jå f(x) = 0. Òî jå ìîãó£å àêî è ñàìî àêî jå a1x + b1 =

a2x+ b2 = ... = anx+ bn = 0, òj.
a1
b1

=
a2
b2

= ... =
an
bn
.

Ïîñëåäèöà 1. (Øâàðöîâà íåjåäíàêîñò) Íåêà ñó (a1, a2, ..., an) è (b1, b2, ..., bn)
ïðîèçâî§íå n-òîðêå ðåàëíèõ áðîjåâà è bi > 0, ∀i ∈ {1, 2, .., n} . Òàäà âàæè

a21
b1

+
a22
b2

+ ...+
a2n
bn

>
(a1 + a2 + ...+ an)

2

b1 + b2 + ...+ bn
.

Øâàðöîâà íåjåäíàêîñò jå äèðåêòíà ïîñëåäèöà Êîøè-Øâàðöîâå íåjåäíàêîñòè ïðèìå»åíå

íà n-òîðêå áðîjåâà (
√
b1,
√
b2, ...,

√
bn) è (a1/

√
b1, a2/

√
b2, ..., an/

√
bn).

Jåäíàêîñò âàæè, êàî è ó Êîøè-Øâàðöîâîj íåjåäíàêîñòè çà îäãîâàðàjó£å n-òîðêå

ðåàëíèõ áðîjåâà, òj. êàäà je
a1
b1

=
a2
b2

= ... =
an
bn
.

Îâó íåjåäíàêîñò jå áèòíî èñòà£è è íàãëàñèòè êàî ïîñëåäèöó Êîøè-Øâàðöà, jåð âðëî
÷åñòî äîïðèíîñè ó ðåøàâà»ó ðàçëè÷èòèõ ïðîáëåìà èç íåjåäíàêîñòè.

3.2 Èíòåðïðåòàöèjà Êîøè-Øâàðöîâå íåjåäíàêîñòè íà âåêòîðå

ó àíàëèòè÷êîj ãåîìåòðèjè

Àêî ïîñìàòðàìî äâà n-äèìåíçèîíà âåêòîðà ~a = (a1, a2, ..., an) è ~b = (b1, b2, ..., bn),
íà îñíîâó Êîøè-Øâàðöîâå íåjåäíàêîñòè èìàìî äà jå

|~a ·~b| 6 ||~a|| ||~b||,
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ãäå ñó ||~a|| =

√√√√ n∑
i=1

a2i , ||~b|| =

√√√√ n∑
i=1

b2i èíòåíçèòåòè ~a è
~b, è ~a ·~b = ||~a|| ||~b|| cos(~a,~b) =

n∑
i=1

aibi, »èõîâ ñêàëàðíè ïðîèçâîä.

Îâà íåjåäíàêîñò jå jåäíà îä ê§ó÷íèõ çà èçâî¢å»å ìíîãèõ îñîáèíà ïðîñòîðà Rn.
Íà ïðèìåð, îìîãó£ójå íàì íàëàæå»å óãëà èçìå¢ó n-äèìåíçèîíèõ (íå íóëà) âåêòîðà
ôîðìóëîì

cos(~a,~b) =
~a ·~b
||~a|| ||~b||

,

êàî è óâî¢å»å ïîjìà îðòîãîíàëíîñòè âåêòîðà èç óñëîâà ~a ·~b = 0.

3.3 Ïðèìåíå Êîøè-Øâàðöîâå íåjåäíàêîñòè

Íàâåäèìî jåäàí ïðèìåð êðåàòèâíå óïîòðåáå Êîøè-Øâàðöîâå íåjåäíàêîñòè ó
ðåøàâà»ó ìàòåìàòè÷êèõ çàäàòàêà.

ÏÐÈÌÅÐ 1. ( HK '05) Íåêà ñó a, b, c è d ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîjåâè, òàêâè äà jå
a+ b+ c+ d = 1. Äîêàçàòè äà jå

6(a3 + b3 + c3 + d3) > a2 + b2 + c2 + d2 +
1

8
.

Äîêàç. Î÷èãëåäíî, íà îñíîâó Êîøè-Øâàðöîâå íåjåäíàêîñòè ïðèìå»åíå íà áðîjåâå
(
√
a,
√
b,
√
c,
√
d) è (

√
a3,
√
b3,
√
c3,
√
d3) âàæè íåjåäíàêîñò

a3 + b3 + c3 + d3 = (a+ b+ c+ d)(a3 + b3 + c3 + d3) > (a2 + b2 + c2 + d2)2.

Îçíà÷èìî t = a2 + b2 + c2 + d2 è ñàäà jå äîâî§íî äà ïîêàæåìî äà âàæè

6t2 > t+
1

8
,

îäíîñíî
1

8
(12t+ 1)(4t− 1) > 0.

Íà îñíîâó Êîøè-Øâàðöîâå íåjåäíàêîñòè ïðèìå»åíå íà áðîjåâå (1, 1, 1, 1) è (a, b, c, d)
èñïó»åíî jå

4t = 4(a2 + b2 + c2 + d2) > (a+ b+ c+ d)2 = 1

÷èìå jå äîêàç ãîòîâ.

4 Jàíãîâà íåjåäíàêîñò

Ïðå íåãî øòî ïðåäñòàâèìî Õåëäåðîâó íåjåäíàêîñò, ïîòðåáíî jå äà ñå óïîçíàìî ñà
Jàíãîâîì íåjåäíàêîñòè, jåð £å íàì êîðèñòèòè ó äîêàçó Õåëäåðîâå.

Òåîðåìà 4. (Jàíãîâà íåjåäíàêîñò) Íåêà ñó p, q ñòðîãî ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîjåâè

òàêâè äà jå
1

p
+

1

q
= 1,
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òàäà çà ñâå íåíåãàòèâíå ðåàëíå áðîjåâå a, b âàæè

ab 6
ap

p
+
bq

q
.

Ïðè ÷åìó jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî jå b = ap−1.

Äîêàç. Íåjåäíàêîñò jå î÷èãëåäíà óêîëèêî jå a = 0 èëè b = 0. Íå óìà»ójó£è îïøòîñò
äîêàæèìî äà íåjåäíàêîñò âàæè çà a > 0 è b > 0.

ab = eln(ab) = elna+lnb = e
1
p
lnap+ 1

q
lnbq

6
1

p
elna

p

+
1

q
elnb

q

=
ap

p
+
bq

q
.

Íåjåäàêîñò âàæè êàî ïîñëåäèöà Jåíñåíîâå ïðèìå»åíå íà ôóíêöèjó f(x) = ex,
êîåôèöèjåíòå 1/p, 1/q è ðåàëíå áðîjåâå lnap, lnbq.
Jåäíàêîñò ñå îñòâàðójå çà lnap = lnbq, òj. b = ap−1.

Êàêî ñìî ïîêàçàëè Jàíãîâó íåjåäíàêîñò ìîæåìî ïðå£è íà äîêàç Õåëäåðîâå.

5 Õåëäåðîâà íåjåäíàêîñò

Õåëäåðîâà íåjåäíàêîñò ìîæå ñå ñìàòðàòè óîïøòå»åì Êîøè-Øâàðöîâå. Íåjåäíàêîñò
íîñè èìå ïî íåìà÷êîì ìàòåìàòè÷àðó Îòîó Õåëäåðó, êîjè jå îâó íåjåäíàêîñò èçâåî
1889. ãîäèíå.

5.1 Õåëäåðîâà íåjåäíàêîñò è ïîñëåäèöå

Òåîðåìà 5. (Õåëäåðîâà íåjåäíàêîñò) Íåêà ñó (a1, a2, ..., an) è (b1, b2, ..., bn)
ïðîèçâî§íå n-òîðêå íåíåãàòèâíèõ ðåàëíèõ áðîjåâà è p è q ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîjåâè

òàêâè äà jå 1
p
+ 1

q
= 1, òàäà jå

n∑
i=1

aibi 6

(
n∑
i=1

api

)1/p( n∑
i=1

bqi

)1/q

.

Jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî jå
ap1
bq1

=
ap2
bq2

= ... =
apn
bqn
.

ÍÀÏÎÌÅÍÀ. Ïðè íàâî¢å»ó òåîðåìå ïîäðàçóìåâàëè ñìî äà íèñó ñâè ÷ëàíîâè
jåäíå n−òîðêå èñòîâðåìåíî jåäíàêè íóëè.

Äîêàç. Îçíà÷èìî ñà X =

(
n∑
i=1

api

)1/p

, Y =

(
n∑
i=1

bqi

)1/q

. Àêî ó Jàíãîâîj íåjåäíàêîñòè

çàìåíèìî a =
ai
X
, b =

bi
Y

çà i = 1, ..., n, äîáèjàìî

aibi
XY

6
1

p

api
Xp

+
1

q

bqi
Y q
.
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Àêî ñàáåðåìî îâèõ n íåjåäíàêîñòè äîáè£åìî

1

XY

n∑
i=1

aibi 6
1

pXp

n∑
i=1

api +
1

qY q

n∑
i=1

bqi =
1

p
+

1

q
= 1.

Îäàòëå ñëåäè íåjåäíàêîñò êîjó äîêàçójåìî

n∑
i=1

aibi 6 XY.

Jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî jå
bi
Y

=
(ai
X

)p−1
çà i = 1, ..., n,

îäíîñíî
ap1
bq1

=
ap2
bq2

= ... =
apn
bqn
.

Óêîëèêî áðîjåâè ai, bi íèñó îáàâåçíî ïîçèòèâíè, âàæè ñëåäå£à íåjåäíàêîñò∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣ 6
n∑
i=1

|ai||bi| 6

(
n∑
i=1

|ai|p
)1/p( n∑

i=1

|bi|q
)1/q

.

Äåñíà íåjåäíàêîñò jå ïîñëåäèöà ïðèìåíå ïðâîáèòíîã îáëèêà Õåëäåðîâå íåjåäíàêîñòè
íà áðîjåâå |ai| è |bi|, äîê jå ëåâà òðèâèjàëíà íåjåäíàêîñò. Îäàêëå äîáèjàìî Õåëäåðîâó
íåjåäíàêîñò ó ñëåäå£åì îáëèêó∣∣∣∣∣

n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣ 6
(

n∑
i=1

|ai|p
)1/p( n∑

i=1

|bi|q
)1/q

.

Çà p = q = 2 äîáèjàìî Êîøè-Øâàðöîâó íåjåäíàêîñò.
Ïîìåíóòè îáëèê Õåëäåðîâå íåjåäíàêîñò âàæè è çà êîìïëåêñíå áðîjåâå ai, bi. Ó òîì

ñëó÷àjó jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî jå
|a1|p

|b1|q
=
|a2|p

|b2|q
= ... =

|an|p

|bn|q
è ïðè òîì ñâè

áðîjåâè ai, bi èìàjó èñòè àðãóìåíò.

Íàâåäèìî è Õåëäåðîâó íåjåäíàêîñò ó èíòåãðàëíîì îáëèêó. Êîíêðåòíî çà
Ðèìàíîâå èíòåãðàëå èëè òçâ. ñêóï Ðèìàí-èíòåãðàáèëíèõ ðåàëíèõ ôóíêöèjà íà íåêîì
ñåãìåíòó [a, b] ó R.∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ 6 [∫ b

a

|f(x)|pdx
]1/p [∫ b

a

|g(x)|qdx
]1/q

.

Îä êëàñè÷íå ôîðìóëàöèjå Õåëäåðîâå íåjåäíàêîñòè ó ðåøàâà»ó çàäàòàêà èç íåjåäíàêîñòè
÷åø£å ñå êîðèñòè ïîñëåäèöà êîjó £åìî èçâåñòè.

Ïîñëåäèöà 1. Çà m íèçîâà ïîçèòèâíèõ ðåàëíèèõ áðîjåâà (a1,1, a1,2, ..., a1,n),
(a2,1, a2,2, ..., a2,n), ..., (am,1, am,2, ..., am,n) âàæè íåjåäíàêîñò

m∏
i=1

(
n∑
j=1

ai,j

)
>

 n∑
j=1

m

√√√√ m∏
i=1

ai,j

m

.

Jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî ñó îâèõ m íèçîâà ïî èíäåêñèìà ïðîïîðöèîíàëíè, òj.

àêî je a1,1 : a2,1 : ... : am,1 = ... = a1,n : a2,n : ... : am,n.
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Äîêàç. Äîêàç £åìî èçâåñòè ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷êå èíäóêöèjå ïîm. Çà áàçó èíäóêöèjå
èìàìîm = 2, øòî jå åêâèâàëåíòíî ñà Êîøè-Øâàðöîâîì íåjåäíàêîñòè. Ïðåòïîñòàâèìî
äà íåjåäíàêîñò âàæè çà m íèçîâà

m∏
i=1

(
n∑
j=1

ai,j

)
>

 n∑
j=1

m

√√√√ m∏
i=1

ai,j

m

.

Ñàäà èìàìî,

m+1∏
i=1

(
n∑
j=1

ai,j

)
=

m∏
i=1

(
n∑
j=1

ai,j

)
n∑
j=1

am+1,j >

 n∑
j=1

m

√√√√ m∏
i=1

ai,j

m
n∑
j=1

am+1,j

=


 n∑

j=1

[
(
m∏
i=1

ai,j)
1

m+1

]m+1
m


m

m+1 ( n∑
j=1

[
(am+1,j)

1
m+1

]m+1
) 1

m+1


m+1

>

 n∑
j=1

m+1

√√√√m+1∏
i=1

ai,j

m+1

.

Ãäå ïðâà íåjåäíàêîñò âàæè íà îñíîâó ïðåòïîñòàâêå, à äðóãó äîáèjàìî ïðèìåíîì
Õåëäåðîâå íà îäãîâàðàjó£å íèçîâå áðîjåâà.

5.2 Ïðèìåíå Õåëäåðîâå íåjåäíàêîñòè

Êðîç íåêîëèêî ïðèìåðà ïîêàçà£åìî ïðèìåíó Õåëäåðîâå íåjåäíàêîñòè ó ðåøàâà»ó
ìàòåìàòè÷êèõ çàäàòàêà. Íàðàâíî, êàî øòî ñìî è íàïîìåíóëè, ðå÷ £å áèòè î èçâåäåíîj
ïîñëåäèöè, à íå î êëàñè÷íîj ôîðìóëàöèjè Õåëäåðîâå íåjåäíàêîñòè.

Çà ïðâè ïðèìåð óçå£åìî íåjåäíàêîñò êîjó ñìî âå£ ïîêàçàëè êàî äðóãè ïðèìåð
êîðèø£å»à Jåíñåíîâå íåjåäíàêîñòè. Îâîã ïóòà ðåøå»å £å áèòè ìàëî åëåãàíòíèjå.
Ïîæå§íî jå íàãëàñèòè äà ñå ÷åñòî jåäíà íåjåäíàêîñò ìîæå äîêàçàòè íà âèøå íà÷èíà.

ÏÐÈÌÅÐ 1. ( ÈÌÎ '01) Íåêà ñó a, b, c ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîjåâè. Äîêàçàòè äà jå

a√
a2 + 8bc

+
b√

b2 + 8ca
+

c√
c2 + 8ab

> 1.

Äîêàç. Îçíà÷èìî ëåâó ñòðàíó íåjåäíàêîñòè ñà L. Íà îñíîâó Õåëäåðîâå íåjåäíàêîñòè
jå (∑

cyc

a√
a2 + 8bc

)(∑
cyc

a√
a2 + 8bc

)(∑
cyc

a(a2 + 8bc)

)
> (a+ b+ c)3.

Äà áè âàæèëî L > 1, îäíîñíî L2 > 1 äîâî§íî jå äîêàçàòè äà jå

(a+ b+ c)3 >

(∑
cyc

a(a2 + 8bc)

)

à ïîñëåä»à íåjåäíàêîñò jå åêâèâàëåíòíà ñà

c(a− b)2 + a(b− c)2 + b(c− a)2 > 0.

Îâèì jå äîêàçàíà òðàæåíà íåjåäíàêîñò.
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ÏÐÈÌÅÐ 2. Íåêà ñó a, b, c òðè ïîçèòèâíà ðåàëíà áðîjà òàêâà äà jå ab+bc+ca = 3.
Äîêàçàòè äà jå

(1 + a2)(1 + b2)(1 + c2) > 8.

Äîêàç. Ëåâó ñòðàíó íåjåäíàêîñòè îçíà÷èìî ñà L. Òàäà jå

4L2 = 4(a2b2+a2+ b2+1)(b2+ c2+ b2c2+1)(a2+a2c2+ c2+1) > (ab+ac+ bc+1)4 = 44,

íà îñíîâó Õåëäåðîâå íåjåäíàêîñòè. Îäíîñíî, L > 8.

6 Íåjåäíàêîñò Ìèíêîâñêîã

Îâà íåjåäíàêîñò íåìà÷êîã ìàòåìàòè÷àðàÕåðìàíà Ìèíêîâñêîã ìîæå ñå jåäíîñòàâíî
ãåîìåòðèjñêè èíòåðïðåòèðàòè.

Òåîðåìà 6. (Íåjåäíàêîñò Ìèíêîâñêîã) Íåêà jå p ðåàëàí áðîj ñòðîãî âå£è îä 1

è íåêà ñó (a1, a2, ..., an) è (b1, b2, ..., bn) ïðîèçâî§íå n-òîðêå íåíåãàòèâíèõ ðåàëíèõ

áðîjåâà, òàäà jå (
n∑
i=1

(ai + bi)
p

)1/p

6

(
n∑
i=1

api

)1/p

+

(
n∑
i=1

bpi

)1/p

.

Jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî jå
a1
b1

=
a2
b2

= ... =
an
bn
.

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî äà íèñó ñâè ai è bi (1 6 i 6 n) jåäíàêè íóëè (èíà÷å íåjåäíàêîñò
òðèâèjàëíî ñëåäè). Êàäà ðàñïèøåìî

n∑
i=1

(ai + bi)
p =

n∑
i=1

ai(ai + bi)
p−1 +

n∑
i=1

bi(ai + bi)
p−1

ïðèìåíîì Õåëäåðîâå íåjåäíàêîñòè, äîáèjàìî

n∑
i=1

(ai+ bi)
p 6

(
n∑
i=1

api

)1/p( n∑
i=1

[(ai + bi)
p−1]q

)1/q

+

(
n∑
i=1

bpi

)1/p( n∑
i=1

[(ai + bi)
p−1]q

)1/q

Êàêî jå 1
p
+ 1

q
= 1, èìàìî äà jå q = p

p−1 . Ïà jå íåjåäíàêîñò åêâèâàëåíòíà

n∑
i=1

(ai + bi)
p 6

(
n∑
i=1

api

)1/p( n∑
i=1

(ai + bi)
p

)1/q

+

(
n∑
i=1

bpi

)1/p( n∑
i=1

(ai + bi)
p

)1/q

.

Äå§å»åì îâå íåjåäíàêîñòè ñà

(
n∑
i=1

(ai + bi)
p

)1/q

äîáèjàìî íåjåäíàêîñòè êîjó jå áèëî

ïîòðåáíî äîêàçàòè.

Jåäíàêîñò ñå îñòâàðójå àêî è ñàìî àêî jå
a1

a1 + b1
= ... =

an
an + bn

è
b1

a1 + b1
= ... =

bn
an + bn

, òj.
a1
b1

=
a2
b2

= ... =
an
bn
. Îâèì jå äîêàç çàâðøåí.
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Ñëè÷íî êàî êîä Õåëäåðà, óêîëèêî ñó áðîjåâè ai, bi ïðîèçâî§íîã çíàêà, âàæè ñëåäå£à
íåjåäíàêîñò (

n∑
i=1

|ai + bi|p
)1/p

6

(
n∑
i=1

|ai|p
)1/p

+

(
n∑
i=1

|bi|p
)1/p

,

ïðè òîìå ñå íåjåäíàêîñò äîñòèæå àêî è ñàìî àêî jå
a1
b1

=
a2
b2

= ... =
an
bn
. Íåjåäíàêîñò

ó îâîì îáëèêó âàæè è çà p = 1. Êàäà ó òó íåjåäíàêîñò óâðñòèìî p = 2 è n = 3 è
óâåäåìî ñìåíó ai = pi − qi, bi = qi − ri è èìàìî ai + bi = pi − ri, äîáèjàìî íåjåäíàêîñò√√√√ 3∑

i=1

(pi − ri)2 6

√√√√ 3∑
i=1

(pi − qi)2 +

√√√√ 3∑
i=1

(qi − ri)2.

Çà òà÷êå P (p1, p2, p3), Q(q1, q2, q3) è R(r1, r2, r3) ïðîñòîðà R3, äîáèëè ñìî äîáðî ïîçíàòó
íåjåäíàêîñò òðîóãëà

d(P,R) 6 d(P,Q) + d(Q,R).

Ïðåìà òîìå íåjåäíàêîñò Ìèíêîâñêîã ìîæå ñå ñõâàòèòè êàî óîïøòåíà íåjåäíàêîñò
òðîóãëà íà n−äèìåíçèîíå ïðîñòîðå.

Íàïîìåíèìî äà ïîñòîjè è íåjåäíàêîñò Ìèíêîâñêîã ó èíòåãðàëíîì îáëèêó.
Íà ïîìåíóòîì ñêóïó Ðèìàí-èíòåãðàáèëíèõ ðåàëíèõ ôóíêöèjà íà íåêîì ñåãìåíòó [a, b]
ó R, íåjåäíàêîñò jå îáëèêà[∫ b

a

|f(x) + g(x)|pdx
]1/p

6

[∫ b

a

|f(x)|pdx
]1/p [∫ b

a

|g(x)|pdx
]1/p

.

7 Íåjåäíàêîñò ðåàðàíæèðà»à è ïðèìåíå

Íåjäíàêîñò ðåàðàíæèðà»à jå jåäíà âåîìà jåäíîñòàâíà, àëè èçóçåòíî ïðèìåí§èâà
íåjåäíàêîñò êîjà ñå ìîæå êîðèñòèòè çà èçâî¢å»å ìíîãèõ äðóãèõ íåjåäíàêîñòè.
Ðàçìîòðèìî ñëåäå£è ïðèìåð. Óêîëèêî èìàìî 4 êóòèjå è ó ñâàêîj ðåäîì íîâöàíèöå îä
ïî 10$, 20$, 50$ è 100$. Èç ñâàêå îä êóòèjà ìîæåìî óçåòè 3, 4, 5 èëè 6 íîâ÷àíèöà. Íàø
öè§ jå äà óçìåìî øòî jå ìîãó£å âèøå íîâöà. Êîðèñòè£åìî òçâ. greedy àëãîðèòàì,
êîjè íàëàæå äà èç êóòèjå ñà íàjâå£îì âðåäíîø£ó íîâ÷àíèöà óçìåìî »èõ íàjâèøå.
Êàäà èçâðøèìî îâàj êîðàê ïîíàâ§àìî ïîñòóïàê ñà îñòàòêîì êóòèjà è áðîjåì íîâ÷àíèöà
êîjå ìîæåìî äà óçìåìî. Òàêî £åìî èç êóòèjå êîjà èìà íîâ÷àíèöå îä ïî 100$ óçåòè
»èõ 6, èç êóòèjå ñà 50$ »èõ 5, èòä.
Óïðàâî îâàj çàäàòàê ìîæåìî óçåòè êàî ìîòèâ çà èçâî¢å»å ïîìåíóòå íåjåäíàêîñòè.

Òåîðåìà 7. (Íåjåäíàêîñò ðåàðàíæèðà»à) Íåêà ñó (a1, a2, ..., an) è (b1, b2, ..., bn)
îïàäàjó£è íèçîâè ðåàëíèõ áðîjåâà è (x1, x2, ..., xn) ïðîèçâî§íà ïåðìóòàöèjà íèçà

(b1, b2, ..., bn), òàäà âàæå íåjåäíàêîñòè:

n∑
i=1

aibn+1−i 6
n∑
i=1

aixi 6
n∑
i=1

aibi.

Àêî jå íèç (ai) ñòðîãî îïàäàjó£è, ëåâà íåjåäíàêîñò ïîñòàjå jåäíàêîñò àêî è ñàìî àêî

jå bn+1−i = xi, äîê äåñíà íåjåäíàêîñò ïîñòàjå jåäíàêîñò àêî è ñàìî àêî jå bi = xi,
i = 1, 2, ..., n. Ó ñóïðîòíîì, âàæå ñòðîãå íåjåäíàêîñòè.
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Äîêàç. Äîêàæèìî äåñíó íåjåäíàêîñò ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷êå èíäóêöèjå.
Çà n = 1 íåjåäíàêîñò òðèâèjàëíî âàæè.
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå íåjåäíàêîñò òà÷íà çà íåêè ïðèðîäàí áðîj n è äîêàæèìî äà jå
òà÷íà è çà n+ 1.
Ñàäà ðàçìàòðàìî 2 ñëó÷àjà:
(1) Àêî jå xn+1 = bn+1. Ó îâîì ñëó÷àjó jå íåjåäíàêîñò åêâèâàëåíòíà ñà

n∑
i=1

aixi 6
n∑
i=1

aibi,

øòî âàæè íà îñíîâó èíäóêòèâíå õèïîòåçå.
(2) Àêî jå xk = bn+1, k 6= n+ 1. Ïåðìóòàöèjó (x

′
1, x

′
2, ..., x

′
n+1) äîáèjàìî çàìåíîì k-òîã

è n+ 1-îã ÷ëàíà ïåðìóòàöèjå (x1, x2, ..., xn+1).
Òàäà jå,

n+1∑
i=1

aix
′

i −
n+1∑
i=1

aixi = akbl + an+1bn+1 − akbn+1 − an+1bl = (ak − an+1)(bl − bn+1) > 0,

ãäå jå bl = xn+1. Èç îâîãà èìàìî äà jå

n+1∑
i=1

aixi 6
n+1∑
i=1

aix
′

i

êàêî jå x
′
n+1 = bn+1 äîâî§íî jå ïîêàçàòè

n∑
i=1

aix
′

i 6
n∑
i=1

aibi

à îâà íåjåäíàêîñò jå âå£ äîêàçàíà ó ñëó÷àjó (1).
Àêî jå íèç ai ñòðîãî îïàäàjó£è, jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî jå xi = bi, i = 1, 2, ..., n.
Ïîòïóíî àíàëîãíî ñå äîêàçójå ëåâà ñòðàíà ïîëàçíå íåjåäíàêîñòè.

Íàâåäèìî ïðèìåð êîjè ñå jåäíîñòàâíî ðåøàâà ïðèìåíîì ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè.

ÏÐÈÌÅÐ 1. (Nesbitt-îâà íåjåäíàêîñò) Íåêà ñó a, b, c ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîjåâè.
Òàäà jå

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
>

3

2
.

Ïðè ÷åìó jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî jå a = b = c.

Äîêàç. Íå óìà»ójó£è îïøòîñò ïðåòïîñòàâèìî äà je a > b > c. Óî÷àâàìî äà ñó íèçîâè

(a, b, c) è

(
1

b+ c
,

1

a+ c
,

1

a+ b

)
îïàäàjó£è.

Îäàòëå íà îñíîâó íåjåäíàêîñòè ðåàðàíæèðà»à âàæè

2

(∑
cyc

a

b+ c

)
>
∑
cyc

(
a

a+ b
+

a

a+ c

)
= 3.

Îâèì ñìî äîêàçàëè òðàæåíó íåjåäíàêîñò, ïðè ÷åìó jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî jå
a = b = c.
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8 ×åáèøîâ§åâà íåjåäíàêîñò è ïðèìåíå

Óç ïîìî£ ïðåòõîäíî äîêàçàíå íåjåäíàêîñòè ðåàðàíæèðà»à, ëàêî £åìî ïîêàçàòè
íåjåäíàêîñò ïîçíàòîã ðóñêîã ìàòåìàòè÷àðà Ïàôíóòèjà ×åáèøîâà.

Òåîðåìà 8. (×åáèøîâ§åâà íåjåäíàêîñò) Àêî ñó (a1, a2, ..., an) è (b1, b2, ..., bn)
îïàäàjó£è íèçîâè ðåàëíèõ áðîjåâà, òàäà âàæå íåjåäíàêîñòè

n
n∑
i=1

aibn+1−i 6

(
n∑
i=1

ai

)(
n∑
i=1

bi

)
6 n

n∑
i=1

aibi.

Ïðè ÷åìó jåäíàêîñò âàæè àêî è ñàìî àêî jå a1 = ... = an èëè b1 = ... = bn.

Äîêàç. Óêîëèêî ðàñïèøåìî íåjåäíàêîñòè ðåàðàíæèðà»à êîjå äîáèjàìî öèêëè÷íèì
ïîìåðà»åì ÷ëàíîâà íèçà bi çà ïî jåäíî ìåñòî óëåâî èìàìî

n∑
i=1

aibn+1−i 6 a1b1 + a2b2 + ...+ anbn 6
n∑
i=1

aibi

n∑
i=1

aibn+1−i 6 a1b2 + a2b3 + ...+ anb1 6
n∑
i=1

aibi

...
n∑
i=1

aibn+1−i 6 a1bn + a2bn−1 + ...+ anb1 6
n∑
i=1

aibi

Ñóìèðà»åì ñâèõ n íåjåäíàêîñòè êîjå ñëåäå èç íåjåäíàêîñòè ðåàðàíæèðà»à äîáèjàìî
òðàæåíó íåjåäíàêîñò

n
n∑
i=1

aibn+1−i 6

(
n∑
i=1

ai

)(
n∑
i=1

bi

)
6 n

n∑
i=1

aibi

ÏÐÈÌÅÐ 1. Íåêà ñó a, b, c ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîjåâè. Äîêàçàòè äà âàæè
√
a+ b

c
+

√
b+ c

a
+

√
c+ a

b
>

4(a+ b+ c)√
(a+ b)(b+ c)(c+ a)

.

Äîêàç. Ïî÷åòíà íåjåäíàêîñò åêâèâàëåíòíà jå ñà∑
cyc

(a+ b)

√
(a+ c)(b+ c)

c
> 4(a+ b+ c).

Íå óìà»ójó£è îïøòîñò ïðåòïîñòàâèìî äà jå a > b > c. Îäàòëå ñëåäè äà jå íèç
(a+ b, a+ c, b+ c) îïàäàjó£è, àëè íå ñàìî òî, âå£ jå è íèç(√

(a+ c)(b+ c)

c
,

√
(a+ b)(b+ c)

b
,

√
(a+ c)(a+ c)

c

)
, òàêî¢å îïàäàjó£è.

Íà îñíîâó ×åáèøîâ§åâå íåjåäíàêîñòè èìàìî∑
cyc

(a+ b)

√
(a+ c)(b+ c)

c
>

1

3

∑
cyc

(a+ b)
∑
cyc

√
(a+ c)(b+ c)

c
.
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Ñàäà jå jîø îñòàëî ïîêàçàòè äà jå

∑
cyc

√
(a+ c)(b+ c)

c
> 6.

Èìàìî äà jå

1

3

∑
cyc

√
(a+ c)(b+ c)

c
>

3

√
(a+ c)(a+ b)(b+ c)

abc
>

3

√
2
√
ac2
√
ab2
√
bc

abc
= 2.

Ãäå è ïðâà è äðóãà íåjåäíàêîñò âàæå íà îñíîâó ÀÃ íåjåäíàêîñòè.

9 Jîø íåêå ïðèìåíå íåjåäíàêîñòè

Äî ñàäà ñìî ó ïðåòõîäíîì äåëó ðàäà ïðèêàçàëè ðàçëè÷èòå ïðèìåíå íåjåäíàêîñòè.
Ó îâîj ãëàâè èäåjà jå äà óïîòïóíèìî çíà÷àj íåjåäíàêîñòè è »èõîâå ïðèìåíå ïðîøèðèìî
íà äðóãå ìàòåìàòè÷êå îáëàñòè. Êðîç íåêîëèêî ïðèìåðà è çàäàòàêà èëóñòðójìî íåêå
îä ìîãó£èõ ñèòóàöèjà ó êîjèìà íåjåäíàêîñòè èãðàjó âàæíó óëîãó.

ÇÀÄÀÒÀÊ 1. Îäðåäèòè ìàêñèìàëíó âðåäíîñò ïðîèçâîäà äâà áðîjà ÷èjè jå çáèð
jåäíàê s.
Ðåøå»å. Íåêà ñó áðîjåâè x, y, òàêâè äà jå x + y = s. Íà îñíîâó ÀÃ íåjåäíàêîñòè
èìàìî (

x+ y

2

)
>
√
xy.

Îäàâäå jå »èõîâ ïðîèçâîä ìàêñèìàëàí îíäà êàäà ñå îñòâàðójå jåäíàêîñò, òj. êàäà jå

x = y è èçíîñè
s2

4
.

Îâàj çàäàòàê ìîæåìî äàòè è ó ãåîìåòðèjñêîj èíòåðïðåòàöèjè. Ó òîì ñëó÷àjó, îäíîñèî
áè ñå íà ïðîíàëàæå»å ïðàâîóãàîíèêà ìàêñèìàëíå ïîâðøèíå ÷èjè jå îáèì jåäíàê 2s.
Íà îñíîâó ðåøå»à ïðåòõîäíîã çàäàòêà ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà áè òàj ïðàâîóãàîíèê
áèî êâàäðàò.

ÇÀÄÀÒÀÊ 2. Îäðåäèòè òðîóãàî ìàêñèìàëíå ïîâðøèíå àêî ìó jå äàò îáèì.
Ðåøå»å. Íåêà ñó ñòðàíèöå òðîóãëà x, y, z è íåêà jå x + y + z = o = 2s ôèêñèðàíî.
Î÷èãëåäíî jå è s êîíñòàíòíî. Íà îñíîâó Õåðîíîâîã îáðàñöà ïîâðøèíà òðîóãëà jå
äàòà ñà P =

√
s(s− x)(s− y)(s− z). Ñàäà íà îñíîâó ÀÃ èìàìî äà jå

P =
√
s((s− x)1/3(s− y)1/3(s− z)1/3)3/2 6

√
s

(
(s− x) + (s− y) + (s− z)

3

)3/2

.

Ïîâðøèíà jå ìàêñèìàëíà çà (s − x) = (s − y) = (s − z), òj. x = y = z, ïà jå òî
jåäíàêîñòðàíè÷íè òðîóãàî.

ÇÀÄÀÒÀÊ 3. Îä êàðòîíà îáëèêà êâàäðàòà ñòðàíèöå a, òðåáà îäñå£è ÷åòèðè
ïîäóäàðíà êâàäðàòà, òàêî äà ñå îä îñòàòêà ìîæå ôîðìèðàòè îòâîðåíà êóòèjà íàjâå£å
ìîãó£å çàïðåìèíå.
Ðåøå»å. Îçíà÷èìî ñòðàíèöó êâàäðàòà êîjè îäñåöàìî ñà x. Òàäà çàïðåìèíà îäãîâàðàjó£å
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êóòèjå èçíîñè V = x(a− 2x)2, ïðè ÷åìó jå 0 6 x 6 a/2. Ïðèìå»ójó£è ÀÃ íåjåäíàêîñò
èìàìî ñëåäå£å

V =
1

4
(4x(a− 2x)(a− 2x)) 6

1

4

(
4x+ (a− 2x) + (a− 2x)

3

)3

.

Ïðè ÷åìó jåäíàêîñò âàæè êàäà jå 4x = a− 2x = a− 2x, òj. x =
a

6
.

Äàêëå, ìàêñèìàëíà âðåäíîñò çàïðåìèíå jåäíàêà Vmax =
2

27
a3.

ÇÀÄÀÒÀÊ 4. Íåêà ôóíêöèjà f èìà íåïðåêèäàí ïðâè èçâîä íà R è íåêà jå f(1) = 0.
Äîêàçàòè äà âàæè ∫ 1

0

|f(x)|2dx 6 4

∫ 1

0

x2|f ′(x)|2dx.

Ðåøå»å. Îçíà÷èìî ëåâó ñòðàíó íåjåäíàêîñòè ñà L. Êàêî jå f 2(x) > 0 ìîæåìî
çàïèñàòè

L =

∫ 1

0

|f(x)|2dx =

∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)2dx

∣∣∣∣ ,
äà§å ïðèìåíîì ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå èìàìî

L =

∣∣∣∣xf 2(x)
∣∣1
0
− 2

∫ 1

0

xf(x)f ′(x)dx

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∫ 1

0

xf(x)f ′(x)dx

∣∣∣∣ 6 ∫ 1

0

2x|f ′(x)||f(x)|dx

Ïðèìå»ójó£è ÀÃ íåjåäíàêîñò íà 2x|f ′(x)| è |f(x)| èìàìî

L 6
∫ 1

0

4x2|f ′(x)|2 + |f(x)|2

2
dx = 2

∫ 1

0

x2|f ′(x)|2dx+ 1

2

∫ 1

0

|f(x)|2dx.

Êîíà÷íî,
1

2

∫ 1

0

|f(x)|2dx 6 2

∫ 1

0

x2|f ′(x)|2dx.
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10 Çàê§ó÷àê

Ó ðàäó ñó íàâåäåíå íåêå îä êëàñè÷íèõ íåjåäíàêîñòè, êàî è íåêîëèêî »èõîâèõ
êîðèñíèõ ïîñëåäèöà.
Ïðàòå£è èäåjó äà ðàä áóäå áàçèðàí íà Jåíñåíîâîj íåjåäíàêîñòè, à äðóãå øòî jå ìîãó£å
âèøå èçâåäåíå êàî ïîñëåäèöå, ÷åñòî ñó êîðèø£åíè ðå¢è, íåñòàíäàðäíè äîêàçè. Áåç
ïðåòåðàíîã óâî¢å»à íîâèõ ïîjìîâà ñóøòèíà jå çàäðæàíà íà ñàìîì îäíîñó íåjåäíàêîñòè
è êðåàòèâíîñòè êîjà jå íåîïõîäíà ó »èõîâèì ïðèìåíàìà. Êîä ïðèìåíå, àêöåíàò jå
äàò íà ðåøàâà»å ìàòåìàòè÷êèõ çàäàòàêà, àëè ïîêàçàíî jå äà íåjåäíàêîñòè òàêî¢å
èìàjó ïðèëè÷íî øèðîêó óïîòðåáó ó ðàçëè÷èòèì ñôåðàìà ìàòåìàòèêå. Óïðàâî çáîã
îáèìíîñòè òåìå è »åíå øèðîêå ïðèìåíå ðàä îáóõâàòà ìàëè äåî öåëîêóïíå îáëàñòè.
Èäåjà jå áèëà äà ñå ÷èòàîöè çàèíòåðåñójó è ñòåêíó äîâî§íî áàçè÷íîã ïðåäçíà»à çà
äà§å ñàìîñòàëíî èñòðàæèâà»å.

Æåëåî áèõ äà ñå çàõâàëèì ìîì ìåíòîðó Ìè§àíó Êíåæåâè£ó íà ïðóæåíîj ïîäðøöè
ïðè ïèñà»ó ìàòóðñêîã ðàäà, êàî è íà ÷åòèðè ãîäèíå äèâíå ñàðàä»å.
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