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Glava 1

Uvod

„To iterate is human, to recurse divine.” - L. Piter Dojq

Pri pomenu pojmova programiraǌe i programski jezik prva asocijacija je
u ve�ini sluqajeva strogo u vezi sa nekim imperativnim jezikom. Ovakvo
razmixǉaǌe je logiqno: imperativni programski jezici kao xto su Java ili
C/C++ su danas zaista najzastupǉeniji, kako u obrazovaǌu, tako i u industriji.
U periodu xkolovaǌa programiraǌe se, kad se javǉa, javǉa uvek u obliku im-
perativnih jezika. Tek na fakultetu, ili u zavrxnoj godini sredǌe xkole,
�aci mogu da se susretnu sa nekim deklarativnim jezikom, koji po dolasku
iz imperativnog sveta deluje neintuitivno i qudno. Postoji hipoteza da je
iterativni naqin razmixaǌa prirodniji od rekurzivnog, pa se i pri priqi o
izraqunǉivosti i poqecima raqunara najqex�e govori o Tjuringovoj maxini,
a tzv. lambda raqun, ekvivalentan model izraqunǉivosti kojim su inspirisani
funkcionalni jezici, retko i da se pomiǌe. Sa druge strane, deklarativni
jezici, a naroqito funkcionalni, qesto kao jedan od svojih glavnih aduta is-
tiqu intuitivnost i bliskost koda programeru. Posledica toga su kratki,
koncizni programi, koji se pixu brzo i uz jako malo debagovaǌa.

Upravo zbog tih kvaliteta polako poqiǌu da bivaju zastupǉeni neki od tih
jezika (Haskell, Lisp, Erlang, ML, R...) ili qak hibridni jezici, koji objediǌuju
vixe razliqitih paradigmi (F#, OCaml, Scala...). Mnoge svetski poznate kom-
panije poqiǌu da koriste funkcionalne jezike, a najznaqajnije primere pred-
stavǉaju kompanije kao xto su Facebook, Google, Intel i Microsoft koje koriste
Haskell i OCaml za odre�ene delove svojih projekata [12, 13]. Odliqan primer je
i kompanija Jane Street koja se bavi finansijama i trgovinom na berzi. Taj posao
nosi sa sobom veliki rizik, i jedan bag u kodu mo�e da koxta firmu milione
dolara. Kako bi smaǌio broj bagova i osigurao taqnost kodova, Jane Street je
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odluqio da iskoristi prednosti funkcionalnog programiraǌa, tj. qiǌenicu
da ve�ina grexaka bude ,,uhva�ena” pri samoj kompilaciji, i koristi OCaml za
celo svoje poslovaǌe [14]. Tako�e je va�no pomenuti i jezik Erlang, koji je naxao
primenu u telekomunikacijama gde zameǌuje popularne imperativne jezike.

U posledǌe vreme, ideje funkcionalnog programiraǌa za koje se pokazalo da
su korisne nalaze svoje mesto i u imperativnim jezicima. Najpopularniji
koncept koji biva implementiran su tzv. ,,lambde”, anonimne funkcije inspiri-
sane λ raqunom. C++, Java, C#, PHP i mnogi drugi jezici pru�aju podrxku za
lambde u svojim najnovijim standardima. Sam C++ odavno podr�ava neke ideje
funkcionalnog programiraǌa kroz zaglavǉa <functional> i <algorithm>, kao i
generiqko programiraǌe („templates”), a standard C++11 implementira i oblike
inferencije tipova i map-filter filozofije. Oba koncepta su inspirisana
funkcionalnim programiraǌem, i bi�e objaxǌena u glavi 3.

Ciǉ ovog rada je da pru�i uvod u naqine razmixǉaǌa i ideje iza lambda
raquna i funkcionalnog programiraǌa i poka�e odre�ene prednosti u odnosu
na ,,standardno” razmixǉaǌe. Ovaj rad sadr�i i praktiqan deo, implementaci-
ju kompajlera u programskom jeziku Haskell. Svrha implementacionog dela je da
na konkretnom primeru demonstrira prednosti funkcionalnog programiraǌa.

Druga glava predstavǉa uvod u lambda raqun i ǌegove principe, kao teorijsku
podlogu funkcionalnog programiraǌa. U tre�oj glavi �e biti uvedeno funkci-
onalno programiraǌe kroz programski jezik Haskell , dok se qetvrta glava foku-
sira na implementacioni deo ovog rada, izradu kompajlera u Haskell -u.
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Glava 2

Lambda raqun

„A language that doesn’t affect the way you think about programming is not worth knowing.”
- Alan J. Perlis

Lambda (λ) raqun [1] je formalni sistem nastao tridesetih godina dvadesetog
veka u ciǉu prouqavaǌa osobina izraqunǉivih funkcija. Prvi ga je definisao
Alonzo Qerq1 , iste godine kada jeAlan Tjuring2 definisao model koji zovemo
Tjuringova maxina [7]. Nexto kasnije je, uprkos oqiglednoj razliqitosti
ova dva modela, dokazana ǌihova ekvivalencija po pitaǌu klasa funkcija koje
definixu i formulisana je Qerq-Tjuringova teza, hipoteza koja tvrdi da se
neformalna definicija izraqunǉivosti (funkcija je izraqunǉiva ako mo�e da
je, ignorixu�i resurse, izraquna qovek koriste�i papir i olovku) poklapa sa
Tjuring-izraqunǉivox�u (klasa funkcija izraqunǉivih koriste�i Tjuringovu
maxinu), pa samim tim i sa λ-izraqunǉivox�u (funkcije izraqunǉive uz pomo�
λ raquna). Rad ove dvojice nauqnika predstavǉa znaqajan iskorak na poǉu
teorijskih raqunarskih nauka.

Sam λ raqun je sistem koji opisuje izraqunavaǌe baziran na funkcijama i
primeni istih, i ima znaqajnu primenu u teoriji dokaza i teoriji program-
skih jezika. Ova glava ima za ciǉ da formalno definixe λ raqun i objasni
mehanizme po kojima on funkcionixe, uz poseban osvrt na aritmetiku, logiku i
rekurziju, primere koji demonstriraju mo� ovog naizgled prostog modela. Neki
principi funkcionalnih programskih jezika su direktno nasle�eni iz λ raquna,

1 Alonzo Qerq (1903 - 1995), ameriqki matematiqar i logiqar. Pru�io veliki doprinos
razvoju matematiqke logike i teorijskih raqunarskih nauka.

2 Alan Tjuring (1912 - 1954), britanski informatiqar, matematiqar, i logiqar. Najpoz-
natiji po svom radu na poǉu teorije izraqunǉivosti.
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pa ova glava slu�i i kao svojevrsan uvod u funkcionalno programiraǌe, kome
�e pa�ǌa biti posve�ena u narednoj glavi.

2.1 Definicija

Centralni koncept λ raquna su izrazi. Izrazi se definixu rekurzivno na
slede�i naqin:

< izraz > ::= < ime > | < funkcija > | < aplikacija >

< funkcija > ::= λ < ime > . < izraz >

< aplikacija > ::= < izraz >< izraz >

Jedina dva simbola koja se koriste u λ raqunu su ’λ ’ i ’.’, uz zagrade gde je to
neophodno. Aplikacija je asocijativna sa leve strane, pa se ako nije drukqije
naznaqeno zagradama niz izraza evaluira na ovaj naqin:

E1E2E3E4 ≡ E1(E2(E3(E4))))

U gorǌoj definiciji «ime» predstavǉa oznaku promenǉive, i za potrebe ovog
rada �e biti iz skupa malih latiqnih slova.

Funkcije poqiǌu znakom λ i tretiraju se kao anonimne tj. nemaju imena,
xto znaqi da se pre svake primene funkcije nalazi ǌena definicija . Primer
funkcije:

λx.x

U ovom primeru oznaka x nakon λ oznaqava argument funkcije, a izraz nakon
taqke oznaqava telo funkcije, u ovom sluqaju tako�e x, pa je ovo funkcija iden-
titeta. Funkcije imaju dva va�na svojstva:

• Funkcije su vrednosti prve klase, xto znaqi da mogu da budu i ulaz i
izlaz za druge funkcije.

• Sve funkcije su funkcije jednog argumenta. Funkcije vixe argumenata se
predstavǉaju u obliku Karijevih funkcija3.

3 Haskel Kari (1900 - 1982), ameriqki matematiqar i logiqar, po kome je ova metoda dobila
ime. Po ǌemu je tako�e nazvan i programski jezik Haskell kojim �emo se kasnije baviti.
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Primer Karijeve funkcije:
λx.(λy.z)

Ovaj primer predstavǉa funkciju koja uzima argument x, i vra�a funkciju
koja uzima argument y i vra�a z. Ponavǉaǌem postupka ilustrovanog ovim
primerom se funkcija sa proizvoǉnim brojem agumenata mo�e predstaviti u
obliku Karijeve funkcije. Kako ovakva notacija mo�e priliqno da zakomplikuje
zapis slo�enijih funkcija koristi�emo alternativni naqin zapisa funkcije sa
vixe argumenata:

λxy.z

Ova funkcija je ekvivalenta prethodnoj, ali je zapis koncizniji.

Argument funkcije mo�e biti bilo koji izraz, a sam proces aplikacije pri-
meǌuje funkciju na argument. Osvrnimo se na jedan primer:

(λx.x)y

Gorepomenutu funkciju identiteta primeǌujemo na argument y. Primetimo da
su u ovom primeru neophodne zagrade, jer bez ǌih izraz ne bi imao isto znaqeǌe.
Aplikacija se evaluira supstitucijom; zamenom vrednosti argumenta u telu
funkcije. U ovom primeru se vrxi supstitucija [y/x], tj. x dobija vrednost y:

λ(x.x)y = [y/x]x = y

U λ raqunu sva imena su lokalna, dakle va�e samo u definiciji u kojoj se
nalaze. U izrazu

(λx.x)(λx.x)

x iz prve i x iz druge funkcije su potpuno nezavisni. Isti izraz bi se mogao
zapisati i ovako:

(λx.x)(λy.y)

Iz ovog primera vidimo da imena argumenata u funkcijama nemaju nikakvo
posebno znaqeǌe osim da opixu naqin na koji se funkcija primeǌuje.

2.2 Vezane i slobodne promenǉive

Razmotrimo primer:
(λx.x)(λy.yx)

Ka�e se da λ operator vezuje promenǉivu ako se ona pojavǉuje u telu funkcije
koju definixe (kao npr. ∃ ili ∀ u logici). U ovom primeru, x u telu prvog
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podizraza je vezano za prvo λ, a y u telu drugog podizraza je vezano za drugo λ,
pa ka�emo da su promenǉive x i y vezane. Promenǉivu x u telu drugog izraza ne
vezuje ni jedan λ operator pa ka�emo da je x slobodna promenǉiva. Napomenuli
smo da su sva imena lokalna, pa je sasvim validno da u ovom primeru x bude
vezano u jednom, a slobodno u drugom podizrazu.

Definiximo sada formalno pojam vezane promenǉive.
Za promenǉivu x va�i:

• x je slobodno u x.

• x je slobodno u λy.E, ako je x 6= y i x je slobodno u izrazu E.

• x je slobodno u izrazu E1E2 ako je slobodno u bar jednom od dva podizraza.

Sa druge strane, x je vezano u jednom od ova dva sluqaja:

• x je vezano u izrazu λy.E ako je x = y ili ako je vezano u izrazu E

• x je vezano u izrazu E1E2 ako je vezano u bar jednom od dva podizraza.

Napomenimo da je odre�ena promenǉiva vezana za λ operator koji joj je
najbli�i, tj u izrazu

λx.(λx.xy)

promenǉivu x vezuje drugi λ operator.

2.3 λ-redukcija

λ-redukcija (λ-konverzija) je proces kojim se dolazi do ekvivalentnog λ izraza
korix�eǌem tri redukcione operacije:

• α-redukcija: meǌa imena vezanih promenǉivih

• β-redukcija: izvrxava aplikaciju funkcija

• η-redukcija: redukuje koriste�i ideju ekstenzionalnosti

Sve tri operacije �e biti opisane u narednim poglavǉima.

Dokazano je da redosled kojim se redukcije vrxe ne utiqe na rezultat, i ova
tvrdǌa je poznata kao Qerq-Rozerova teorema. Posledica teoreme je da svaki
izraz ima najvixe jednu normalnu formu tj. formulaciju izraza takvu da nije
mogu�e izvrxiti ni jednu β-redukciju.
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2.3.1 β-redukcija

Glavni princip β-redukcije tvrdi da se svaka aplikacija λ(x.T )A, gde je T telo
funkcije a A argument, mo�e uprostiti supstitucijom.

Objaxǌeǌe supstitucije (zamena vrednosti argumenta u telu funkcije) dato
u 2.2 nije potpuno precizno. Dakle, pri procesu aplikacije funkcije λx.E na
argument y, samo ona pojavǉivaǌa x u izrazu E u kojima je x slobodna bi-
vaju zameǌena vrednox�u argumenta y. Supstitucija ne utiqe na promenǉive
sa istim imenom koje su vezane za λ operator nekog podizraza. Primenimo
funkciju

λx.(λx.xy)

na argument z:
(λx.(λx.xy))z = λx.(λx.xy)[z/x] = (λx.xy)

Poxto je x u podizrazu vezano za svoj λ operator, a y je slobodna promenǉiva,
aplikacija ove funkcije na z nema efekta. Da je u definciiji funkcije argument
funkcije bio y, a ne x, y bi postala vezana i bila zameǌena u supstituciji.

(λy.(λx.xy))z = λy.(λx.xy)[z/y] = (λx.xz)

Ovaj primer mo�e da predstavǉa i problem. Xta bi se desilo da smo funkciju
primenili na argument x?

(λy.(λx.xy))x = λy.(λx.xy)[x/y] = (λx.xx)

Prime�ujemo da dolazi do kolizije, jer nakon supstitucije slobodna promenǉiva
y postaje vezana. Svaka supstitucija koja pravi kolizije tog tipa nije validna.
Takvi problemi se mogu rexiti pri redukciji procesom α-redukcije, koji �e
biti opisan u narednom poglavǉu.

2.3.2 α-redukcija

α-redukcija (α-supstitucija) koristi svojstva napomenuta u 2.1, lokalnost imena
i qiǌenicu da imena nemaju posebno znaqeǌe, tako xto transformixe izraz λx.E
u λy.E ′, gde je E ′ izraz E u kome su sva slobodna pojavǉivaǌa promenǉive x za-
meǌena sa y. Alfa redukcija uspexno rexava problem iz prethodnog poglavǉa:

(λy.(λx.xy))x
α
= λy.(λt.ty)[x/y]

β
= (λt.tx)
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2.3.3 η-redukcija

Postoji i tre�i tip redukcije, tzv. η-redukcija. η-redukcija koristi eksten-
zionalnost, koja u ovom kontekstu znaqi da su dve funkcije ekvivalentne akko
vra�aju istu vrednost za sve argumente. Razmotrimo funkciju:

λx.fx

gde se promenǉiva x ne javǉa kao slobodna promenǉiva u f . Va�i:

(∀y) (λx.fx)y ≡ fy

tj. gore navedena funkcija za svaki uneti argument vra�a istu vrednost kao
funkcija f , pa na ǌu mo�emo primeniti η-redukciju i transformisati je u f .

Ponaxaǌe η-redukcije mo�emo shvatiti kao ,,naslu�ivaǌe” β-redukcije. Da smo
funkciju iz prethodnog primera propustili da η-redukujemo i zaista je prime-
nili na argument y, primenom β-redukcije bi ipak doxli do ekvivalencije sa
f :

λx.fx[y/x]
β
= f

Tako�e, pri formalnom dokazivaǌu ekvivalencije odre�enih funkcija koje se
ponaxaju isto za sve argumente, mogu�nost pozivaǌa na princip η-redukcije
umnogome olakxava sam dokaz.

2.4 Aritmetika i logika

Iako do sada nismo koristili ni aritmetiku ni logiku u okviru λ raquna,
oqekivano je da postoji naqin na koji se predstavǉaju prirodni brojevi i
logiqke konstante, kao i da je mogu�e definisati funkcije za rad sa ǌima.
Ovo rexavaju tzv. Qerqovi numerali i Qerqove logiqke vrednosti.

Prirodni brojevi se definixu na slede�i naqin:

0 ≡ λfx.x

1 ≡ λfx.f(x)

2 ≡ λfx.f(f(x))

. . .

Broj n je, dakle, predstavǉen kao fn(x).
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Prva funkcija koju �emo uvesti je funkcija sledbenik:

S ≡ λwgy.g(wgy)

Aplikacijom funkcije S na Qerqov numeral koji predstavǉa broj 1 dobijamo:

S(λwgy.g(wgy))1 = (λwgy.g(wgy))(λfx.f(x))

= λgy.g((λfx.f(x))gy)

= λgy.g(g(y))

= 2

Ako iskoristimo Qerqov numeral n kao funkciju koja primeǌuje unetu funkciju
na argument n puta, mo�emo lako uvesti sabariǌe. Taqnije, sabiraǌe brojeva
x i y implementiramo kao Sx(y).

+ ≡ λxy.xSy

Na sliqan naqin, korix�eǌem svojstva stepenovaǌa (fa)b = fab uvodimo mno�eǌe
kao kompoziciju Qerqovih numerala:

∗ ≡ λxyz.x(yz)

Sada �emo se osvrnuti na logiku. Definixemo slede�e dve funkcije koje �emo
proglasiti za konstante > i ⊥ :

> ≡ λxy.x

⊥ ≡ λxy.y

Uz ovakvu definiciju logiqkih konstanti kao funkcija koje vra�aju prvi, odno-
sno drugi od dva uneta argumenta, nije texko definisati i neke osnovne logiqke
funkcije:

∧ ≡ λxy.xy⊥

∨ ≡ λxy.x>y

¬ ≡ λx.x⊥>

Lako se pokazuje da su ovakve definicije validne i konzistente sa istinitosnim
tablicama datih funkcija. Tako�e, postoji naqin da se uvedu i predikati, xto
�emo videti kroz primer funkcije Z, koja vra�a > kada je uneti argument jednak
nuli, a ⊥ u suprotnom.

Z ≡ λx.x⊥¬⊥
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Ako se ponovo osvrnemo na definiciju Qerqovih numerala jasno je da je x⊥¬
= ⊥x(¬). Kako za svaku funkciju va�i 0fa ≡ a i kako znamo da �e navedena
funkcija ⊥x(¬) da postane funkcija identita za x ≥ 1 sledi da �e funkcija Z

da vrati ⊥ za sve brojeve ve�e ili jednake 1, a ¬⊥ = > za 0.

Sada �emo prikazati jednu slo�eniju funkciju, funkciju prethodnik. Prime-
timo da je, zbog prirode numerala, ovo te�e nego tra�eǌe sledbenika broja.

Oqigledno, jedini naqin da na�emo prethodnika broja n je da krenemo od nule , i
na neki naqin funkcijom S(sledbenik) do�emo do broja n−1. Maǌe je oqigledno
kako to izvesti, jer nam je za generisaǌe funkcije Sn−1 ve� neophodan broj n−1,
pa �emo se poslu�iti trikom: Krenu�emo od para (0, 0) i nakon n iteracija
pomo�ne funkcije φ ≡ (a, b) 7→ (a+ 1, a) do�i do para (n, n− 1) qiji je drugi qlan
upravo broj koji nam treba. Par predstavǉamo kao λf.fab i jasno je da mo�emo
koristiti ⊥ i > kako bi izdvojili pojedinaqne elemente jednog para. Sada
pogledajmo pomenutu pomo�nu funkciju

φ ≡ (λpf.f(S(p>))(p>))

koja kreira novi par od sledbenika prvog elementa ulaznog para i prvog ele-
menta kao takvog. Sada, kao xto smo ve� rekli, imamo φn((0, 0)) = (n, n− 1) xto
nam omogu�uje nalazak prethodnika:

P ≡ λn.nφ(λz.z00)⊥

gde ⊥ na kraju definicije funkcije izdvaja drugi qlan iz para (n, n− 1).

Funkcije Z i P imaju primenu u mnogim slo�enijim predikatima. Osvrnimo
se, na primer, na funkciju

geq ≡ λxy.Z(xPy)

koja poredi brojeve x i y tako xto broj y − x, nastao aplikacijom funkcije
prethodnik na argument y taqno x puta, poredi sa nulom. Validnost ove funkcije
osigurava qiǌenica da je P (0) = 0.

Sada kada znamo kako aritmetika i logika funkcionixu ostalo je jox da raz-
motrimo kako se u okviru λ raquna implementira rekurzija.
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2.5 Rekurzija

Kako funkcija u okviru λ raquna nema ime, ne mo�e da referixe samu sebe, tj.
da bi bila u staǌu da napravi rekurzivni poziv morala da bi da u svom telu
sadr�i svoju definiciju, xto nije mogu�e. Ovaj problem se rexava funkcijom
Y -kombinator koju definixemo na slede�i naqin:

Y ≡ λf.(λx.f(xx))(λx.f(xx))

Primenom Y -kombinatora na neku funkciju F dobijamo poziv funkcije F sa ar-
gumentom koji predstavǉa rekurzivni poziv Y F , tj. Y F = F (Y F ). Sve funkcije
vixeg reda K za koje je zadovoǉeno svojstvo KF = F (KF ) nazivamo kombina-
tori fiksne taqke, i pomo�u ǌih je mogu�e simulirati rekurziju.4

Y F = (λf.(λx.f(xx))(λx.f(xx)))F

= (λx.F (xx))(λx.F (xx))

= F ((λx.F (xx))(λx.F (xx)))

= F (Y F )

Demonstrirajmo ovo na primeru funkcije R koja raquna sumu svih brojeva od 0

do unetog broja n. Koristi�emo se rekurentnom vezom R(n) = R(n− 1) + n.

R ≡ λrn.Zn0(nS(r(Pn)))

Broj n je broj za koji �elimo da izraqunamo rexeǌe.

• Ako je n = 0, Zn �e vratiti >, a > po definiciji Qerqovih logiqkih
konstanti vra�a prvi qlan para (0, nS(r(Pn))). Dakle, R(0) = 0.

• Ako je n > 0, bi�e evaluiran drugi qlan para, tj. nS(r(Pn)) : n puta
pozivamo funkciju sledbenik na rekurzivni poziv sa argumentom n− 1.

Taj rekurzivni poziv simuliramo koriste�i pomenutu funkciju Y , tj. svojstvo
Y F = F (Y F ). Izraqunavaǌe R(n) sada vrximo pozivom Y Rn. Demonstrirajmo
ceo proces na primeru n = 2:

Y R2 = R(Y R)2 = Z20(2S(Y R(P2))) = 2S(Y R1)

4Y -kombinator nije jedini kombinator fiksne taqke. Jedan od velikog broja postoje�ih
(mogu�e je qak dokazati da ih ima beskonaqno mnogo) je i tzv. Tjuringov kombinator fiksne
taqke θ, qiji je tvorac pomenuti Alan Tjuring.
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Dobijamo da je Y R2 = 2S(Y R1). Na sliqan naqin bi doxli do Y R1 = 1S(Y R0),
a kako je Y R0 = R(Y R)0 = 0, imamo:

Y R2 = 2S(1S(0))) = 2 + 1 + 0 = 3

Uspexno smo naxli vrednost funkcije, simuliraju�i rekurziju korix�eǌem
izraza Y R na mestu argumenta r. Y -kombinator je, kao temeǉ rekurzije, jedna
od najva�nijih funkcija λ raquna.

Videli smo kako je mogu�e uvesti aritmetiku, logiku i rekurziju, kako bi
demonstrirali mo� samog λ raquna. Naravno, iz same Qerq-Tjuringove teze
sledi da je mogu�e definisati sve funkcije koje su izraqunǉive, pa je npr.
izvodǉiva implementacija Tjuringove maxine koriste�i λ raqun. Takve ve�be
prevazilaze obim ovog rada, pa �emo se zadr�ati na stvarima definisanim
do sad i u slede�oj glavi pre�i na funkcionalno programiraǌe, program-
sku paradigmu inspirisanu λ raqunom. Ova glava predstavǉa solidan uvod u
funkcionalno programiraǌe i ilustruje neke ǌegove koncepte na sasvim
fundamentalnom nivou gde su i nastali, u okviru λ raquna.
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Glava 3

Funkcionalno programiraǌe i
programski jezik Haskell

„Programs must be written for people to read, and only incidentally for machines to
execute.” - Hal Abelson

Funkcionalno programiraǌe (FP) je programska paradigma koja tretira
izraqunavaǌe kao evaluaciju matematiqkih funkcija. Funkcionalni jezici
spadaju u grupu deklarativnih jezika, jezika qiji programi ne sadr�e naredbe,
niti redosled izvrxavaǌa. Prosto reqeno, deklarativni jezici pristupaju re-
xavaǌu problema tako xto definixu izraz koji opisuje rexeǌe, nasuprot im-
perativnim jezicima qiji program je skup naredbi koje se izvrxavaju u odre�e-
nom redosledu. U deklarativne jezike spadaju i npr. logiqki jezici (Pro-
log) koji u svom izraqunavaǌu koriste relacije, za razliku od funkcionalnih
koji problem rexavaju korix�eǌem iskǉuqivo izraza (definicije i aplikacije
funkcija). Glavna odlika funkcija u FP je da one ne izazivaju sporedne
efekte, i takve funkcije zovemo qiste funkcije. U sporedne efekte se ubra-
jaju: promena vrednosti globalnih promenǉivih, qitaǌe i pisaǌe podataka,
pozivaǌe drugih funkcija koje imaju sporedne efekte. . . Jedina svrha qistih
funkcija je da vrate vrednost, a ǌihov rezultat zavisi samo od ulaza, a ne od
trenutka u kom funkciju pozivamo ili staǌa u memoriji. Sa druge strane, im-
perativno programiraǌe tako�e sadr�i funkcije, ali ne u vidu matematiqkih
preslikavaǌa ve� u vidu podrutina, skupa komandi koje se pozivom funkcije
izvrxe. Takve funkcije mogu da imaju sporedne efekte i ǌihovo izvrxavaǌe
qesto zavisi od staǌa memorije, i meǌa ga. Neke funkcije se qak i oslaǌaju na
svoje sporedne efekte, a ne na svoju povratnu vrednost, a kao primer izdvajamo
funkcije scanf i printf programskog jezika C.
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Filozofija qistih funkcija ima mnoge prednosti, o qemu smo ve� govorili.
Modularnost (nezavisno funkcionisaǌe delova koda) i konciznost kodova utiqe
na pove�anu produktivnost programera uz maǌe debagovaǌa, a taqnost kodova
se lakxe dokazuje. Tako�e je bitno napomenuti da se funkcionalni kodovi zbog
svoje modularnosti dosta lako paralelizuju, xto predstavǉa veliku prednost.
Sve ovo utiqe na pove�anu popularnost funkcionalnog programiraǌa, za xta
su primeri ve� izlo�eni u uvodu ovog rada.

U nastavku ove glave �e biti objaxǌeno nekoliko va�nih principa funkcional-
nog programiraǌa. Mnogi principi vode poreklo direktno od matematiqkog
temeǉa FP-a, λ raquna, pa �e qesto mo�i da se uspostavi odgovaraju�a analogi-
ja sa principima objaxǌenim u prethodnoj glavi. Kako je neophodno videti te
principe u praksi, FP �e biti uveden kroz ve� pomenuti jezik Haskell, u kome
je u najve�oj meri ra�en i implementacijski deo ovog rada. Haskell odliqno
ilustruje ve�inu principa FP-a, pa �e i pored nekih ideja specifiqnih za
taj jezik svakako biti pokriveno sve xto FP qini posebnim i vrednim pomena.1

Ipak, detaǉno uvo�eǌe svega xto Haskell sadr�i i nekih naprednijih koncepata
(funktori, monade...) je van obima ovog rada. Glavna preporuka za daǉe izuqa-
vaǌe ovog jezika je kǌiga Mirana Lipovaqe „Learn You a Haskell for Great Good”
[3], a validan izvor su i mnoge druge kǌige koje se bave istom temom.

3.1 Prve funkcije

Kao xto je ve� reqeno, kako u funkcionalnom programiraǌu ne postoje naredbe
niti redosled izvrxavaǌa, osnovu qine funkcije. Pogledajmo osnovne primere
koji ilustruju deklarisaǌe funkcija u Haskell-u.

dupliraj x = x * 2
saberiDva x y = x + y
pomnozi_dva x y = x * y
pi ’ = 3.14
vece5 x = 5 + if x>5 then 1 else 0

a Pri deklarisaǌu funkcije, sa leve strane znaka jednakosti nalaze se redom
argumenti funkcije, a sa desne strane povratna vrednost. U ovom primeru
dupliraj je funkcija koja prima jedan argument, saberiDva/pomnozi_dva pri-

1Treba napomenuti da se funkcionalni jezici dele na dve grupe u zavisnosti od toga koliko
su ,,qisti” tj. koliko su odani filozofiji qistih funkcija. Haskell je qist funkcionalan jezik,
i ostatak rada se fokusira upravo na takve jezike.
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maju dva, dok je pi’ funkcija bez argumenata ili tzv. definicija. Funkcija
vece5 sadr�i if konstrukciju, koja se u Haskell-u ponaxa kao izraz, tj. uvek ima
vrednost, pa je zato neophodno da ona uvek sadr�i i then i else deo.2

Imena funkcija u Haskell-u poqiǌu malim slovom i mogu da sadr�e slova, bro-
jeve, i dva specijalna karaktera: _ i ’ . Karakter ’ se qesto koristi kada
deklarixemo alternativnu verziju ve� postoje�e funkcije, kao u malopre�ax-
ǌem primeru. Funkcija pi ve� postoji u Haskell-u, pa smo na ime naxe funkcije
dodali apostrof.

Razmotrimo sada primer jednog C++ koda:

int A;

int saberi(int B)
{ return A + B; }

void sabiraj ()
{

A = 1;
printf("%d ", saberi (1));
A = 5;
printf("%d ", saberi (1));

}

Poziv funkcije void sabiraj() �e ispisati 2 6, iako je oba puta napravǉen
poziv saberi(1). To znaqi da ovaj kod ima sporedne efekte, jer rezultat funkcije
zavisi od globalne promenǉive A. Sporedni efekti su potpuno validni u im-
perativnim jezicima, pa imaju smisla funkcije koje ne vra�aju vrednost (void
funkcije). Sa druge strane, sporedni efekti ne postoje u FP, pa je neophodno da
funkcija uvek vrati vrednost, i to uvek istu vrednost. Dakle, nikada ne mo�e
da se desi f(x) 6= f(x), jer rezultat svake funkcije zavisi samo od argumenata
koje joj prosledimo. Za izraze ka�emo da su referencijalno transparentni
ako svako ǌihovo pojavǉivaǌe u kodu mo�emo da zamenimo ǌihovom vrednox�u.
I zaista, funkcije u FP imaju ovo svojstvo.

2Imaju�i ovo u vidu, analogija ovoj konstrukciji u jeziku C, kao karakteristiqnom imper-
ativnom jeziku bi pre bila ternarni operator (uslov?vrednost:alternativa), koji je tako�e izraz i
uvek vra�a vrednost, nego if-else konstrukcija ovog jezika.
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3.2 Sistem tipova

Haskell je strogo tipiziran i implementira statiqku proveru tipova. To
znaqi da postoji automatska provera tipova tj. da je svakoj vrednosti koja
se pojavǉuje u programu dodeǉen tip ve� pri kompilaciji, analizom samog
izvornog koda. Statiqka provera tipova, za razliku od dinamiqke koja prove-
rava da li su tipovi u programu validni u toku izvrxavaǌa (i time donekle
usporava izvrxavaǌe), omogu�ava da ve�ina grexaka u vezi sa tipovima bude
uhva�ena pri samoj kompilaciji. Ako se vrednost koju prosle�ujemo funkciji
ne uklapa u tip koji funkcija oqekuje, program �e odbiti da se pokrene kako
bi ukazao na grexku, xto znaqajno skra�uje proces debagovaǌa. Tako�e, ovakav
sistem tipova osloba�a programera potrebe da sam deklarixe tipove u okviru
koda, jer kompajler sam zakǉuquje o ǌima tj. daje najopxtija ograniqeǌa za
tipove koja osiguravaju da �e program funkcionisati. Ovo se zove inferen-
cija tipova, a Haskell koristi tzv. Hindli-Milnerov algoritam za tipovnu
inferenciju.

Razmotrimo funkciju saberiDva iz prethodnog poglavǉa:

saberiDva x y = x + y

Primetimo da ovakva deklaracija funkcije ne ograniqava x i y na celobro-
jni tip podataka, ali da ipak postoje neki uslovi koje ove promenǉive moraju
da zadovoǉe, tj. moraju biti u klasi brojeva (jer je operator + definisan
ne samo za cele ve� i za npr. realne brojeve). Ovakve funkcije, qiji tipovi
argumenata nisu unapred poznati, pa se mogu primeniti na argumente vixe ra-
zliqitih tipova nazivamo polimorfne funkcije. Postavǉa se pitaǌe kako
taqno glasi ograniqeǌe koje algoritam inferencije postavǉa na argumente ove
funkcije tako da dozvoli sve brojevne tipove, ne samo cele brojeve, a da opet
dovoǉno ograniqi korix�eǌe funkcije kako bi osigurao pravilno korix�eǌe.
U tu svrhu se uvode klase tipova. Svaka klasa tipova predstavǉa nexto poput
interfejsa za tip: definixe skup konstanti i funkcija koje svaki tip koje
�eli da bude predstavnik te klase mora da implementira. Dakle, algoritam
inferencije rexava pomenuti problem postavǉaǌem ograniqeǌa Num na promen-
ǉive x i y. To ograniqeǌe govori da funkcija radi sa tipovima koji su iz
Num klase, qiji su qlanovi svi brojevni tipovi, i da prihvata samo takve argu-
mente. Pregled nekih osnovnih tipova i klasa tipova �e biti dat u 3.2.2.
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Iako smo rekli da zbog stroge tipiziranosti i statiqke provere tipova nije
neophodno deklarisati tipove argumenata pri deklaraciji funkcije, u Haskell-u
je to mogu�e tzv. tipovnim deklaracijama. Tipovne deklaracije predstavǉaju
kratak opis klasnih i tipovnih ograniqeǌa neke funkcije i pixu se iznad
deklaracije same funkcije. Iako nisu neophodne, tipovne deklaracije se pre-
poruquju jer qine kod jasnijim. Tako�e, ako se ograniqeǌa dobijena algoritmom
inferencije ne poklapaju sa ograniqeǌima koja smo zadali tipovnom deklaraci-
jom, i koja oqekujemo da funkcija zadovoǉava, kompajler �e nas upozoriti pri
kompilaciji, xto opet poma�e u otklaǌaǌu eventualnih grexaka. Pogledajmo
primer funkcija sa tipovnim deklaracijama:

saberiInt :: Int -> Int -> Int
saberiInt x y = x + y

saberiDva :: (Num a) => a -> a -> a
saberiDva x y = x + y

Tipovna deklaracija funkcije saberiInt je Int -> Int -> Int, xto se tumaqi
kao ,,funkcija koja uzima dva Int argumenta i vra�a Int vrednost”. Time smo
ograniqili ovu funkciju na rad sa strogo celobrojnim vrednostima3. Poli-
morfna varijanta ove funkcije sa kojom smo se ve� susreli, saberiDva, u svojoj
tipovnoj deklaraciji koristi tzv. tipovne promenǉive. Tipovne promenǉive
slu�e da se vrednostima nametnu ograniqeǌa u vidu klasa tipova. U ovom
konkretnom primeru, (Num a) => a -> a -> a znaqi da je saberiDva ,,funkcija koja
uzima dva argumenta tipa a i vra�a vrednost tipa a”, gde je a iz klase Num, qiji
su predstavnici svi brojevni tipovi.

U narednom delu �e biti dat pregled osnovnih tipova i tipovnih klasa. Iako
tipovi deluju standardno (postoja�e sve xto postoji i u imperativnim jezicima:
celobrojni brojevi, realni brojevi, stringovi...) klase tipova su novitet i
karakteristiqne su za jezike sa ovakvim tipovnim sistemom. Pre toga, uve-
dimo n-torke i liste, koje se kao osnovni elementi tipovne strukture ve�ine
programskih jezika, pojavǉuju i u funkcionalnoj paradigmi.

3Boǉi uvid u naqin na koji se tumaqi tipovna deklaracija i objaxǌeǌe qiǌenice da u samoj
deklaraciji ne postoji nixta xto na pravi naqin odvaja tipove argumenata od tipa povratne
vrednosti funkcije bi�e dati u 3.5.
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3.2.1 Liste i n-torke

Liste su vrlo va�na komponenta jezika Haskell, a mo�e se re�i i celog funkci-
onalnog programiraǌa. Kako nema globalnih promenǉivih niti sporednih
efekata, liste su vrlo korisne kao alat u procesu transformacije podataka,
i nalaze xiroku primenu. Liste se definixu na standardan naqin:

Lista je ili prazna lista ([]), ili se sastoji od glave (prvog elementa) i
repa (ostalih elemenata), pri qemu je rep lista.

Liste u Haskell-u su homogene, xto znaqi da jedna lista sadr�i podatke samo
jednog tipa. Pogledajmo najosnovniju deklaraciju liste i neke osnovne funkcije
za rad sa listama:

brojevi = [1,2,3]
brojevi ’ = 0 : brojevi
josBrojeva = [4,5,6]
sviBrojevi = brojevi ++ josBrojeva
broj = brojevi !! 1

Kada govorimo o listama, kǉuqni operator je :, operator konstrukcije koji
dodaje pojedinaqne elemente na poqetak liste. Naqin na koji smo deklarisali
listu brojevi je samo lepxi naqin da deklarixemo listu 1:2:3:[]. Ostali bitni
operatori su ++, operator konkatenacije dve liste, i !! koji izvlaqi element
na zadatom indeksu (napomenimo da su liste indeksirane od 0). Pored ovih
funkcija, kako je Haskell jezik priliqno visokog nivoa, i sadr�i u sebi mnoge
ve� gotove funkcije, bogat je i funkcijama za rad sa listama poput head, tail,
length, reverse, sum, take, cycle. . . Ne�emo ulaziti detaǉno u opis svake od
ǌih, ve� �e one koje budu korix�ene u nastavku biti objaxǌene na odgo-
varaju�em mestu.

Kombinacija lista i n-torki (eng. n-tuple) je osnovni naqin manipulacije po-
dacima u Haskell-u. Prednost n-torki je qiǌenica da ne moraju biti homogene.
Jedna n-torka ima unapred zadat broj elemenata pa su korisne u situacijama
kada znamo sa koliko podataka kojih tipova radimo. Pogledajmo primer:

ntorka = ("Alonzo", "Church", 1903)

Ova n-torka sadr�i dva stringa (ime i prezime) i jednu celobrojnu vrednost
(godina ro�eǌa).
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Pre prelaska na pregled tipova i klasa tipova kratko se osvrnimo na jednu
zanimǉivu sintaksnu konstrukciju, sa�et zapis liste (eng. list comprehension).
Sa�et zapis liste omogu�ava efikasno i koncizno generisaǌe �eǉene liste.
U okviru ove konstrukcije definixemo izlaznu funkciju, ulazne skupove, i
predikate. Ove tri komponente jasno definixu listu koju �elimo da gene-
rixemo. Pogledajmo kako sa�et zapis funkcionixe:

parovi = [(x, y) | x <- [1,2,3], y <- [1..10] , x+y == 10]

Ovaj zapis generixe listu parova (2-torki) u kojima su brojevi iz zadatih
skupova takvi da im je suma 10. Ovde smo se radi lakxeg zapisa liste poslu�ili
skra�enim zapisom, pa je listu [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] mogu�e definisati kao
[1..10]. U nekom od narednih poglavǉa, kad budemo govorili o leǌoj evalu-
aciji, �e ovaj naqin zapisa biti priliqno koristan.

3.2.2 Pregled tipova i klasa tipova

Sada kada znamo po kojim principima funkcionixe sistem tipova uvedimo neke
osnovne tipove:

• Int - celi brojevi fiksnog raspona ( od −231 do 231 − 1)

• Integer - celi brojevi proizvoǉnog raspona, bez memorijskog ograniqeǌa

• Bool - logiqke vrednosti

• Char - pojedinaqni znakovi

• String - nizovi znakova, sinonim za [Char]

• Float/Double - realni brojevi

Primetimo da liste i n-torke same po sebi nisu tipovi ve� postaju tipovi tek
kada su poznati tipovi vrednosti koje �e sadr�ati. Primeri validnih tipova
bi bili [Int], [Bool], (String, String, Int). . .

Osnovne klase tipova uz funkcije koje definixu su:

• Eq (==, /=) - tipovi koji podr�avaju testiraǌe jednakosti

• Ord (<, >, <=, >=) - tipovi koji imaju ure�eǌe

• Show (show) - tipovi koji imaju reprezentaciju u vidu String-ova, funkcija
show pretvara vrednost takvog tipa u String
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• Read (read) - suprotna klasa, funkcija read uzima String i vra�a vrednost
tipa koji je qlan klase Read

• Num (+, *, ...) - svi tipovi koji mogu da se ponaxaju kao brojevi

Tu su jox i Integral i Floating kao podskupovi klase Num, kao i klase Enum i
Bounded koje definixu tipove koji mogu biti numerisani, kao i tipove koji
imaju neko ograniqeǌe. Iako svaka od ovih klasa ima primenu, i pokazuje se
vrlo korisnom, za sad �emo se pri celokupnoj priqi o tipovima i klasama
tipova ovde zaustaviti.

3.3 Leǌa evaluacija

Razliqiti programski jezici primeǌuju razliqite strategije pri evaluaciji
izraza. Tipiqni predstavnici dve glavne klase evaluacionih strategija su:

• strategija poziva po vrednosti (eng. call-by-value)

– striktna strategija - argumenti funkcije se kompletno evaluiraju pre
primene same funkcije

– efikasno ali nekad evaluira nepotrebne argumente

– koriste je jezici kao xto su C, Scheme, ML. . .

• strategija poziva po imenu (eng. call-by-name)

– nestriktna strategija, argumenti funkcije se ne evaluiraju osim ako
se ne koriste pri evaluaciji tela funkcije

– iako ne evaluira nepotrebne argumente, kopira i nepotrebno re-eva-
luira one koji su potrebni

– Haskell koristi optimizovanu varijantu ove strategije koja problem re-
evaluacije rexava memoizacijom, tzv. strategija poziva po potrebi
(eng. call-by-need)

Strategija poziva po potrebi, poznata je i kao leǌa evaluacija. Leǌa eva-
luacija je kǉuqan deo Haskell-a i omogu�ava rad sa beskonaqnim strukturama i
optimizuje program evaluiraǌem samo onda kada je to zaista neophodno. Raz-
motrimo slede�u funkciju:

f a b = a*2
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i poziv f 2 (1/0). Da koristimo npr. strategiju poziva po vrednosti ovaj
poziv ne bi uspexno vratio rezultat jer evaluacija jednog od podizraza (1/0)
ne mo�e da uspe. Prvo bi bile izraqunate vrednosti svih podizraza pa tek onda
vrednost glavnog izraza. Sa druge strane, leǌa evaluacija odla�e evaluaciju
podizraza sve dok same vrednosti nisu potrebne, pa �e biti evaluiran samo
prvi argument. Poka�imo sada jedan primer rada sa beskonaqnim strukturama:

g = take 6 [1..]

Skra�enim zapisom liste spomenutim pri priqi o listama funkciji take prosle-
�ujemo beskonaqnu listu prirodnih brojeva i argument 6. Funkcija take n
xs vra�a listu prvih n elemenata liste xs, pa �e rezultat funkcije g biti
[1,2,3,4,5,6]. Upravo zbog leǌe evaluacije ni u jednom trenutku nije zaista
izraqunata beskonaqna lista, ve� samo ǌenih prvih 6 qlanova, jer je toliko
dovoǉno da kompletna evaluacija uspe.

3.4 Rekurzija i tra�eǌe uzoraka

Kako je iteracija suxta suprotnost filozofije FP-a, retko je mogu�a, a i
kad jeste ne preporuquje se ǌeno korix�eǌe. Umesto toga, glavni mehanizam
izraqunavaǌa u FP je rekurzija. Kao prvi primer rekurzivne funkcije stan-
dardno se navodi funkcija koja raquna n-ti fibonaqijev broj koriste�i prostu
rekurentnu vezu:

fib 1 = 1
fib 2 = 1
fib n = fib (n-1) + fib (n-2)

Uz rekurziju qesto idu i uzorci i gardovi. Uzorci omogu�avaju definisaǌe
vixe od jednog tela funkcije za razliqite xablone, i uklapaju ulazne argumente
u xablon, dok gardovi vrxe proveru nekog svojstva ulaznih argumenata i na
osnovu toga odre�uju xta �e biti vra�eno, nalik na if konstrukciju. Ne�emo
ulaziti u detaǉe tih postupaka ali �e osnovna sintaksa biti prikazana kroz
primer funkcije maximum’ koja odre�uje maksimalan element liste:

maximum ’ [] = error "Prazna lista"
maximum ’ [x] = x
maximum ’ (x:xs)

| x > maxRep = x
| otherwise = maxRep
where maxRep = maximum ’ xs
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Za ovu funkciju su definisana tri razliqita tela. Prvo prijavǉuje grexku
(funkcija error) ako je uneta prazna lista, drugo radi sa listom koja ima jedan
element, a tre�e razla�e unetu listu na glavu i rep, i pravi rekurzivni poziv.
Provera da li je trenutna glava ve�a od dosadaxǌeg maksimuma se vrxi pomo�u
gardova (|), dok su pomo�ne promenǉive definisane u where delu koji se pixe
na kraju svakog tela funkcije. Provera da li se argumenti uklapaju u xablon
nekog tela se dexava redom do prvog poklapaǌa, i neophodno je ,,uhvatiti” sve
mogu�e oblike ulaznih podataka (grexke pri ovom postupku se ne tolerixu pri
kompilaciji). Ako ulazni podaci odgovaraju xablonu zadatom u nekom telu
funkcije, proverava se da li zadovoǉavaju predikate zadate gardovima (gde je
otherwise predikat koji je uvek taqan) i ako ne zadovoǉavaju ni jedan od ǌih, na-
stavǉa se provera po slede�em telu funkcije. Ove metode su naroqito korisne
pri radu sa listama, kako zbog toga xto efikasno vra�aju razliqite vrednosti
za razliqite xablone ulaznih podataka, tako i zbog qiǌenice da se u svakom
telu funkcije ulazna lista mo�e razlo�iti na delove, i ti delovi vezati za
imena.

3.5 Karijeve funkcije i funkcije vixeg reda

U poglavǉu 2.1 smo ve� govorili o pojmu vrednosti prve klase i Karijevim
funkcijama. Funkcionalno programiraǌe preuzima te koncepte iz λ raquna,
pa mo�emo da ka�emo da za funkciju u FP va�i da je vrednost prve klase, tj.
da je ravnopravna sa svim drugim tipovima podataka. To svojstvo omogu�ava
da funkcije budu argumenti i povratne vrednosti drugih funkcija. Funkcije
vixeg reda (funkcije koje kao argument uzimaju druge funkcije) su veoma za-
stupǉene u matematici (izvod, integral..), pa �e i u samom funkcionalnom
programiraǌu ǌihovo postojaǌe biti od velike koristi.

Pre nego xto objasnimo kako funkcije vixeg reda funkcionixu i zaxto su
korisne moramo se dota�i pojma Karijevih funkcija. Karijeve funkcije su
tako�e spomenute u poglavǉu 2.1 i FP ih kompletno preuzima iz λ raquna, tj.
u FP funkcije vixe argumenata tehniqki ne postoje ve� ih posmatramo kao
Karijeve. Ovo nagovextava tipovna deklaracija saberiInt :: Int -> Int ->
Int data u 3.2, iz koje vidimo da ne postoji suxtinska razlika izme�u naqina
na koji zapisujemo tipove argumenata funkcije i tip ǌene povratne vrednosti.
Ako posmatramo ovu funkciju kao Karijevu dobijamo saberiInt :: Int -> (Int
-> Int) tj. ova funkcija uzima argument tipa Int i vra�a funkciju koja slika
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Int u Int. Kao primer funkcija vixeg reda navex�emo standardnu funkciju
map i ǌoj srodnu funkciju filter, kao bitne komponente naqina razmixǉaǌa
zastupǉenog u FP.

3.5.1 map i filter

Funkcija map se definixe na slede�i naqin:

map :: (a -> b) -> [a] -> [b]
map f [] = []
map f (x:xs) = f x : map f xs

Dakle, map je funkcija vixeg reda koja kao argumente prima funkciju f koja
slika vrednosti tipa a u vrednosti tipa b i listu elemenata tipa a. Primenom
funkcije f na pojedinaqne elemente ulazne liste dobija se lista qiji su ele-
menti tipa b. Ta lista biva vra�ena kao rezultat primene funkcije map. Dakle,
kao xto joj i samo ime ka�e, ova funkcija ,,mapira” funkciju na listu. Druga
funkcija koju smo spomenuli, filter, radi na sliqan naqin: kao prvi argument
prima predikat (funkciju koja slika vrednost tipa a u True ili False) i vra�a
listu samo onih elemenata koji zadovoǉavaju predikat. Napiximo funkciju
koja iz liste izbacuje sve elemente maǌe ili jednake 3:

p x = if x>3 then True else False
samoVeci xs = filter p xs

U ovom primeru smo kao predikat definisali pomo�nu funkciju p. Ova funkcija
�e vratiti True za svaku vrednost promenǉive x ve�u od tri, a False u suprotnom.
Kako je funkcija p definisana samo da bi bila iskorix�ena u glavnoj funkciji,
nepotrebno smo zauzeli p kao ime funkcije. U du�im programima to mo�e
predstavǉati problem, pa se ovaj primer mo�e napisati drukqije korix�eǌem
anonimnih funkcija (lambdi). Lambde, oqigledno inspirisane λ raqunom,
predstavǉaju funkcije koje nemaju ime i definixu se na istom mestu gde se
i (jedino) koriste, qime se efikasno quva prostor za imena drugih funkcija.
Primenom lambdi na nax primer dobijamo ekvivalentnu funkciju:

samoVeci xs = filter (\x -> if x>3 then True else False) xs

Ovde je sam predikat definisan kao anonimna funkcija, u okviru same glavne
funkcije. Znak \, odabran jer podse�a na slovo λ oznaqava poqetak anonimne
funkcije koja u ovom sluqaju slika x u logiqku vrednost. Postoji jox kon-
cizniji naqin da se zapixe funkcija samoVeci ali pre toga moramo uvesti pojam
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parcijalne primene, koji ka�e da je rezultat prosle�ivaǌa m argumenata
funkciji koja zahteva n argumenata (gde je n > m) funkcija koja zahteva jox
n −m argumenata. Ovo je logiqno ako posmatramo funkcije kao Karijeve. Jox
jednom �emo kao primer iskoristiti funkciju saberiInt:

saberiInt :: Int -> Int -> Int
saberiInt x y = x + y

Rekli smo da se ǌena tipovna deklaracija posmatra kao Int -> (Int -> Int)
pa kada bismo joj prosledili samo jedan, umesto dva argumenta, dobili bismo
funkciju qiji je tip Int -> Int, tj. funkciju koja ,,qeka” jox jedan argument.
Ovo nam omogu�ava da npr. definixemo funkciju koja uneti broj sabira sa
brojem 3:

saberiTri :: Int -> Int
saberiTri x = saberiInt 3 x

Primetimo da x u deklaraciji funkcije nije neophodno i zapiximo funkciju u
obliku:

saberiTri = saberiInt 3

Dakle, funkcija saberiTri predstavǉa parcijalnu primenu funkcije saberiInt
na argument 3. Parcijalna aplikacija mo�e da se primeni i na infiksne
funkcije, funkcije qiji se argumenti pri aplikaciji nala�e sa razliqitih
strana imena funkcije (xfy a ne fxy). Takva funkcija je npr. funkcija < pa
konaqno dolazimo do najkonciznijeg, i sa stanovixta FP i ǌegove filozofije,
najboǉeg rexeǌa za gorepomenuti problem:

samoVeci xs = filter (>3) xs

(>3) je, dakle, funkcija nastala parcijalnom primenom funkcije > na argument
3. Ova funkcija poredi uneti broj sa 3, a to je upravo ono xto nama treba kao
predikat.

U kombinaciji sa funkcijama map i filter qesto se koriste i standardne funkcije
takeWhile i dropWhile. Funkcija takeWhile uzima predikat i listu i zadr�ava
elemente liste dokle god je predikat zadovoǉen. Lista se prekida na prvom
mestu gde predikat ne vrati True. Srodna funkcija dropWhile odbacuje elemente
dok je predikat zadovoǉen:
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tw3 = takeWhile (>3) [5,4,1,2,3,6]
dw3 = dropWhile (>3) [5,4,1,2,3,6]

U ovom primeru, tw3 = [5,4], a dw3 = [1,2,3,6].

Na samom kraju, pogledajmo jedan slo�eniji primer koji koristi map, filter i
takeWhile funkcije, funkciju koja raquna sumu svih neparnih kvadrata maǌih
od 1000:

suma = sum ( takeWhile ( <1000) (filter odd (map (^2) [1..])))

Dakle, polazimo od beskonaqne liste prirodnih brojeva. Na ǌu mapiramo
funkciju koja vra�a kvadrat broja, zatim iz dobijenog skupa uzimamo samo
neparne vrednosti i odbacujemo elemente poqevxi od prvog koji nije maǌi
od hiǉadu. Na kraju na dobijeni rezultat primenimo funkciju koja vra�a
sumu elemenata liste, i dobili smo rezultat, a kod je kratak i jasan. Ovakvo
koncipiraǌe rexeǌa predstavǉa temeǉ naqina razmixǉaǌa koje karakterixe
funkcionalno programiraǌe. Kre�emo od xirokih skupova rexeǌa, pa mapi-
raǌem i filtriraǌem odbacujemo delove koji nam nisu potrebni, i na kraju
dobijamo tra�eni rezultat.

Naravno, pored svega uvedenog u ovoj glavi postoje jox mnogi koncepti koji za-
ista prevazilaze obim ovog rada, i ne mogu biti uvedeni na ovom mestu. Haskell
je, kao xto je ve� reqeno, visok programski jezik, i popisivaǌe svih funkcija
i ideja bi pretvorilo ovaj rad u u
benik za Haskell, xto nije ciǉ. U uvod-
nom delu ove glave je ve� pomenuta literatura koja takve stvari sadr�i, ali
samo kao ilustracija �e biti prikazana jox ,,lepxa” verzija koda kojim smo se
malopre bavili. Ovaj kod koristi operatore kompozicije i rexava se nepo-
trebnih zagrada:

suma ’ = sum . takeWhile ( <1000) . filter odd . map (^2) $ [1..]

Ova funkcija, ovako napisana, zaista na pravi naqin ilustruje bliskost koda
programeru koja karakterixe FP. Kod je razumǉiv, intuitivan, i prati naqin
razmixǉaǌa koji stoji u pozadini.
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Ovim poglavǉem se zavrxava tre�a glava. Nakon priqe o λ raqunu u okviru
druge glave, i uvoda u funkcionalno programiraǌe i jezik Haskell prelazimo
na implementacioni deo ovog rada. U qetvrtoj glavi �e uz delove koda biti
objaxǌen proces izrade kompajlera, od definicije osnovnih pojmova koji su deo
neophodne materije do finalnog programa.
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Glava 4

Implementacija kompajlera u
Haskell-u

„Hofstadter’s Law: It always takes longer than you expect, even when you take into account
Hofstadter’s Law.” - Daglas Hofxtader

Po�imo od definicije kompajlera. Kompajler je kompjuterski program koji
prevodi izvorni kod iz jednog programskog jezika koji nazivamo izvornim jezi-
kom (eng. source language) u drugi programski jezik koji nazivamo ciǉnim jezi-
kom (eng. target language). Najqex�i ciǉ kompilacije je kreiraǌe izvrxnog
fajla, fajla koji mo�e da se direktno pokrene i izvrxi na odre�enoj maxini.
Zbog toga je izvorni jezik u najve�em broju sluqajeva programski jezik vixeg
nivoa, jezik sa visokim nivoom apstrakcije, a ciǉni jezik je niskog nivoa, qesto
i sam assembly. Programski jezici vixeg nivoa olakxavaju proces kodiraǌa i
qitǉivi su za ǉude, ali ne i za maxinu na kojoj bi trebalo da se izvrxe, pa je
sam kompajler neophodan kako bi se kod nekog visokog jezika izvrxio.
Tri glavna procesa koja kompajler vrxi su, redom:

• Leksiqka analiza, koja izvorni kod izvornog jezika pretvara u niz zna-
qajnih stringova (tzv. tokena);

• Sintaksna analiza (parsiraǌe), koja tokene u skladu sa gramatikom ko-
jom je definisan ulazni jezik pretvara u tzv. apstraktno sintaksno drvo
(AST);

• Generisaǌe koda, gde se na osnovu AST-a generixe kod za ciǉni jezik,
prate�i ǌegovu sintaksu.

Odgovaraju�e komponente kompajlera koje se bave ovim procesima zovemo
lekserom, parserom i generatorom koda. Naravno, komplikovaniji jezici za-
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htevaju komplikovaniji proces kompilacije, pa je priqa o optimizacijskim kom-
pajlerima i razliqitim tehnikama koje se koriste pri kompilaciji jako bitna,
ali i duga, pa se time ovde ne�emo baviti.

Tema implementacionog dela ovog rada je izrada kompajlera u jeziku Haskell.
Kompajleri predstavǉaju odliqan primer kako funkcionalni programski jezici
(naroqito qisti poput Haskell-a) mogu biti od koristi. Sama implementacija na
pravi naqin dopuǌava reqeno u prethodne dve glave i demonstrira filozofiju o
kojoj je priqano. Konstrukcije i ideje koje postoje u FP, poput tra�eǌa uzoraka
ili ekstenzivnog korix�eǌa rekurzije, nalaze odliqnu primenu u izradi samog
kompajlera, pa se pokazuje da to rade boǉe i od imperativnih jezika. Pored
toga, kao xto je ve� pomenuto u prethodnoj glavi, lakxe je dokazati taqnost
funkcionalnih programa, a mogu�nost dokaza taqnosti programa je naroqito
korisna kod izrade kompajlera.

4.1 Struktura projekta

Pre nego xto u�emo u detaǉnu priqu o komponentama samog projekta i prika�emo
relevantne delove koda, obratimo pa�ǌu na celokupnu strukturu samog pro-
jekta. Kao ulazni jezik, primer visokog jezika, definisan je jezik PV, koji se
mo�e shvatiti kao uprox�ena verzija poznatih imperativnih jezika. Sa druge
strane, nizak nivo predstavǉa virtuelna stek maxina (VSM). Stek maxina je
maxina koja koristi stek umesto registara pri evaluaciji izraza. Instrukcije
za VSM prate formu obrnute poǉske notacije (RPN).

U okviru projekta uspexno su implementirani lekser, parser i generator koda,
kao i sama stek maxina. Sve komponente kompajlera su pisane u Haskell-u,
prate�i suxtinu implementacionog dela. Implementacija same stek maxine
nije kǉuqni deo ovog projekta i ne slu�i da ilustruje mo� funkcionalnog pro-
gramiraǌa pa je ona pisana u jeziku C++. Obra�eǌa je pa�ǌa i na testiraǌe,
pa su u okviru projekta prilo�ena i dva testa, a pri procesu kompilacije se
prikazuju svi me�urezultati dobijeni pojedinaqnim procesima u okviru cele
kompilacije. Kako prikazivaǌe AST-a u tekstualnom obliku nije najprijatnije,
koris�eǌem open source paketa GraphViz [16] generisana je vizualizacija samog
drveta.
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Kako se format koji GraphViz prima razlikuje od formata dobijenog parsiran-
jem, bilo je neophodno napisati kratak program koji vrxi konverziju. Na samom
kraju, napisane su i dve batch skripte koje kompajliraju sve fajlove i pokre�u
ih.

Glavni direktorijum projekta sadr�i:

• direktorijum src - sadr�i sve izvorne kodove;

– PV.hs - predstavǉaǌe sintakse ulaznog jezika neophodno za daǉi proces
kompilacije;

– lexer.hs - vrxeǌe leksiqke analize programa;

– parser.hs - sintaksna analiza programa (parsiraǌe), generisaǌe AST;

– codegen.hs - generisaǌe koda za VSM;

– compiler.hs - sam kompajler, povezuje tri prethodno nabrojane kompo-
nente;

– VSM.cpp - implementacija VSM-a;

– ast_to_dot.cpp - konverzija AST-a iz formata koji parser daje kao
izlaz u dot format koji GraphViz koristi pri generisaǌu grafiqke
reprezentacije samog stabla.

• direktorijum in - sadr�i ulazni fajl, program u jeziku PV (program.pv);

• direktorijum out - sadr�i sve izlazne fajlove nastale procesom kompi-
lacije;

– tokens.txt - niz tokena nastalih leksiqkom analizom;

– ast.txt - tekstualna reprezentacija AST-a koju generixe parser;

– ast.dot - tekstualna reprezentacija AST-a u formatu pogodnom za vizu-
alizaciju;

– ast.png - vizuelna reprezentacija AST-a;

– program.vsm - rezultat kompilacije, skup komandi za VSM;

– vsm_out.txt - rezultat izvrxeǌa programa na VSM-u, ispis staǌa me-
morije na kraju izvrxeǌa.

• direktorijum tests - sadr�i ulaz i izlaz za dva pomenuta testa;

• direktorijum int - sadr�i me�urezultate kompilacije;
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• skriptu compile.bat - koja kompajlira sve sors kodove i kreira fajlove
compiler.exe i VSM.exe;

• skriptu run.bat - koja pokre�e sve kodove.

U nastavku �emo govoriti o pojedinaqnim komponentama celog procesa i prika-
zati neke delove koda. Ceo proces �emo pratiti kroz primer koji je u direk-
torijumu tests oznaqen kao test0.

4.2 Ulazni jezik PV

U ovoj sekciji kratko predstavǉamo sintaksu jezika PV. Kao xto je ve� reqeno,
ovaj jezik je osmixǉen kao uprox�eǌe tipiqnog imperativnog jezika i slu�i
kao jezik visokog nivoa u ovom projektu. ǋegova sintaksa se opisuje u vidu
kontekstno slobodne (eng. context-free) gramatike (naqin na koji smo uveli i
lambda raqun). Ponovo �emo iskoristiti tu notaciju da bi uveli nax jezik, a
u nekom od narednih poglavǉa, kad termini iz teorije formalnih jezika budu
neophodni, �e potrebne definiciji biti izlo�ene. Jezik PV sadr�i:

• x, y ∈ Var (promenǉive, alfanumeriqki stringovi koji poqiǌu slovom)

• n ∈ Num (brojevi, celobrojne vrednosti)

• opa ∈ OPa (aritmetiqke operacije)
opa ::= + | *

• opb ∈ OPb (logiqke operacije)
opb ::= and | or

• opr ∈ OPr (relacije)
opr ::= > | < | =

• a ∈ Aexp (aritmetiqki izrazi)
a ::= n | x | a opa a | (a)

• b ∈ Bexp (logiqki izrazi)
b ::= true | false | !b | a opr a | b opb b | (b)

• S ∈ Stmt (naredbe)
S ::= skip | x := a | S;S | if b then S else S | while b do S
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Semantika ovog jezika ne zahteva dodatno objaxǌeǌe jer su sve konstrukcije
poznate. Samo treba primetiti da su naredbe odvojene znakom ;, i da posle
posledǌe naredbe taj znak nije potreban, niti dozvoǉen. Svi operatori su
asocijativni sa leve strane, a prioritet operacija/relacija je slede�i:

(*) > (+) > (=, >, <) > (and) > (or)

Tako�e, PV podr�ava i komentare u jednoj ili vixe linija. Komentari se
ograniqavaju karakterom /.

Tipovi podataka neophodni za proces kompilacije definisani su u fajlu PV.hs.
Celo sintaksno stablo �e biti sadr�ano u jednoj promenǉivoj tipa Program.
Sva ostala pravila koja nala�e gorenavedeni opis jezika su direktno imple-
mentirana, a ovde navodimo samo iseqak koda, kao i primer programa jezika
PV, iz testa test0, koji smo ve� spomiǌali. Pogledajmo deo koda koji se bavi
naredbama:

data Stmt = IfElse Bexp1 StmtBlock StmtBlock
| WhileDo Bexp1 StmtBlock
| Skip
| Ass Id_String Aexp1
deriving (Show)

Stmt predstavǉa naredbu, StmtBlock je blok naredbi, a Ass je naredba dodele.
Znaqeǌe oznaka Bexp1 i Aexp1 �e biti objaxǌeno u poglavǉu koje govori o par-
siraǌu. Za sada je va�no znati da one oznaqavaju logiqke i aritmetiqke izraze.
Vidimo da ovaj kod veoma liqi na samu deklaraciju sintakse datu iznad, iz qega
se ve� mo�e videti prednost jezika odabranog za implementaciju. Pogledajmo
program dat primerom test0:

b := 1;
if (b > 3)
then { a := 0 }
else { a := b + 1 }

Iako je drugi test primer ekspresivniji, i demonstrira ve�i spektar naredbi
ovog jezika, u nastavku rada �emo se dr�ati ovog primera jer je ipak dovoǉan
da na osnovnom nivou ilustruje sve komponente projekta. Tako�e, prikazivaǌe
ve�eg test primera bi bilo nezgrapno i zauzelo previxe prostora. Iz istog
razloga, uvek �e umesto celih kodova biti davani iseqci koji ilustruju ideju
iza tog dela implementacije.
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4.3 Leksiqka analiza

Prvi korak u procesu kompilacije je, kao xto je prethodno pomenuto, leksiqka
analiza. Pre nego xto objasnimo sam proces i ǌegovu implementaciju u okviru
ovog projekta moramo definisati par pojmova u vezi sa regularnim izrazima
i konaqnim automatima.

4.3.1 Regularni izrazi

Alfabet je konaqan skup Σ, qije elemente zovemo simbolima. Na primer, skup
malih slova engleske abecede Σ = {a, b, c, . . . , z} je validan primer alfabeta dok
skup prirodnih brojeva N = {1, 2, 3, . . . } ne mo�e biti alfabet, jer nije konaqan.

String (nenulte) du�ine n nad alfabetom Σ je ure�ena n-torka elemenata iz
Σ bez znakova interpunkcije. Za n = 0 postoji jedinstveni string, tzv prazan
string koji se oznaqava sa ε. Sa Σ∗ oznaqavamo skup svih stringova nad skupom
Σ.

Regularni izrazi se definixu na slede�i naqin:

• ∅ je regularan izraz;

• ε je regularan izraz;

• Svaki simbol a iz skupa Σ je regularan izraz.

Svi regularni izrazi se grade induktivno, konaqnom primenom slede�ih
pravila:

• Konkatenacija - ukoliko su R i S regularni izraz tada je i RS regularni
izraz;

• Unija - ukoliko su R i S regularni izraz tada je i (R|S) regularni izraz;

• Klinijeva zvezda - ukoliko je R regularni izraz tada je i R∗ regularni
izraz.

Napomenimo jox da Klinijeva zvezda ima ve�u prednost od unije.

Regularni izrazi predstavǉaju jezik za predstavǉaǌe xablona stringova. Po-
gledajmo pravila za uparivaǌe stringova iz Σ∗ sa regularnim izrazima:
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• nijedan string ne odgovara ∅;

• u odgovara ε ukoliko u = ε;

• u odgovara a ∈ Σ ukoliko u = a;

• u odgovara R|S ukoliko u odgovara R ili u odgovara S;

• u odgovara RS ukoliko se mo�e izraziti kao konkatenacija dva stringa vw
gde v odgovara R i w odgovara S;

• u odgovara R∗ ukoliko je u = ε ili se u mo�e izraziti kao konkatenacija
dva ili vixe stringova od kojih svaki odgovara R.

Koriste�i ova pravila definixemo regularni jezik koji je odre�en regu-
larnim izrazom R nad Σ:

L(r)
def
= {u ∈ Σ∗ | u odgovara R}

Kada imamo regularni izraz kojim opisujemo jezik, koriste�i model izraqu-
navaǌa koji zovemo deterministiqkim konaqnim automatom mo�emo u O(n)1

odrediti da li uneti string du�ine n odgovara tom regularnom izrazu, tj. da
li pripada jeziku koji on opisuje. Ovaj postupak predstavǉa osnovu leksiqke
analize, i kako bi nam bio u potpunosti jasan, uvedimo konaqne automate.

4.3.2 Konaqni automati

Konaqni automat je matematiqki model izraqunavaǌa i sastoji se od: skupa
staǌa, ulaznih simbola, prelaza, poqetnog staǌa i prihvataju�ih staǌa.
Objasnimo ovo kroz primer jednog konaqnog automata:

Slika 1: Primer konaqnog automata
(http://www.cs.wcupa.edu/rkline/assets/img/FCS/nfa2.png)

1Ovo ne ukǉuquje slo�enost same izgradǌe automata koja mo�e biti eksponencijalna u veli-
qini alfabeta.
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Za ovaj konaqni automat va�i:

• Staǌa: q0, q1, q2, q3, q4, q5

• Ulazni simboli: a, b

• Prelazi: q0
a→ q1, q0

a→ q2, q1
b→ q3 . . .

• Poqetno staǌe: q0

• Prihvataju�a staǌa: q1, q2

Za string u = a1a2 . . . an ka�emo da ga konaqni automat prihvata ako se sastoji
od alfabeta ulaznih simbola tog automata, i postoje neka (ne obavezno razli-
qita) staǌa q0, q1, q2, . . . , qn, takva da je q0 poqetno staǌe, qn prihvataju�e staǌe,
i postoje prelazi oblika: q0

a1→ q1
a2→ q2

a3→ . . .
an→ qn.

Za automat iz prethodnog primera ka�emo da je nedeterministiqki jer iz
jednog staǌa postoji vixe prelaza sa istim simbolom. Automati za koje to
nije sluqaj zovemo deterministiqkim, i za ǌih va�i da je prelaz odre�en
samo trenutnim staǌem i simbolom. Kao xto smo nagovestili, determini-
stiqki automati predstavǉaju temeǉ leksiqke analize, i sada mo�emo pre�i
na definiciju leksera.

Lekser je komponenta kompajlera koja pretvara ulazni program u niz tokena,
stringova koji daju znaqeǌe delovima koda. Za svaki token se definixe regu-
larni izraz, i svaki token ima priroritet. Nakon xto ulazni program razdvo-
jimo na delove na osnovu separatora (razmak, novi red, . . . ) i u istom prolazu
uklonimo komentare, na osnovu pomenutih proriteta tra�imo kom tokenu, tj.
kom regularnom izrazu svaki od tih delova pripada. Kao xto smo rekli u
4.3.1, to radimo koriste�i deterministiqke konaqne automate, tako xto svaki
regularni izraz vezan za token pridru�ujemo jednom automatu. Kada se, na os-
novu priroteta, prona�e prvi regularni izraz kom trenutni string odgovara,
pronaxli smo novi token. Pogledajmo sada implementaciju leksera u okviru
ovog projekta.

4.3.3 Implementacija leksera

U okviru ovog projekta lekser je implementiran u skripti lexer.hs qija glavna
funkcija lexx uzima string koji predstavǉa program u jeziku PV i vra�a niz
strukture Token. U pomenutom fajlu PV.hs se nalazi opis te strukture:
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data Token = NUM Int -- 1, 2, -3, ...
| ID Id_String -- a, b, cC1 , ...
| BOOL Bool -- True/False
| SEMICOLON -- ;
| PAREN_LEFT -- (
| PAREN_RIGHT -- )
| BRKT_LEFT -- {
| BRKT_RIGHT -- }
| KWRD_AND -- and
| KWRD_OR -- or
| KWRD_IF -- if
| KWRD_THEN -- then
| KWRD_ELSE -- else
| KWRD_WHILE -- while
| KWRD_DO -- do
| KWRD_SKIP -- skip
| OP_NOT -- !
| OP_ASS -- :=
| OP_PLUS -- +
| OP_MUL -- *
| OP_ORD Ordering -- >, <, =
| EOF -- zavrsni token
deriving (Eq , Show)

Ovi tokeni kompletno odgovaraju sintaksi jezika i ǌihovo znaqeǌe je objaxǌeno
u komentarima. Pomenuta funckija lexx poziva funkciju nextToken nakon xto
ukloni separatore i komentare, i prosle�uje joj string koji poqiǌe delom koji
treba pretvoriti u token. Funkcija nextToken mehanizmom pomenutim u 4.3.2
vra�a token i ostatak stringa koji treba ponovo da pro�e kroz odstraǌivaǌe
separatora i komentara. Pogledajmo funkciju nextToken:

nextToken :: String -> (Token , String)
nextToken s @ (x:xs)

| isAlpha x = readKwrdIdBool s -- 1. pocinju slovom
| isDigit x = readNum s ’+’ -- 2. pocinju brojem
| (x == ’:’) = readAss s -- 3. operacija dodele (2 znaka)
| (x == ’-’) = readNum s ’-’ -- 4. negativni brojevi
| otherwise = (readSign x, xs) -- 5. svi preostali tokeni (1 znak)

Iz ove funkcije se vide prioriteti tokena o kojima smo govorili. Svaka od
pojedinaqnih funkcija koju nextToken poziva se bavi jednim tipom tokena, a
kao primer dajemo funkciju readNum koja radi sa tokenima koji predstavǉaju
brojeve:
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readNum :: String -> Char -> (Token , String)
readNum s ’+’ = (NUM (read number), rest)

where (number , rest) = span isDigit s
readNum (x:xs) ’-’ = (NUM (negate $ read number), rest)

where (number , rest) = span isDigit xs

Nakon xto ceo ulazni program bude preveden u tokene dodaje se zavrxni to-
ken EOF i lekser zavrxava sa radom. Za primer test0 rezultat je slede�i
(tokens.txt):
[ID "b",OP_ASS ,NUM 1,SEMICOLON ,KWRD_IF ,PAREN_LEFT ,ID "b",OP_ORD GT ,
NUM 3,PAREN_RIGHT ,KWRD_THEN ,BRKT_LEFT ,ID "a",OP_ASS ,NUM 0,BRKT_RIGHT ,
KWRD_ELSE ,BRKT_LEFT ,ID "a",OP_ASS ,ID "b",OP_PLUS ,NUM 1,BRKT_RIGHT ,EOF]

Uz ovakvu listu tokena sada prelazimo na slede�i deo kompilacije, sintaksnu
analizu.

4.4 Sintaksna analiza

Sintaksna analiza (parsiraǌe) predstavǉa proces pretvaraǌa tokena koji
su rezultat leksiqke analize u strukturu koju smo ve� pomenuli u uvodu ove
glave, apstraktno sintaksno drvo (AST). Parsiraǌe radi sa kontekstno slo-
bodnom gramatikom nalik onoj koja je data u 4.2 i pomo�u tipa automata koji
do sada nismo spomiǌali, nedeterministiqkog pushdown automata, generixe
rezultat. Ovaj automat, dakle, nije deterministiqki, i koristi pomo�ni stek,
pa prelaz sada zavisi od trenutnog staǌa, simbola i elementa na vrhu steka.
Tako�e, pri svakom prelazu je mogu�e promeniti staǌe vrha steka (uz to da ne
mo�emo dodatno prazniti stek u trenutku kada je ve� prazan).

Kao xto je nagovexteno u 4.2, sada �emo uvesti neke pojmove formalne teorije
jezika koji su nam neophodni za daǉi rad: Formalni jezik predstavǉa skup
stringova simbola (alfabet) za koje va�e neka pravila. Ta pravila zadaje
formalna gramatika u vidu neqega xto nazivamo produkcionim pravilima.
Produkciono pravilo je pravilo transformacije stringova, koje u ovom kon-
tekstu transformixe simbole alfabeta jedne u druge. Simbole ni�eg nivoa
koji ne podle�u transformacijama zovemo terminalnim simbolima, dok su
simboli vixeg nivoa koji se moraju transformisati produkcionim pravilima
tzv. neterminalni simboli. Definicije lambda raquna i jezika PV date u
prethodnom delu ovog rada su se sastojale od niza produkcionih pravila za for-
malne jezike, i bile su, kao xto je ve� reqeno, deo klase kontekstno slobodnih
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gramatika. Najkra�e reqeno, kontekstno slobodne gramatike su gramatike u
kojima leva strana svakog pravila produkcije sadr�i samo jedan neterminalni
simbol. U ovom radu se bavimo gramatikama samo iz te klase.

Sam proces parsiraǌa nije lak, i komplikovaniji jezici koriste kompliko-
vanije metode sintaksne analize. Nax jezik, PV, je dovoǉno prost da uz male
modifikacije mo�e da bude uspexno parsiran metodom rekurzivnog spusta.
Rekurzivni spust se temeǉi na me�usobno rekurzivnim procedurama, gde obiqno
svaka od ǌih implementira jedno pravilo produkcije iz gramatike jezika. Sin-
taksno stablo dobijeno parsiraǌem na taj naqin podse�a na gramatiku koju
parser prepoznaje. Odlika ove metode je da ne zahteva bektrek, tj. mogu�e je
parsiraǌe uraditi u jednom prolazu, ako gramatika jezika zadovoǉava odre�ena
svojstva, tj. ako pripada klasi LL(k), klasi jezika koje je mogu�e parsirati ako
u svakom trenutku imamo pristup taqno narednih k tokena. Jezik PV, na naqin
na koji je definisan u 4.2 ne pripada ovoj klasi pa moramo napraviti odre�ene
modifikacije.

Glavni razlog zbog kog nax jezik trenutno ne zadovoǉava uslove za rekurzivni
spust je prisustvo leve rekurzije. Za formalnu gramatiku ka�emo da je levo
rekurzivna ako se najlevǉi simbol u nekom od pravila produkcije neterminala
r ponovo (posle jedne ili vixe primena pravila produkcije) slika u r. Jasno
je da kad bi prostim rekurzivnim spustom pokuxali parsirati gramatiku koja
je levo rekurzivna, uxli bismo u beskonaqan ciklus. Levu rekurziju jezika PV
ilustruje produkciono pravilo za aritmetiqke izraze:
a ::= n | x | a opa a | (a)
Vidimo da je produkcija a → a opa a levo rekurzivna. Ovaj problem regu-
lixemo modifikacijom sva tri sporna pravila produkcije koja izazivaju levu
rekurziju:

a ::= n | x | a opa a | (a)
b ::= true | false | !b | a opr a | b opb b | (b)
S ::= skip | x := a | S;S | if b then S else S | while b do S

Pravila za aritmetiqke izraze, logiqke izraze i naredbe transformixemo
podelom svake od ovih klasa na vixe nivoa. Hijerarhija nivoa je u skladu
sa redosledom raqunskih operacija.
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Aritmetiqki izrazi:
a3 ::= (a1) | n | x
a2 ::= a3 * a2 | a3
a1 ::= a2 + a1 | a2

Logiqki izrazi:
b3 ::= true | false | (b1) | !b1 | a1 opr a1
b2 ::= b3 and b2 | b3
b1 ::= b2 or b1 | b2

Naredbe:
s2 ::= if b1 then s1 else s1 | while b1 do s1 | skip | x := a1
s1 ::= s2;s1 | s2

Kako posle ove modifikacije gramatika ne sadr�i levu rekurziju ona postaje
gramatika iz klase LL(1), tj. mogu�e je parsirati je rekurzivnim spustom bez
bektreka ako u svakom trenutku imamo pristup samo prvom narednom tokenu.
Iako se u ovoj implementaciji lekser i parser pozivaju potpuno nezavisno,
ovo svojstvo omogu�ava da oni rade zajedno, tako xto �e parser po potrebi od
leksera zatra�iti parsiraǌe slede�eg tokena.

4.4.1 Implementacija parsera

U okviru ovog projekta parser je implementiran u vidu skripte parser.hs qija
glavna funkcija parse uzima niz tokena nastao radom leksera i vra�a promenǉi-
vu tipa Program koja predstavǉa sintaksno drvo programa. Implementiran je
rekurzivni spust i za svaki simbol gramatike postoji funkcija koga ga par-
sira, i koja je rekurzivno uvezana sa ostalim funkcijama. Svaka funkcija
vra�a rezultat parsiraǌa i niz preostalih, neparsiranih tokena. Kao primer
pogledajmo funkciju parseStmtBlock koja parsira blok naredbi.

parseStmtBlock :: [Token] -> (StmtBlock , [Token])
parseStmtBlock ts

| (head rest /= SEMICOLON) = (SingleStmt stmt , rest)
| otherwise = let (block , blockRest) = parseStmtBlock . tail $ rest

in (StmtBlock stmt block , blockRest)
where (stmt , rest) = parseStmt ts

Vidimo da ova funkcija rekurzivno poziva samu sebe i usput poziva funkciju
parseStmt qije rezultate kombinuje u promenǉivu tipa stmtBlock . Pogledajmo
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sad i samu funkciju parseStmt koja vrxi parsiraǌe jedne naredbe:

parseStmt :: [Token] -> (Stmt , [Token])

parseStmt (KWRD_SKIP : ts) = (Skip , ts)

parseStmt (KWRD_IF : ts) = (IfElse b1 stmtThen stmtElse , rest)
where (b1, restB) = parseB1 ts

(stmtThen , restThen) = parseStmtBlock (drop 2 restB)
(stmtElse , restElse) = parseStmtBlock (drop 3 restThen)
rest = tail restElse

parseStmt (KWRD_WHILE : ts) = (WhileDo b1 stmtDo , rest)
where (b1, restB) = parseB1 ts

(stmtDo , restDo) = parseStmtBlock (drop 2 restB)
rest = tail restDo

parseStmt (ID name : OP_ASS : ts) = (Ass name a1 , rest)
where (a1, rest) = parseA1 ts

parseStmt ts = error "Parser error"

Ova funkcija uzima niz tokena, na osnovu prvog tokena pozivima pomo�nih
funkcija parsira sve tokene potrebne da naredba bude kompletna, i vra�a svoj
rezultat (parsiranu naredbu) uz niz tokena koji su ostali neiskorix�eni. Na
sliqan naqin rade i ostale funkcije za parsiraǌe aritmetiqkih i logiqkih
izraza.

Prisetimo se, jox jednom, naxeg test primera test0 i pogledajmo xta je rezul-
tat parsiraǌa gorenavedenog niza tokena (ast.txt):

StmtBlock (Ass "b" (Aexp1 ’ (Aexp2 ’ (Number 1))))( SingleStmt (IfElse (Bexp1 ’
(Bexp2 ’ (ParensB(Bexp1 ’ (Bexp2 ’ (Relation (Aexp1 ’ (Aexp2 ’ (Id "b"))) GT
(Aexp1 ’ (Aexp2 ’ (Number 3)))))))))( SingleStmt (Ass "a" (Aexp1 ’ (Aexp2 ’
(Number 0)))))( SingleStmt (Ass "a" (Add (Aexp2 ’ (Id "b")) (Aexp1 ’ (Aexp2 ’
(Number 1))))))))

Kako ovakav oblik AST-a nije lep prizor, pokretaǌem pomo�nog programa
ast_to_dot konvertujemo ovaj oblik u dot format koji je pogodan za vizualizaciju
pomo�u paketa GraphViz. Kod samog programa koji vrxi konverziju je suvixan
u ovom radu, ali prika�imo deo AST-a u formatu koji se dobija kao rezultat
(ast.dot):
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digraph{
0[label="StmtBlock"];
1[label="Ass ’b’"];
2[label="Aexp1 ’"];
. . .
27 -> 30
30 -> 31
31 -> 32
}

Ovaj format, sada pogodan za vizualizaciju, prosle�ujemo GraphViz-u, i dobi-
jamo �eǉenu vizualizaciju datu na slede�oj strani (ast.png).

Sada, kada je proces parsiraǌa zavrxen, ostalo je jox samo da se na osnovu
AST-a generixe ciǉni kod. Pre toga, osvrnimo se na samu strukturu stek
maxine, kao ciǉne maxine, i kod ǌene implementacije.

4.5 Virtuelna stek maxina

Kao xto je ve� reqeno, jezik niskog nivoa kao ciǉni jezik kompilacije je u
okviru ovog rada u obliku instrukcija za virtuelnu stek maxinu. Po defini-
ciji iz 4.1, stek maxina je maxina koja koristi stek pri evaluaciji izraza, a
instrukcije za ǌu prate formu obrnute poǉske notacije. Sama maxina je imple-
mentirana u jeziku C++ u kodu VSM.cpp. Ciǉ te implementacije je da rezultat
kompilacije, skup instrukcija, izvrxi i ispisom staǌa na kraju izvrxavaǌa
potvrdi taqnost kompilacije. Za poqetak, pogledajmo sintaksu komandi za VSM.
Prisutno je 16 instrukcija, i svaka instrukcija ima svoj operacioni kod, kao
kada je req o procesorskim instrukcijama. Operacioni kodovi zauzimaju po
jedan bajt. Pogledajmo deo koda dat na poqetku koda za VSM koji predstavǉa
pregled komandi u vidu definicije makroa za operacione kodove:
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Slika 2: Vizualizacija sintaksnog stabla za
test0
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// notacija:
// n : celobrojna promenljiva
// s : string ime promenljive
// S1 : vrednost na vrhu steka
// S2 : vrednost prvog elementa ispod vrha
// push/pop standardne stack instrukcije

#define NOP 0x00 // NOP : prazna instrukcija
#define PUSH 0x01 // PUSH n : push n
#define POP 0x02 // POP : pop
#define LOAD 0x03 // LOAD s : push vrednost s
#define STORE 0x04 // STORE s : postavljanje vrednosti s na S1 i pop
#define ADD 0x05 // ADD : push S2 + S1, pop S1 i S2
#define SUB 0x06 // SUB : push S2 - S1, pop S1 i S2
#define MUL 0x07 // MUL : push S2 * S1, pop S1 i S2
#define OR 0x08 // OR : push S2 | S1 , pop S1 i S2
#define AND 0x09 // AND : push S2 & S1, pop S1 i S2
#define NOT 0x0A // NOT : push !S1, pop S1
#define JMP 0x0B // JMP n : skok na instrukciju n
#define JZ 0x0C // JZ n : skok na inst. n ako je S1=0 (Jump Zero) i pop
#define JP 0x0D // JP n : skok na inst. n ako je S1 >0 (Jump Plus) i pop
#define JM 0x0E // JM n : skok na inst. n ako je S1 <0 (Jump Minus) i pop
#define HALT 0x0F // HALT : zaustavljanje programa

U delu za definicije makroa nalaze se jox i ograniqeǌa za maksimalan broj
instrukcija (65535), maksimalnu veliqinu steka (1024), i maksimalan broj
promenǉivih (1024). Sama stek maxina se nalazi u okviru strukture vsm_struct.
Stek je implementiran kao niz konaqne du�ine uz logiqku vrednost koja pro-
verava prekoraqeǌe. Kako maxine ovog tipa zaista stek smextaju kao deo me-
morije, postoji mogu�nost dolaska do prekoraqeǌa, pa je ova implementacija
ostala tome verna. Pored steka u okviru strukture se nalaze:

• Standardni program counter PC i pokazivaq na vrh steka SP;

• Struktura instruction koja predstavǉa instrukciju sa svojim operacionim
kodom i opcionim argumentom;

• Struktura variable koja predstavǉa promenǉivu i sadr�i ime i vrednost
promenǉive;

• Niz instrukcija program u koji se uqitava program i promenǉiva progSz
koja quva veliqinu programa;
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• unordered_map<string, int> idxs, hex tabela koja svakoj promenǉivoj do-
deǉuje jedinstveni indeks;

• Niz promenǉivih vars u kome quvamo imena i vrednosti, uz promenǉivu
varsSz koja quva broj promenǉivih koje su se pojavile do sada.

Izvrxavaǌe programa poqiǌe instanciraǌem stek maxine i pozivom ǌene
funkcije LoadProgram, koja uqitava program u memoriju, i pretvara izvorni
kod u niz vrednosti tipa instruction. Ta funkcija poziva pomo�ne funkcije
LoadStrArg, LoadIntArg, LoadNoArg u zavisnosti od tipa argumenta koji instruk-
cija koja se u datom trenutku uqitava nosi. Nakon uqitavaǌa programa u me-
moriju poqiǌe izvrxeǌe pozivom funkcije ExecuteProgram.

Ta funkcija prepoznaje instrukciju na koju pokazuje PC i poziva odgovaraju�e
funkcije koje izvrxavaju pojedinaqnu instrukciju, pritom vode�i raquna o
prekoraqeǌu steka. Kao primer �emo prikazati jednu funkciju za izvrxeǌe
pojedinaqne instrukcije DoJZ koja izvrxava instrukciju JZ, uslovni skok koji
je koristan pri simulaciji ciklusa i if naredbi.

void DoJz(int arg)
{

if(s[SP --] == 0)
PC = arg;

else
PC++;

return;
}

Prika�imo sada i kompletan kod funkcije ExecuteProgram.
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void ExecuteProgram ()
{

while (1)
{

// izvrsavanje instrukcije na koju pokazuje PC

// zavisno od op koda poziva se odgovarajuca
// funkcija koja izvrsava instrukciju

switch(program[PC].op)
{

case(0x00) : DoNop (); break;
case(0x01) : DoPush(program[PC].arg); break;
case(0x02) : DoPop (); break;
case(0x03) : DoLoad(program[PC].arg); break;
case(0x04) : DoStore(program[PC].arg); break;
case(0x05) : DoAdd (); break;
case(0x06) : DoSub (); break;
case(0x07) : DoMul (); break;
case(0x08) : DoOr (); break;
case(0x09) : DoAnd (); break;
case(0x0A) : DoNot (); break;
case(0x0B) : DoJmp(program[PC].arg); break;
case(0x0C) : DoJz(program[PC].arg); break;
case(0x0D) : DoJp(program[PC].arg); break;
case(0x0E) : DoJm(program[PC].arg); break;
case(0x0F) : DoHalt (); return;

}

// prekoracenje steka
if(stackOverflow)
{

cout <<"Doslo je do prekoracenja steka na instrukciji br. "
<< PC << "." <<endl;
return;

}
}

}

Na samom kraju izvrxeǌa programa poziva se funkcija PrintMemoryStatus() koja
ispisuje staǌe memorije u trenutku poziva.

Sada kada smo upoznati sa strukturom i sintaksom VSM-a mo�emo da objasnimo
i posledǌi deo procesa kompilacije, generisaǌe koda.
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4.6 Generisaǌe koda

Generisaǌe koda predstavǉa proces konverzije sintaksnog stabla u skup in-
strukcija za VSM. Program koji generixe kod se nalazi u okviru skripte
codegen.hs i pretvara promenǉivu tipa Program u string koji predstavǉa tra�e-
ni skup instrukcija. Svaka funkcija prima deo koji treba da obradi i pokazi-
vaq na liniju (poqevxi od 1) u zavrxnom kodu od koje treba da poqne da ispisuje
instrukcije, a vra�a niz instrukcija dobijen obradom i pokazivaq na posledǌu
liniju u zavrxnom kodu koju �e zauzeti. Parametri koji oznaqavaju linije koda
su bitni zbog instrukcija koje se bave skokovima. Glavna funkcija je codegen:

codegen :: Program -> String
codegen program = unlines $ (fst $ doStmtBlock program 1) ++ ["HALT"]

Funkcija codegen poziva funkciju doStmtBlock koja obra�uje blok naredbi, i na
povratni rezultat te funkcije dodaje zavrxnu komandu HALT. Pored funkcije
doStmtBlock prisutna je i funkcija doSingleStmt koja obra�uje pojedinaqnu ko-
mandu, a tu su i funkcije koje obra�uju aritmetiqke i logiqke izraze razli-
qitih nivoa. Kao ilustraciju, prika�imo posledǌi deo funkcije doSingleStmt
koji se bavi komandom while:

doSingleStmt :: Stmt -> Int -> ([ String], Int)

. . .

doSingleStmt (WhileDo bExp1 doBlock) ptr = (allInsts , doPtr + 1)
where (bExpInsts , bExpPtr) = doBExp1 bExp1 ptr

(doInsts , doPtr) = doStmtBlock doBlock (bExpPtr + 2)
skipDo = ["JZ " ++ show (doPtr + 2)]
newIter = ["JMP " ++ show ptr]
allInsts = bExpInsts ++ skipDo ++ doInsts ++ newIter

Ostali delove ove funkcije kao i ostale funkcije funkcionixu na sliqan naqin.

Sada se posledǌi put osvrnimo na test0 i pogledajmo kako izgleda skup in-
strukcija za VSM dobijen primenom generatora koda na AST (program.vsm).
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PUSH 1
STORE b
LOAD b
PUSH 3
SUB
JP 9
PUSH 0
JMP 10
PUSH 1
JZ 14
PUSH 0
STORE a
JMP 18
LOAD b
PUSH 1
ADD
STORE a
HALT

Konaqno, proces kompilacije je zavrxen. Dobijeni kod mo�e da se izvrxi na
stek maxini, qime dobijamo slede�i prikaz staǌa memorije na kraju izvrxeǌa
(vsm_out.txt):

Program se zaustavio na instrukciji br. 18.
-----------------
Stanje memorije:
Velicina programa = 18
Broj promenljivih = 2
Program counter = 18
Pokazivac na vrh steka = 0
b = 1
a = 2
-----------------

Ako se prisetimo koda u jeziku PV koji je dat na poqetku ovog poglavǉa u
okviru testa test0, vidimo da je kompilacija uspela i da je program izvrxen na
oqekivan naqin, xto znaqi da je proces kompilacije uspeo. Na samom kraju ove
glave, pre nego xto pre�emo na zakǉuqak u kome �e biti sumirani utisci u vezi
sa procesom izrade teorijskog i implementacionog dela ovog rada, podsetimo
se celog procesa kompilacije opisanog u ovoj glavi kroz dijagram.
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Slika 3: Dijagram procesa kompilacije
(Online alat www.draw.io)
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Glava 5

Zakǉuqak

Glavni ciǉ ovog maturskog rada je bio da pru�i uvod u naqine razmixǉaǌa i
ideje koje stoje u pozadini lambda raquna i funkcionalnog programiraǌa i na
konkretnom primeru implementacije kompajlera demonstrira mo� funkcional-
nih programskih jezika. Pomenuti koncepti su nedovoǉno zastupǉeni a imaju
xta da pru�e, jer donose nov naqin razmixǉaǌa koji ne liqi na uobiqajeno
programiraǌe sa kojim se ve�ina sre�e. Prate�i projekat smatram uspexno
izvedenim: dobijen je kompajler koji uspexno prevodi programe iz jezika PV u
jezik za virtuelnu stek maxinu, a uspexno je izvrxena i imeplementacija stek
maxine koja dobijene programe izvrxava.

Kroz rad sam pokuxao da uvod u pomenute stvari pru�im xto konciznije i
jasnije, a kako ima jako malo materijala koji su u vezi sa ovom oblax�u na
srpskom jeziku, nadam se da �e moj rad biti od koristi zainteresovanima koji
�ele da se upuste u svet lambda raquna i funkcionalnog programiraǌa. Sama
funkcionalna paradigma, koja mi je bila potpuno strana do pre poqetka izrade
ovog rada, me zaista oduxevǉava, i u toku izrade sam nauqio mnogo toga, a mi-
slim da �u zahvaǉuju�i ovom radu nastaviti da se bavim povezanim temama i u
budu�nosti. Tako�e, verujem da nisam jedini, i da bi ovakav pristup, da imaju
prilike da se susretnu sa ǌim, mnogim �acima koji se bave programiraǌem
bio zanimǉiv i primamǉiv po dolasku iz imperativnih jezika koji neminovno
predstavǉaju poqetak svaqijeg upoznavaǌa sa svetom programiraǌa.
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Na samom kraju, �eleo bih da izrazim zahvalnost:

• Ivanu Quki�u - mentoru ovog rada i mentorskom profesoru analize sa
algebrom u prva dva razreda sredǌe xkole, na izuzetnoj posve�enosti
uspehu ovog rada i znaqajnom vremenu koje je ulo�io u davaǌe vrlo kon-
struktivnih komentara i primedbi;

• Milanu Qabarkapi - profesoru programiraǌa u prva tri razreda osnovne
xkole, na neizmernoj podrxci u mnogim aspektima;

• Petru Veliqkovi�u - uva�enom studentu univerziteta u Kembri
u, na
predanosti davaǌu podrxke mla�im �acima, sveopxtoj prisutnosti u tre-
nutku kada je potrebna pomo� ili motivacija, i bezgraniqnom strpǉeǌu,
kako u toku izrade ovog rada tako i pre ǌe;

• Svim profesorima - kako u xkoli tako i van ǌe, koji su doprineli mom
obrazovaǌu u toku xkolovaǌa. Tako�e, svim ǉudima koji su napisali bar
jednu obrazovnu kǌigu ili tutorial, i trude se da prenesu svoje znaǌe, a
naroqito Miranu Lipovaqi, na izuzetnom uvodu u Haskell, koji je uspeo
da me privuqe u svet funkcionalnog programiraǌa;

• Svim ostalima - koji nisu navedeni iznad, a doprineli su stvaraǌu ovog
rada.

U Beogradu, maj 2015. Nikola Jovanovi�
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