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Ilormasipe 1

YBoOI

OBaj MmaTypcku paJ je u3 00JIacTu JOTHKe, 11a, 13 OUCMO MOIJIH JIa IPUIAMO O
OuJI0 YeMy YHyTap e, HOTPeOHO je JleMHNCATH OCHOBHE II0jJMOBE MATEMaTUIKE
sgoruke. Kama Oymemo mmanum 3amo0BosbaBajyhy ocuoBy, nmpehu hiemo Ha doxyc
oBOr paja, Koju cy lememoBe Teopeme o memornynoctu. Hakon obpaze mux,
npehn hemo Ha HBUXOBE Jajbe UMILIHKAIMje y 00OJIaCTH KOja je O CpejuHe
IIPOIIIJIOT BEKA CBE PEJIEBAHTHHjA - PATYHAPCTBY.



IlormaBipe 2

Jlormuke ocHoBe

Y MareMaTWIM IIOCTOjU BHWINE PA3JIMYUTUX (POPMAJHUX CHCTEMA KOjU
[IOKYIIaBajy Ja HaM omorylie 3alucuBame pedeHuIa ,JbyjcKor" jesmka Ha
MaTeMaTH4IKoM je3uky. Vckasma jormka nam omoryhyje ma dopmasimsyjemo
pedenurie Koje je Mmoryhe mCKa3aTw pednMa IIOBE3AHNM BE3HUIMMA U, WU, HE,
caemu u ciandHuMa. Ha npumep, Heke 0 PEUEHHUIA KOje MOXKEMO IIPEBECTH
HA MaTeMaTUYKU Je3WK KOpHUIlliemeM MCKa3He JIOruKe jecy: Ako maHac Oyje
objrauno, majgahe kuma; Cyrpa fie nian magaru cHer miam kuma; AKo ocTaBuM
MICMEHU 33JIaTaK Mpas3HuM, nobuhy Jjomry oneny. MehyTum, nckasHa Jorumka
ce HUje MOoKa3aJja JOBOJAHO M3PAXKAjHOM 3a Heke moTpede, Te Cy MareMaTudapu
HAILIM pelleme y BUy HemTo jader cucrema. [Ipenukarcka jioruka (Jioruka
OPBOI' pejia, IPEJIUKATCKA PadyH) IpejcTaB/ba oipeheHn BHJ| HAIO0TDaibe
Ha MCKa3Hy JIOTUKY (KOja Ce 3aTo IOHEeKaJ[ Ha3WBa U JIOTUKOM HYJITOL pejia)
Kpo3 ynorpeby kBanTudukaTopa (yHUBEP3AJIHU - 38 CBAKH', €r3UCTEHIUjATTHI
- yuocroju"). Oum mam omoryhasajy Ja IpPONIMPUMO JOMEH DEYEHHIA KOje
MOXKEeMO TIpeBecTH U Ha pedenuie Tuna: CBakM yIeHWK KOju wma 6ap jeiHy
meraTuBHy oreny nehe whum ma exckypswujy; IlocTtoju Kommapxarn koju je
HUDKH OJ IIPOCEYHOr YoBeKa. lIpejmkarcka JIOTMKa Ce ITOKa3aJsa J0BOJHHOM
3a aKCHOMATH3aInjy MHOIUX (POPMaJTHUX CUCTEMA y MATEMaTUIN, YKIbYdyjyhu
u Teopujy 6pojesa.

2.1 CwmHTaKCca npeanKaTcKe JIOTUKE

2.1.1 Je3uk mpeauKaTcKe JIOTHUKEe

Ja 6ucMo MOTIH 18 IPABUMO TBP/IEbE, IIPBO CE MOPAMO CJIOXKHATHU OKO je3UKa,
KOj KOPUCTUMO. Je3UK MPEINKATCKE JIOTHKE Ce IEJN Ha A02UNKU T HEAO2UYKU
1eo.

Heduuurnmja 1. Jlorumuku €0 je3uka IpEIUKATCKE JIOTUKE, CKyl S
neduHUIIEMO Kao YHEjY ciejelia yeTupu cKyma:



2.1. CUHTAKCA ITPEJIUKATCKE JIOTUKE

1. mpebpojuBor ckyma npoMeHbUBUX V),
2. cKyIIa JIOTUYKUX BE3HUKA {/\, V, =, &, 0 }, rJle je - YHAPHU BE3HUK, & OCTAJIHI
cy OuHApHU,
3. ckyma jornukux Koucranta {T, L},
4. ckyna nomolinux cumbouna {(,), ,},
u 5. ckyna ksantuduxaropa {V, 3}.

Enementn ckyna S cy ao2uuku cumboau.
Peunux nimm cuenamypa L cactoju ce oji iBa HajBuUIlle IPeOPOjUBaA, JIUC]YHKTHA,
ckyna Y dyHKIujckux cumbosia u Il mpejgumkaTckux cumbosia 3ajesHo ca
dyukImEjoM aprocmu uaum  GYHKIEjOM Koja Ham Bpaha cremen” martor
dyukuujckor wmwim upeaukarckor cumbosa (YKpaTKo, MOXKe Ce CXBATHTU
Kao Mepa CJOXKEHOCTH TPEIUKATCKOT WU (DYHKIIMjCKOr CHUMOOJIa W Opoj
[POMEHJBUBHX Koje OH nMa). OYHKIMjCKH cuMOOJI apHOCTH HyJla Ce Ha3uBa U
koucrarnToM. CkynoBu X u I unHe HeJIOrmYKM J1€0 je3nKa IIpeIuKaTCKe JIOTUKE,
Ma Cy W FHbUXOBU EJIEMEHTHU HeAo2uyuky cumbosu. Curnarype neduHHUIIEMO Y
3aBUCHOCTH OJT T€OpHje KOjy MOKYIIaBaMO Jia OIUIIeMo, ma fie ce Tako Mmehy
eJIEMEHTHMa, CHTHATYPE TeOpHrje CKYIIoBa MOTY Ha rnpuMep Hahu cuMmbosu N win
U, a Teopuje OpojeBa + uin =.

3a mary curnarypy L = (X, II, ar) 6uio koju mu3 cumbosia uz X, I wim
S masuBamo pewjy Hag L. Heka je ckym cBux peun may L ckyn A. [Tpumernmo
J1a, 110 OBOj JepUHUIUjU, Ped He MOpa HY»KHO MMaTH ,cMuciaa". 3aTo Mopamo
YBECTH TI0jaM do6pe 3aCHO8GHOCTNU UAU HOPMUPAHOCTI.

Hedbunurnuja 2. Cxkyn T' C A dobpo opmuparur TepMoBa HaJ CUTHATYPOM
L u cKymoMm mpoMeH/bUBUX V je HajMamu moJcKyn A 3a KOju BaxKw:

1. Ako je z mpomensbuBa, ouga x € T
2. Axo je ¢ cumbos koHcranre, ouga T € T,
3. Axo je f n-apuu dyukiujcku cumbost, n > 1, u cBako t;, i € 1,...,n je Tepm,
raga je u f(ty,....tn) € T.

Heduuunmja 3. Cxkyn W C A dobpo dopmuparur dpopMmyJia Hall CATHATYPOM
L u ckynom npomensbuBux V je Hajmamu mojackyn A 3a Koju Baxku:

1. Axo je Q Hynapuu npeaukarcku cuMmbosr, oryta @ € W,
2. Ako je P w-apuu npeaukarcku cumbos, n > 1, u cBako t;, i € 1,....n je
TepmuH, Taga je u P(ty,...,t,) € W,
3.7, LeWw,
4. Axo a, B € W, rama u (—a), (a A B), (aV B), (a = f), (a & B) € W,
5. Ako @ € W u z je npomensbuBa, Taga cy u (Vo o) u (Jz o) € W.

1 Ckyn kBanTHbUKATOPA, KAO HE CKYTI JIOTHYKAX BE3HIUKA ¥ OBOM CJIydajy HUje MAHUMAJIAH,
jep ce CBH WIAaHOBU OBHX CKyIOBa MOry JeduHucaTé Kpo3 HOp. —, V u V, amum ce 360r
IPErVIEJHOCTH U OCTAJIM KOPUCTE Kao MOAPAa3yMEBAaHU.



2.2. UHTEPIIPETAIINJA ¥V ITPEJINKATCKOJ JIOTULU

®opwmyse usrpalhene oj HEKOr O IPBa 3 IpaBUIa Cy amomuhke, a OCTaJe
Cy caooiceHe.

2.1.2 CioboaHe MpoMeH/bUBE

Hedbunurmja 4. Caobodno u 6e3aH0 TOjaB/bUBAKE ITPOMEH/BUBE Y (HOPMYJIH
nedUHUIIIEMO OBUM MTPABUJINMA.

1. CBako mojaBspuBame MPOMEH/BUBE Y ATOMUYIKO] (POPMYJIH je CI0DOIHO.
2. CBako 1nojaB/buBarbe IIPOMEHIBUBE Koje je caobomno y A je ciaobommo u'y —A,
a CBakKo Koje je Be3aHO y A je Besano u 'y —A.
3. CBako 10jaB/bUBalbe IIPOMEHJbUBE KOje je cyiobomaHo y A mim y B je cji0601HO
u y OWJIO KOjOj HBHMXOBO] KOMOWHAIMjU HAIPABJHEHO] OWMHAPHUM JIOTHIKIM
BE3HUIIMA, & CBaKO Koje je Bezano y A wim y B je Be3aHo m y 60 KOjOj
HbUX0BO] KOMOMHAIIM)U HAIIPABJ/HEHO] OMHAPHUM JIOTHIKUM BE3HHUITIMA.
4. Cpaka IIpOMEHJbUBA KOja je KBaHTU(MUKOBaHA y A je Be3aHa y CBAKOM CBOM
[I0jaBJbUBaILy ¥ A, KA0 U y CBOM II0jaB/bUBAY Y3 KBAHTH(MOUKATOP.

Hedunurnmja 5. [Ipomensusa je cimobomua y dopmyan ako mma Ca000IHO
nojaB/buBaibe y T0j (bopMysIr. AHAJIOTHO je U IIPOMEHJbUBA je Be3aHa y (popMyJIn
aKO MMa BE3aHO T0jaB/bUBAIHE ¥ TO] (DOPMYJIN.

2.2 UWutepuperaliija y MpeanuKaTCKOj JIOTUIA

Caza kama cMO jacHO JeMHHCATIN CJIOBA U PEYH je3WKA KOJU KOPHUCTHMO,
BpeMe je ja Te pedn J00Hjy HEKO 3Haderbe. YBeIeMO IIojaM cmpykmype,
saAyauUje U uHmMepnpemayuje, 3aTUM TuMe J1e(bUHUCATH IIITa 3HAYH 13, je HeKa
pedeHnna n02udka nocaeduya HeKe Jpyre W Ha Kpajy hemo kKoHadHo crehm
MOryRiHOCT J1a OIUIIIEMO HEKY TEeOPHjy je3UKOM JIOTHKE IIPBOT Peja.

2.2.1 CtpyKType

Ha 6ucmo mHTEpIpeTnpa n (HopMylie JIOTUKE MPBOT peja, MOTPeOHO je m1a
3HAMO TPU CTBAPU:

1. ¥V kojeM cKymy ce MHTepIPETUPA]y IPOMEHIbUBE.
2. Kako ce mHTEpIpETHPAjy OCHOBHU KOHCTAHTCKYU U (DYHKIIUjCKUA CUMOOJIH.

3. Kako ce mHTEpIIpETUPAjy OCHOBHU MIPEIUKATCKA CHMOOJIH.

Hedbunummja 6. Puxcupajmo curnarypy L. Crpykrypa U 3a gary curaarypy
cacToju ce ox cienehux nonaraxa:



2.2. UHTEPIIPETAIINJA ¥V ITPEJINKATCKOJ JIOTULU

1. Henpazan ckyu |U|, koju ce nazusa nocay crpykrype U. Enxementn ckyna
U npyraduje Ha3uBajy u ofjexmu.

2. 3a cBaku n-apHu QYHKIUjCKA cUMO0JI f, DYHKIH]ja
7o = ul,

Koja ce HaszmBa unmepnpemayuja cumbona f. Oynxmuja fU mopa 6urn
nedunucana 3a cse ynase u3 |U|".

3. 3a cBaku n-apHU IpeauKaTCKu cuMO0JI (), peamnyja
QU clul,

KOja ce Ha3uBa unmepnpemayuje cumbora Q.

2.2.2 MHWurepnperanmuja TepmoBa u dopmysia

Caza xesmmMo (popMastHO g JTeUHUIITIEMO MITa 3HAYH JIa HEKA CTPYKTYpa
3a/10BOJbaBa HEKY PEUEHHUILY.

Jla 6ucMO TO YYUHUIM, MOpPaMO OMTH y MOTY[HOCTH j1a MHTEPIPETHPAMO
TepMoBe u dopmysie y garoj cTpyKTypu. IIpBOo yBOmmMO mojam Basyarmje
nmpoMensprBUX. PukcupamMo HeKH je3wk moji curHatypom L. Iloacermmo ce na
03HAKOM V 0O3HAYaBAMO CKyI IIPOMEH/BHUBUX, & O3HAKOM 1 CKyIl TepMOBa TOT
jesuka.

Hedbunnnumja 7. Basyayuja y crpykrypu U je npeciukabame s : V. — |U]
KOje CBAKOj MPOMEHJbUBO] je3UKa JIOJEsbyje eJIeMEHT U3 HOcada CTPYKTYpe.

Axo je s Baayarnuja, x € V upomemnbusa, a a € |U| neku objexar, taga
o3HakoM s(z | a) o3HaYaBaAMO HOBY Baulyanujy s Koja ce HOHAIIa KAo S, OCUM
IITO T J0Jiesbyje BPETHOCT a:

S (z) = a aKo z = I,

s(z) ako z # .

Ceaka Bagyammja s : V. — |U|] MoxXe ce PEKyp3MBHO INPOIIMPUTH Ha
unrepnperanujy § : T — | U] TepmoBa je3uka, u 10 Ha ciaenehu Hadum:

5(z) = s(x),
5(f(t,. . tn) = fUG(t1),...,5(ty)) 3an>0.
Heka je U crpykrypa, s : V — |U] Banyamuja u ¢ dopmymna. Tama

nedunnmemo kajga crpykrypa U 3adosomasa (HopMyily ¢ MOI BaJIyalyjoM S,
mro oznauaamo ca U F ¢[s], momohy cienehux pexyp3usHuX mpasusa 2:

2Crporo dopmaaHO riegaHo, ropma medHHHIN]ja ce He yKJalla y CTaHZApIHY IIeMy
pekypauje, jep aedunumemo npemukar (a e dynkuujy) pekypsusao. Popmasnuje 6u 6uIo
"ajnpe gedununcarun dyukiujy modely kKoja cBakoMm ymapeHy ¢opMysie ¢ U Basyalruje S
J10/leJbyje NCTHHUTOCHY BpeaHoct, Tj. modely (p,s) € {T, L},

a satuMm ce gedunnme UFE ¢[s] <= modely(p,s) = T.



2.2. UHTEPIIPETAIINJA ¥V ITPEJINKATCKOJ JIOTULU

UE P(ty,...,ty)[s] < (5(t1),...,5(tn)) € PY,

[s]
U E Tls] ysek,
U F L[s] nukaza,
U E (—)[s] <= nuje Tauno na U E ¢[s],
UE (p1 Apa)[s] <= UE p1[s] u U E pas],
UE (p1Vp)s] <= UE p1[s] mm U E pas],
UE (g1 = @2)[s] < axo U E p1[s], onma U F pa]s],
Uk (Vzp)ls] <= 3acBako a € |U|, UF ¢[s(z | a)],
Uk (3zp)[s] <= mnocroju a € |U| takso na U E ¢[s(z | a)].

2.2.3 Jloruuke mocJjeguiie

Hedunuumnmja 8. Heka je I' ckyn mo6po dopmupanux dopmyrna, u HeKa je ¢
1o6po dopmupana dbopmyia. Kaxemo na I sozuuky umnivyupa (uiu nosaauu)
®, mrTo o3HayaBaMo ca I = ¢, ako 3a cBaky cTpyKTypy U U cBaky Bajyanujy s
y U Baxn: ako je U |= ¢[s] 3a cBaky ¢ € ', onza Baxxu u U |= ¢]s].

Pajin ipersieiHOCTH, YTIIABHOM Ce KOPHUCTH CKpaheHa HoTanmja: ¥y, . . . , Uy, =
@ ymecto {1,..., ¢} E o, u E ¢ ymecro 0 | ¢. Hakie, = ¢ 3naum ja
CBaKa CTPYKTypa U CBaKa Bajyallnja 3aJ0B0JbaBajy MopMyIy ¢. Y TOM CiIydajy
KazkeMo J1a je hopMyJia ¢ 6a.bana.

IBe dopmyiie ¢ u P Cy A02uuKy eKBUBAAEHMHE AKO BAXKI U ¢ = ¢ u ¢ = ¢.

IIpumep 1. Tlokaxkumo ga Baxku VzQr = Qu. Heka cy U u s npousBosbHA
CTPYKTypa U IIPOU3BOJ/bHA Basyanuja Takeu Ja Baxu U | Vr.Qx[s]. Taga, na
OCHOBY Jie(bUHUIMjE MHTEPIPETAIINjE YHUBEP3ATHOT KBAHTH(DUKATOPA, 38 CBAKO
a € |U| saxu U | Qz[s(z | a)], onnocro a € QY. Koukperno, s(y) € QY,
na Baxu U = Qy[s]. Iomro cy U n s 6Guin OpOM3BOJBHU, 3aKJBYIyjeMO Ja

VrQr = Qy.

IIpumep 2. Iokaxkumo ja ne Baxku Qy = VeQzx. oBosbHO je HaBeCTH IpUMep
CTPYKTYpe W Bajlyalldje 3a Koje JieBa CTpaHa Baxkw, a JiecHa He. Heka je |U| =
{0,1} m QY = {0}. Hexka je s Bamyamuja taksa ja je s(y) = 0. Taza Baxu
U = Qyls], amu ne Baxu U = VzQx|s], jep ma npumep s(x | 1) =1 ¢ QY.

Hamomena. IIpuvmernMo ma ¢y 0BM HOKa3W CIAWYHHU JOKA3UBAIbGY IMTOMONY
UCTUHUTOCHUX TabJM y WMCKA3HOj JIOTHIM: Jla OMCMO JI0Ka3ajd Ma JIOTHMYKa
[IOCJIE/IATIA BaXKM, MOPaMO pa3sMOTPH CBe CTPYKType WM CBe BaJjyalyje; 0K
Ja O6ucMO TOKazajd Jia JIOTHYKA IIOCJIEUIA He BaXKM, JOBOJHHO je JarTh
jeman koHTpa-npumMep. MehyTumMm, 3a pa3iauky O UCTUHATOCHUX Tab/IH KOje Cy
KOHadJHe, CTPYKTYPE y IPEIUMKATCKO] JIOTUIIA HE MOpPAjy OWTH KOHAYHE, [a He
[IOCTOjH OYHUIJIEAH METOJ| 38 OJJIyUUBAIb-€ /13 JI HEKA IOCIEIUIa BaXKU UJIH He.
(V cTBapu, MOXKe Cce JIOKa3aTH Ja TaKaB MeTOJ| He [IOCTOjU HU He-OUWIVIEHO, 1
Gam To je Ha HeKM HaduH U (HOKYC OBOI' Paja.)



2.2. UHTEPIIPETAIINJA ¥V ITPEJINKATCKOJ JIOTULU

2.2.4 Teopuje nu moaesin

IIpBo npumehyjemo mga MHTEpIpeTalnja PEYEHUIe He 3aBUCU O]l BAJLyalld]je
S.

Jlema 1. 1. Axo cy s u s’ eaayauyuje woje ce caadicy ma CA060OHUM

npomensusuma mepma t, mada sasrcu §(t) = s'(t).

2. Axo cy s u s eaayayuje xoje ce caagicy na cA0600HUM TPOMEHDUCUMA
Popmyae @, mada sadrcu: U = ¢[s] axo u camo axo U = ¢[s'].

Hoxka3: Jlokazyjemo mHIyKInjoMm 1o rpahu Tepmosa t.
Basa undyxyuje: Axo je t mupomeHsbmBa T, Taja 10 JeUHUIUjU
MHTepIIpeTalje TepMOBa IMaMO:

5(2) = s(@), #(x) = 5(2)
ITo npernocrasim, s(x) = s'(x) (jep ce ciaaxy Ha CJIOGOAHUM TPOMEH/HUBAMA
TEPMOBA.), T1a CJIEJIN: B
§(z) = ¢'(x)

Hnoykmusnu wopax: Heka je t = f(t1,...,t,), rue je [ dbyHKIHOHAIHN
cuMOO0JT apHOCTH N, & t1,...,t, Cy TOITEPMOBH.
ITo nedmuunMjn UHTEPIPETAIje TePMOBA:

5(t) = f7(5(th), ..., 5(ta)) m ()= fU(s(t1),. .., 8 (tn))

ITo MHIYKTHBHO] IPeTIOCTAaBIN, Baxkn 5(t;) = s'(t;) 3a cee i = 1,...,n, jep
Cy CBU t; MArbl TEPMOBH OJI £, M S M S’ C€ CJIaXKy Ha CJIOOOJHUM ITPOMEH/HbUBAMA
CBUX ;.

Haxkie,

5(t) = fU(s(t), -+, 5(tn) = U8 (1), 8 (En)) = 8 (2).
|
THMocaeauna. Axo je o pedernna n U cTPyKTypa, TaJga NCTHHATOCHA BPEJHOCT
uspaza U = ols] He 3aBucu oy Bajyanuje s (Tj. WIn BaxKu 3a CBe BaJlyallyje,
WM HU 38 jeJIHY).

Hedbunurnmja 9. Kaxkemo ga je crpykrypa U modes pedeHHIle 0 aKO BayKu
U E ols] 3a meky Banyanujy s. ITomro oBa ocobuna He 3aBucu ox § (mpema
[PeTXOHO] Hoceauiu), ckpaheno mumemo U = o.

Cimano, ako je Y CKyl pedeHwna, Taja KaxkeMmo ja je U Mojes ckyma X, u
To o3HauaBamo ca U | X.

Hedunurmja 10. Heka je U crpykrypa. CKym CBUX pedeHHUIIA KOje CY
3az0Bojbere y U HazuBa ce meopuja crpykrype U, u o3nagasa ce ca Th(U).
Ommruje, ako je C Kiaca CTPyKTypa, CKYI CBUX peEYEeHUIa Koje Cy

3al0BosbeHe ¥ cBakoj crpykTypu U € C Hasusa ce meopuja xaace C, u nmiie
ce Th(C).



2.3. XWJIBEPTOB CUCTEM

MozkemMo mocMaTpaTé U OOPHYTH CMED: aKO MMaMO HEKH CKYIl DEeYeHUIa
>, MOXKEMO IOCMaTpaTH KJjacy CTPYKTypa Koje 3ajoBosbaBajy . OBa kjaca
ce ozaauasa kao Mod(X). ¥ ToM KOHTEKCTy, pedeHUIe M3 Y. HA3UBA]y C€
axcuomama, 1 KazkeMo ja je kiaaca Mod(X) axcuomamusosana ckymnom 3.

Heduuurnmja 11. Kaxemo ga je kiaca C axcuomamubuina ako TOCTOJU
ckyn peuennna Y takas ga je C = Mod(X). Kaxemo na je ximaca C' konauro
aKCUOMaMUbUAHG AKO TIOCTOjU pedeHuna o Taksa ga je C = Mod(o).

Krnaca koja je konadHo akcmoMaTHOM/IHA Ha3WBa Ce Takohe eleMeHTapHa
kiaca. Onmruja akCHOMATHONIHA KJlaca Ha3WBa CE €JIeMEHTAPHOM KJIACOM Yy
[IIIPEM CMHUCJTY.

Hanomena. Iomro Baxku Mod(oq,...,0,) = Mod(o1 A --- A 0,,), cBaka
KJIaca KOja je aKCMOMATU3a0M/IHa KOHAYHUM CKYIIOM PEUEHUIA ayTOMATCKU je
aKCHoOMaTHOWIHA jeTHOM pedenutioM. Jlake, nedunucamemM ejieMeHTapHE KJIace
Kao KJiace KOjy aKCHOMaTHu3yje jeJHa pPedeHnIla He TYOMMO Ha OIIITOCTH.

ITpumernmo ma 3a cBaky crpykrypy U u CBaky pedeHUIly o BarXKu:

0 € Th(U) <= Uk o < U € Mod(o).

2.3 XwmiabepToB cHUCTEM

Jemam onm acuekara mpeauKaTCKe JIOTMKE JYHHE JAeAyKIuoHu cucremu. ako
MX TIOCTOjU MHOIIITBO, ¥ OBOM pajy 6aBuhemo ce XumbepTOBUM CHCTEMOM.
XunabepToB cucTeM JedUHUIIE MAhE JIOTHIKAX CIMOO0JT1a HEro MITO UX JiebuHUIITEe
jEe3UK KOjU CMO paHWUje OIUCAJIHU, AJIM Ce CBU OHU MOTY I0JepUHUCATH Kao
,ckpahenure” 3apaj IperjeIHUjer 3ammca, Ia NeMo U Ja/be KOPUCTUTH CBE
cuMboJTe M3 CKyTa S KaKBOT CMO JeduHUCAIN y oTIaBiby 2.2.1.

Xunbepro cucrem ce cacroju of jesuka u (I) ckyma akcmoma (mo6po-
dbopmupannx dopmysna) koje HasuBamo akcuomama, u (1) ckyna npasuaa
ugeoberva. Ilpasuso uszsohersa ce cacroju o (i) sucre dpopmysia Koje HA3UBAMO
npemnocmaske npasuaa, u (ii) dbopMmyse Koja ce HA3UBA 3AKAYUAK NPLEUAQ.

O6uuno npaBuiia n3BOhema HEMA]y BHUIIE OJ1 JIBe IIPETIIOCTABKE.

Jloxa3 y maToMm JeyKTUBHOM CHUCTEMY je KOHAaIHU Hu3 (hOopMyIIa:

a1,02,-..,0n

y KojeM je cBaka DOpMyJia a; WM aKCHOM, WJIA W3BEJEHa U3 IIPETXOIHUX
dopmyna a; momohy npasuia u3Bohermba.
Hus je doxas gopmyae a, ako je a mociaepmy YaaH HA3A.

Hedununuja 12. Popmyna je dokasusa y IaToOM CUCTEMY aKO IIOCTOJU H-€H
noka3. Ceaka dopMmyiia Koja ce IMojaBibyje y JIOKa3y je JOKa3WBa, jep CBaKW
[IOUETHHU CErMeHT JIoKasa 1o Te dbopmyie (ykbydayjyhu my) Takohe npencrasba
BaJIMJIaH JIOKa3.



2.3. XWJIBEPTOB CUCTEM

2.3.1 Akcuome mckKasHe JIOTUKE

(i)

a= (b= a)

(i)

[a= (b=c)]=[(a=0b) = (a=c)
(i)
(ma = —b) = (b= a)

Homnajy ce 1oiaTHe aKCHOME aKO e KOPHUCTE U JIPYTU BE3HUI KAO IIPUMUATHBHH.
VKOJIMKO Ce CBU JIpYT'U BE3HUIM JAeduHUNLy noMohy — u =, Ta/1a HICY HoTpedHe
JI0/IaTHE AKCHOME.

IIpaBuno uzBohewa: Moayc moHeHC

Axo nmamo:
a=b u a

Ta1a MOZKEMO 3aKJ/by9IUTU:

b

Hed 2.12. Peuennna ¢ ncka3He JIOTUKE je TeOpeMa aKoO je JTOKa3uBa y rope
HaBeleHOM crucreMy. O3HavaBa ce Kao F a.

2.3.2 JlokKa3u u3 IIPEeTInoCTaBKU

Hoka3s u3 ckyna I' (106po dopmupanux dopmysa) je Hus hopMmysia y Kojem
je cBaka dopmyma:

e JIOrMYKa akcuoMa (y OBOM KOHTEKCTY: aKCHOMa MCKA3HEe JIOIHKE),
e wian ckyna [’ (upermocraska), wiu

e uU3BeJeHA M3 IPETXOJHUX (DOpMyJa MPUMEHOM [paBWIa HW3BOhewma — ¥
OBOM CJTy'ajy, MOAYyC IIOHEHC.

TakaB Hu3 mpejcTaB/ba J0Ka3 mocieame dopmyne y Hudy. Popmyrna je
AJoKa3uBa m3 ckyIa [’ ako mocroju men joka3 u3 I'. O3nagaBaMo TO Kao:

'kFa
Axo ckyn I' cagpxku dopmysie a,as, ..., Gy, Taga TUIIEMO:
1,09, ...,0n @

Kopuctnmo n 3anmc 'y a 1a 03HAYUMO CKYT MPETIIOCTABKHA KOJU YKJBYUYje
cBe yjanoBe ckyna I' u dpopmyry a.
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2.4. IEAHOBA APUTMETUKA

Teopema o JeayKIMju IIach:
Ilakb < T'ta=1"

Joka3z TeopeMe ce U3BOJIM MIPEKO MHIYKITH]E.

3a moTpebe OBOT pajia He MOPAMO 3AJIA3UTHU JIyOJbE€ Y OBaj CHCTEM.

2.4 lleanoBa apuTMeTHKa

CaJia KaJ1a KOHA9HO UMaMO JIOBOJBHO jaKy JIOTHYKY MOTIOPY, MOYXKEMO IIOYETH
Ia ce DaBUMO akcmOMAaTH3anujoM Teopuje OpojeBa. Kao m Omwimo kojy apyry
0bJIacT y MaTeMaTuId, Teopujy OpojeBa je moryhe akCMOMATU30BATH Ha BUIITE
HadymHa, MeDy KojuMma Cy HeKHM eKBUBAaJIeHTHM, a Hekn He. lako je kacuuje
[OKa3aHo J1a uX je Moryhe reHepasn3oBaTy u 3a ciabuje cucreme (Kao MITO je Ha
npumep Pobunconosa apurmeruka), ['emesioBe TeopeMe Cy J0Ka3aHe 3a CUCTEM
Koju ce 30Be IleaHoBa apuTMeTuKa, U U3 TOr pasJjora NeMo u MU KOPUCTUTHU
Taj CUCTEM.

2.4.1 Cursarypa

IleanoBa apuTMeTuka KOPUCTH CUTHATYPY L:
1. koncranty 0
2. dyuxiujcku cumbost S aproctu 1 (bynkuumja caendenux")
3. dyukimjcke cumbosie + u * apuocru 2
4. peIKATCKU CUMO0JI = apHOCTH 2.

Y cymTuHU CBU OBU CUMOOJIM 3HAYE YIPABO OHO IITO CBU 3HAMO J1a 3HAYE U
He 3aXTeBajy HEKO objalllikherhe, OCUM eBeHTya HO dyHKIuje s. [Ipeko me u Hyse
3aIpaBo yBOAUMO pazjmuute Gpojese, na je 6poj 2 dopmasmo s(s(0)), a 6poj 5
s(s(s(s(s(0))))), a 6pojeBu Koje mHaue KopucTuMo fie 6urn camo ,ckpahienure".

2.4.2 Axkcuome

1. Vo) (Vy)(V2)(z =y = (e =2z=y = 2))
2. (Vo) (Vy)(z = y = s(x) = s(y))

3. (Vz)(=(0 = s(x)))

4. (Vo) (Vy)(s(z) = s(y) = = =y)

5. (Vz)(z +0=2x)

6. (Vz)(Vy)(z + s(y) = s(z +y))

7. (Vz)(z-0=0)

8. (Vz)(Vy)(z - s(y) = (z-y) + )

9. (Akcmoma wmuaykuumje) (P(0,7) A ((Va)(P(z,7) = D(s(x),7)))) =
(V2)®(z,7),

11



2.4. IEAHOBA APUTMETUKA

3a cBaky dopmyiy Ileanose apurmerunke ®(z,y) rae je ¥ ckpahenuna 3a
Y1y oo s Yk

VY Ileanoroj opuruna/inoj (hopmyaanuju, akCuoMa WHAYKII]e je qedpuHucana,
y JE3UKY JIOIHKE JIDYTOr pea (3aTo mTo KBAaHTMUKY]je IPeIuKaTe, IMITO Y JIOTUILU
LPBOI pejia HUje J[03BOJHEHO):
Axo je K ckyn Takas na je 0 € K uzacsakun € N, n € K = S(n) € K, rana
cy cBH npupojHu 6pojesn y K.
MebhyTum, Mu y JIOrUIU IPBOT peJia KA0 HEIITO CJIa0ujy aJTepPHATUBY MOXKEMO
y3eTH yIopaBoO WHIYKIIMJCKY IIeMy Koja je mata y akcmomu 9. Baxkno je mmaru
y BUIY Ja je OBa MHIYKIINjCKa IeMa cJIabuja o1 OpuruHaIHe (hOpMyIaImje, jep
je 6poj ckyroBa mpuUpOTHUX OpojeBa HENpeOPOojuB, JMOK je OPOj MpeTuKaTCKUX
cuM00JI1a y JIOTHIU IIPBOT peja NpeOpojuB, Ia MOCTOje CKYIOBU KOjH HE MOTY
OUTH OIMCAHM y Je3WKY JIOTUKE IIPBOI PEJIa.
Ckyn akcmoMa TeHepHCaHUX IeMoM 9 je pexkyp3usHo wabpojus. Puroposna
neduHUINja pEeKyp3UBHE HAOPOjUBOCTH O MPEBUINE OINTEPETHIA OBaj DA/,
ajn yKpPAaTKO, CKYI je PeKyP3WBHO HAGPOjHB aKO IOCTOjH aAropuUTaM’® Koju
he y HeKOM TpeHyTKYy HU3JIMCTATH TPOU3BOJbAH WIAH CKymna; wmoryhe ca
nmoHaBJparbuMa U Morylie 6e3 Kpaja. AKO ce HEKH €JIeMEHT Haja3u y CKYILy,
oH hie curypHO y HEKOM TPEHYTKY OWTH M3JINCTaH, ajiu akKo Huje, HuKaJ Hehemo
6butn curypuu ma mehe 6mrm masmmcran. Ckyn cBux ¢opmysna mpsor pema P
je peKkyp3uBHO HpebpOojuB jep ce MOIYy CHUCTeMATCKU u3Jjucrard (a He MOry
Ceé CHCTeMATCKH NPOBEPUTH), a 3a cBaky Qopmyny ® Moxke ce MeXaHWIKI
rerepucarn ojaroapajyha akcuoma. Ilopem Tora mro Moxke 6UTH PEKYP3UBHO
HaOPOjUB, CKYII MOXKe OUTH U PEKYP3UBAH, IIITO 3HAYH J1a 32 IPOU3BOJ/baH 00jeKaT
MOXKEMO y KOHAYHOj BPEMEHCKO] jeIWHUIIN Ca CUTYPHOIINY MPOBEPUTH I8 JIU
OH JTaTOM CKyITy mpunajia win He. CBU PEeKypP3UBHU CKYTIOBU CY U PEKYP3UBHO
HabpOjuBHU, ATl OOPHYTO HE BAXKH.
AKo je cKyIl akCHOMa HEKe TeOpHje PeKypP3UBHO HAOpOjuB, 3a By ce Moxe pehu
A je pexyp3usHo GKCUOMAMUI0EAHA.

2.4.3 DButrHe ckpaheHure

VY IlearoBOj apUTMETHUIN PAIA TPETJIETHOCTH YBOAMMO CKpaheHurre.
[Ipenukarcku cumbosin < m < apHOCTH [1Ba AeMUHUIILY Ce Ha CJIellehn HATWH:

u<ve Jr(u+s(z) =v),
ulvsu<vVu=o.

Hywmepaau cy ckpahenurie 3a TepMOBe KOjU CaJpKe BHUINE YTHEKIEHUX
wcnenbenuk”  dbynknuja u jgedunuimy ce na ciegehn mauun: 1 = S(0),

2 = S(5(0)) urn. Hymepamu upencrasbajy TpupojHe 6GpojeBe W HHXOBE
UHTepaKIgje ca olepanujaMa he GUTH yIpaBo OHAKBE KAaKBe OUeKyjeMo.

3®opmannuje ce Moxke kopuctuTi i TjypUHrOBa MaIIMHa; O 0] ie GUTH peun y HOrIaB/by
4
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Ilormasipe 3

I'enesioBe Teopeme o
HEIIOTILYHOCTH

lenesoBe Teopeme O HEMOTIYHOCTH C€ YECTO CMATPajy 3a Haj3HAUAJHU]E
W HajJIenIne pe3yJTare MaTeMaTWdke Jornke XX Beka. Y OBOM OJIEJbKY
yro3unahiemMo ce ca OKOJHOCTHMa TOJI KOjUM Cy HacTaJje, objacHuheMo uiejy
U3a BUX U Ha Kpajy HU3BECTU HUXOB (opMasiaH J0Ka3 y CUCTEMY KOjU CMO
onucasu y ozesbky 2 (koju fiemo nagasbe nazusaru reopujom T').

3.1 Kparka ucropuja

Cse je 1odJesio MOKyIIajuMa Jia ce MeXaHU3yje MPOIEC 3aK/bydnBamba. JaK u
crapu I'piiu cy 3Ha/IM /12 je JIOTUYIKO Pe30HOBaIbe, bap JAeJIMMUTHO, IIPOIEC KOjeM
Biazajy oapehenn 3akonu. Apucroren u Eykin cy mocTaBun CBoje mocTyiare
jomr y IV Beky upe nose epe (Eykumu reomerpujy, a Apucroren JIOrHYKO
3aKJbyYMBambe, T3B. CHJIOrH3Me), MeDyTumM, HaKOH Tora je 6uio morpebHO Ja
npohy croruHe rojuMHa Ipe Hero IITo je JIOILIO JI0 JaJ/bUX IIOMaKa Y U3yJaBammy
aKCHOMATH3AIMje MaTeMaTHKE.

Jenno onm Behumx gocrurayha wmaremarnke XIX Beka jecte orkpuhie 1a
mocroju BuIe ,Moryhmx”’ reomerpuja, TJae Ce Ha TEOMETPHjy OIHOCH TEOpHja
0 aICTPaKTHUM IIOjMOBHMA IIpaBa u Tadaka. lIpe Tora je Biiajao KOHCEH3YC
Ta je EykimpoBa rTeoMerpuja alrcoJyTHa WCTHHA, U Jia, YIOPKOC TOMeE
TO MOXKe OWTH Mamux mpoiycra y EyKInIoBoj] penpe3eHTaldju, OHU CYy
HebuTHN W Ja he cBakW [aj/bu HAIPEIAK y TeOMeTpPUju OWTH yIpaBo y
meroBoM cucremy. OrTkpmhe pa3inauTUX TeOMeTpHja IOJbY/baIo je W)y
Ja MaTeMaThKa WCTpaXkyje peajaH CBeT: Kako je wmoryhe ma y jemHoj
peaJlHOCTH MOKe IIOCTOjaTH BWIE BpCTa ,radaka’ u mpaBux ! Kacauje
y XIX Beky, Jsiormgapu Iloppy Byn u AsBryctr ge Mopran 3HadajHO
Ha/Mallyjy Apucroresia y MOCTYIUPaby JIEIYKTUBHIUX METO/a 3aKJbydUBarba.
Ucrospemeno, nemadku maremarundap Jasua Xunbepr (1862-1943) paju
Ha CTpuKHUjo] opmanm3anuju reomerpuje ox Eykmmmose, Dyseme Ileamno u
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3.1. KPATKA UCTOPHMJA

Totm06 ®pere pajge Ha KOMOMHOBamY (OPMAJIHOT 3aK/bydIHBaiba U TEOPHje
opojeBa, a I'eopr KaHTOp mocraB/ba TEOpHUjy CKYIIOBa, KOja YIPKOC CBOjOj
KOPHCTHOCTH, OTBapa MHOre npobJieme, Mehy KojuMa je MOXK/1a HajuCTAKHY THjU
Pacenos napadoxc'. Beprpang Pacen nu Andpen Bajrxen sepyjy ma je Te
pobJreMe MaJjIio0 KOMILUIEKCHUjuM crucTteMoM Moryhe m3behm m y panum 1910-um
o6jaBJbyjy dyBeHy KmHrY ,,Principia Mathematica”, y K0jo] Hausrjies perasajy
cBe Jocajalimbe HecappineHocTu. Hben numb je 6mo ga y moTmyHoCTH U 6e3
KOHTDAIMKIUja CaIP KU IOJIOTY 3a TIeJIy MaTeMaTUKYy, ajii HUKO 3aIlPaBO HUje
MOTao Ja JOKarke HUje/IHO O] Ta J[Ba TBPJIbE.

XunbepToB mmporpam

Ha WurepnammonamHoMm KoHrpecy maremarumuapa y Ilapmzy 1900.
rojuse Xusabept je moctaBuo cBoja 23 nurama (JaHac mo3HaTa Kao , Xujibeprosa
murama"). ,On oBUX, Apyro je 6uiio IHTamke J0KA3MBakha KOH3UCTEHTHOCTU
sleanoBux akcumoma", Ha KojuMma je, Kako je (Xumubepr) MOKa3ao, 3aBHCHIA
puropossocT Martemaruke."? Bam Taj apyru npobiem XmiGepT IIOHOBO
npeacrasba 1928. romurae Ha KoHTpecy y Bosomu. 1locrasno je Tpu nurama:
1. Ta sz je maTemaTuka Komn.iemua?

2. Ila u je MaTeMaTuKa KOH3UCTEHMHG?
3. Ila s je MaTeMaTHKA 00AYyu6a> ?
XuibepT je 6Mo ONTUMHUCTAYAH Jia Cy OATOBOPH Ha CBa OBa MUTAA ITOTBPIIHU.

Mebhyrum, nHa XuibeproBo nusHenalheme, caMo JiBe TOIUHE KACHU]j€ ayCTPU)CKH
gormaap Kypt Temesn objaBibyje m0Ka3 Kao oipwdaH OJArOBOD Ha IMPBa JBa
nurama 1 1931. objasibyje pas ,,0 dopmasro Heodaywusum uckasuma Principia
Mathematica u cpodnux cucmema 1" y KoMme ce Hajiase Jl0Ka3u 3a jBe lejesose
TEOpeMe O HEIOTIYHOCTH. XWJIOEPT €€ y IOYETKY OIITPO CYIPOTCTABIbAO,
ajlM je, KAKO HUje MOrao Ja MaTeMaTHIKu o0opu JI0Ka3, Ha Kpajy HUIaK
MOpao Ja MnpuxBaTu UCTUHY. [enesioBe Teopeme HucCy Omiie Kpaj HEraTUBHUM
OJICOBOPHUMA HA FHErOBa MUTama. AMepudkn MareMaTudap, jorudap u puro3od
Agoumno Yepu 1935. ronune objaBsbyje CBOj pe3y/ITar Jia ce HHTYUTUBHU
mojaM egexmueHno u3pauynsuse GyHKIMje Moke HOPMATU3OBATH 2EHEPAAHUM
PEKYPIUBHUM PYHKUUJAMA WA E€KBUBAJIEHTHO TAKO3BAHUM AAMO0G-DAYYHOM
u jokasyje ja npobiem 3aycraBbama (,Halting problem") y nam6ua-padymy
Huje edexkTuBHO M3padymwbuB. lommny mama kacuwmje, 1936, Yepu u Auan
TjypuHr He3aBUCHO jeaH O JAPyror 00jaB/byjy [OKa3e Jia je OAroBOp Ha
Tpehe XumbepToBO NMUTAKE HETATUBAH, TP €My je Hepd KOPUCTHUO CBOj T0jaM
JlaMbia-padyHa, a Tjypunr, nadopMaTadap y CpIly, YBOIHU II0jaM ,M3padyHa-
Bama MammaoM". OBuM pesysnrarnma XuiOepTOB IPOrpaM, U 3ajeHO Ca HOM
uneja na ,,Principia Mathematica” caBpireno omucyje 1ery MaTeMaTHKYy, 0aJa

Y BOIY.

1Heka je R ckym cBux cKymnoBa Koju He cajipske camor cebe; Tama ako R cajgpsku cebe om
He MOXKe caJipxKaTu cebe u 06pHYTO

2Eunpy Xomxc: ,Aaan Tjypune: Enuema"

30BuM mojMoM ce meheMmo 6aBHTH aIK je M3Y3€THO GUTAH 3a JIOTHYape.
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3.2. TEAEJIOBO KOJIMPAKE

3.2 TemenoBo komupame

Y camoj cp:ku l'estesioBux JoKasa Hajasu ce YyBeHu Fnumenudos napadokc.
Y wemy Enumenns, koju je m cam Kpuhawnwn, nzjassyje: ,,Cu Kpuhanu cy
JraxkoBu.", miam mojemHOCTaBBEeHO: ,OBa pedennna je Jax."OQuurieaHo je riae
OBJIe HACTaje MapaJIOKC, W KaJla OMCMO MODJIM Jia MPEBEJEMO OBY PEYCHUILY
Ha MATEMATHYKH je3UK, UMAaJId OMCMO TapaJiokc U y camoj maremaruru. OBo,
mebhyTum, Huje TosmKo ounrieano. [IpBo maM Tpeba HaUUH 8 KAaXKEMO:
,pedeHmIla X HUje JoKa3uBa,
ITO GMCMO je3UKOM KOjU CMO paHuje jeduHICATN MOTJIH Ja u3BeneMo. 11pobiem
HACTaje KaJaa OMCMO yMECTO X OIeT XTeJIH JIa 3aMEHUMO Ty PEUeHHITy TaKo Ja
OHa U3TJIEJA OBAKO:
,peUeHnIla 'peveHnIla X HUje JI0Ka3uBa’ HUje J0Ka3HuBa."
MareMaTuKa jeJJHOCTABHO He CaJp:KN HABOJHUKE WA OWJIO IITA HAJWMK HUMA.
Omno yera ce I'emen mocerno jecre ma nedunuiie GyHKIN]y KOja CBAKO] PEICHUITH
nonesbyje 6pojuaHy BpemaHOCT, Tako3BaHy [edenosy dynrxuyujy. [lpumep Takse
byukumje je

go(a) = [[ @)+
i=1

rze je pn(i) u-tu upoct 6poj a gs(x) bujekrusHa dyHKIHI]a KOja cauKa cuMboIe
S1,82,...,S8, u3 cKyna L U V y mpupoHe 6pojeBe, 1 MECTO CHMOOJIa, Y PETEHUTIH,
a n O0poj cumbojia y pedenunu. OduurieqHo je na je oBakBa dyHKimja 1-1,
Tj. cBake jBe pasjmunre (GyHKIHje fie UMATH pas/inuuTy CJIUKY, aJId HUje
Gujexiuja jep ue mopa (u Hehe) cBaku npupojan 6Poj UMATH CBOjy PEUCHHUILY.
3a peuenuny A Bpemmoct g.(A) mMoxkemo mmcaru u kao [A] u Ty BpemmHOCT
HazuBamo [ edenosum xodom.

HedunnnieMo npeukaTcke cumMbodIe:
Ded(z,y) ako je x ko1 qokaza Gopmysie Yuju je KO y;
Pr(z) = (3y)(Ded(y, 2));
Cons(T) = =Pr([0 = S(0)]) y T. (xopuctuhemo L ymecro 0 = S(0) xao u
Pr([0=S(0)]) pagu upermnegsocTn)

IIITo ce Twye KOH3UCTEHTHOCTH TEOPHje, OHA TOJAPA3YyMEBa Ja y 0] HUCY
ucroBpeMeno jokasuse TBpame A u —A. Temen je y ¢cBoM mpBOOGUTHOM JIOKa3y
KOPHCTHO HEINTO jade TBPI€ KOje ce Ha3mpa w-Komaucrenrnoct. Teopuja je
wW-KOH3UCTEHTHA aKO OHa, HU 3a jenHo P, He mokazyje

-3z P(x) n ucroBpeMeHo, 3a cBako n, P(n).

JenmocTtaBHIje, CUCTEM KOju je w-KOH3WCTeHTaH He Kaxke ,Hwujemam 6poj mema
cBojcTBO P, a ma takobhe kaxke ,Caku 6poj ra mma, jemaH mo jegan®. CBaku

4C0BO OMera ce y MaTeMAaTHYKO]j JIOCHIE U TEOPHjU CKYIIOBa KODHCTH KAO O3HAKA 34
IPBU OpJAMHAJ - OPOj KOjU JI0JIa3u IMOCJe CBUX NpupoaHux 6pojesa. OBre je uzabpaHo jep ce
KOH3UCTEHTHOCT OJIHOCU Ha IPEIIKYy KOja YKJbydyje KBAHT(UKOBAIE HAaJ CBUM IPUPOIHUM
OpojeBuMa.
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3.3. JIJEMA O ®UKCHOJ TAYKU

W-KOH3UCTEHTAH CHCTEM je KOH3UCTEHTAH, aji OOPHYTO HE BaXKW, INTO 3HAYU
Ja je w-KOH3UCTEHTHOCT jate TBpheme of KouzucreHtnoctu. Mehyrum, 1936.
roguie ITon Bapkimu Pozep semro japyradmjom KoHCTpyKIimjoM [ememose
peueHuie 3a00m1a3u mojaM w-KOH3UCTEHTHOCTH U Ji0Ka3yje LemesioBe Teopeme
ca cjabujoM MPETIIOCTABKOM OOMYHE KOH3UCTEHTHOCTH.

IIperniocraBuhemo sa y Teopuju T Baxke u ciejgehn ycjaoBH:

H1: A=+t Pr([A])
H2: F Pr([A]) =+ Pr([Pr([A])])
H3: + Pr([A= B])=+t (Pr([A]) = Pr([B]))

Craka Teopuja Koja cajpxku akcuome [leanose apurmernke u XuabepToBOr
cHucTeMa JIOBOJ/bHO je m3parkajHa 3a JepUHHCAIbE OBUX IMOjMOBA U CAMHUM THUM
I'enenoBe Teopeme Barke 3a HUX.

3.3 Jlema o puKCcHOj TaduKn

Bpatumo ce Ha pedeHMIly ,peueHWIIa 'peUYEHHIa X HHUje JOKa3uBa' HUje
nokazusa." Yeeaumo dhyukimjy sub(z,y) koja y bopMysn ca KOIOM T 3aMembyje
cBe cJI000/IHE TTPOMEHJBUBE Ca BPEIHOMINY y U Kao OpojIaHy BPEJHOCT Jaje KO,
Te HOBe pedeHune. 3a cBaky dopmyiny A u 6poj n (mymepad, amu cmo Beh
YTBPAMJIA Ja je TIPAKTUTHO UCTO) BaKK

sub([A(z)],n) = [A(n)].

Peuennra ca kozom sub([A(x)], n) 3anpaso TBp/H Jia pedeHna ca KOJOM 1 UMa
cojecrBo A. Heka je U(z) npoussosbra Gopmya. 2Keqnmo na KOHCTPYHIIIEMO
peuenuity @ ca komom [P] koja 3a peuenuity ca kozom [P (3a cebe) TBpau ja
uMma cojcrBo W. Ako je

n = [U(sub(z,z))] u &= ¥(sub(n,n)),
Taja MMaMo
® = W(sub(n,n)) = W(sub([¥(sub(z,2))],n)) = W([¥(sub(n,n))]) = ¥([P]),

na je

F(® < ¥([®])),
1j. ® je Taksa peuenuna. 13 npoussossroctr dyukiuje ¥ () caenn ga TBpAma
BakuU 3a CBaKy (PYHKIU]y Kojy je Moryhe jeduHuCcaTn y TeOpuju Koja CalpKu

T. 3a norpebe 'esrestoBux Teopema HUje o1 3HA4YAja W3TJIe[ OBe pedeHurle, Beh
€aMoO IHeHO MOCTOojarhe KOje CMO HeHOM KOHCTPYKITHjOM JTOKA3aJIH.
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3.4. JOKA3U TEOPEMA

Jlema o ¢ukcHOj TauKM ce TAKO HA3WBA jep Ce y 10j TpaxKu (DUKCHA
rauka (BpegHocT a 3a dyHkimjy f(x) Taksa ma je f(a) = a) 3a dbyHKUHjY
U([z]). Hecro ce moxke uytn u Has3us , JIujaronanusanuona aema' 360r cBoje
CJIMYHOCTHU €& YyBeHUM ,KaHTOPOBUM JMjarOHAJHUM apryMeHToM', mim Imak
camopedepenijataa jema jep pedennna ¢ mpaBu TBpImE KOje ce OTHOCE HA
By CaMy.

3.4 Jloka3u Teopema

IIpsa I'eiesoBa TeOpeMa O HEMOTIIYHOCTH OJIHOCH C€ Ha IIOCTOjarbe PEYEHHUIE
KOja je CeMaHTHYKU TAYHA aJI HEJIOKA3WBa Kao TeopeMa y Teopuju 1.

ITpsa T'egenoBa Teopema o HemoTmyHocTH. Ako Teopuja T caapxku
[leanoBy apurmeTuKy, ako je PEKyp3WBHO aKCHOMATH30BaHA U KOH3UCTEHTHA,
OH/Ia je OHA W HENOTIIYHA; [TOCTOje UCKA3! je3uKa T Koju ce He MOTY JIOKA3aTH,
Kao HU IbUXOBE Heraryje.

Hokas. U3 seme o dukcuoj rtauku 3umamo ja lie 3a bynkiujy —Pr(x)
mocrojaTn HeKa pedennria G Koja je mweHa (DUKCHA TadKa Tj.

G & -Pr(G).
[IpBo npermocrasumo - G. Taza
1. FG =+ Pr([G]),
2. F G =+ =Pr(|G]), us u3zdopa pevennre G,

a Kako je Teopuja 1 10 TBP/HU TeOpeMe KOH3UCTEHTHA, MPETIOCTaBKa MOpPa
OWUTH HeTadHa, 114

¥FG.

Haspe, npernocrapumo F —G. Tama numamo
1. =G = Pr([-GY),

2. Pr([~G1) = Pr([G = (0= S(0)))),

3. Pr(|[G= 1])= (Pr(]G]) = 1).

11a je u3 kousucrentHoctu reopuje I -G = = Pr([G]) (*), a kako u3 uzbopa
G numamo

(=Pr([G]) = G) = (-Pr(|[G]) = @), na u3 rora u (*) umamo - -G = G,
IIITO je M3 KOH3UCTEHTHOCTU Teopuje 1 KOHTPAIUKIHja, T4 je MPETIOCTaBKa,
[orpentHa, mro 3uadn ¥ —G.

[Tokazanm cMo ma pedennria (G, Kao HU Ie€HA HeTalnuja HUCY Teopeme Tteopuje T
IITO je u OUo 3aXTeB. [ |
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3.4. JOKA3U TEOPEMA

Hawusriien jioruuan HauuH ja ce ,3aobubje" npsa [emesioBa Teopema jecre na
ce G joma Kao akcuoma teopuje 1'; oHa HaMm Helie yTunaTn Ha KOH3UCTEHTHOCT
Teopuje, a NpobseM HeoIydanBOCTH peuenurie (G je pelreH TUMe IITO CMO je
yBemrraaku" omryuen. Haxasocr (wiu na cpeliy), [enesioBa Teopema je oTmopua
Ha OBaj THUII HAIAA jep ce OHa HAKOH JIOATKA He OJHOCH HA TPBOOUTHY TEOPHU]Y
T, Beh wa HOBY Teopujy T = T U G (koja jep canpxku teopujy T cajgpxku
JIOBOJBHO apUTMeTHKe), a oHja he y teopuju T’ mocrojatn peuenuna G’ koja je
HeojTyanBa. OUurieano, 9uM y 6o Kojy TEOPHUjy J0JaMO HbeHY HEOJJIyunuBY
peuennity G Ka0 aKCHOMY, Ta HOBa Teopuja fie omerT MMATH CBOjy HEOIJIyIUBY
peuernnny G'.

Ocraje jomr jeiasa HaJla 3a CHUCTEM OTIOpPAH Ha NpBY le/lesloBy Teopemy: ako
cMo y moriaeipy 2.4.2. npu jgedunucamwy akcuoma lleaHoBe apurmeTuke y
nedbuHuUjn akcuoMe 9 cMesn J1a KOPHCTHMO AKCHOMATCKY MIEMy, TO jecT
na [leaHOBY apuTMETHKY OCTABUMO TAaKO 8 MMa OECKOHAYHO MHOT'O aKCHOMA,
YUHU Ce Jia MOXKEMO YBECTH jOIIl jeJHY aKCUOMATCKY IeMy: ,.3a cBaky Teopujy T,
HeKa je meHa [esenoBa pedennia G akcuoma." OBa meMa WIIaK HUje BaJIMIHA,
7 TO U3 BHIIe pasJyora. [IpBo, KBaHTHUKOBAIN CMO HaJT CBUM Teopujama, 1), 1ITO
y JIOTHIM IIPBOI' peJia HEe MOXKeMo na pajgumo. Jpyro, ckyn csux lemenoBux
peveHnIIa HUje PEeKYP3UBHO HAOPOjUB, IIa HU TEOpHUja Yy KOjoj MO jiedUHUCAIN
eMy HUje PEeKyP3UBHO AKCHOMATH3OBAHA.

Unrepecantno je mnpumerutu ja pedenuria (G, YIOPKOC TOME IITO je
HeJloKa3nBa y Teopwju 1, CBaKako WCKa3yje TadHy TBP/IbY, jep OHa 3a
cebe ympasBo TBpAM Ja je Hemokasuba. 1o HaMm jacHo moka3syje wmoryhy
HecarylacHOCT u3MeDy OHOra INTO je mauHo W OHOra IITO je dJdoKa3ueo.
Mozxke ce (merauno) macayhuBaTu Ja je rope omnmcana KOHCTYKIIAjA jeJuHA
TaKBa Jla Jlaje HeoIyduBy pedeHuiry. MehyTum, mopes oBaKO KOHCTPYyHCAHE
pedennrie G, KpajeM ocaMieceTux rojuna mpornuior Beka [lopir By nckopucruio
je dopmanuzanujy Bepujesoz mnapadoxca ymecro Enummenunopor. Bepujes
napaJjiokc je camopedepenTHH apajioKC KOjU MPOU3UIA3H U3 MCKA3a CJIUTHOL
cnenehem: ,Heka je x najmamu 6poj Kor nuje Moryhe jiebuHmcaTH y 0CaMIeceT
kapakrepa." Taja ce ona HUKAKO HE MOXKe OJHOCUTH Ha OpOj HA KOJU Ce OJTHOCH
jep ra ympaBo oHa jedunwuiine, u TO 3a Mambe o7 80 KapakTepa.

Hpyra I'enenoBa Teopema o HemoTiyHocTu. Ako teopuja T cajpxu
[TeanoBy apuTMeTHKy, akKO je PEKyP3WBHO aKCHOMATH30BaHA M KOHCHCTEHTHA,
OHa HE MOXKE y CBOjUM OKBHUPHMA JIOKA3aTU CBOjy KOHCHCTEHTHOCT.

Hoxkas. Nzabepumo peuennity (G HA MCTH HAYUH KAO y JTOKA3y IIPBE TEOPEME.
Kay 6ucmo nokazamu = Cons(T) = F G, kako u3 npse Teopeme uMamo ¥ G
umasm 6ucmo u ¥ Cons(T) (*).

Pr([G]) = Pr(Pr([G))
G = —Pr([G]) u3 usbopa G

Pr([G]) = =G u3 2 1o cBojcTBy Koje je moka3uso y teopuju I’
Pr(Pr(G]) = ~G])

= W e
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3.4. JOKA3U TEOPEMA

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.

‘2990.\1.@.0"

Pr([Pr([G])]) = Pr([-G1)
Pr([G]) = Pr([-G1)

-G = (G = 1), cBojcrBo moKa3uBo y reopuju 1'

Pr([-G = (G = 1))
Pr([-G = (G = L)) = (Pr([-G]) = Pr([G = L1))
Pr([~G]) = Pr([G = L1]) u3 8, 9 u npasma modus ponens
Pr([G) = Pr([G = 1]) u3 6 u 10
Pr([G = L]) = (Pr([G)) = 1)
Pr([G]) = (Pr([G]) = 1)
Pr([G]) =

)

=(L) = =Pr([G]) n3 14 crenn xopucrehin CBOjCTBO JIOKA3MBO ¥ TEOPUjH
T

Cons(T) = =Pr(|G]) u3 15 no aedunuuju Cons(T)
-Pr([G]) = G n3 uzbopa G
Cons(T) = G

na u3 rora u (*) ciemau TBpIEba TEOpEME. |

Moxkemo moByhu mapasteny usmehy apyre DesmesioBe Teopeme u mpaBHOT
cUCTeMa: Jia JIM CyJ, 3alcTa MOXKe JIOKa3aTH Jia Cy CBe Iberose Iporeaype dep
ropucrehin camo Te mporeaype?

19



Ilori1aBipe 4

3na4daj I'egesnoBux Teopema 3a
pavIyHapPCTBO

lenesoBe Teopeme O HEMOTIYHOCTH, YIPKOC TOME INTO Cy IIPBOOUTHO
dopmynrcane y KOHTEKCTY hopMasHe MaTeMATHIKe JIOTUKE, UMA]y MOCTIEIUATe
M BaH TOJ/ba UHCTEe MaTemMaThke. Kako MOIEpHH padyHapu IIpaTe HEKH
MATeMATUIKH MOJes (HAPABHO TO JIOBOJBHO jak ja ce lenenoBe Teopeme
OJlHOCE Ha Ibera) OHE HaM IIOKa3yjy Ja he MexaHusaluja 3aKk/byquBaba
ymorpeboM padyHapa, KOJIMKO Toi MohHa Owmia, yBek wumaru omapehene
rpanurne. arepnperupane y KOHTEKCTY U3PAUYHHUBOCTNU, TEOPETCKE TBP/IIHE
Yy MaTEeMATHIIN Ce OCJIMKAaBajy HAa KOHKPETHA OTPAHUYErha OHOTa ITO IPOrpaMu
U aJTOPUTMHU MOTY Jia mocTurHy. ['eesioBe TeopeMe Cy AUPEKTHO WHCIIMPUCAIIE
pesyiarare kao mro je Tjypurros uysenu ,Halting problem" -  IIpoGiem
3aycraBibarba U IMCKycHje 0 MOryNHOCTHMA &y TOMAaTCKUX J0Ka3UBada TeopeMa,
¥ BEIITAYKe WHTEJIUTEHIIN]e.

4.1 Tjypunr m mpobJjieM 3aycTaB/bamha

Awmepuukn jormaap Ajan Tjypunr 1936. y cBOM pajly moCTaB/ba MUTAMHE
»la JM TocToju mporpaM Koju he, 3a gaTW MpOrpaM a W FHEeroB yiaa3 X,
mohim nma onpenm na sm he nporpam a mmarm msnas (tj. ga jgm he ymacru y
Geckonauny nersby). Ilo y3opy Ha Tlenerna, Tjypunr dopmymnuine dopmaiaun
CUCTEM KOjU y MaTeMaTUId Tpeda j1a MMUTHAPA HEKU PeasiaH MPOIEC, CaMO IITO
YMeCTO JbYACKOT je3uka koju je ['emen mmutupao, Tjypunr mogenupa mporpame.
Tjypunr dopmaauzyje KOHIENT IPOrpaMa Wil aJITOPUTMa TIOJMOM GYMOMAMCKE
Mawure, TaHAC TTo3HaTE Kao 1jypurzo8a Mawuta.

4.1.1 TjypunroBe ManiuHe

Tjypunrose MaImHe ce cacroje o
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4.1. TJYPUHI U ITPOBJIEM 3AYCTABJ/bAA

1. Beckonaune mMeMmopujcke Tpake Iojie/beHe Ha hesmje, 0/ KOjux CBaka
caap:K1 HEKW CUMOOJI U3 cKyna V;

2. Yurada Koju MOXKe Jla OUUTa BPEJIHOCT ca hesuje Ha KOjoj ce HAMA3| U Ja
ce TIOMepa JIEBO MJIX JIECHO II0 TPAIH;

3. KonavHor ckyna MHTEPHUX CTamba S, YKIbYdyjyhu jeJHO [I0OYeTHO CTatbe U
ckyma F moryhnx 3aBpniHux crama;

4. Konaunor ckyma mpaBwia (IIporpaMa) KOjU YIDPaB/bajy MAIIHHOM;
dopmanauje dyukmmja f @ (S \ F) x V; — S xV; x {L,D}, rue je
V; cumbos Ha mekoMm 1osby ¢ u L u D ymyTCTBO J1a JIM UJIEMO YJIEBO WU
yaecHo (Ha nosbe V;_1 nim Viqq).

TjypuHrose mamuee, Kao 1 Japyre (opMajgusaiyje ajaropuramMa (Kao mTo je u
panuje nomenytu depuos JissMOIa-padyH) Cy eKBUBAJIEHTHE, Kako MelycobHo,
TAaKO ¥ MHOTHMM IIPOTPAMCKHUM jE3WIMMa KOjU Cy JIaHAC Yy YIOTpeOu; OHE MOry
U3BPIIUTH CBE IIPOrpaMe KOje MOJIEPAH je3UK MOXKeE.

4.1.2 IIpobsem 3aycTaBbama

Iokaz! mpobiema 3aycTap/bama HAJIITH TOKa3y Ipse emesnose Teopeme:
Hexka je h(p, ) epexmueno uspauynmsuca Gynryuja’ Koja 3a JaTH IPOTPAM p U
(ka0 mTo cMo y mokasnmMa ['eletoBuxX JI0/1e/bUBAIN CBAKO] PEIEHUIN jeTMHCTBEH
6poj, TAKO U OBJIe CBAKM IIpOrpaMm Ji0buja CBOj jeJIMHCTBeH ,, I jypuHros Kox'", ma
je p y crBapu KOJ HEKOI' IIPOrpaMa, & He CaM Taj IIPOrpaM) TeopeMaMa HEroB
yaa3 (Wi H-TOPKY heroBux yjasa) x Bpaha Bpeanoct 1 ako nporpam p Bpaha
n3ia3 3a input z, a 0 y cynporaom. 2Kesimmo 1a mokaxkeMo fa TakBa (QyHKIIN]a
h me mocTtoju.
3a ceaky OuHapHy (uMma 7Ba yiasa) eDeKTHBHO W3paYyH/bUBY (QYHKIWM]Y f,
napiujasasa (He Bpaha usnas 3a cee yiase) nocroju dyHKIuja g:

0 axko f(z,z) =0,

g(x) =
HeJlepUHNCAHA Y CYIIPOTHOM.

Kako cy cBu mogmpornecu (pyHKIHUje g M3PadyH/BUBU (M3 MPETIOCTABKE Ja je
f mspauympuBa GyHKIMjA), OCTOjU IporpaM (aaropuram) ca KOAOM € KOju
padyna dbyHKIujy g.

ITpernocrasumo ga je f(e,e) = 0. Taga je g(e) = 0. Y oBoM cityudajy uporpam g
ce 3aycrasiba I1a je no gedununuju dyukmmje h hie,e) = 1. lame, ako y3MeMo
f(e,e) # 0, na je g(e) menedunucano. Taza ce mporpam e He 3aycraBiba 3a
yaas e, na je h(e,e) = 0. I3 npoussosbrocTu dynkimje f Baxu jga je cBaka
buHapHa eDEKTUBHO M3padyH/puBa QPYHKIMja h pasjmanTa o f, ma GpyHKIHja
h meduHMCAHA KAO Y MPETIOCTABIN HE MOYKE TTOCTOjaTH.

LV Tekcry je maT camo HAIPT JOKa3a.

2I/I3paquJLI/IBe dyurnuje cy GpopManTn30BaHU aHAJIOI HHTYHTUBHOL IIOjMa aJITOPUTAMA, Yy
cMuciay fa je dbyHKIHja M3padyH/bUBA aKO IIOCTOjU aJrOpHTaM KOjH MOXKe Ja 0baBU I10Cao
dyuKIHje, Tj. 32 JaT yna3 QYHKIEja yBEK MOXKE Ia BPaTH Onrosapajyhm msmias.
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4.2. YEPY-TJYPUHI'OBA TE3A

OBaj pesyiarar nMa JIaJeKOCEXKHE IOCJIEINIEe Y MPAKCH: OH HAM TOBOPH Jia
HE MOXKEMO HAIIPABUTHU CaBpIeH jebarep 3a MPOM3BO/bAH IMPOrpaM: YBEK he
[I0OCTOjaTH HeKa OECKOHAYHA [IeT/ba Y HEKOM IIPOrpaMy KOjy IIPOM3BOJbaH KO/ 34
oTKpuBame beckonaugnux nersbu Hehe mohn ma orkpuje. Takobe, He Moxke ce 3a
MPOU3BOJHHA J[Ba IIPOrPaMa JIOKA3aTH Jia CY eKBUBAJIEHTHU: HUKAT Heliemo Mohu
Jla 3a yHa3a/| WHXKembepucany (MYHKIH]Y JOKayKeMO Jia je UCTa OPUTUHAITY, WJIN
3a ONTHMHM30BAHY BEp3Ujy IPOM3BOJFHOI KOJIA JIa je 3allpaBO E€KBHUBAJIEHTHA,
opuruHaJy. AHajorHo, aju Bulne y3Hemupyjyhie, mporpaMm Koju CaBpHICHO
JIeTEKTYje CBAaKU PAdyHAPCKH BUPYC O MOPAO Jia peln mpod/ieM 3ayCTaB/barba,
[ITO 3HAYN JIa CABPINEH AaHTUBUPYC HE MOXKE ITOCTOjATH.

4.2 Yepu-Tjypunrosa Te3a

CpeHOM TPHUIECETHX TOAMHA IBAJECETOT BEKa JIOTHYAPH Cy Ce, HAKOH
pelaBama UTamba O KOMIUIETHOCTA U KOH3UCTEHTHOCTH, OKPEHYJIH Ka IIOjMy
uapauynsusocmu. Ja 6m neduHucaand ITa TaIHO 3HAYUNA 328 (PYHKIH]Y Kaaa
3a by KaXKeMO Jia je U3PadyH/bUBA, MHOI'M MATEMATHIAPH CY ITOCTABIHAJIN
cBoje cucreme: Tjypusr cBoje ayromarcke maiiuHe, depd JjrambIa-padyH, cam
lenen 3ajenno ca 2Kakom Xepbpanaom dhopmaan3oBao je nednHUII]y Kaace
pekypa3uBHuX dyHKIHja... CBaKU 011 OBUX crcTeMa je 610 JehUHICAH HE3aBUCHO
jemam ox apyror, mehytum Uepu, Tjypunr u Kiauu 3ajeqso m1oka3yjy a cy oBe
Tpu Kjace DyHKIMja jennake: dyHKnuja je TjypuHr-nu3padyH/bUBa aKo U CaMo
aKo je JamMbJia-u3patdyH/bUBa, U aKO U caMO ako je pekyp3ubHa. OBaj pesysrar
je HaBeo MaTemaTHuape Ha BepoBarbe Jia je caM KOHIENT M3PadyH/bUBOCTH
MIPENU3HO KAPAKTEPHUCAH ca OMIIO KOjUM O 0Ba TPU PA3anduTa mporeca. buio ou
Kpajie 9yJIHO JIa Cy HE3aBUCHO PA3BUjEHU CUCTEMU ,HeTadHu" WUJIN ,HEIOTIIyHn"
Ha wuctu HaunH. Jlajbu moKymiaju OpMasIHOr ONKUCHBAaMa H3PAdyHJbUBUX
dyHKIMja caMo cy J1ajbe OXpaOpUiIl OBaj CTaB.

Nako cy Yepu u Tjypunr opuruaajso Majao gpyraduje (4 pasjiuduTo jemad o
npyror!) dopMmysucanu cBoOjy Te3y, OHa y CYIITHHU IVIACH OBAKO:

,CBaka @dyHKIHMja Koja Ce MO)XKe U3PAYyHATH MEXaHUIKOM IIPOIIELyPOM
nparehn jacHo medunnmcana mnpasmia (Tj. aJTOPUTMOM) jeé HM3PAUyH/bUBA U
y HHTYATHBHOM cmucyay." 3a pas3imky of paHujer jokada ca KiumHOM, oBa
TBpama Yepua m Tjypunra TBpau Jia cy paHHje MOMEHYTH CUCTEMH HE CAMO
MehycobHO ekBuBajieHTHH, Beh ekBuBajieHTHH U ca HedOPMAJIHOM HJIejoM
u3pavdyHJpUBOCTHU. Baxkuo je uctahu ma Yepu-Tjypurrosa Teza Huje Teopema,
yIpaBo jep ce 6aBu HedOPMAaIHUM ITOjMOM U3PAIYH/HFUBOCTH, Beh BUIIE HAJIUYIN
nedbunuIMjn Gar TOr II0jMa; OHA IIPeJCTaB/ba MoOCT u3Mehy dopmasne u
HedbopMasIHe M3pAdyHJBHBOCTU. lefie je 3a Te3y MPOKOMEHTApHUCao: ,, ladHy
nedUHAIU]y MeXaHUYKe N3PadyH/bUBOCTH je, 6e3 cyMibe, moctaBuo Tjypumr."
Bpemenom cy ce mojaBmie Opojue Bapmjarumje na Uepu-Tjypuurony ey,
ma tako caja umamo Pusmuky Hepu-TjypuuroBy tesy: ,Cse dbusmukun
uspauyHs/puBe QyHKOuje cy u Tjypunr wuspadyssbube'; M3omopduuky
Yepu-Tjypunroy tesy: ,He camo mro 3a cBaky (DyHKIM]y HU3padyHIbUBY
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4.3. BEHITAYKA UHTEJWUT'EHIINJA

ajaropuT™MoM mocToju TjypuHroBa MalmnHa Koja je padyHa, Ha HEKOM HUBOY
KOMILIEKCHOCTH TIOCTOJU KOPEeCIoH leHmja (n3oMopdusam) usmelly aaropurma
1 Kopaka Tjypunrose mamune 3"; Jaky Yepu-Tjypunrosy tesy mwm Yepu-
Tjypunr-lojuoBy Te3y: ,.YHUBEP3YM je eKBUBaJjIeHTaH 1jypHUHIOBOj MAIIIIHHY,
JlaKJie u3padyHaBambe HepeKyp3uBHuX GyHKIMja je dusmaru vemoryhe"; Yepd-

TjypuHroBy Te3y Teopuje KOMIIJIEKCHOCTU W MHOTE JIpyTe.

4.3 Bemrauyka WHTEJIUTEHIIAja

Yepu-Tjypurroa me3a HaM TOBOpH Ja JUTUTAJHA pPadyHAPH MOTY
CHUMYJIUPATHU CBAKU MOryhn BuJI jacHO JTepUHUCAHOT MATEMATHIKOD PE30HOBAHA
JBYJIH.

YV mocneamux HEKOJIWKO TOJMHA IIPHUCYCTBOBAJIA CMO CKOPO HEBEPOBATHOM
HaIpeTKy y o00OJIaCTH BellTadke WHTEJUreHInje. ¥ KPATKOM BPEMEHCKOM
MEepHUOJy, OHA je OJ] Hedera duMe Cy Ce CaMo I0jeIMHU OAaBWJIA TOCTAJIA AJIAT
KOjuM Ha THEBHOj ba3u OapaTta BeJUKH OPOj Jbyan 3a pasHe moTpede: omoryhmira
je pasue npoboje y MenunuHu (KOjU ce, Ha IIPUMEp, THYY CaBUjarba IPOTEHHA) I
rpajeBUHE U IPYIUM HayKaMma, osakiiana (ybp3asa) je mocIoBe IporpaMepuma
aJii M 3HAYAjHO YHAIPEJUe HeKe HeHaydHe JUCHUILIMHE Kao IITO je IIax,
copT (ayTOMATCKO IIPEHO3HABAILE IIPEKPIIaja y HEKUM CIIOPTOBUMA, CIIOPTCKA
CTATUCTUKA, YaK U ,TpeHepn" KOjU MPEIO3Hajy HemoyKeJbHe MabjioHe y Wrpu
U Cyrepuily IIOIpAaBKe)... YCpel IOMyJapu3alije BelITaYKe HHTEIUIEeHII]e
namehy ce MHOra nurama: JKoja cy orpanuvera BelTadke WHTETUTreHIHje! " n
»a nu he Bemradka WHTeJIWIeHIMja WKaJ MONU Jla 3alpaBo Mapupa HAIIoj,
JBYJICKO] mHTemreHmju? " .

MHoru cucreMu BelTadke HHTEJIUTEHI]e, TIOCEOHO CUCTEMU KOJU Ce eKCIITUIIUTHO
GaBe JorukoM (Ha NpPUMED, ayTOMATCKH JOKAa3MBadd TeopeMa) cy carpaljeHu
[0 MOJIeJIy TPEJINKATCKe JIOTWKe, Ia O0m TO, 360T TOra INTO Cy TH MOJIEIN
HOJIIOKHKM  'e/Ie/ToBUM TeopeMaMa, 3HAJWIO Ja he yBeK OWTH HCTHHA 0
Kojux oHu Hehe mohim ja jocerny; mocrojahe Taune TBp/me Koje onm Hehe
mohm gma gohy. Jemwo om moryhmx pemrema 3a oOBakBe mpobsieme jecrte
TAKO3BAHO TUJEPAPTUICKO UL Mema-pe3onosarse. OHO O moIpazyMeBaso jia y
apPXUTEKTYPY CUCTEMA KOjU PE30HYje y HEKOj JIOTUIIM JI0JIaMO jOII je/IaH CUCTEM
(nnm Bumie cucrema?) Ha HUBOY M3HAJ[ IPBOOUTHOr KOju lie pe30HOBATH O TOj
JIOTUIM U UMaTu ozpeheH yBUJl y eHa orpaHudera. Takohe, MHOI'H MOJIEIH 34,
BEINTAYKY UHTEIUIeHIN]y HUCY JeTepMUHUCTIUYKY (BoleHu jacHo JedbUuHrcanumM
npasuinma) Beh npobabunucrunaku (Bohenu Beposarnohom), ma Tako emesiose
TeopeMe 3a BHUX He Baxke (oHM, MeDyTuMm, umajy JApyre mpobieme MITO ce
TUYe CUI'YDHOCTH; aKO Ce Y OIIITeM CJIydajy Ha JeTePMHUHUCTUYIKU CHUCTEM He
MOKEMO OCJIOHUTH 3001 ['ejiesioBux Teopema, Ha TPOOAOUIMCTHYKN HE MOYKEMO
o peduHUnUjH).

30Ba Bepsmja wusnoxkena je y kmusu Jarmaca Xodcramepa: "Iemen, Emep, Bax:
Beckonauna 3marna Hur".
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4.3. BEHITAYKA UHTEJWUT'EHIINJA

4.3.1 T'epenoBe TeopeMe, BelITavYKa WHTEJIMTEHIINja, CBECT
W JINYHU CTAaBOBU

Ocraje, nnak, nurame n1a Ju he ,eJeKTpoHCKN Mo3ak" mkaj Mohn Jia 3amcra
mucsn. OIroBop Ha era 3aBUCH OJ1 TOTA JIa JIF HAII OHOJIOIIKE MO3aK CMaTPaMO
cBoje BpcHOM ,MarmuHoM" wmin He. UyBeHH €HIVIECKM MaTeMarudap-pusndap
Pomniep Ilenpoys naje cienehu apryment: Kaga 6u mam ym 6o dbopmaaHn
cucreM, 6uo 6u nojoxkaH edpekruma [enesoBux Teopema. Aji, MU UMaMO MOh
a JMCKOYMMO'"M3 cucreMa M MHTYWTHUBHO carjiegamo uctuny. Jlakie, Jpyicku
VM HHje ajI'OpuTaM M Kao TaKaB Ce OJl CTpaHe ajilOPpUTMa He MOXKe TavIHO
cumysimparu. Mehytum, maoru teopernaapu BU ce He citaxKy ca oBUM CTaBOM.
Mapsun Mwuncku n Harimac Xodcraaep Bepyjy da, YIPKOC TOME IIITO
JBYJICKU MO3aK HM3IJIea Kao J1a HaaMmalryje hopMaIHOCT, HIIaK MOYXKe OUTH caMo
n3y3eTHo Quiekcnbmian, camoMoaudukyjyhu dpopmannu cucrem. Xodcraaep
JBYJICKI MO3aK IOPEIH Ca MPaBJ/hOM KOJOHUjOM: MPaBU, HA HEKU HAYUH KAO U
HEYPOHU HAIIEr MO3ra, (DYHKIIMOHUIITY MTOTIIYHO HECBECHO W JIE€TEPMUHUCTUIKH,
alM M3 caMe CJIOXKEHOCTH BHuXOoBuX MeDycoOHmxX mHTepakiuja m3paha ce OHO
mTo Mu masusaMo ,csect"*. Camo 3aro mTo ce mama ummm ga ysuhamo
,,TDAHCIIEHJIEHTAJHY UCTUHY", He 3HAYHU JIa je OHa 3alPABO TPAHCIICHIEHTAJHA,
Beli ;a je MoxkKja caMo mocMaTpamo ca Bulller HuBoa. HujejHa crpaHa HeMa
YBpCTE JIOKA3€ 3a CBOje TBP/IIbE, [1a PACHpaBa 3a Caja OCTaje OTBOPEHO HUTAMHE
pe cBera Guao30dCKOr KapakTepa.

Jlmyno 6ux, mako XodcragepoB m MHUHCKHjeB apryMeHT 3BYyYd IOTIIYHO
pa3yMHO, HIaK cTao Ha crpaHy l[leHpOy30BOr XOJIMCTHYKOr cTaBa KOjU HaM
rOBOpH JIa je CBECT BHIIE O] IyKOr 30upa cBOjux jejoBa. 2KejuM na Bepyjem
Ja IMaMO HEKY CpXK, eCEHITHjy, CYIITUHY KOjy JKUIle U CTPYja He MOT'Y Te€K TaKO
Ja eMyJInpajy.

4Y mpeTxomHOM TOMOAET]KY HMOMEHYTO je MeTa-pe30HOBame; Xodcramep TBPAYW Ja CBECT
HacTaje OHJla KaJa ce HUBOM U3MeIlajy U KPeHy HEKOHTPOJIMCAHO Ja yTUdy jeJIHU Ha JIpyre Ia
THME U caMu Ha cebe
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Jlomarak

Kypr I'egen

Kypr Temen (Kurt Godel) je poben 1906. rommme y rpamy Briinn y
Aycrpoyrapcekoj (mamamme Bpro y Yemkoj) y memaukoj mopoxunu. Ca 18
ro/iuHa IPUJIPYKUO ce CBOM OpaTy Ha YHHBep3uTery y Bewy, rne je, yrnpkoc
MIPBOOUTHO] HAMEDPH Ja CTYAUPA TEOPU)CKY (DHU3UKY, IPUCYCTBOBAO KyPCEBUMA,
KOju Cy ce THIaJd TpUMapHO MareMarwke u duao3odwuje. Hakon tora je
n3yvaBao Teopujy OpojeBa, ajaum Kaja je MPUCYCTBOBAO CEMHUHAPY O KIHU3U
Beprpanma Pacesa ,¥YBoj y maremaTnuky ¢uiozodujy" 3amHTEpECcCOBaO ce 3a
MaTeMaTUIKy JIOruKy. leses je, HAKOH IITO je HPHCYCTBOBAO XHUJIOEPTOBOM
npeaBamy y BoJomy rie je 0Baj M3HEO MUTama O CTPYKTYPHOM HHTETPUTETY
JIOTHKe, m3abpao ympaBo Ta IHTama 33 CBOj JOKTOPCKH pajl, koju je 1929.
roJ/IMHe 3aBPINNO, U y KOME ce, m3Mehy ocraJjor, Hajla3e JOKa3! JIBejy TeopeMa
o HenormyHoctu. JJokropar My je monesen 1930. romune u meros paj, je Taja
objaBmiia Beuka akajemuja HayKa.

Ox 1933. romune Tesent je moueo wecto na myryje y Cjenumene Amepuuke
JpxaBe, rie je apKao IpemaBama W yno3Hao AjHmrajoa. Ycies XuUTaepoBor
nosacka Ha BiacT y Hemaukoj 1933. rommme m pacryher yrunaja narmsma
y Aycrpuju, Tesienn je pasBumo cuMmToMe IapaHOje W IIOYEO je Jia jeje caMo
jema kKoja je meroma keHa AJiesie CKyBaJia, M3 CTpaxa Ja He 6yJe OTpPOBaH.
Hakon Amnmutyca 1938. TemesioBa TutTyna Ha yHUBEp3UTETY je YKUHYTa U
o/bWjeHa My je IpHjaBa 3a €KBHUBAJEHTHY, IIPe CBera 300r CBOje MMOBE3AHOCTHU
ca jeBpejCcKUM MareMaTHYapuMa ([IPBEHCTBEHO XaHOM KOju My je GHO MEHTOD
3a mokrtopcku pan). Ha mposehe 1938. romune y Ipuncrony je o6jaBuo cBoje
JIOKa3e 3a KOHCHCTEHTHOCT aKChoMe M300pa W XUIoTe3€ KOHTUHYHTETa, IITO
Cy JBa pe3y/Tara of U3y3eTHOI 3Havaja 3a TeopHjy ckynosa. Hakon moverka
Hpyror cerckor para 1939. rommme I'emen Gexxu m3 Bewa y Ilpuncron na
6u usberao perpyranujy. Tokom csor myra ka CAJl (koju, y3rpen, Huje 6uo
npeko ArianTuka Beli TpaHc-cubupckoM kejesHuioM 1o Ilamuduka na 6pogom
no amazane obase), Texen je Hocmo Tajuo muemo yuylieno AjamrajHy of
jemaHor Geadkor dusmyapa Jga yuo3opu AMepHUUKOr HpejceHuKa Pyssesra
Ha MoryhuocT na XuTjaep pas3Buja HyKJ€apHy OOMOy, ajud ra HUje ypydno
Ajumrajuy (koju je unak eh 6uo obasemnren) jep je 6uo y6ehen ma namueru
HUCY OMJIU CIIOCOOHM 3a TaKO HemITo. l'esies1 1 AjHIITAjH Cy MICTOBPEMEHO YKUBEJIU
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y Ilpuncrony u ap:kaju cy BeOMa BUCOKO MUILbeHe jemaH o apyroM. Ilocroju
aHerJoTa Ja je AJHINTajH jeJIHO BpeMe WINao Ha [10cao caMo Jia Ou y IOBpaTKY
meTao ca ['egerom.

Temen je 1953. mocrao mpodecop uHa NucturyTry 3a Hampenme crynumje y
[TpuncToRy, rie je 10 Kpaja *KUBOTa, [IpeIaBao. 3a BpeMe bopasBka Ha HcTUTYTY,
mo4eo je jia ce basu u dpurozodujoM u GU3NKOM. AJHINTAJHY je Kao MOKJIOH 3a
weroB 70. poheHman moKa3a0 ersakTHA PEIerha 38 HEroBe jeTHAYNHE 0Jba.
Hakon mro My je »kemna 1977. romumue xocuumrajmsoBana lenes je mpecrao ja
jeme. Buo je texkak mame on 30 Kumorpama kKaja je v jamyapy 1978. rogumme
npemunyo y Ilpuncrony.

Anan Tjypunr

Poben 1912. roguue y Jlongony, Anan Tjypunr je Beli y 0ocHOBHO] IKOJIH O/
IUPEKTOPKE TIPENo3HAT Kao m3y3eTaH TajeHar 3a maremaruky. Ca 13 rommna
ymucao je mkosay y IllepbopHy, TJe HHCY IEHHIH HHEroBe CIIOCOOHOCTH 3a
npupojne Hayke. Mmak, TaMo je pa3sBuo OJIMCKO IPHjATE/HCTBO Ca BPIIHAKOM
Kpucrodepom Mopkom, Koju je 4ecTo OIMCUBaH U Kao 1jypuHroBa rpBa JbyOas.
Nako je muxoB ojHOC MHCIIIpUCcAo Tjypunra, HArIo je 3aBpiieH MopKoM/beBOM
cMpliy, Koja je Ha Miamor AjaHa ocTaBuia JyOOKY KaJIOCT.

Hakon mro je marypupao y lepbopmy, mo6uo je crumenaujy na KpasseBom
koJsienty Ha Kem6puity rie je 1935. rogune un qumioMupao. 3a BpeMe CBOT MacTep
CTyIMja Ha MCTOM MecTy, TjypuHr ce 6aBuo omryudmBoinhy npobisema u 1936.
roJIVHE, OTIIPUJINKE Y UCTO BpeMme Kao u Ajonno Yepu, objaBibyje CBOj OArOBOP
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Ha XuJI0EPTOBO MUTAIHE O OJJIYyIHBOCTH. Y TOM PaJy je UpBU IyT JeduHuCcaHA
n Tjypunrosa mamunna. Hekn HaszuBajy osaj TjypuHroB paji u ,,HajyTUIAJHA]UM
pajiom y ucropuju Mmaremaruke". O 1936. o 1938. Tjypunr je Behuny Bpemena
nposeo yuehn om Yepua na [Ipuncrony.

3a Bpeme Jpyror cBerckor para Asan Tjypunr je npememnrren y Biiedsn
Ilapk, kpunrorpadcky HCTpaxKuBadky cranuily y osmsunu Jlommona. Tamo
je, 3ajelHO ca THUMOM TaKJbUBO O/aOpaHMX HAydYHUKA, JOOMO 3aJaTaK J1a
ngerdpyje HeMadKy TEXHOJOrHjy 3a mudposarbe Hopyka: dyseny ,Euaurmy".
Pememse Tor 3asiarka 1941. rojuie 3Ha4ajHO je TONPUHETIO H0OE U CAaBE3HUYKNX
cuara y Bopbu 3a ATyIanTHK ¥ THME TPAKTUIHO OKOHYAO HEMAUKO IIPUCYCTBO
y AmianTuky, mro je omoryhimio HeomeraHo cHabieBame Dpuranuje u TuMe
JPaCcTUYHO YTHUIAJIO HAa JAJbU TOK para. VlcTe romgune ce Bepro 3a KOJETMHUILY
u3 Burewnn [lapka [loan Knapk, anu suxoBa Be3a HUje OWIa JIyroBevYHa; HAKOH
IITO jOj je IPU3HAO CBOjy XOMOCEKCYaJHOCT, OIJIYYIHO je Ja OTKaXKe Opak.
Haxon para Tjypunr je macraBuo paj| y 00JacTu padyHapCTBAa U 3HAYAJHO je
JIOIPUHEO PA3BOjy MojepHuX padynapa. L'ogume 1951. ce 0OKpeHyo MaTeMaTHIKO]
OGuoJioruju U 00jaBUO paJi ,XeMujcka 6aza MopdoreHese" y Kome je MpeBHIe0
ocimiupajyhe xemmjcke peakije TrojuHaMa IIpe€ HErO IITO Cy IIPBH IyT
€KCIIEPIMEHTAJIHO U3BEJICHE.
Yuproc cBojum 3acayrama y Bpuranuju je Amamy Tjypunry 1952. cybeno 3a
,,BEJIUKY HENpUCTOJHOCT" 300T HEroBOI CEKCYaJIHOT ONpEJe/beiba, Kala je Kao
aJITEPHATUBY 3aTBOPY M3abpao XOPMOHCKY Tepanujy. YMpo je 1954. romume ox
TPOBama IMjaHUIOM U U Jlajbe HUje Pa3jalllbeHo J1a JIu je Oniia ped O CIydajHOM
TPOBaIY WU CAMOYOHUCTBY.
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