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1

Uvod

Omatematici iwenoj ulozi u razvoju ~ove~anstva je puno toga re~eno i napisano.

Sli~no je sa umetno{}u. Za matematiku se ka`e da je umetnost qudskog uma. [ta je

zajedni~ko za matematiku i umetnost? Obe stvara ~ovek. Umetnost izaziva ose}aj

lepog u ~oveku, ali ovo ose}awe nije lako opisati, jer svako od nas ima sopstveni

do`ivqaj lepog. Tako }e se matemati~ari (a i mnogi drugi) slo`iti da u matematici

imamnogo toga{to je lepo, aline nadahwuju iste stvari svakogmatemati~ara na isti

na~in. U ovom radu }e se prikazati tvr|ewa za koja }emo se verovatno svi slo`iti da

su najpre lepa i tajanstvena, a potom i videti da su i danas velika pokreta~ka snaga u

matematici.

Matematika se razvija od kada iqudski rod. Geometrija kao prva prakti~na pri-

mena matemati~kih znawa bila je razvijena i kod drevnih civilizacija. Sa wom je se

razvijalaialgebra. EuklidoviElementibilisukruna geometrijskog znawaantike.

Arabqani su ta znawa sa~uvali i obogatili, da bih i zapadna civilizacija ponovo

otkrila u doba renesanse. Od tada mo`e se re}i traje neprekidna matemati~ka rev-

olucija. Rene Dekart je uvo|ewem koordinatnog sistema spojio algebru i geometriju

i dalekose`no povezao vizuelno i apstraktno. Geometrija koju obi~no vezujemo

za vizuelne objekte kao {to su ta~ke prave, krugovi, . . . postaje dubqa i slobod-

nija, dok algebra povezuju}i se sa geometrijom vi{e nije stati~na ve} dinami~na

matemati~ka disciplina. Matematika se razvijala tako da ve} u XX veku postoji

mnogo matemati~kih disciplina koje imaju svoje objekte i tehnike izu~avawa koje

se nekada ~ine dosta udaqeni jedni od drugih. Me|utim ovakav razvoj matematike

nikada nije naru{io weno jedinstvo kao nauke, jer se matemati~ke ideje prepli~u na

neo~ekivane i iznena|uju}e na~ine. Tako i ovde `elimo da govorimo o preplitawu

i povezanosti dve fundamentalne matemati~ke teorije geometrije i polinoma.

Geometrija je svoj najbr`i razvoj imala u XIX veku. Poku{aji da se doka`e

peti Euklidov postulat doveli su do stvarawa novih geometrija, koja su izmenila

i intuiciju koju je svet do tada imao o geometriji. Pojavile su se hiperboli~ka

i projektivna geometrija. U projektivnih geometriji ne postoje paralelne prave,

a omogu}ava nam jednu prozra~niju sliku o tvr|ewima za koje se znalo da va`e i u

euklidskoj geomitriji kao {to su Paskalova, Dezargova, Brijan{onova i Paposova

teorema. Klasi~na projektivna geometrija je svoj vrhunac dostigla sa dokazom Pon-

seleove teoreme, ali razvoj geometriji nije tu stao.

Algebraialgebarskestrukturesupostalejezikkojimkominiciranauka. Hilbert

je i geometriju postavio na algebarske osnove. Bogatstvo algebarskih struktura i

ono {to su one pru`ile matematici, u~inilo je da su nam mnogi algebarski objekti

postali prirodni i bliski. Takvi su polinomi. Ne postoji matemati~ka disciplina

koja nije na direktan ili indirektan na~in zainteresovana za polinome. Tako i
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geometrija. Na ovaj na~in je se rodila jedna od najizazovnijih grana matematike - al-

gebarska geometrija. U ovoj oblasti je ura|eno mnogo, ali i danas je mnogo otvorenih

pitawa u algebarskoj na koje poku{avaju da re{e matemati~ari, pa je ovo sigurno od

jedna od disciplina koja }e se aktivno razvijati u XXI veku.
Ovde }emo govoriti o ne~emu{to slobodno mo`emo nazvati elementarnom alge-

barskom geometriji. Najpre }emo definisati ravne algebarske krive, sa akcentom

na konike i kubike kao objekte sa kojim se sre}emo i tokom gimnazijskog obrazovawa.

Zatim}emopokazatiteoremuokavezu (Katz)koja jespecijalanslu~aj~uveneBezuove
teoreme. Primenom ove teoreme dokaza}emo teoreme vezane klasi~ne Paposove i

Paskalove teoreme za misti~ne {estouglove upisane u konike. Dokaza}emo neke

poznate i nekoliko novih rezultata za misti~ne osmouglove i 2n-touglove upisane u
konike koji }e dati potpuno novu sliku na ova tvr|ewa. To je slika koja }e otkriti

duboku vezu izme|u ovih tvr|ewa. Na kraju }emo se dotaknuti i nekih otvorenih i

ozbiqnih problema za strukture Paposovog i Paskalovog tipa.

Odvelikepomo}iunastajawuovogradabio jeiprogramskipaket Cinderellakoji
jerazvio Jürgen Richter-Gebert jedanoddanasvode}ihnema~kihmatemati~ara. Ova
tema je veoma aktuelna danas i wom se bave neki od svetskih poznatih matemati~ara,

kao {to je S. Tabachnikov, L. Evans, G. Katz, R. Swartz i drugi. Nedavno je
iza{laikwiga Roberta Bixa, Conics and cubics: an elementary introduction to
the algebraic geometry Konike i kubike: elementaran uvod u algebarsku geometriju
koja pokazuje da ova elementarna pri~a i te kako privla~i pa`wu nau~ne javnosti.

Jürgen Richter-Gebert Robert Bix

Gdesesastajugeometrijaipolinomi? Tamogdepo~iwejednalepaijo{nedovoqno

istra`ena matematika.
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2

Algebarske krive

2.1 Ravne algebarske krive

U ovom delu }emo se upoznati sa realnim i kompleksnim algebarskim krivama.

Definicija 2.1.1. Realna algebarska kriva C je podskup od R2 = R × R koji je

geometrijsko mesto ta~aka nula polinoma dve promenqive P (x, y) sa realnim ko-

eficijentima, tj.

C =
{
(x, y) ∈ R2 | P (x, y) = 0

}
.

Definicija 2.1.2. Kompleksna algebarska kriva C je podskup odC2 = C× C koji je

geometrijsko mesto ta~aka nula polinoma dve promenqive P (x, y) sa kompleksnim
koeficijentima, tj.

C =
{
(x, y) ∈ C2 | P (x, y) = 0

}
.

Na o~igledan na~in se svakoj realnoj algebarskoj krivoj mo`e pridru`iti kom-

leksna algebarskakriva. Realne algebarskekrive su izu~avane hiqadu godinaranije

nego {to su kompleksne algebarske krive priznate kao matemati~ki objekat iako

kada su se pojavile postalo je jasno da su one i jednostavnije i interesantnije za

prou~avawe. Na primer mnogo je lak{e polinom sa realnim koeficijentima pos-

matrati kao polinom sa kompleksnim koeficijentima jer se u C svaki polinom

faktori{e i jednostavnije je uzeti samo realne nule i odbaciti ostale. Kompleksne

algebarske krive se mogu prou~avati sa stanovi{ta nekoliko matemati~kih disci-

plina od kojih se izdvajaju algebra, topologija i kompleksna analiza.

Realne algebarske krive su prou~avali u staroj Gr~koj. Oni nisu znali za

jedna~ine kruga, parabole, elipse, hiperbole, ali su poznavali ove objekte kao

geometrijska mesta ta~aka. Npr. elipsa je geometrijsko mesto ta~aka ~iji je zbir

rastojawa od dve unapred zadane ta~ke koje nazivamo `i`ama konstantan. Prave i

krugove je mogu}e konstruisati pomo}u {estara i lewira, dok ostale krive drugog

reda nije mogu}e. Stari Grci su re{avaju}i probleme duplirawa kocke i trisekcije

ugla konstruisali instrumente kojima su konstruisali parabole, jer se uo~ili da

se ovi problemi mogu re{iti konstruisawm ovih krivih. Tek sa razvitkom teorije

Galoamnogo godina kasnije dokazano je da su ove konstrukcije nemogu re{itipomo}u

{estara i lewira.

Primer 2.1.1. Na slici 2.1 }emo prikazati nekoliko algebarskih krivi sa wihovim

jedna~inamaiodgovaraju}omslikomkaorelnomodnosnokompleksnomkrivom. Slike

kompleksne krive zapravo `ive u projektivnom prostoru CP 2 o kome }emo ne{to

kasnije detaqnije govoriti.
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Slika 2.1.

Stari Grci su poznavali i druge algebarske krive kao epicikli~ne krive kojima

su opisivane putawe planeta pre otkiri}a Keplerovih zakona. Zapadna Evropa je

ova znawa ponovo otkrila u renesansnom dobu kada su otkrivene i nove algebarske

krive. Leonardo da Vin~i se posebno interesovao za wih prou~avaju}i perspektivu

trodimenzionalnih oblika. Anti~ka znawa zapadni svet je preuzeo od Arabqana

koji su imali razvijen algebarski zapis matematike, {to je uslovilo kasniji ubrzan

razvoj matematike.

Krajem XVII veka, matemati~ari su ovladali idejama Dekarta iFermaa da se ge-
ometrijskamestata~akaopisujukaore{ewajedneilivi{ejedna~inadvepromenqive

poxiy. Razvoj diferencijalnogra~unaiwegovaprimenanaalgebarskekrivedovela
je do novih saznawa o ovim objektima. Znawa o algebarske krive su se pojavile kao

konkretna primena matematike u mnogim drugim problemima.

Razli~iti oblici algebarskih krivih zainteresovalo je matemati~are kao {to

su Wutn za singularitete algebarskih krivih. Singulariteti su ta~ke u kojima

slikovito re~eno kriva do`ivqava degeneraciju tj. ne izgleda �glatko�. Na slici

2.1 se mogu uo~iti ta~ke u kojima kriva odstupa od svog standardnog oblika, gde se

u~vorava ili postaje o{tra. Te ta~ke su singularne i u wima dolazi do deformacije

krive, koje je va`no razumeti.
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Definicija 2.1.3. Ta~ka (x, y) ∈ C algebarske krive C definisane polinomskom

jedna~inom P (x, y) = 0 je singularna (singularitet) ukoliko je

∂P

∂x
(x, y) =

∂P

∂y
(x, y) = 0.

Izu~avawe sigulariteta algebarskih krivi je posebna oblast - teorija singu-

lariteta koja ima veliku primenu u mnogim oblastima kao {to je teorija ~vorova,

topologija, kompleksna analiza i dr.

Kako realne algebarske krive mogu biti jako degenerisane kao npr. kriva

x2 + y2 = 0

koja je samo ta~ka (0, 0) ∈ R2 i

x2 + y2 = −1

koja predstavqa prazan skup u R2 do{lo je do ideje da se umesto realnih posmatraju

kompleksna re{ewa jedna~ine P (x, y) = 0. Krive se u C2 mnogo �boqe�pona{aju,

jer kriva x2 + y2 = 0 predstavqa par kompleksnih pravih koje se seku dok je kriva
x2 + y2 = −1 kompleksna kru`nica.

U XIX veku se uo~iloda dodavawemodgovaraju}ih �ta~akaubeskona~nosti�alge-

barske krive postaju kompaktni topolo{ki prostori. Tako se i do{lo i na ideju

da se krive posmatraju u projektivnim prostorima. Na kompaktnim prostorima

je mogu}e definisati meromorfne i holomorfne funkcije pa je se na kompleksne

algebarske krive mogla primeniti i kompleksna analiza na C. Odavde se razvila
teorija Rimanovih povr{i, koje su nazvane po Berhardu Rimanu (1826-1866). Riman je

bio izuzetan matemati~ar XIX veka koji je mnogo uticao na ideje da geometrija ne

treba izu~avati samo euklidske prostore, ve} i mnogo generalnije prostore.

Dedekind iVeber su 1882. pokazali da ve}i deo teorije algebarskih krivih ostaje

na snazi i nad bilo kojim poqem F, tj. krive se vi{e ne prou~avaju samo nad poqima
kompleksnih i realnih brojeva. Tako npr. u re{avawu diofantove jedna~ine

P (x, y) = 0

u teoriji brojeva ~esto se posmatra ova jedna~ina po mod p gde je p prost broj.

Ali ovo nije ni{ta drugo do posmatrawe algebarske krive nad poqem Fp = Z/pZ
ili wegovim algebarskim zatvorewem. Ova duboka veza izme|u algebarskih krivih

i teorije brojeva poslu`ila je i Endriju Vajlsu u dokazu ~uvene Velike Fermaove

teoreme da jedna~ina

xn + yn = zn

nema celobrojna re{ewa u skupu prirodnih brojeva kada je n ≥ 3.
Danasdostaznamooalgebarskimkrivama. Algebarskivarijetetisudefinisani

kaoskupovizajedni~kihnulakona~nogbrojapolinomaukona~nomnogopromenqivih

i izu~avawe ovih objekata dovelo je do novih ideja i ra|awe jedne nove matemati~ke

discipline - algebarske geometrije.

Prirodno je postaviti pitawe kada dve algebarske krive defini{u isti ge-

ometrijski skup ta~aka. Za polinom ka`emo da je ireducibilan ako se ne mo`e

zapisati kao proizvod dva polinoma koji su oba razli~ita od konstante. Odgovor na

to pitawe daqe ~uveni Hilbertov Nul{tele`ac.

Teorema 2.1.1 (Hilbertov Nul{telen`ac). P (x, y) iQ(x, y) su polinomi takvi da
je {

(x, y) ∈ C2 | P (x, y) = 0
}
=

{
(x, y) ∈ C2 | Q(x, y) = 0

}
ako i samo ako postoje prirodni brojevim i ntakvi da P | Qm iQ | Pn tj. ako i

samo ako P iQ imaju iste ireducibilne faktore.
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Za polinom P (x, y) ka`emo da ima dupli faktor ako postoji Q(x, y) takav da
(Q(x, y))2 | P (x, y). Za polinome koji ne poseduju duple faktore iz Hilbertovog
Nul{tele`aca sledi:

Posledica 1. Polinomi P (x, y) i Q(x, y) koji nemaju duple faktore defini{u

istu kompleksnu algebarsku krivu u C2 ako i samo ako su skalarni mno`ioci jedan

drugog tj.

P (x, y) = λQ(x, y)

za neki skalar λ ∈ C \ {0}.

Definicija 2.1.4. Stepen d algebarske krive C je stepen odgovaraju}eg polinoma

P (x, y) pox i y koji je defini{e ta~nije stepen najve}eg monoma u polinomuP (x, y)
tj.

d = max {i+ j | ai,j ̸= 0} ,
gde je P (x, y) =

∑
i,j ai,jx

iyj .

Definicija 2.1.5. Algebarska kriva stepena 1 se naziva prava tj. to je kriva defin-
isana jedna~inom

ax+ by + c = 0,

za neke kompleksne koeficijente a, b i c i gde je bar jedan od koeficijenata a i b
razli~it od 0.

Prave su najednostavnije algebarske krive. Postoje algebarske krive vi{ih

stepena koje su unija vi{e pravih. Opisa}emo neke od wih.

Definicija 2.1.6. Polinom P (x1, . . . , xn) stepena d u n promenqivih je homogen

ukoliko je za svaki skalar λ

P (λx1, . . . , λxn) = λdP (x1, . . . , xn)

ili ekvivalentno ako je P (x1, . . . , xn) oblika

P (x1, . . . , xn) =
∑

i1+···+in=d

ai1,...,inx
i1
1 · · ·xin

n .

Svaki faktor homogenog polinoma je tako|e homogen polinom. Homogeni poli-

nomi u dve promenqive se faktori{u na linearne faktore {to pokazuje slede}a

teorema.

Teorema 2.1.2. Neka je P (x, y) homogen nenulti polinom stepena d, tada se on

faktori{e na proizvod linearnih polinoma tj.

P (x, y) =
d∏

i=1

(αix+ βiy)

za neke konstanteαi, βi ∈ C.

Dokaz. Zapi{imo

P (x, y) =
d∑

r=0

arx
ryd−r = yd

d∑
r=0

ar

(
x

y

)r

gde su a0, a1, . . . , ad ∈ C. Tada je

d∑
r=0

ar

(
xr

yr

)
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polinom sa kompleksnim koeficijentima jedne promenqive x
y koji se po osnovnom

stavu algebre potpuno rastavqa nadC tj.

d∑
r=0

ar

(
xr

yr

)
= c

d∏
i=1

(
x

y
− γi

)
za neke c, γ1, . . . , γd ∈ C. Sada je

P (x, y) = yd
∑d

r=0 ar

(
x
y

)r

=

= ydc
∏d

i=1

(
x
y − γi

)
=

= c
∏d

i=1(x− γiy) ,

odakle sledi tvr|ewe. �

2.1.1 Kompleksne projektivne krive

Kompleksne algebarske krive u C2 nazivamo afinim, kako bi ih razlikovali od

projektivnih algebarskih krivih. U ovom delu }emo se upoznati sa projektivnim

prostorom, projektivnim algebarskim krivama, kao i vezom izme|u afinih i projek-

tivnih krivih.

Definicija2.1.7. NekajedatafinprostorA. ProjektivniprostorPA jekoli~nik

prostor A \ {O}/ ∼ sa koli~ni~kom topologijom i∼ je relacija ekvivalencija na

A \ {O} definisana sa x ∼ y ⇔ x = λy za neki nenula skalar λ.

Nas specijalno interesuju realniRP 2 i kompleksni projektivni prostorCP 2,

koje }emo oba zavisno od konteksta ozna~avatiP2. Ove prostore respektivno nazi-

vamo relna i kompleksna projektivna ravan. Oni nastaju kada se projektivizuju kao

u definiciji 2.1.7 prostoriR3 iC3. Projektivni prostor nije lako vizuelizovati.

On lokalno izgleda kao R2 odnosno C2. Ta~ke projektivnog prostora P2 su klase

ekvivalencije ure|enih trojki (x, y, z)razli~itih od (0, 0, 0), pri ~emu su dve trojke
(x, y, z), (x1, y1, z1) ∈ A\{(0, 0, 0)} ekvivalentne (x, y, z) ∼ (x1, y1, z1) akoi samo
ako je x1 = λx, y1 = λy, z1 = λz, gde je λ nenula skalar, i tu klasu ekvivalencije

obele`avamo sa [x : y : z] homogene koordinate. Geometrijski gledano, [x : y : z]
je prava kroz koordinatni po~etak i ta~ku (x, y, z) ∈ A3. Uvo|ewe projektivne

ravni pojednostavquje pitawe preseka algebarskih, jer za razliku od ravniA2, uP2

se svake dve prave seku. U P2 se mo`e uo~iti skup ta~aka {[x : y : 1]|x, y ∈ A}

Slika 2.2.

koji je homeomorfan sa A2. U ovom skupu se nalaze skoro sve ta~ke P2 sem ta~aka

{[x : 1 : 0]|x ∈ A} ∪ {[1 : 0 : 0]}. Zato je projektivan prostorP2 lokalno kao R2

odnosno C2, tj. to su obi~ni R2 i C2 kome su dodate �beskona~no daleke�ta~ke koje
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le`e na jednoj pravoj. Intuitivno to je prava na kojoj se nalaze preseci paralelnih

pravih. Zbog ove povezanosti izme|u obi~ne i projektivne ravni sva projektivna

tvr|ewa koja su ta~na u projektivnoj ravni va`e i u euklidskom slu~aju.

Sada }emo pokazati {ta je ravna algebarska kriva u P2. Ukoliko je ravna

algebarska kriva C u C2 (R2) zadata polinomom P (x, y) = 0 stepena d, tada
je woj odgovaraju}a projektivna algebarska kriva C zadata homogenim polinomom

P (x, y, z) = zd · P (xz ,
y
z ).

Definicija 2.1.8. Projektivna algebarska kriva C u kompleksnoj ravniCP 2 (CP 2)

je skup ta~aka ~ije homogene koordinate predstavqaju nule homogenog polinoma

P (x, y, z), tj.

C =
{
([x, y, z] ∈ CP 2 | P (x, y, z) = 0, P (λx, λy, λz) = λdP (x, y, z), λ ∈ C

}
.

Stepen projektivne algebarske krive je kao i kod afine krive stepen polinoma

koji je defini{e.

Ukoliko nam je data projektivna algebarka kriva C, a interesuje nas wena afina
slika C, dobi}emo jednostavno tako {to pogledamo uC2 (R2) skup ta~aka P (x, y) =
P (x, y, 1) = 0. Afina i projektivna slika jedinstveno odre|uju jedna drugu.

Primer 2.1.2. Prave u projektivnom prostoru imaju jedna~inu

ax+ by + cz = 0.

U projektivnoj ravni se svake dve prave seku u ta~no jednoj ta~ki. Projektivan

prostormnogopogodnijizaprou~avawealgebarskihkrivih. Projektivnageometrija

je jedna lepa matemati~ka teorija koja je dosta dala matematici i wenom razvoju.

2.2 Konike

Definicija 2.2.1. Algebarska kriva stepena 2 naziva se konika.

Konika C je geometrijsko mesto ta~aka nula polinoma drugog stepena u dve

promenqive P (x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f . U zavisnosti od

konteksta, u daqem tekstu }emo se koristiti pojmom konika ili kao geometrijskim

mestom ta~aka ili kao polinomom koji defini{e tu koniku.

Konika kao skup ta~aka u ravni nam je dobro poznat. To su geometrijski objekti

koji su nama poznati kao elipse, hiperbole, parabole, parovi pravih koji se seku,

paroviparalelnihpravih, prave(duple), ta~keiprazniskupovi. Oviskupovita~aka

sedostarazlikujukao{tosevidinaslici2.3, pa sepostavqapitawekoji skupta~aka

predstavqa konika zadana jedna~inom

P (x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0. (2.1)

Ne gube}i na op{tosti mo`emo pretpostaviti da je a ≥ 0.

Teorema2.2.1 (Metri~kaklasifikacijakonika). Neka jekonikaC zadana jedna~inom
(2.1).

1. Ako je ac − b2 ̸= 0 konika je izometri~na nekoj od kriva: x2

α2 + y2

β2 = 1

(elipsa), x2

α2 − y2

β2 = 1 (hiperbola), x2

α2 = y2

β2 (par pravih koji se seku), ta~ki

ili praznom skupu.

2. Ako je ac − b2 = 0 (a2 + b2 + c2 ̸= 0) konika je izometri~na nekoj od kriva:
x2 = 2py (parabola), y2 = c2 (par paralelnih pravih), y2 = 0 (duploj liniji)
ili praznom skupu.
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Slika 2.3.

Dokaz. 1. Primenimo translacijux′ = x+m, y′ = y+n, i zamenom u (2.1) dobijamo

−f = a(x′ −m)2 + 2b(x′ −m)(y′ − n) + c(y′ − n)2 + 2(x′ −m) + 2(y′ − n) =

ax′2+2bx′y′cy′2+2(−am−bn+d)x′+2(−bm−cn+e)y′+P (m,n)−f−2(dm+en).

Re{avawem sistema am + bn = d, bm + cn = e pom i n (koji zbog determinante

ovog sistema ac− b2 ̸= 0 ima re{ewa), i stavqaju}i

g = 2(dm+ en)− P (m,n),

redukujemo jedna~inu konike na

ax′2 + 2bx′y′ + cy2 = g.

Ako je b = 0 tada tvr|ewe direktno sledi. Ukoliko je b ̸= 0 rotirajmo ceo sistem za
φ i dobijamo nove promenqive

x = x̃ cosφ+ ỹ sinφ, y = −x̃ sinφ+ ỹ cosφ.

Jedna~ine konike u novim promenqivima sada izgleda

g = x2(a cos2 φ− 2b cosφ sinφ+ c sin2 φ)+

xy(a · 2 sinφ cosφ+ 2b(cos2 φ− sin2 φ)− c · 2 cosφ sinφ)+

y2(a sin2 φ+ 2b sinφ cosφ+ c cos2 φ).

Ukoliko izaberemo daφ bude takvo da je

(a− c)

2b
= − ctg 2φ,

i sredimo jedna~inu dovodimo je na oblik

x2

α2
± y2

β2
= θ,

gde je θ jednako 0 ili 1. Odavde sledi prvi deo tvr|ewa.
Doka`imo deo pod 2. Po pretpostavci je ac = b2. Ako je b = 0 mo`emo

pretpostaviti da je a = 0 pa se (2.1) redukuje na

cy2 + 2dx+ 2ey = f
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koja se odgovaraju}om izometrijom lako dovodi na tra`eni oblik. Ako je b ̸= 0
mo`emo pretpostaviti da su a, c > 0. Primenimo rotaciju za ugaoφ takav da je

tgφ =

√
a

c
.

Nove koordinate su

x = x̃ cosφ− ỹ sinφ, y = x̃ cosφ+ ỹ cosφ.

Zamenom u jedna~inu konike zbog izboraφ koeficijent uz x̃2 }e biti 0 i posle malog
ra~una jedna~ina se svede na tra`eni oblik. �

Konika je nedegenerisana ukoliko je elipsa, hiperbola ili parabola. Ukoliko

je par pravih koje se seku, par paralelnih pravih ili dupla prava za koniku ka`emo

da je degenerisana.

Iz dokaza dela 1. teoreme 2.2.1 dobijamo da je konika C par pravih koje se seku ako
i samo ako sistem

am+ bn = d,

bm+ cn = e,

dm+ en = f

ima nenulta re{ewa. Iz dokaza dela pod 2. sledi da se degenerisani slu~aj dobija

ako i samo ako je d√
a
= e√

c
(uz uslov da je ac = b2). U oba slu~aja dobijamo da je

determinanta

det

∣∣∣∣∣∣
a b d
b c e
d e f

∣∣∣∣∣∣ = 0,

{to je dakle potreban i dovoqan uslov da konika bude degenerisana.

Teorema 2.2.2. Za 5 ta~aka u op{tem polo`aju postoji jedinstvena konika C koja

ih sadr`i.

Dokaz. Bezumawewaop{tosti,postavimocelukonfiguracijuuravanukojoj jeuveden

koordinatni sistem xOy. Primenimo afinu transformaciju promene koordinata
takoda jedanparodtihpetta~akale`inax-osi, anekidrugiparnay-osi. Konkretno,
na{a afina transformacija treba da slika 5 datih ta~akaA,B,C ,D iE na slede}i

na~in:

A(xA, yA) 7→ A1(0, yA1),

B(xB , yB) 7→ B1(0, yB1),

C(xC , yC) 7→ C1(xC1
, 0),

D(xD, yD) 7→ D1(xD1 , 0),

E(xE , yE) 7→ E1(xE1 , yE1).

Pri afinim transformacijama se polinom stepena 2 prevodi u polinom stepena 2
u novim koordinatama Odatle sledi da se na{a konika C slika u koniku C1(x, y) =
a1x

2 + b1xy + c1y
2 + d1x + e1y + f1. Koeficijenti polinoma C1 mo`emo sada

odrediti na osnovu sledecih jednacina:

Q(A1) = 0 ⇒ c1y
2
A1

+ e1yA1 + f1 = 0,

Q(B1) = 0 ⇒ c1y
2
B1

+ e1yB1 + f1 = 0,
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Q(C1) = 0 ⇒ a1x
2
C1

+ d1xC1
+ f1 = 0,

Q(D1) = 0 ⇒ a1x
2
D1

+ d1xD1 + f1 = 0,

Q(E1) = 0 ⇒ a1x
2
E1

+ b1xE1yE1 + c1y
2
E1

+ d1xE1 + e1yE1 + f1 = 0.

Ovih5 jedna~ina su nezavisne, s obziromda su prve dve nezavisne (Vandermondova
determinanta je razli~ita od 0); druge dve po analogiji; prvih ~etiri jer nemaju

zajedni~ku nepoznatu i najzad, tre}a je jedina u kojoj se javqa nepoznata b1. Time se
garantuje da gorwi sistem ima re{ewe dimenzije jedan, tj. svi mogu}i polinomi C1 su
isti do na mno`ewe skalarom, a geometrijski C1 i λC1 odre|uju jedinstvenu koniku.

Po{to je afino preslikavawe bijektivno, iz afine trasnformacije inverzne

po~etnoj, i koeficijenata polinoma C1(x, y), mi mo`emo odrediti koeficijente

po~etnog polinomaC(x, y) koji se anulira u ta~kamaA,B,C ,D iE, ~ime je tvr|ewe

dokazano. �
Teorema 2.2.3. Svaka nedegenerisana tj. ireducibilna konika C koja prolazi kroz

~etiri date ta~keA,B,C iD se mo`e predstaviti u obliku

C = λlABlCD + µlAC lBD,

pri ~emu se sa lXY ozna~ava prava koja prolazi kroz ta~keX i Y tj. polinom dve

promenqive stepena jedan koji se anulira na svim ta~kama praveXY .

Dokaz. Neka je X ta~ka konike C, koja se ne nalazi na pravama AB, CD, AC ili

BD (takva ta~ka postoji iz ireducibilnosti posmatrane krive). Tada je lAB(X),
lCD(X), lAC(X), lBD(X) ̸= 0 odakle sledi da postoje λ i µ takvi da je

λlAB(X) · lCD(X) + µlAC(X) · lBD(X) = 0.

Neka je sadaC1 = λlABlCD+µlAC lBD . Naosnovuizboraλiµ sledida jeC1(A) = 0,
C1(B) = 0, C1(C) = 0, C1(D) = 0 i C1(X) = 0. Na osnovu teoreme 2.2.2 postoji
jedinstvena konika koja prolazi kroz ta~keA,B,C ,D iX , odakle je do na mno`ewe

skalarom C ≡ C1, ~ime je tvr|ewe dokazano. �

2.2.1 Paskalova teorema

Teorema 2.2.4 (Paskalova teorema). Neka je data konika C, i ta~keA,B,C ,D,E i

F na woj. Tada su preseci pravihAB iDE,BC iEF ,AC iDF kolinearni.

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.2.3 postoje skalari λ1, λ2, λ3, µ1, µ2 i µ3 takvi da je:

C = λ1lABlCD + µ1lBC lAD, (2.2)

C = λ2lAF lED + µ2lADlEF , (2.3)

C = λ3lBElCF + µ2lBC lEF . (2.4)

Iz (2.2) i (2.3) dobijamo:

λ1lABlCD − λ2lAF · lED = (µ2lEF − µ1lBC) · lAD. (⋆)

Daqe, neka je P ta~ka preseka pravihAB iDE. Tada imamo da je lAB(P ) = 0 i
lED(P ) = 0. Zamewuju}i ta~kuP , tj. wenux i y koordinatu u polinomsku jedna~inu
(⋆) dobijamo (µ2lEF (P )−µ1lBC(P )) · lAD(P ) = 0. S obzirom daP ne pripada lAD

to mora biti (µ2lEF (P ) − µ1lBC(P ) = 0 tj. daX le`i na pravoj µ2lEF − µ1lBC .

Sli~no se dobija i da presek pravihCD iAF le`i naµ2lEF −µ1lBC , dok za presek

BC iEF tvr|ewe o~igledno va`i. Time je teorema dokazana. �
Notacijska napomena: ovo je prava dobijena primenom Pascalove teoreme na

{estougaoABCDEF .
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Slika 2.4.

Teorema 2.2.5. Tri prave formirane primenom Paskalove teoreme na {estouglove

ABFDCE, AEFBDC i ABDFEC upisane u nedegenerisanu koniku C se seku u

jednoj ta~ki.

Dokaz. Iz (2.3) i (2.4), kao u dokazu Paskalove teoreme, dobijamo da ta~ke preseka

pravihAF iBE,ED iCF ,AD iBC le`e na pravoj µ2lAD = µ3lBC . Sli~no, iz

(2.2) i (2.3) sledi da ta~ke preseka pravihAB i CF , CD iBE,AD iEF sve le`e

na pravoj µ1lAD = µ3lEF . Sada, ostaje da se doka`e da se prave µ1lBC = µ2lEF ,

µ2lAD = µ3lBC i µ1lAD = µ3lAF seku u jednoj ta~ki.

Slika 2.5.

Me|utim, ako se prve dve prave seku u ta~ki Y , onda je µ1lBC(Y ) = µ2lEF (Y )
i µ2lAD(Y ) = µ3lBC(Y ) tako da je µ1µ2lAD(Y ) = µ1µ3lBC(Y ) = µ2µ3lEF (Y ),
odakle zakluju~ujemo da je

µ1lAD(Y ) = µ3lEF (Y ),

jer su zbog pretpostavke o nedenerisanosti konike C svi koeficijentiµ1,µ2,µ3,λ1,

λ2 i λ3 razli~iti od 0. Ovim smo dokazali da Y pripada tre}oj pravoj. �
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2.3 Kubike

Definicija 2.3.1. Algebarska kriva stepena 3 naziva se kubika.

KubikaQ je geometrijsko mesto ta~aka nula polinoma dve promenqive stepena

tri. Kao i kod konika, u zavisnosti od konteksta, pod kubikom }emo smatrati ili

geometrijsko mesto ta~aka ili sam polinom.

Wutn je oko 1700. potpuno klasifikovao kubike i opisao 72 mogu}a slu~aja.

Prou~avao je singularitete kubika tj. ta~ke u kojima kriva ne izgleda �glatko�.

Kao {to se mo`e videti za ta~ku (0, 0) na kubikama y2 = x3 + x i y2 = x3 na

slici2.1 kubikaima singularitete tipa �~vora�i �o{trice�redom. Ukolikokubiku

posmatramo u projektivnom prostoru, mnoge od ovih 72 krive postanu ekvivalentne

jedna drugoj. Pored dve pomenute kubike, projektivno gledano kubika definisana

ireducibilnim polinomom mo`e biti jo{ samo ekvivalentna nesingularnoj kubici

y2 = x(x− 1)(x− λ) gde je λ ̸= 0, 1.
Kubike su veoma zna~ajne za modernu matematiku. ^itava teorija elipti~kih

funkcija i elipti~kih integrala zasnovana je na svojstvima ovih funkcija. Mnogi

centralni rezultati analize i geometrije vezani su za ove krive. Glavni deo ovog

rada je upravo baziran na jednostavnoj osobini kubike i kako iz we proizilaze neki

lepi rezultati elementarne geometrije.
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3

Teorema o kavezu

Posmatrajmo dva skupa pravihH = {h1, . . . , hd} i V = {v1, . . . , ve}.

Definicija 3.0.2. Unija pravihH iV d×e ~ini kavezK . d ·e ta~aka presekaH ∩V
su ~vorovi ili istaknute ta~ke kaveza.

3.1 Teorema o 3× 3 kavezu za kubike

Teorema 3.1.1 (Teorema o kavezu za kubike). Svaka kubika koja prolazi kroz 8 is-

taknutih ta~aka 3× 3 kaveza prolazi i kroz devetu ta~ku kaveza.

Dokaz. Neka prave h1, h2, h3 i v1, v2, v3 formiraju 3 × 3 kavez. Neka je Q kubika

koja prolazi kroz 8 ta~aka kaveza. @elimo da poka`emo da ako polinomQ ima nule

u 8 ta~aka kaveza, tada postoje skalari λ i µ takvi da je

Q = λh1h2h3 + µv1v2v3.

Jasno, ukoliko bismo ovo dokazali, tvr|ewe bi bilo dokazano, jer su sve ta~ke kaveza

(pa i deveta) nule polinoma λh1h2h3 i µv1v2v3.

Slika 3.1.

U tu svrhu, napravimo par o~iglednih obzervacija:

1. Restrikcija polinoma dve promenqive stepena d na nekoj pravoj je efektivno
polinom jedne promenqive stepena najvi{e d.

Zaista, posmatrajmo u{ta se slika prava ax+ by+ c = 0 polinomomP (x, y).
Ako je b ̸= 0, tada je y = −ax−c

b , i P (x, y) = P (x, −ax−c
b ), dakle polinom

jedne variable stepena najvi{e d. Ako je b = 0 tada je x = −c
a konstanta i

P (x, y) = P (−c
a , y) {to je, ponovo, polinom jedne variable stepena najvi{e

d.
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2. Ako polinom jedne promenqive P (x) stepena d ima nule α1, . . . i αd, tada je

on oblika P (x) = k(x− α1) · · · (x− αd), pri ~emu je k skalar.

3. Vrednost polinoma l(x, y) = ax+ by + c u ta~kiM(mx,my) jednaka je

l(M) =
dM√
a2 + b2

,

gde je dM orijentisano rastojawe ta~keM od prave l.

Orjentisano rastojawe dM ta~ke M od prave l ima absolutnu vrednost istu
kao rastojawe ta~keM od prave l, a znak dm je pozitivan (negativan) ukoliko

vektor ~iji je po~etak podno`je normale iz ta~keM na l, a kraj u ta~kiM , ima

isti (suprotan) smer od vektora (a, b).

Doka`imo jednu lemu.

Lema 3.1.1. Ako se polinom P (x, y) stepena d anulira u d+ 1 kolinearnih ta~aka,
onda je on indenti~ki jednak nuli na toj pravoj, a samim tim je i deqiv linearnim

polinomom kojim je definisana ta prava.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Obzervacija 1) nam ka`e da jeP (x, y) na posmatra-
noj pravoj polinom jedne variable stepena najvise d. Sada, na osnvou osnovnog stava
algebre, onmo`eimati najvi{ed nula na toj pravoj, {to je u kontradikciji sa na{om
pretpostavkom da ih ima bar d+ 1.

Neka jeP (x, y) = ad0x
d+ad1x

d−1y+· · ·+addy
d+ad−1

0 xd−1+· · ·+a10x+a11y+a00
i l = ax + by + c prava na kojoj se anulira polinom P (x, y). Ukoliko je a = 0
tada je prava l oblika y = c, pa polinom P (x, c) mora biti 0 za svako x. Kako

y − c | P (x, y) − P (x, c), to zbog P (x, c) ≡ 0, sledi y − c | P (x, y). Analogno

dobijamo i ako je b = 0. Mo`emo pretpostaviti da je a, b ̸= 0.
Primetimo da je

P (x, y) =
ad
0

a xd−1(ax+ by + c) +
(
ad1 −

ad
0b
a

)
xd−1y + · · ·+ a00 −

ad
0c
a =

bd−1
0 xd−1(ax+by+c)+

(
ad
1−

ad
0b

a

)
a xd−2y(ax+by+c)+· · ·+a00−

ad
0c
a −

(
ad
1−

ad
0b

a

)
a c

a =
= Q(x, y) · (ax+ by + c) +R(y).

Zapravo,

P (x, y) = Q(x, y) · (ax+ by + c) +R(y),

gde jeQ(x, y) polinom dve promenqive stepena najvi{e d− 1 iR(y) polinom jedne
promenqive stepena najvi{e d.

Dakle, za svako x i y takvo da je ax+ by + c = 0, mora bitiR(y) = 0. To zna~i
da seR(y) anulira za svako y tj. R(y) ≡ 0 ~ime je lema dokazana. �

Vratimo se dokazu teoreme. Neka se prave v1 i v2 seku u ta~ki X . Neka je

h1 ∩ v1 = A1, h1 ∩ v2 = A2, h2 ∩ v1 = B1, h1 ∩ v2 = B2, h3 ∩ v1 = C1,

h3 ∩ v2 = C2. Neka su jedna~ine odgovaraju}ih pravih ahix + bhiy + chi = 0,
odnosno avix+ bviy+ cvi = 0. Sada je na osnovu obzervacije 3) za proizvoqnu ta~ku
S prave v1 ili prave v2 ispuweno:

h1h2h3(S) =
√
a2h1

+ b2h1

√
a2h2

+ b2h2

√
a2h3

+ b2h3
d1d2d3.

Me|utim, iz obrasca za povr{inu trougla je

d1 =
PSA1A2

A1A2
, d2 =

PSB1B2

B1B2
i d3 =

PSC1C2

C1C2
,
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Slika 3.2.

{to nam daje:

h1h2h3(S) =
√
a2h1

+ b2h1
·
√

a2h2
+ b2h2

·
√

a2h3
+ b2h3

· PSA1A2
· PSB1B2

· PSC1C2

A1A2 ·B1B2 · C1C2
.

Sada, uo~imo da jePSA1A2 = 1
2 ·SA1 ·XA2 sinα pri ~emu jeα = ∠A1XA2. Sli~ne

formule va`e i za preostale dve povr{ine, daju}i nam slede}u formulu:

h1h2h3(S) =

√
a2
h1

+b2h1

√
a2
h2

+b2h2

√
a2
h3

+b2h3

A1A2·B1B2·C1C2
·SA1·SB1·SC1·XA2·XB2·XC2 sin

3 α.

Sada, prisetimoseprveidrugeobzervacije. Imamoda jekubikaQ(x, y)napravoj
v1 polinom f1(x) = k1(x− α1)(x− β1)(x− γ1) pri ~emu se ovaj polinom anulira
u ta~kama A1, B1 i C1, dok je na pravoj v2 f2(x) = k2(x − α2)(x − β2)(x − γ2),

anuliraju}i se u ta~kamaA2,B2 iC2. Uo~imo da je SA1 · SB1 · SC1 = f(S)
k1

i da je

XA2 ·XB2 ·XC2 = f(X)
k2

.

Iz dosada{weg dela se zakqu~uje da je

h1h2h3(S)

f(S)
=

Q(X)
√
a2h1

+ b2h1

√
a2h2

+ b2h2

√
a2h3

+ b2h3

k1k2 ·A1A2 ·B1B2 · C1C2
,

izraz koji ne zavisi niti od polo`aja ta~ke S na pravoj v1 niti da li se ta ta~ka

nalazi na pravoj v1 ili v2. Odavde se zakqu~uje da je
f(S)

h1h2h3(S) isti za sve ta~ke

pravih v1 i v2 razli~itih od A1, A2, B1, B2, C1 i C2. Dakle, postoji λ tako da se

T (x, y) = Q− λh1h2h3 anulira na v1 i v2.
Sada smo spremni da doka`emo glavni deo tvr|ewa. Lema 3.1.1 nam ka`e da je

T (x, y) deqiv sa polinomom v1v2, kao i da je koli~nik linearan polinom po x i y.
Taj koli~nik se anulira jo{ u dodatne dve ta~ke kaveza po uslovima teoreme, {to

nam ponovo na osnovu 3.1.1 ka`e da je ovaj polinom deqiv polinomom koji se anulira

u svim ta~kama na pravoj kroz te dve ta~ke. Ovim je tvr|ewe kona~no dokazano. �

3.1.1 Grupni zakon na kubici

Elipti~ke krive su odigrale veliku ulogu u matematici, pogotovu u teoriji brojeva,

kriptografiji, i rastavqawu prirodnih brojeva na proste ~inioce. Istorijski,

doprineli su, za po~etak, u Andrew Wiles-ovom dokazuVelike Fermat-ove teoreme.
Elipti~ke krive imaju puno komplikovanihformula koje ih opisuju i puno duga~kih

dokaza koji prate ove karakterizacije.

Ali, za po~etak, {ta su uop{te elipti~ke krive? Postoji vi{e na~ina na koje se

one mogu definisati. Wolfram ih je definisao kao kubike ~ija re{ewa u komplek-

snom prostoru formiraju skup topolo{ki homeomorfan torusu. Druga definicija

elipti~kih krivi karakteri{e ih kao nesingularne kubike po dve promenqive iz
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nekog poqa, naime f(x, y). Elipti~ka kriva nad poqima kao {to su R ili Q mo`e

biti zapisana u obliku

y2 = x3 + ax+ b (Weierstrass-ova jedna~ina);

tako|e mo`e biti zapisana i u Legendr-ovoj formi:

y2 = x(x− 1)(x− λ).

Jo{ jedan na~in na koji se mo`e predstaviti elipti~ka kriva jeste presek povr{i

z = x3 − ay2 + bxy2 + cx2y sa ravni z = Ax+B. Nadaqe, mi }emo se baviti samo

elipti~kim krivama nadR iliQ.
Tako|e, podsetimo se{ta je grupa. GrupaG je skup na kome je definisana binarna

operacija⊕ sa slede}im svojstvima

1. (zatvorenost) za svaka dva elementa a, b ∈ G je a⊕ b ∈ G;

2. (asocijativnost) za svaka tri a, b, c ∈ G va`i

(a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c);

3. (neutralni element) postoji element e ∈ G, takav da je

a⊕ e = e⊕ a = a

za svaki element a ∈ G;

4. (inverzni element) za svaki a ∈ G postoji a−1 ∈ G takav da je

a⊕ a−1 = a−1 ⊕ a = e;

Sada }emo definisati sabirawe na kubici i pokazati da ono zadovoqava osobine

grupe.

Definicija 3.1.1. Za proizvoqne dve ta~ke A i B elipti~ke krive Q : y2 =
x3+ ax+ b defini{emo sabiraweA⊕B na slede}i na~in: A⊕B je ta~kaC koja je

ta~ka simetri~na ta~kiT koja je presek praveAB sa elipti~kom krivomQ, u odnosu

na x-osu.

Slika 3.3.

Uverimo se sada da ovako definisana operacija na elipti~koj krivi zaista ~ini

grupu:
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1. (zatvorenost)kaoprvo uo~imo da je restrikcija elipti~ke krive, kao kubike,

na pravoj polinom stepena 3 ili nula polinom. Iz tog razloga je ta~ka T
iz definicije dobro definisana. Naime, ta~ke A i B iz definicije su nule

nekog polinoma jedne promenqive stepena 3. Iz tog razloga on ima i tre}u
nulu na pravojAB odakle tvr|ewe sledi. Sa druge strane, iz jedna~ine krive

vidimo da je ona simteri~na u odnosu na x-osu. Shodno tome ta~ka C pripada

elipti~koj krivi, {to je i trebalo pokazati.

2. (asocijativnost)Ovajdeo jezapravoni{tadrugonozamaskiranateoremaoku-

bikama koju smo ranije dokazali. Naime da bismo se uverili da asocijativnost

ovakve operacije va`i, posmatrajmo zbir tri ta~keA,B iC tim redosledom.

Daqe, neka je AB ∩ Q = T1, A ⊕ B = T2, AC ∩ Q = T3, A ⊕ C = T4 i

najzad T2C ∩ T4B = D. Jasno, tra`i nam se da poka`emo da je u stvari sada

ta~kaD na ovoj kubici. Primenimo teoremu o kubikama na h1 = D−B− T4,

h2 = A−C − T3, h3 = T∞ − T1 − T2 i v1 = A−B − T1, v2 = D−C − T2,

v3 = T∞ − T4 − T3, pri ~emu je T∞ ta~ka u beskona~nosti. Jasno, ta~ke T∞,

A, B, C , T1, T2, T3, T4 i T∞ le`e na kubici pa u skladu sa teoremom le`i i

ta~kaD.

Slika 3.4.

3. (neutralnielement)Jasno,ta~kaubeskona~nostizadovoqavapotrebneuslove.

Naime presek prave koja sadr`i beskona~nu ta~ku i neku ta~ku kubike A je

normalna na x-osu i drugi put se~e kubiku u ta~ki koja je simetri~na ta~kiA
u odnosu na x-osu.

4. (inverzni element) Tako|e, inverz bilo koje ta~ke je ta~ka simetri~na woj u

odnosu na x-osu.

3.2 Generalna teorema o kavezu

Svaki polinom P (x, y) stepena d uP2 postaje homogen polinom po x, y i z stepena
d, tako {to je svakom monomu xayb u P (x, y) monom xaybzd−a−b. Afina algebarska

kriva u A2 je skup nula polinoma po x i y, dok je projektivna kriva u projektivnom
prosotruP2 skup nula homogenog polinoma po x, y i z. Stepen krive je stepen poli-
noma koji je defini{e. Tako|e, dva proporcionalna polinoma defini{u identi~nu

krivu. Iz tog razloga, vidimo da je skup klasa polinoma po x i y stepena d do na pro-
porcionalnost bijektvino kodiran skupom kriva stepena d u afinoj ravni. Sli~no,
skup klasa proprocionalnosti homogenih polinoma po x, y i z stepena d je skup

projektivnih krivi stepena d uP2.

PolinomP (x, y) stepena ne vi{e od d ima 1+2+3+ · · ·+(d+1) = (d+1)(d+2)
2

koeficijenata. Takvipolinomi, donakoeficijentproporcionalnostikoji je odnos
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wihovih vode}ih koeficijenata, ~inen-dimenzionalni projektivni prostorPn gde

je n = (d+1)(d+2)
2 − 1 = d2+3d

2 . Wegove ta~ke su klase proporcionalnosti niza

koeficijenata polinoma P (x, y).
Kada je k < d, polinomi pox i y stepena najvi{e k su sadr`ani u skupu polinoma

stepena najvi{e d. Kao posledicu imamo familiju pojektivnih podprostora

{P∗
k2+3k

2 }0≤k≤d.

Tako, na primer, familija:

P∗
0 ⊂ P∗

2 ⊂ P∗
5 ⊂ P∗

9 ⊂ P∗
14 ⊂ P∗

20

odgovara polinomima P (x, y) stepena 0 i najvi{e 1, 2, 3, 4 i 5, redom. Afine krive
stepena d uA2 formiraju otvoren skup

P∗
d2+3d

2 \P∗
(d−1)2+3(d−1)

2

u prostoruP∗
d2+3d

2 . Na primer, u ovom modelu, kubike u P2 su kodirane ta~kama u

P9
∗, dok su kubike uA2 kodirane skupomP9

∗ \P5
∗.

Sledi nam ciq da opi{emo polinome P stepena d koji se anuliraju u ~vorovima
datog (d × e) kaveza K , pri ~emu je d ≥ e. Forsiraju}i polinom P da se anulira

u datoj ta~ki projektivne ravni, mi name}emo linearnu restrikciju nad wegovim

koeficijentima. Vi{e ta~aka, naravno, daje vi{eograni~ewakojemogu da smawe di-

menziju vektorskog prostora tih polinoma. Ako stepeni polinoma nisu ograni~eni

odozgo, razli~ite ta~ke }e nametati nezavisne uslove. Me|utim, kada su stepeni

ograni~eni, nove ta~ke ~esto dodaju suvi{ne uslove ili restrikcije tj. relacije koje

su posledice prethodnih uslova. Na primer, na osnovu pre|a{we diskusije se mo`e

o~ekivati da polinom P (x, y) stepena najvi{e d i koji se anulira u d2+3d
2 ta~aka je

potpuno odre|en do na proporcionalnost. Po{to (d× d) kavez ima d2 cvorova, neki
od wih mora da daju nepotrebne tj. zavisne uslove za koeficijente polinomaP (x, y)
(naravno pod uslovom da je d ≥ 3).

Ovde se sada name}e kqu~no pitawe: koji ~vorovi (d× e) kaveza su nepotrebni,
i kako mo`emo opisati varijitet polinoma koji se anuliraju u datim ~orovima?

Nekoliko kombinatornih definicija }e nam pomo}i. Kao i ranije, oboji}emo dva

skupa linija koje formiraju kavez plavom i crvenom bojom. Za bilo koji poredak

crvenih linija {R1, R2, . . . , Rd} i plavih {B1, B2, . . . , Be}, mi }emo ozna~iti sa
pij prese~nu ta~kuRi ∩Bj .

Definicija 3.2.1. Za podskupA skupa ~vorova (d× e) kaveza, kaza}emo da je:

1. triangularan ako je u odnosu na neko preure|ewe crvenih i plavih linija koje

formiraju kavezA oblika {pij}i+j≤d;

2. kvazi-triangularan ako kardinalnost ~vorova uA koji le`e na plavoj liniji

ide od d do d− e+ 1 i uzima svaku sredwu vrednost ta~no jednom;

3. super-triangularan ako je u odnosu na neko preure|ewe crvenih i plavih

pravih koje formiraju kavezA oblika {pij}i+j≤d+1;

4. super-kvazi-triangularan ako kardinalnost skupa ta~aka u A koje le`e na

plavoj liniji ide od d do d − e + 2, pri ~emu je vrednsot d dostignuta na dve
prave, a svaka od d− 1 do d− e+ 2 je dostignuta ta~no jednom.

Sada smo spremni da reformuli{emo generalizaciju teoreme o kubici.
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Teorema 3.2.1 (Teorema o kavezu za ravne krive).

1. Ako kriva u P2 stepena d prolazi kroz super-kvazi-triangularan skup A
~vorova (d×e)-kaveza sad ≥ e, onda prolazi i kroz sve ostale ~vorove kaveza.

2. Ni jedna kriva stepena maweg od e ne mo`e da pro|e kroz kvazi-triangularan
skup ~vorova (d× e)-kaveza sa d ≥ e.

Dokaz. Dokaza}emo teoremu za kaveze uA2. Argument zaP2 je sli~an. Za dokaz prve

stvake, preuredimo plave prave tako da prve dve plave prave sadr`e po d ~vorova,

tre}a d − 1 ~vorova, ~etvrta d−2, . . . , do posledwe prave, koja sadrzi d − e + 2
~vorova.

Neka je Ri linearan polinom po x i y, ~iji je nula skup prava Ri i neka je Bi

polinom ~iji je nula skup prava Bi. Daqe, neka je R =
∏d

i=1 Ri i B =
∏e

j=1 Bj .

Tada, bilo koja linearna kombinacijaSλ,µ := λR+µB se anulira u svim~vorovima

kaveza. Neka je S[λ:µ] kriva stepena d definisana jedna~inom Sλ,µ = 0. Ova kriva
zavisi od izbora polinoma R i B koji ~ine kavez. Me|utim, familija {S[λ:µ]} tih
krivi je potpuno odre|ena kavezom.

Neka jeP bilo koji polinom stepena najvi{e d koji se anulira u ~vorovima izA.

Kao i kod dokaza teoreme o kubikama, ciq nam je da doka`emo da za pogodne brojeve λ
i µ i neki polinomQ, da je P oblika λR+ µB ·Q, i prema tome mora da se anulira
u svakoj ta~ki.

Daqi deo dokaza }e biti spust po stepenu polinoma. Uporedimo restrikcijeP i

Sλ,µ na plavoj pravojB1. Po{to su obe restrikcije polinomipo jednoj variabli ste-

pena najvi{e d, oni dele zajedni~ki skup od d nula, tj. ~vorova p11, p12, . . . , p1d.
Odavde sledi da moraju biti proporcionalni. Birawem pogodnog λ = λ∗, mi

name{tamo da je P − Sλ∗,µ identi~ki nula na pravoj R1. Po{to je B1 ireducu-

bilan polinom, P − Sλ∗,µ je deqiv sa B1. Prema tome, P = Sλ∗,µ + B1 · P1

pri ~emu je P1 polinom stepena najvi{e d − 1. Po{to su svi ~vorovi skupa A ra-

zli~iti, P1 mora da se anulira u svih d ~vorova A ∩ B2, s obzirom da je B1 nenula

na A ∩ B2. Sledi da je restrikcija P1 na pravoj B2 identi~ki jednaka nuli. Iz

sli~nih razloga kao malopre,P1 je deqivo saB2. Ishodni polinomP je sada oblika

P = Sλ∗,µ+(B1B2) ·P2, pri ~emu jeP2 polinom stepena najvi{e d-2. Ovaj postupak

mo`e da se nastavi sve dok ne dobijemo da jeP = Sλ∗,µ+(B1B2 . . . Be) ·Pe pri ~emu

jePe stepena d− e. Dakle,P je oblika λ∗R+B ·Q. Tako|e, ovde se lako uo~ava da
u slu~aju kada je e = d, mi dobijamo P = Sλ∗,µ∗

Dokaz druge stavke je jo{ lak{i. Neka jeQ polinom stepena maweg od e koji se
anuliranakvazi-triangularnomskupuT ~vorovakaveza. Onda, poargumentusli~nom

koji smo malopre izlo`ili, wegova restrikcija na bilo kojoj plavoj pravoj mora da

bude identi~ki jednaka nuli: za odgovaraju}e Pm, broj korena na Bm prema{uje

wegov stepen. Prema tome, Q mora da bude deqivo sa B1B2 . . . Be, {to je jedino

mogu}e kada jeQ identi~ki jednak nuli. Kontradikcija. �

3.3 Bezuova teorema

Bezuova teorema je su{tinski prvo bila istaknuta od strane Isaka Wutna u dokazu

28. leme prvog toma svoje kwige Principia, gde tvrdi da je broj zajedni~kih ta~aka dve
algebarske krive jednak proizvodu wihovih stepena. Ova teorema je kasnije objavl-

jena 1779. u Ètienne Bézout-ovoj Théorie générale des équations algébrique. Bezu,
koji nije imaona svomraspolagawumodernu algebarskunotaciju za jedna~ine sa vi{e

promenqivih, je dao dokaz zasnovan na manipulaciji glomaznih algebarskih izraza.

Sa moderne ta~ke gledi{ta, wegova obrada ovog materijala je bila heuristi~ka, jer
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nijepreciznoformulisaouslovepodkojimteoremava`i. Utusvrhu, zapo~e}emoovaj

deo definicijom multipliciteta preseka, ta~nije samo transverzalnog preseka.

Definicija 3.3.1. Ako je P zajedni~ka ta~ka dve ravne algebarske krive X i Y koja

je nesingularna (nisu svi parcijalni izvodi u toj ta~ki jednaki 0) za obe krive, i
{tavi{e tangentne prave naX iY u P su razli~ite, onda je multiplicitet preseka

1 i ovo se nazivatransverzalni presek. Ako kriveX iY imaju zajedni~ku tangentu u

P , tada je ovaj presek multipliciteta barem 2. Intuitivno, to je stepen poklapawa
krivihX iY u ta~ki P .

Sada navodimo Bezuovu teoremu u punoj generalnosti, bez dokaza. Ova teorema je

klasi~an rezultat teorije algebarskih krivih.

Teorema 3.3.1 (Bezuova teorema). Neka su X i Y dve projektivne krive definisane

nad poqem F koje nemaju zajedni~ku komponentu(ovaj uslov va`i ako su i X i Y
definisane razli~itim ireducibilnim polinomima). Tada je ukupan broj ta~aka

preseka X i Y sa koordinatama u algebarski zatvorenom poqu E koje sadr`i F,
ra~unaju}i multiplicitete, jednak proizvodu stepenaX iY .

Sada, navodimo jednu posledicu Bezuove teoreme, specijalan slu~aj Bezuove

teoreme. Wen specijalan slu~aj je teorema o kubikama, koja je toliko obilato

iskori{}ena u ovom radu.

Posledica 2. Neka dve projektivne krive C iD uP2 imajuta~non2ta~aka preseka

i nekamn od wih le`e na ireducibilnoj krivi E stepenam < n. Tada preostalih
n(n−m)ta~aka le`e na krivoj stepena najvi{e n−m.

Dokaz. Neka su C, D i E krive definisane homogenim polinomima P (x, y, z),
Q(x, y, z) iR(x, y, z) redom. Neka ta~ka [a : b : c] na E ne le`i na C ∩D. Tada kriva

stepena n definisana polinomom

λP (x, y, z) + µQ(x, y, z),

gde je λ = Q(a, b, c), µ = −P (a, b, c), se~e E u baremmn + 1 ta~aka (konkretno u
[a : b : c] imn ta~aka koje le`e naC ∩D po pretpostavci). Odavde sledi, na osnovu

obrnute Bezuove teoreme, da ova kriva iE moraju imati zajedni~ku komponentu, koja

sa druge strane mora bitiE, jer jeE ireducibilna. Prema tome,

λP (x, y, z) + µQ(x, y, z) = R(x, y, z) · S(x, y, z),

za neki nekonstantan homogen polinom S(x, y, z) stepena ne ve}eg od n−m. Prema

tome, ako [u : v : w] ∈ C ∩ D tada ili jeR(u, v, w) = 0 ili S(u, v, w) = 0. Odavde
sledidan(n−m)ta~akaC∩D kojenele`enaE morajule`atinakrivoj definisanoj
polinomom S(x, y, z) = 0. �
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4

Primene teoreme o kavezu

U ovom poglavqu }emo osvetliti duboku vezu izme|u algebarske geometrije ravnih

algebarskih krivih i klasi~nih teorema projektivne geometrije. Pokaza}emo i

nekoliko novih tvr|ewa koji proizilaze iz tvrr|ewa teorema koje smo dokazali u

prethodnim poglavqama.

Blaise Pascal je 1640. kao {estogodi{wak uo~io da {estougao upisan u krug

ima svojstvo da tri ta~ke dobijene kao preseci parova naspramnih stranica uvek

pripadaju jednoj pravoj. Ovo svojstvo je nazvao �Tajanstveni {estougao�i poslao ga

je vode}immatemati~arima toga doba. Ubrzo posle toga je uo~io da isto svojstvo ima

{estougaokoji jeupisanuelipsu. Ovajrezultat jebio jedanodprvihfundamentalnih

rezultata koji nije bio poznat anti~kim Grcima. Za Dezargovom teoremom koja je

dokazana ~etiri godine ranije, doveo je do ra|awa jedne nove nemetri~ke geometrije -

projektivne geometrije. Projektivna geometrija u klasi~nom smislu je dostigla svoj

vrhunac u XIX veku sa ~uvenim Ponseleovim rezultatom - teoremi o Ponseleovom

porizmu, ali lepota ovih tvr|ewa privla~i i daqe pa`wu matemati~ke javnosti i

predstavqaju motiv za istra`ivawe u modernim matemati~kim disciplinama.

Blaise Pascal
Paskalova, Dezargova, Brijan{onova iPapusova teorema predstavqaju klasivne

teoreme projektivne geometrije. Specijalno, one va`ei u euklidskoj ravni. Postoje

i dokazi koje koriste}i Menelajevu i ^evijevu teoremu dokazuju ova tvr|ewa za

euklidski slu~aj. Iako formulacija Paskalove, Brijan{onove iPapusove teoreme,

kaoisli~natehnikadokazanaslu}ujudubokuvezume|uwima. Dualnostuprojektivnoj

geometriji uspostavqa vezu me|u Brijan{onove i Paskalove teoreme. Projektivna

geometrija i velika sloboda koja ona daje dovela je do nekoliko novih dokaza ovih

tvr|ewa. Mogu}nost da se projektivim transformacijama prelazi iz Brijan{onove,

Paposove i Paskalove konfiguracije pre|e u neke specijalne (npr. {estougao sa

paralelnim naspramnim stranicama, prevo|ewe konika u krugove) je stavila ove

teoreme u jedan kontekst i uspostavila ~vr{}u vezu izme|u wih. Duhoviti dokazi

PaskaloveiPaposove teoremekojiproizilazekaoposledicateoremeodevet ta~aka

ovoteoremevideu jednomjedinstvenomsvetlu,kaospecijalneslu~ajeveovogtvr|ewa.
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4.1 Paposova teorema

Teorema 4.1.1 (Paposova teorema). Neka suA1,A2 iA3 ta~ke na pravoj a iB1,B2 i

B3 ta~ke na pravoj b. PraveA1B2 iA2B1 seku se u ta~ki C3, praveA2B3 iA3B2

seku se u ta~kiC1 i praveA3B1 iA1B3 seku se u ta~kiC2. Tada su ta~keC1,C2 i

C3 kolinearne.

Dokaz. Ozna~imo sap1, p2 ip3 praveA3B2,A1B3 iA2B1, a sa q1, q2 i q3 praveB3A2,

B1A3 i B2A1 redom. Neka je c prava C1C2. Podrazumevamo da su i polinomi koji

zadaju odgovaraju}e prave ozna~eni isto kao i prave. Prave p1, p2 i p3 sa pravama q1,
q2 i q3 formiraju kavez 3× 3 ~iji su 9 odgovaraju}ih ta~akaA1,A2,A3,B1,B2,B3,

C1,C2 iC3.

Slika 4.1.

Posmatrajmo degenerisanu kubiku a · b · c = 0. Geometrijski se sastoji od 3 prave
a, b i c, a algebarski je abc polinom tre}eg stepena. Ova kubika prolazi kroz A1,

A2, A3 (prava a), B1, B2, B3 (prava b) i C1, C2 (prava c), tj. prolazi kroz 8 ta~aka
kaveza, a po teoremi mora pro}i i kroz devetu,C3. KakoC3 nije ni na pravoj a ni na
pravoj b toC3 le`i na pravoj c. �

Primetimo da u dokazuPaposove teoreme nismo nigde koristili poredak ta~aka

na pravama a i b. Zato tvr|ewe ostaje na snazi za bilo koji raspored ta~aka. Prave
koje se pojavquju iz Paposovih konfiguracija A1 A2 A3 B1 B2 B3, A1 A2 A3 B2

B3 B1 i A1 A2 A3 B3 B1 B2 imaju jedno lepo svojstvo koje je iskazano u slede}oj

teoremi.

Teorema 4.1.2. Prave koje se pojavquju iz Paposovih konfiguracijaA1 A2 A3 B1 B2

B3,A1 A2 A3 B2 B3 B1 iA1 A2 A3 B3 B1 B2 seku se u jednoj ta~ki.

Dokaz. Ozna~imo sa i1, i2, i3 praveA2B3,A3B1 iA1B2 redom, sa j1, j3 praveA1B1

iA3B3 redom i sa k1, k2, k3 praveB2A3,B3A1 iB1A2 kao i odgovaraju}e polinome

koji defini{u ove prave. Neka je M1 prese~na ta~ka pravih i1 i k1, M2 prese~na

ta~ka pravih i2 i k2,M3M2 prese~na ta~ka pravih i3 i k3,N1 prese~na ta~ka pravih

i1 i j1 i ta~kaN3 prse~na ta~ka pravih i3 i j3. Prema Paposovoj teoremi ta~keM1,

M2 iM3 le`e na jednoj pravojm. Dokaza}emo jednu lemu.

Lema 4.1.1. Ta~keM1,M3,N1,N3,A3 iB1 le`e na jednoj konici.

Dokaz. Prave i1, i2 i i3 sa pravamam, j1 i j3 formiraju kavez 3 × 3 sa istaknutim
ta~kamaM1,M2,M3,N1,N3,A1,A3,B1 iB3.

Postoji jedinstvena konika C koja prolazi kroz 5 ta~aka A3,M1,M3, B1 iN3.

Kubika k2 · C = 0 sastoji se od konike C i prave k2 na kojoj su ta~keA1,B3 iM2 pa
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Slika 4.2.

prolazi kroz 8 od 9 ta~aka kaveza. Po teoremi mora sadr`ati i devetu ta~kuN1 koja

ne pripada pravoj k2. Zato konika C prolazi i kroz ta~kuN1. �
Vratimo se sada tvr|ewu koje `elimo doka`emo. Neka je N2 prese~na ta~ka

pravih i2 i j2, P1 prese~na ta~ka pravih j1 i k1, P2 prese~na ta~ka pravih j2 i k2 i
P3 prese~na ta~ka pravih j3 i k3.

Slika 4.3.

PremaPaposovoj teoremi, ta~keN1,N2 iN3 le`e na jednoj pravojn, a ta~keP1,

P2 iP3 le`e na pravoj p. Neka se pravem in seku u ta~kiX . Prema lemi 4.1.1 ta~ke

M1,M3,N1,N3,A3 iB1 le`e na jednoj konici, pa primenom Paskalove teoreme na

{estougaoA3M1M3B1N1N3 dobijamo da su ta~ke P1, P3 iX kolinearne, tj. ta~ka

X pripada pravoj p. �

4.2 Paskalova teorema

Teorema 4.2.1 (Paskalova teorema). Neka suA1,A2,A3,A4,A5 iA6{estta~aka na

koniciC. PraveA1A2 iA4A5 seku se uta~kiP , praveA2A3 iA5A6 seku se uta~ki

Q, a praveA3A4 iA6A1 seku se u ta~kiR. Tada su ta~ke P ,Q iR kolinearne.

Dokaz. Neka sum1,m2 im3 prave A1A2, A3A4 i A5A6 redom, a n1, n2 i n3 prave

A4A5, A6A1 i A2A3 redom. Neka je l prava PQ. Prave n1, n2 i n3 sa pravamam1,

m2 im3 formiraju 3× 3 kavez ~ijih su 9 odgovaraju}ih ta~akaA1,A2,A3,A4,A5,

A6,P ,Q iR.
Posmatrajmo kubiku l · C = 0 koja se sastoji od prave l i konike C. Ova kubika

prolazi krozA1,A2,A3,A4,A5 iA6 (konika C) i P iQ (prava l), pa mora pro}i i
kroz devetu ta~kuR, koja ne pripada C. Dakle,R le`i na pravoj l. �

25



Slika 4.4.

Redosled 6 ta~aka na konici mo`e proizvesti razli~ite prave, koje nazivamo

Paskalovim pravama. Wih ima 60, a neke od wih se seku u jednoj ta~ki. Ovo smo ve}
videli u teoremi 2.2.5, ali sada }emo ga dokazati na druga~iji na~in.

Teorema 4.2.2 ([tajnerova teorema). Neka suA1,A2,A3,A4,A5 iA6 {est ta~aka

na konici C. Paskalove prave {estouglova A1A2A3A4A5A6, A1A2A6A5A3A4 i

A1A4A5A3A2A6 seku se u jednoj ta~ki.

Dokaz. Ozna~imo sa u1, u2 i u3 prave A1A2, A3A4 i A6, sa v1, v2 i v3 prave A2A3,

A4A5 iA6A1, saw1,w2 iw3 praveA1A4,A2A6 iA3A5. Ozna~imo sa P presek u1

i v2, saQ presek u3 i v1, saR presek u2 i v3, sa L presek u1 iw3, saM presek u3 i

w1, saN preseku2 iw2, saS presek v1 iw1, saT presek v2 iw2, saU presek v3 iw3.

Prave koje sadr`e trojke ta~akaP ,Q,R;L,M ,N ;S, T ,U ozna~imo redom sa l1, l2 i
l3. Neka jeX prese~na ta~ka pravih l2 i l3.

Doka`imo za po~etak slede}u lemu.

Lema 4.2.1. Ta~keA2,A5,L,M , S i T le`e na jednoj konici.

Slika 4.5.

Dokaz. Prave v1, v2 i l2 sa pravamaw1,w2 iw3 formiraju kavez 3× 3 sa istaknutim
ta~kamaA2,A3,A4,A5, L,M ,N , S i T . Neka je C′ konika koja prolazi krozA5, L,
M , S i T . Kubika C′ · u2 = 0 prolazi kroz 8 ta~aka kaveza, pa mora iA2 le`ati na

C′. �
Vratimo se sada tvr|ewu koje `elimo da doka`emo. Prave u1, u3 i l3 sa pravama

v1, v2 i l2 formiraju 3×3 kavez sa istaknutim ta~kamaA2,A5,L,M ,P ,Q,S,T iX .
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Slika 4.6.

Premalemi4.2.1 ta~keA2,A5,L,M ,S iT le`enakoniciC′, pa kubikaC′ ·l1 = 0
prolazi kroz 8 ta~aka kaveza. Ovo zna~i da preostala ta~kaX le`ina pravoj l1 ~ime
je tvr|ewe dokazano. �

4.2.1 Degenerisani slu~ajevi

Paskalova teorema koju smo dokazali va`i za {estouglove upisane u koniku. Ona

je jo{ generalnija jer ako u {estouglu ABCDEF upisanom u koniku C ta~ka F →
E, tada prava FE te`i tangenti u ta~ki E, tj. primena Paskalove teoreme na

ABCDEF kad F → A se mo`e shvatiti kao primena na {estougao ABCDEE tj.

degeracijom dobijamo slede}u posledicu.

Posledica 3. Neka jeABCDE petougao upisan u koniku C i neka jeta~kaM presek

pravih AB iDE, ta~ka N presek prave BC i tangente na koniku C u ta~ki E i

ta~ka P presek pravihCD iAE. Tada su ta~keM ,N iP kolinearne.

Slika 4.7.

Uzimaju}i razli~ite na~ine degenerasawa mo`emo dobiti razli~ite situacije

koje su opet ni{ta drugo do degeneracija Paskalovih konfiguracija. Dokaza}emo

jo{ dve interesantne posledice degeneracije {estougla.

Posledica 4. Neka je ABCD ~etvorougao upisan u koniku C i neka je ta~ka M
presek pravih AD i BC , ta~ka N presek prave AB i prave CD, ta~ka preseka

tangenti na koniku C u ta~kamaA iC iQta~ka preseka tangenti na koniku C u

ta~kamaB iD. Tada su ta~keM ,N , P iQ kolinearne.
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Slika 4.8.

Dokaz. PrimenomPaskalove teoreme na {estougaoAABCCD dobijamo da su ta~ke

M , N i P kolinearne. Primenom Paskalove teoreme na {estougao ABBCDD
dobijamo da su i ta~keM ,N iQ kolinearne, odakle sledi tvr|ewe. �

Posledica 5. Neka jeABC ~etvorougao upisan u koniku C i neka je ta~kaM presek

praveAB itangente na koniku C uta~kiC , ta~kaN presek praveBC itangente

na koniku C u ta~kiA i ta~kaQ presek praveCA i tangente na koniku C u ta~ki

B. Tada su ta~keM ,N i P kolinearne.

Slika 4.9.

Dokaz. PrimenomPaskalove teoreme na {estougaoAABBCC dobijamo da su ta~ke

M ,N iP kolinearne. �
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4.3 Misti~ni osmougao

Prirodno jepostavitipitawedalipostojina~indaseuop{tePaposovaiPaskalova

teorema. Postojilinekosli~nosvojstvokojebiposedovale~etvorketa~akaodnosno

osmougao upisan u koniku? Ova pitawa su dosta razmatrana u protekla dva veka i jo{

uvek nije stavqena ta~ka na wih. Sada }emo razmotriti i u duhu teoreme o kavezu

dokazati tvr|ewe za �misti~ni osmougao�upisan u koniku i wen degenerisan slu~aj

koji bi predstavqao generalizaciju Paposove teoreme.

4.3.1 Paskalova konfiguracija

Teorema4.3.1(Misti~niosmougao). NekajeosmougaoABCDEFGH upisanukoniku

C i neka je ta~ka M presek pravih AB i DE, ta~ka N presek pravih BC i EF ,

ta~kaO presek pravihCD iFG, ta~kaP presek pravihDE iGH , ta~kaQ presek

pravih EF i HA, ta~ka R presek pravih FG i AB, ta~ka S presek pravih GH
i BC i ta~ka S presek pravih HA i CD. Tada ta~ke M , N , O, P , Q, R, S i T
pripadaju jednoj konici C∗.

Slika 4.10.

Dokaz. Neka je C∗ konika koja prolazi kroz 5 ta~akaM , N , O, P i Q. Prave AB,

CD,EF iGH sa pravamaBC ,DE, FG iHAformiraju 4× 4 kavez sa ~vorovima
u ta~kamaA,B, C , . . . , S i T . Ta~keA,B, . . . P iQ formiraju supra-triangularan

skup, pa kriva D = C · C∗ koja je ~etvrtog stepena prolazi kroz wega. No, prema

teoremi o kavezu ona mora pro}i i kroz preostale ta~ke R, S i T . Kriva D je

geometrijski skup ta~aka dve konike C i C∗, a kako R, S i T ne le`e na C, moraju
pripadati C∗. �

4.3.2 Paposova konfiguracija

Slede}a teorema se mo`e shvatiti kao analog Paposove teoreme. Wu dobijemo kada

u teoremi o misti~nom osmouglu uzmemo specijalnu koniku C = a · b koja je unija dve
prave a i b.
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Teorema 4.3.2. Neka su A1, A2, A3 i A4 ta~ke na pravoj a i B1, B2, B3 i B4 ta~ke

na pravoj b i neka je ta~kaM presek pravih A1B1 i A3B2, ta~kaN presek pravih

A2B2 iA4B3, ta~kaO presek pravihA3B3 iA1B4, ta~kaP presek pravihA4B4 i

A2B1, ta~kaQ presek pravihA2B2 iA1B4, ta~kaR presek pravihA1B1 iA4B3,

ta~ka S presek pravihA3B3 iA2B1 i ta~ka S presek pravihA4B4 iA3B4. Tada

ta~keM ,N ,O, P ,Q,R, S i T pripadaju jednoj konici C∗.

Slika 4.11.

4.4 Misti~ni 2n-touglovi

Teorema 4.3.1 se prirodno generalizuje za 2n-touglove upisane u koniku.

Teorema 4.4.1. Neka je D mnogougao sa 2n strana upisan u nedegenerisanu koniku

C, i neka su mu strane obojene naizmeni~no u dve boje, crvenu i plavu. Ako je K
(n × n)-kavez generisan sa datih n crvenih i n plavih pravi, tada svih n2 − 2n
novih temena kaveza le`e na ravnoj krivi C∗ stepena najvi{e n− 2.

Dokaz. S obzirom da je C ireducibilna konika, sledi da se na svakoj pravoj kavezaK
nalaze ta~no dve ta~ke C. Odatle sledi da je mogu}e prenumerisati prave (i plave i
crvene) tako da ta~keD ~ine skup ~vorova pij koji zadovoqavaju uslov i+ j = n± 1
zajedno sa dva �}o{ka �pn1 i p1n. Skup D je sadr`an u A = {pij}i+j≤n+1, koji je

super-triangularan skup. Wegov komplementaran skupA \D se sadr`i od(
n2 + 3n

2
− 1

)
− 2n =

n(n− 1)

2
− 1

elemenata. @elimo da proverimo da li ~vorovi skupaA \D le`e na nekoj krivoj C∗

stepena najvi{e n − 2. Po{to ima n(n−1)
2 − 1 elemenata uA \D, postojawe takve

krive je zagarantovano nejednakostima

(n− 2)2 + 3(n− 2)

2
≥ n(n− 1)

2
− 1

i 1 ≤ n − 2 ≤ n − 1. Prema tome, ta~ke A \ D le`e na krivoj C∗ stepena

n − 2 (pre|a{wa nejednakost nam garantuje egzistenciju koeficijenata krive C∗

kao re{ewa homogenog sistema
n(n−1)

2 − 1 linearnih jedna~ina po (n−2)2+3(n−2)
2

promenqivih).

Razmotrimo sada krivu Q = C ∪ C∗ stepena n sa ireducibilnom kvadratnom

komponentom C. ^vorovi D-a se nalaze na C, i ~vorovi A \ D na C∗. Prema tome,
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svi ~vorovi A se nalaze na C . Po teoremi o kavezu za ravne krive, svi ~vorovi

kaveza K moraju da le`e na krivoj Q. Me|utim, ~vorovi K koji nisu u D ne mogu

pripadati C, zato {to bi ovo bilo u kontradikciji sa ~iwenicom da prava ne mo`e

se}i ireducibilnu koniku u tri ta~ke. Sledi da neura~unati ~vorovimoraju da le`e

na C∗, {to je i trebalo dokazati. �
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