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Uvod

Prosti brojevi su fascinirali matematiqare otkad se znalo za �ih. Neka
osnovna svojstva prostih brojeva otkrili su i dokazali jox stari Grci. Taj,
naizgled nasumiqan, niz prirodnih brojeva ipak ispo	ava neka svojstva koja
su neoqekivana za nasumiqne nizove. Taj niz prostih brojeva zapravo sadr�i
mnoxtvo pravilnosti. Te pravilnosti nije toliko texko uoqiti koliko ih je
texko dokazati. Mnoga takva svojstva prostih brojeva provereno va�e za prvih
nekoliko bilijardi i vixe prirodnih brojeva i zbog toga je suludo verovati
da ne va�e za sve brojeve, ali, ve�ina tih svojstava jox uvek nisu dokazana.
Najpoznatija su qetiri problema koja je zapisao Landau. To su Goldbahova
hipoteza, Le�androva hipoteza, postoja�e beskonaqno mnogo brojeva blizanaca
i postoja�e beskonaqno mnogo prostih brojeva oblika n2 + 1. Nijedan od �ih
nije rexen. Jedan takav problem koji dugo vremena niije bio rexen je teorema
o distribuciji prostih brojeva (ili prosto teorema o prostim brojevima):

Teorema o distribuciji prostih brojeva. Neka π(x) : R→ N oznaqava
broj prostih brojeva ne ve�ih od x. Kada x→ +∞, va�i asimptotska jednakost

π(x) ∼
x

lnx

(videti osnovne pojmove za simbol ∼)

Me�u prvima koji su uvideli to, bili su Le�andr i Gaus. Le�andr je 1797.
ili 1798. godine pretpostavio da π(x) mo�e da se aproksimira funkcijom

π(x) ≈ x

A lnx+B

Gaus je u svojoj 15. ili 16. godini obratio pa��u na ovu distribuciju i
posmatraju�i gustinu prostih brojeva u intervalima du�ine 1000 primetio
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2 1. Uvod

da ona opada otprilike kao 1/ lnx xto ga je dovelo do aproksimacije

π(x) ≈ Li(x) =

∫ x

2

dt

ln t

Dirihle je kasnije, 1838. godine, doxao do sliqne pretpostavke kao Gaus:
π(x) ∼ li(x). Iako su sve tri ocene ekvivalentne teoremi, Gausova i Dirihleova
su taqnije od Le�androve ako posmatramo razliku izme�u prave i proce�ene
vrednosti, a ne �ihov odnos.

Prve korake ka dokazu ove teoreme napravio je Qebixev u svojim radovima
1848. i 1852. godine. Uspeo je da doka�e da je odnos funkcija π(x) i x/ lnx za
dovo	no velike x ograniqen konstantama 0.92 i 1.11. Ocene su vremenom malo
pobo	xane u Silvesterovom radu iz 1892. i, osim toga, nikakav napredak nije
postignut sve dok se kompletan dokaz teoreme nije pojavio 1896. godine. Riman
je 1859. godine objavio kratak rad [8] u kome je postavio svoju quvenu hipotezu
poznatu danas kao Rimanova hipoteza. U svom radu ispitivao je duboke veze
izme�u distribucije prostih brojeva i distribucije nula zeta funkcije. Treba
napomenuti da je Rimanovu zeta funkciju prvi uveo Ojler 1737. koji je istakao
neke osnovne veze izme�u prostih brojeva i te funkcije kao xto je Ojlerov
proizvod. Na osnovu Rimanovih rezultata, Hadamard i La Vale Pusen su (neza-
visno jedan od drugog) 1896. godine dali dokaze teoreme o distribuciji prostih
brojeva [2]. �ihovi dokazi su bili dugaqki i veoma neintuitivni. Kasnije,
upotrebom Tauberovske teorije, dokazi su znaqajno skra�eni. U ovom radu pred-
stavi�emo jedan takav dokaz koji je sastavio �uman i objavio u svojoj k�izi
[9] i objasni�emo je zaxto je oqekivano da Dirihleovi redovi (nakon pozna-
va�a nekih Tauberovskih teorema) brzo impliciraju teoremu o distribuciji
prostih brojeva. Zbog upotrebe kompleksnih Tauberovskih teorema od qitaoca
se oqekuje da poseduje osnovno zna�e kompleksne analize.
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Osnovi pojmovi

2.1 Limesi

Za funkcije f : A→ C, za skup A ⊂ R, definixemo limese:
lim
x→a+

f(x) = C ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(0 < x− a < δ ⇒ |f(x)− C| < ε)

lim
x→a−

f(x) = C ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(0 < a− x < δ ⇒ |f(x)− C| < ε)

gde su a, ε i δ iz R, x iz A, a C iz C.
Tre�i limes se mo�e definisati i ako je A ⊂ C:
lim
x→a

f(x) = C ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− C| < ε)

gde je a sada iz skupa C.

U iskazu svakog limesa postoji jedan znak "⇒" koji deli iskaz na uslov
i posledicu. U kra�em obliku, uslov se pixe ispod znaka "lim", a posledica
desno od znaka "lim". Uslovi tako�e mogu izgledati lim

x→+∞
i lim

x→−∞
u znaqe�u

x > δ i x < −δ, tim redom. I posledice mogu izgledati lim f(x) = +∞ i
lim f(x) = −∞ u znaqe�u f(x) > ε i f(x) < −ε.

U nekim sluqajemvima iskaz nije taqan za sve ε, ali za neke ε jeste. Tada
za funkcije f : A→ R, za skup A ⊂ R mo�emo definisati lim sup f(x) = C i
lim inf f(x) = C (kao supremum i infimum skupa varepsilona za koje je iskaz
taqan):

lim sup
x→+∞

f(x) = C ⇐⇒ lim
x→+∞

sup
y>x

f(y) = C ⇔ inf
x>0

sup
y>x

f(y) = C

lim inf
x→+∞

f(x) = C ⇐⇒ lim
x→+∞

inf
y>x

f(y) = C ⇔ sup
x>0

inf
y>x

f(y) = C

Navex�emo bez dokaza:

lim
x→+∞

f(x) = C ⇔ lim sup
x→+∞

f(x) = lim inf
x→+∞

f(x) = C
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4 2. Osnovni pojmovi

2.2 Veliqine funkcija

Za funkcije f, g : A → C, za skup A ⊂ R oblika A = [s,+∞), ka�emo
da u limesu x → +∞ va�e slede�e oznake, a �ihova znaqe�a su objax�ena
iskazima:

f(x) = O(g(x)) ⇐⇒ (∃x0 ∈ R)(∃c ∈ R+)(∀x > x0)(|f(x)| < c · |g(x)|)

f(x) = Ω(g(x)) ⇐⇒ (∃x0 ∈ R)(∃c ∈ R+)(∀x > x0)(|f(x)| > c · |g(x)|)

f(x) = Θ(g(x)) ⇐⇒ f(x) = O(g(x)) ∧ f(x) = Ω(g(x))

f(x) = o(g(x)) ⇐⇒ (∀c ∈ R+)(∃x0 ∈ R)(∀x > x0)(|f(x)| < c · |g(x)|)

f(x) = ω(g(x)) ⇐⇒ (∀c ∈ R+)(∃x0 ∈ R)(∀x > x0)(|f(x)| > c · |g(x)|)

Koriste�i limese, ove definicije se mogu uprostiti:

f(x) = O(g(x)) ⇐⇒ lim sup
x→+∞

|f(x)
g(x)
| ∈ R

f(x) = Ω(g(x)) ⇐⇒ lim sup
x→+∞

| g(x)
f(x)
| ∈ R

f(x) = Θ(g(x)) ⇐⇒ lim sup
x→+∞

|f(x)
g(x)
| ∈ R ∧ lim inf

x→+∞
|f(x)
g(x)
| ∈ R

f(x) = o(g(x)) ⇐⇒ lim
x→+∞

f(x)
g(x)

= 0

f(x) = ω(g(x)) ⇐⇒ lim
x→+∞

g(x)
f(x)

= 0

f(x) ∼ g(x) ⇐⇒ lim
x→+∞

|f(x)
g(x)
| = 1

Navex�emo neke osnovne osobine ovih skupova funkcija bez dokaza:

o(f(x)) = O(f(x))
O(f(x)) +O(f(x)) = O(f(x))
O(f(x))−O(f(x)) = O(f(x))
f(x) ∼ g(x)⇒ O(f(x)) = O(g(x))
f(x) ∼ g(x)⇔ f(x)− g(x) = o(g(x))



2.3. Sume 5

2.3 Sume

Neka dogovor bude da slede�e sume oznaqavaju:∑
n≤x

f(n) : sumu vrednosti funkcije f u svim celobrojnim taqkama n ≤ x,

x ∈ R, u kojima je f definisano∑
p≤x

f(p) : sumu vrednosti funkcije f po svim prostim argumentima p ≤ x,

x ∈ R
∞∑
n=1

f(n) : limes parcijalnih suma: lim
N→∞

N∑
n=1

f(n)
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Elementarne metode

U ovom delu razmatra�emo samo funkcije f : A→ C, za A ⊂ R.

3.1 Abelove leme

Za diferencijabilne funkcije f i g mo�emo rastaviti diferencijal �i-
hovog proizvoda na slede�i naqin:

d(fg) = fdg + gdf

Kada se obe strane integrale, ovaj identitet postaje koristan jer trans-
formixe jedan integrand u drugi. Situacije u kojima nam ovo poma�e su
razne. Jedna koju �emo qesto sretati u ovom radu je ta u kojoj ograniqavamo
integral pa je parcijalna integracija tu da homogenixe integrand. Me�utim,
identitet je neispravno koristiti ako f i g nisu diferencijabilne. Zato
�emo proxiriti identitet na skup funkcija koji obuhvata i parcijalne sume:
f(x) =

∑
n≤x

an

Operatori D i ∆

D je operator koji samo slika funkcije f u �ihov izvod, u f ′:

Df(x) := lim
a→x

f(a)−f(x)
a−x

a ∆ govori koliki je skok funkcije tamo gde nije neprekidna:

∆f(x) := lim
b→x+

f(b)− lim
a→x−

f(a)

Mo�emo zak	uqiti: Df(x) ∈ C⇒ ∆f(x) = 0
Bi�e nam korisne i slede�e definicije:

7



8 3. Elementarne metode

f(x) := lim
ε→0+

f(x+ ε) f(x) := lim
ε→0+

f(x− ε)

Sada mo�emo da ka�emo ∆f = f − f .
Ako je Df (ili ∆f) jednako nuli u svakoj taqki u kojoj je definisano,

pisa�emo:
Df ≡ 0, odnosno ∆f ≡ 0

3 klase funkcija

Za realne a < b,

Φ0(a, b) je skup svih funkcija f koje zadovo	avaju:
(1◦) Df je definisano na (a, b), osim u konaqno mnogo taqaka
(2◦) f je definisano na [a, b)
(3◦) f je definisano na (a, b]

Φ1(a, b) := {F ∈ Φ0(a, b)|∆F ≡ 0}
Φ2(a, b) := {ϕ ∈ Φ0(a, b)|Dϕ ≡ 0}
Za realne a1 ≤ a0 < b0 ≤ b1 oqigledno va�i:

Φ0(a1, b1) ⊂ Φ0(a0, b0)

Φ1(a1, b1) ⊂ Φ1(a0, b0)

Φ2(a1, b1) ⊂ Φ2(a0, b0)

Distributivnost operatora D i ∆ sa + i −
Teorema 3.1.1. Ako su f i g iz Φ0(a, b), onda za svako x ∈ (a, b) va�i:

(1◦) D(f + g) = Df +Dg i D(f − g) = Df −Dg
(2◦) ∆(f + g) = ∆f + ∆g i ∆(f − g) = ∆f −∆g

Dokaz.

(1◦) D(f + g)(x) = lim
a→x

f(a) + g(a)− f(x)− g(x)

a− x
=

= lim
a→x

f(a)− f(x)

a− x
+ lim

a→x

g(a)− g(x)

a− x
= Df(x) +Dg(x)

(2◦) ∆(f + g)(x) = lim
a→x+

[f(a) + g(a)]− lim
b→x−

[f(b) + g(b)] =

= lim
a→x+

f(a)− lim
b→x−

f(b) + lim
a→x+

g(a)− lim
b→x−

g(b) = ∆f(x) + ∆g(x)

Analogno se dokazuje i za −; iz (2◦) sledi i da su i " " i " " distributivni
sa + i −.
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Operatori
∫
i
∑

Ako je f ∈ Φ0(a, b), onda su:∫
Df := {F ∈ Φ1(a, b)|DF = Df}

∑
∆f := {ϕ ∈ Φ2(a, b)|∆ϕ = ∆f}

Odre�eni integrali i sume

Kao xto su i inaqe neodre�eni integrali uvedeni, i mi smo uveli naxe neo-
dre�ene integrale i neodre�ene sume da bismo lakxe raqunali odre�ene. Zato
treba sada ve� da poka�emo da osnovna teorema analize (ili �utn-Lajbnicova
teorema) va�i i za naxe integrale:

Teorema 3.1.2. Ako je f ∈ Φ0(a, b), Df integrabilna funkcija na [a, b] i F ∈∫
Df , onda

∫ b
a
Df(x)dx = F (b)− F (a).

Dokaz. Hajde da postavimo sve taqke iz intervala [a, b] u kojimaDf nije defin-
isano u rastu�i niz: (P0 = a, P1, ..., Pn, Pn+1 = b), n ∈ N0. Imamo:∫ b

a

Df(x)dx =
n∑
i=0

∫ Pi+1

Pi

Df(x)dx =
n∑
i=0

∫ Pi+1

Pi

DF (x)dx =

=
n∑
i=0

[F (Pi+1)− F (Pi)] = −F (P0) +
n−1∑
i=0

[F (Pi+1)− F (Pi+1)] + F (Pn+1) =

= F (Pn+1)− F (P0) +
n∑
i=1

∆F (Pi) = F (b)− F (a) + 0 = F (b)− F (a)

Definicija 3.1.1.
∑
x∈I

f(x) je definisano kao suma vrednosti funkcije f u

svim taqkama x iz interavala I u kojima je f definisano i nije jednako 0, pod
uslovom da takvih taqaka x ima konaqno mnogo.
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Teorema 3.1.3. Ako je f ∈ Φ0(a, b) i ϕ ∈
∑

∆f , onda∑
a<x<b

∆f(x) = ϕ(b)− ϕ(a)

Dokaz. Neka je ponovo (P0 = a, P1, ..., Pn, Pn+1 = b) rastu�i niz svih taqaka iz
intervala [a, b] u kojimaDf nije definisano. Poxto jeDϕ ≡ 0, ϕ je konstantno
na svakom intervalu (Pi, Pi+1). Pa imamo:∑

a<x<b

∆f(x) =
n∑
i=1

∆f(Pi) =
n∑
i=1

∆ϕ(Pi) =
n∑
i=1

[ϕ(Pi)− ϕ(Pi)] =

= −ϕ(P1) +
n−1∑
i=1

[ϕ(Pi)− ϕ(Pi+1)] + ϕ(Pn) = ϕ(Pn)− ϕ(P1) +
n−1∑
i=1

0 =

= ϕ(Pn+1)− ϕ(P0) + 0 = ϕ(b)− ϕ(a)

Konstantno rexe�e

Teorema 3.1.4. Neka je f ∈ Φ1(a, b) i f ∈ Φ2(a, b). Tada je f(a) = f(b).

Dokaz. Imamo f ∈
∑

∆f , pa po teoremi 3.1.3 va�i:

f(b)− f(a) =
∑
a<x<b

∆f =
∑
a<x<b

0 = 0

Identitet f −
∫
Df −

∑
∆f ∈ Φ1 ∩ Φ2

Teorema 3.1.5. Neka je f ∈ Φ0(a, b), F ∈
∫
Df i ϕ ∈

∑
∆f . Tada

f − F − ϕ ∈ Φ1(a, b) ∩ Φ2(a, b)

Dokaz.

D(f − F − ϕ) = Df −DF −Dϕ = Df −Df − 0 = 0
∆(f − F − ϕ) = ∆f −∆F −∆ϕ = ∆f − 0−∆f = 0

Teorema 3.1.6. Ako je f ∈ Φ0(a, b) i Df integrabilna na [a, b], onda

f(b)− f(a) =

∫ b

a

Df(x)dx+
∑
a<x<b

∆f(x)
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Dokaz. Neka su F ∈
∫
Df i ϕ ∈

∑
∆f . Po teoremi 3.1.5 imamo

f(b)− F (b)− ϕ(b) = f(a)− F (a)− ϕ(a)

⇒ f(b)− f(a) = F (b)− F (a) + ϕ(b)− ϕ(a)

Pa, iz teorema 3.1.2 i 3.1.3 dobijamo:

⇒ f(b)− f(a) =

∫ b

a

Df(x)dx+
∑
a<x<b

∆f(x)

D i ∆ proizvoda fg

Teorema 3.1.7. Ako su f i g iz Φ0(a, b), onda za svako x ∈ (a, b) va�i:
(1◦) D(fg) = fDg + gDf
(2◦) ∆(fg) = f∆g + g∆f + ∆f∆g

Dokaz.

(1◦) D(f · g)(x) = lim
a→x

f(a)g(a)− f(x)g(x)

a− x
=

= lim
a→x

f(a)g(a)− f(x)g(a) + f(x)g(a)− f(x)g(x)

a− x
=

= lim
a→x

g(a) · [f(a)− f(x)]

a− x
+ lim

a→x

f(x) · [g(a)− g(x)]

a− x
=

= lim
a→x

g(a) · lim
a→x

f(a)− f(x)

a− x
+ lim

a→x
f(x) · lim

a→x

g(a)− g(x)

a− x
=

= g(x) ·Df(x) + f(x) ·Dg(x)

(2◦) ∆(f · g) = f · g − f · g = (f + ∆f) · (g + ∆g)− f · g =

= fg + f∆g + g∆f + ∆f∆g − fg = f∆g + g∆f + ∆f∆g

ekvivalentne tvrd�e:

∆(fg) = f∆g + g∆f

∆(fg) = f∆g + g∆f
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Abelove leme

Iz teoreme 3.1.7 zak	uqujemo da za sve funkcije f i g iz Φ0(a, b), f · g je
tako�e u Φ0(a, b). Sada, prime�uju�i teoremu 3.1.6 na f ·g dobijamo razne iden-
titete u zavisnosti od toga kojim klasama funkcije f i g pripadaju. Ako su i
f i g iz Φ1(a, b), dobijamo parcijalnu integraciju. Ako su iz Φ2(a, b) dobijamo
parcijalnu sumaciju, poznatu pod nazivom Abelova lema. A ako su f i g iz
razliqitih klasa (f ∈ Φ1(a, b) i g ∈ Φ2(a, b)) dobijamo oru�e za transforma-
ciju izme�u suma i integrala, identitet poznat pod nazivom Abelova formula
sumira�a:

Teorema 3.1.8. Abelova formula. Neka je (an) niz kompleksnih brojeva
indeksiran od 1. I neka je A : R 7→ C definisana kao:

A(x) :=
∑
n≤x

an, ∀x ∈ R

I neka je funkcija f : [1,+∞)→ C diferencijabilna na (1,+∞) i neprekidna
u 1 takva da je Df integrabilna na [1,+∞).

Tada za svako x ∈ [1,+∞) va�i:∑
n≤x

anf(n) = A(x)f(x)−
∫ x

1

A(t)f ′(t)dt

Dokaz. Definiximo funkciju g : R 7→ C:

g(x) =

{
A(x)f(x), x ≥ 1

0, x < 1

sledi:

Dg = ADf + fDA = ADf + 0 = ADf

∆g = A∆f + f∆A = 0 + f∆A = f∆A

∆g(1) = a1f(1)

DA ≡ 0 pa je Dg diferencijabilna, kao i Df . Po teoremi 3.1.6 imamo:

g(x)− g(1) =

∫ x

1

Dg(t)dt+
∑

1<t<x

∆g(t)

⇔
∑

1<t<x

∆g(t) + g(1) = g(x)−
∫ x

1

Dg(t)dt

/
+∆g(x)
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⇒ ∆g(x) +
∑

1<t<x

∆g(t) + ∆g(1) + g(1) = ∆g(x) + g(x)−
∫ x

1

Dg(t)dt

⇔
∑

1≤t≤x

∆g(t) + 0 = g(x)−
∫ x

1

Dg(t)dt

⇔
∑

1≤t≤x

f(t)∆A(t) = A(x)f(x)−
∫ x

1

A(t)Df(t)dt

⇒
∑
n≤x

anf(n) = A(x)f(x)−
∫ x

1

A(t)f ′(t)dt

Abelova formula sumira�a mo�e da se dobije kao specijalan sluqaj par-
cijalne integracije Riman-Stiltjesovih integrala.

3.2 Apsolutna i bezuslovna konvergencija re-

dova

Definicija 3.2.1. Za red
∑∞

n=1 an se ka�e da je apsolutno konvergentan ako
suma

∑∞
n=1 |an| postoji. Apsolutnu konvergenciju je mogu�e definisati i za ni-

zove vixih dimenzija. Na primer,
∑∞

n=1

∑∞
m=1 an,m je apsolutno konvergentan

red ako suma
∑∞

n=1

∑∞
m=1 |an,m| postoji.

Definicija 3.2.2. Za red
∑∞

n=1 an se ka�e da bezuslovno konvergira ako se
me�a�em rasporeda �egovih qlanova suma ne me�a. Bezuslovnu konvergen-
ciju je, tako�e, mogu�e definisati za nizove vixih dimenzija. Na primer,∑∞

n=1

∑∞
m=1 an,m je bezuslovno konvergentan red ako �egove qlanove an,m mo�emo

pore�ati u niz koji bezuslovno konvergira.
Za konaqno mnogo dimenzija, apsolutna i bezuslovna konvergentnost su ek-

vivalentna svojstva. Dokaza�emo da je do druge dimenzije bezuslovna konver-
gentnost posledica apsolutne.

Teorema 3.2.1. Ako je red
∑∞

i=1 ai apsolutno konvergentan, onda za svaku per-
mutaciju p : N 7→ N (bijekciju na N) va�i:

∞∑
i=1

ai =
∞∑
i=1

ap(i)

Drugim reqima, red
∑∞

i=1 ai bezuslovno konvergira.
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Dokaz. Kao prvo, poxto je red
∑∞

i=1 ai apsolutno konvergentan, Niz Xn =∑n
i=1 ai je Koxijev niz i, prema tome, suma

∑∞
i=1 ai postoji. Definiximo za

svako n ∈ N skup Pn:
Pn := {p(i)|1 ≤ i ≤ n}

I definiximo funkciju m : N → N koja slika n u najma�i element koji se
ne nalazi u Pn:

m(n) := inf{k|k /∈ Pn}

m je, oqigledno, neopadaju�a funkcija. Ako bi m bila ograniqena i imala
limes, recimo t, to bi znaqilo da svaki skup Pn ne sadr�i t, drugim reqima,
p ne slika nijedan broj u t i time nije bijekcija. Dakle, m nije ograniqena i
va�i:

lim
n→∞

m(n) =∞

Definiximo i skup Sn koji sadr�i sve prirodne brojeve ma�e od n:

Sn := {k ∈ N|1 ≤ k < n}

Za svako n ∈ N va�i Sm(n) ⊂ Pn. Neka je A :=
∑∞

i=1 |ai|. Imamo:∣∣∣ ∞∑
i=1

ap(i) −
∞∑
i=1

ai

∣∣∣ =

=
∣∣∣ lim
n→∞

∑
i∈Pn

ai − lim
n→∞

m(n)−1∑
i=1

ai

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣ ∑
i∈Pn∩Sm(n)

ai +
∑

i∈Pn\Sm(n)

ai −
m(n)−1∑
i=1

ai

∣∣∣ =

= lim
n→∞

∣∣∣ ∑
i∈Sm(n)

ai +
∑

i∈N∩(Pn\Sm(n))

ai −
∑

i∈Sm(n)

ai

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣ ∑
i∈(N\Sm(n))∩Pn

ai

∣∣∣ ≤
≤ lim

n→∞

∑
i∈(N\Sm(n))∩Pn

|ai| ≤ lim
n→∞

∑
i∈N\Sm(n)

|ai| =

= lim
n→∞

(
A−

m(n)−1∑
i=1

|ai|
)

= 0

Teorema 3.2.2. Ako
∑∞

i=1

∑∞
j=1 |ai,j| postoji, onda slede�e sume postoje i jed-

nake su:
∞∑
i=1

∞∑
j=1

ai,j = lim
n→∞

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j =
∞∑
j=1

∞∑
i=1

ai,j
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Dokaz. Uslov
∑∞

i=1

∑∞
j=1 |ai,j| bi taqno znaqio da za svako i,

Mi =
∞∑
j=1

|ai,j|

postoji i da

M =
∞∑
i=1

Mi

tako�e postoji. Zbog prethodne teoreme, Ai =
∑∞

j=1 ai,j tako�e postoji. Da	e,
zbog |Ai| ≤Mi red

∑∞
i=1 Ai je apsolutno konvergentan, pa i A =

∑∞
i=1Ai postoji.

Dakle, suma

A =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

ai,j

postoji. Dobijamo:

0 ≤ lim
N→∞

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

N∑
j=1

ai,j − A

∣∣∣∣∣ = lim
N→∞

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

N∑
j=1

ai,j − A

∣∣∣∣∣− lim
K→∞

∣∣∣∣∣
K∑
i=1

Ai − A

∣∣∣∣∣ =

= lim
K→∞

lim
N→∞

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

N∑
j=1

ai,j − A

∣∣∣∣∣− lim
K→∞

lim
N→∞

∣∣∣∣∣
K∑
i=1

Ai − A

∣∣∣∣∣ =

= lim
K→∞

lim
N→∞

(∣∣∣∣∣
N∑
i=1

N∑
j=1

ai,j − A

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣
K∑
i=1

Ai − A

∣∣∣∣∣
)
≤

≤ lim
K→∞

lim
N→∞

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

N∑
j=1

ai,j −
K∑
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =

= lim
K→∞

lim
N→∞

∣∣∣∣∣
N∑

i=K+1

N∑
j=1

ai,j +
K∑
i=1

N∑
j=1

ai,j −
K∑
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =

= lim
K→∞

lim
N→∞

∣∣∣∣∣
N∑

i=K+1

N∑
j=1

ai,j +
K∑
i=1

(
N∑
j=1

ai,j − Ai

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ lim

K→∞
lim
N→∞

N∑
i=K+1

N∑
j=1

|ai,j|+ lim
K→∞

lim
N→∞

K∑
i=1

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

ai,j − Ai

∣∣∣∣∣
Doka�imo sad samo da je druga suma jednaka nuli:

lim
K→∞

lim
N→∞

K∑
i=i

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

ai,j − Ai

∣∣∣∣∣ = lim
K→∞

K∑
i=1

lim
N→∞

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

ai,j − Ai

∣∣∣∣∣ =
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= lim
K→∞

K∑
i=1

0 = lim
K→∞

0 = 0

Nastavimo sad:

0 ≤ lim
N→∞

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

N∑
j=1

ai,j − A

∣∣∣∣∣ ≤ lim
K→∞

lim
N→∞

N∑
i=K+1

N∑
j=1

|ai,j| ≤

≤ lim
K→∞

lim
N→∞

N∑
i=K+1

Mi = lim
K→∞

∞∑
i=K+1

Mi =

lim
K→∞

(
M −

K∑
i=1

Mi

)
= 0

Po teoremi o dva policajca i lopovu, limes limN→∞

∣∣∣∑N
i=1

∑N
j=1 ai,j − A

∣∣∣ je 0.
Dokazali smo:

lim
N→∞

N∑
i=1

N∑
j=1

ai,j = A =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

ai,j

Poxto konaqne sume komutiraju, mo�emo zameniti mesta indeksima i i j i
tako dobiti i drugu jednakost.

Teorema 3.2.3. Ako
∑∞

i=1

∑∞
j=1 |ai,j| postoji onda ta suma bezuslovno konver-

gira. To znaqi da, kako god pore�ali qlanove ai,j u niz, limes sume tog niza �e
uvek biti jednak

∑∞
i=1

∑∞
j=1 ai,j.

Dokaz. Po prethodnoj teoremi:

∞∑
i=1

∞∑
j=1

ai,j = lim
n→∞

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j =
∞∑
Z=1

∑
max(i,j)=Z

ai,j

Dakle, mogu�e je pore�ati qlanove u jedan takav niz. Poxto je taj niz ap-
solutno konvergentan (to dobijamo tako xto u prethodnu teoremu ubacimo
qlanove |ai,j| umesto ai,j), po teoremi 3.2.1, qlanove tog niza mo�emo pore�ati
bilo kako i suma �e ostati neprome�ena.

3.3 Elementarne leme o veliqinama integala

U ovom delu �emo pokazati da se neki odnosi veliqina dvaju funkcija
prenose na �ihove integrale pod odre�enim uslovima i re�i �emo nexto o
konvergentnosti.
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Lema 3.3.1. Ako su f i g : R→ R+ integrabilne na [x, y] i (∀t ∈ [x, y])(f(t) ≤
g(t)) onda va�i

∫ y
x
f(t)dt ≤

∫ y
x
g(t)dt

Dokaz. Definiximo h(t) := g(t)− f(t)⇒ h(t) ≥ 0

⇒
∫ y
x
g(t)dt−

∫ y
x
f(t)dt =

∫ y
x
h(t)dt ≥ 0

Uze�emo da za naredne leme i teoreme va�i da su f : R → C i g : R → R+

integrabilne na [α,+∞) za neko realno α.

Teorema 3.3.1. |
∫ b
a
f(x)dx| ≤

∫ b
a
|f(x)|dx za sve b ≥ a ≥ α

Dokaz. Po Rimanovoj definiciji odre�enog integrala i po nejednakosti trougla
imamo:∣∣∣ ∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣ = lim

n→∞

∣∣∣b− a
n

n∑
i=0

f(ξi)
∣∣∣ ≤ lim

n→∞

b− a
n

n∑
i=0

∣∣∣f(ξi)
∣∣∣ =

∫ b

a

|f(x)|dx

Lema 3.3.2. f(x) = O(g(x))⇒
∫ x
α
f(t)dt = O(

∫ x
α
g(t)dt)

Dokaz. Iz pretpostavke sledi da postoje realni x0 i c takvi da
(∀x > x0)(|f(x)| < c · g(x))
I neka su F :=

∫ x0
α
f(t)dt i G :=

∫ x0
α
g(t)dt

Imamo:∣∣∣ ∫ xα f(t)dt
∣∣∣ ≤ |F |+ ∣∣∣ ∫ xx0 f(t)dt

∣∣∣ ≤ |F |+ ∫ xx0 |f(t)|dt ≤ |F |+
∫ x
x0
c · g(t)dt =

=
∣∣∣FG ∣∣∣G+ c

∫ x
x0
g(t)dt

Neka je m = max(
∣∣F
G

∣∣, c). Sledi:∣∣ ∫ x
α
f(t)dt

∣∣ < m ·G+m ·
∫ x
x0
g(t)dt = m ·

∫ x
α
g(t)dt

⇔
∫ x
α
f(t)dt = O(

∫ x
α
g(t)dt)

Tako�e, za slede�e dve leme �emo pretpostaviti da va�i i
∫ x
α
g(t)dt = ω(1).

Lema 3.3.3. f(x) = o(g(x))⇒
∫ x
α
f(t)dt = o(

∫ x
α
g(t)dt)

Dokaz. Definiximo funkciju ε(x0) := sup
x>x0

∣∣f(x)
g(x)

∣∣. Imamo:
f(x) = o(g(x))⇔ lim

x→+∞

∣∣f(x)
g(x)

∣∣ = 0⇒ lim sup
x→+∞

∣∣f(x)
g(x)

∣∣ = 0⇔ lim
x0→+∞

ε(x0) = 0

Za svako x0 > α imamo:
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lim
x→+∞

∣∣∣∣
∫ x
α
f(t)dt∫ x

α
g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ lim
x→+∞

∣∣∣∣
∫ x0
α
f(t)dt∫ x

α
g(t)dt

∣∣∣∣+ lim
x→+∞

∣∣∣∣
∫ x
x0
f(t)dt∫ x

α
g(t)dt

∣∣∣∣ ≤
≤ 0 + lim

x→+∞

∫ x
x0
|f(t)|dt∫ x

α
g(t)dt

≤ lim
x→+∞

∫ x
x0
ε(x0)g(t)dt∫ x
α
g(t)dt

≤ lim
x→+∞

ε(x0)
∫ x
α
g(t)dt∫ x

α
g(t)dt

= ε(x0)

Poxto je x0 proizvo	no veliko, a odnos integrala je uvek pozitivan jer su i
funkcije pozitivne, sledi, po teoremi o dva policajca i lopovu:

lim
x→+∞

∫ x
α
f(t)dt∫ x

α
g(t)dt

= 0

Lema 3.3.4. f(x) ∼ g(x)⇒
∫ x
α
f(t)dt ∼

∫ x
α
g(t)dt

Dokaz. Koriste�i prethodnu lemu i to da je f(x) = g(x) + o(g(x)), imamo:∫ x

α

f(t)dt =

∫ x

α

[
g(x) + o(g(x))

]
dt =

∫ x

α

g(t)dt+

∫ x

α

o(g(t))dt =

=

∫ x

α

g(t)dt+ o

(∫ x

α

g(t)dt

)
⇔
∫ x

α

f(t)dt ∼
∫ x

α

g(t)dt

Teorema 3.3.2. Ako lim
x→+∞

sup
y>x

∣∣f(y)− f(x)
∣∣ = 0, onda lim

x→+∞
f(x) postoji.

Dokaz. f(n) za cele n predstav	a Koxijev niz i prema tome konvergira ka
nekom broju L.

Iz postavke sledi da za proizvo	no ε > 0 postoji x ∈ R takvo da

sup
y>x

∣∣f(y)− f(x)
∣∣ < ε

2

⇒
∣∣L− f(x)

∣∣ < ε

2

⇒ sup
y>x

∣∣L− f(y)
∣∣ < sup

y>x

(∣∣L− f(x)
∣∣+
∣∣f(x)− f(y)

∣∣) < ε

2
+
ε

2
= ε

⇒ lim
x→+∞

f(x) = L
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Definicija 3.3.1. Integral
∫∞
α
f(x)dx je apsolutno konvergentan ako i samo

ako
∫∞
α
|f(x)|dx postoji (konvergira).

Teorema 3.3.3. Ako integral
∫∞
α
f(x)dx konvergira apsolutno onda je konver-

gentan.

Dokaz. Neka je F :=
∫∞
α
|f(x)|dx. Imamo za proizvo	ne y > x ≥ α:∣∣∣ ∫ y

x

f(t)dt
∣∣∣ ≤ ∫ y

x

|f(t)|dt ≤
∫ ∞
x

|f(t)|dt = F −
∫ x

α

|f(t)|dt

⇒ sup
y>x

∣∣∣ ∫ y

x

f(t)dt
∣∣∣ ≤ F −

∫ x

α

|f(t)|dt

lim
x→+∞

sup
y>x

∣∣∣ ∫ y

x

f(t)dt
∣∣∣ ≤ F − lim

x→+∞

∫ x

α

|f(t)|dt = F − F = 0

Po prethodnoj teoremi, funkcija H(x) :=
∫ x
α
f(t)dt konvergira.

Teorema 3.3.4. Neka je integral
∫∞
α
g(t)dt konvergentan. Tada ako je f(x) =

O(g(x)), onda je i
∫∞
α
f(t)dt konvergentan integral.

Dokaz. Integral
∫ x
α
|f(t)|dt monotono raste sa x i, po lemi 3.3.2, je ograniqen.

Prema tome, on mora da konvergira. Prethodna teorema zavrxava dokaz.

3.4 Rimanove leme

Metod Rimanovih suma je naziv za bilo koji metod aproksimira�a odre�enog-
integrala u kome se aproksimira deo po deo integrala, a potom ocone saberu.
Jedan uobiqajen i uprox�en naqin za to je da se interval prvo podeli na
vixe jednakih, a zatim, na svakom, funkcija aproksimira nekom konstantnom
funkcijom.

Recimo da �elimo da integralimo od a do b funkciju f : R → R. Taj
interval I = [a, b] delimo na n jednakih: Ii = [a+ i b−a

n
, a+ (i + 1) b−a

n
] = [ai, bi],

i sabiramo ih:
∫ b
a
f(x)dx =

∑n−1
i=0

∫ bi
ai
f(x)dx. Sada treba da aproksimiramo

svaki sabirak
∫ bi
ai
f(x)dx posebno. Neka je A :=

∫ b
a
f(x)dx i Ai :=

∫ bi
ai
f(x)dx.

Aproksimiramo konstantom:

Ai ≈ Bi =

∫ bi

ai

f(ξi)dx =
b− a
n

f(ξi)

za neko ξi ∈ Ii. Nakon sabira�a:

⇒
∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
n

n−1∑
i=0

f(ξi)
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Ideja je da uzimamo proizvo	no n. Sada imamo slobodu da biramo koju
stranu �emo da fiksiramo i aproksimiramo. Dakle, imamo dva puta. Prvi je
da fiksiramo I. Tada, u limesu n→∞ suma se poklapa sa definicijom povr-
xine pod krivom funkcije. Upravo zato je Rimanova suma uzeta za definiciju
odre�enog integrala ∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

b− a
n

n−1∑
i=0

f(ξi)

pod jox nekim uslovima za ξi i Ii. Ako su svi ti uslovi zadovo	eni, ka�e se
da je funkcija f integrabilna u Rimanovom smislu ili Riman-integrabilna
na intervalu [a, b]. Drugi put je da fiksiramo Ii. U ovom sluqaju zasta�emo
na najobiqnijem pore�e�u veliqina Ai i Bi:

(1) ξi je minimum ⇒ Bi ≤ Ai
(2) ξi je maksimum ⇒ Bi ≥ Ai
Konaqan ishod (nakon sabira�a) je izuzetno privlaqan u ukupno jednom

sluqaju (ili, recimo, dva): kada su i funkcija f i �en prvi izvod Df stalnog
znaka.

Lema 3.4.1. Neka je f : R+ → R+ monotona na [0,+∞). Tada za svako n ∈ N
va�i:

(∗)
n−1∑
k=0

f(k) ≥
∫ n

0

f(x)dx ≥
n∑
k=1

f(k) , ako je f nerastu�a

(∗∗)
n−1∑
k=0

f(k) ≤
∫ n

0

f(x)dx ≤
n∑
k=1

f(k) , ako je f neopadaju�a

Dokaz.

bxc ≤ x ≤ dxe ⇒

{
f(bxc) ≥ f(x) ≥ f(dxe), Df < 0

f(bxc) ≤ f(x) ≤ f(dxe), Df > 0

(1)
n−1∑
k=0

f(k) =

∫ n

0

f(bxc)dx

(2)
n∑
k=1

f(k) =
n−1∑
k=0

f(k + 1) =

∫ n

0

f(dxe)dx

Primenom leme 3.3.1 na funkcije f(bxc), f(x) i f(dxe) zajedno sa zamenama (1)
i (2) dokaz je zavrxen.
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Lema 3.4.2. Neka su A, B i C funkcije : R → R i va�i ∀x > x0 A(x) ≤
C(x) ≤ B(x) ili A(x) ≥ C(x) ≥ B(x). Tada je C(x) = A(x) +O(A(x)− B(x)) i
A(x) = C(x) +O(A(x)−B(x)).

Dokaz. Imamo |C(x)− A(x)|+ |C(x)−B(x)| = |A(x)−B(x)|, pa
|C(x)− A(x)| ≤ |A(x)−B(x)| ⇒ C(x)− A(x) = O(A(x)−B(x))

Lema 3.4.3. Ako je f : R+ → R+ monotona na [0,+∞) onda za sve x ∈ R+ va�i:

(∗)
x∑

n=0

f(n) =

∫ x

0

f(t)dt+O(1) , ako je Df ≤ 0

(∗∗)
x∑

n=0

f(n) =

∫ x

0

f(t)dt+O(f(x)) , ako je Df ≥ 0 i
f(bx+ 1c)

f(x)
= O(1)

Dokaz. Za svako x > 0 imamo po lemi 3.4.1:

bxc∑
n=0

f(n) ≷
∫ bx+1c

0

f(t)dt ≷
bx+1c∑
n=1

f(n)

Pa koriste�i lemu 3.4.2 imamo:

x∑
n=0

f(n)−
∫ x

0

f(t)dt =

bxc∑
n=0

f(n)−
∫ bx+1c

0

f(t)dt+

∫ bx+1c

x

f(t)dt =

= O

( bx+1c∑
n=1

f(n)−
bxc∑
n=0

f(n)

)
+O

(
f(x) + f(bx+ 1c)

)
=

= O
(
f(bx+ 1c)− f(0)

)
+O

(
f(x)

)
+O

(
f(bx+ 1c)

)
=

= O
(
1
)

+O
(
f(x)

)
+O

(
f(bx+ 1c)

)
Ako je funkcija nerastu�a, druga dva qlana su tako�eO(1), a ako je neopadaju�a,
onda su svi qlanovi O(f(x)).

Za sume
∑x

n=0 f(n) integral
∫ x

0
f(t)dt se zove Rimanov integral i ova metoda

aproksimira�a suma se zove Metod Rimanovog integrala.
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3.5 Elementarne ocene

Sve "specijalne" funkcije (kao na primer indikator za proste, ϕ, τ , µ, ω,
σk, Ω, λ, γ,...) koje imaju neku simetriqnu rekurentnu vezu sa deliocima svog
argumenta qesto su nepredvidive. Ne mo�emo znati ni red veliqine vrednosti
samo na osnocu reda veliqine argumenta. Ali, ispostav	a se da to mo�emo za
"proseqnu vrednost" prvih nekoliko vrednosti takvih funkcija. Na primer,
mo�emo da odredimo red veliqine funkcija π(x) =

∑
p≤x 1,

∑
n≤x ϕ(n),

∑
n≤x µ(n),

itd. xto i jeste ono qime se ovaj radi bavi.

Hajde da za poqetak, umesto π, odaberemo neku drugu specijalnu funkciju
o kojoj ve� znamo nexto. Krenimo od osnovne osobine prostih brojeva: prosti
brojevi su nede	ivi. Pritom, svaki prirodan broj se na jedinstven naqin
rastav	a na proizvod prostih brojeva.

Kanonska faktorizacija:

n =
k∏
i=1

pαi
i

Ali, poxto nas ne zanimaju proizvodi nego sume stavi�emo obe strane pod
logaritam:

lnn =
k∑
i=1

αi ln pi

Poxto logaritmu ne samo da znamo red veliqine nego mu znamo i taqnu vred-
nost, on �e biti naxa prva funkcija za ispitiva�e. Pa, uzmimo onda sumu:∑

n≤x

lnn =
∑
p≤x

ln p · δ(p, x)

gde je δ(p, x) najve�i stepen prostog broja p koji deli bxc!. Ispostav	a se da i
δ(p, x) mo�emo dovo	no dobro da procenimo. Prva suma je u stvari ln(bxc!) i
otuda ideja da je faktorijel dobra podloga za ovu temu! Pogodni su i izrazi
sa �ima kao, na primer, binomni koeficijenti. Qebixev je prvi pokuxao da
doka�e teoremu o prostim brojevima koriste�i upravo ove ideje i, ne dokaza-
vxi je, dokazao je neke druge va�ne stvari. Vreme je da uvedemo prvu Qebi-
xev	evu funkciju ϑ : R→ R koja se pojav	uje u skoro svakoj narednoj teoremi:

ϑ(x) :=
∑
p≤x

ln p
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Lema 3.5.1. Za svako prosto p i realno x > 1 va�i

δ(p, x) =
∞∑
i=1

⌊
x

pi

⌋
Dokaz. Po Lagran�ovoj formuli je

δ(p, x) = νp(bxc!) =
∞∑
i=1

⌊
bxc
pi

⌋
gde je νp(n) simbol koji je Le�andr koristio da zapixe najve�i stepen prostog
broja p koji deli n. Poxto je pi celo, imamo da je⌊

bxc
pi

⌋
=

⌊
x

pi

⌋

Lema 3.5.2. Za svako prosto p, realno x > 1 i prirodan stepen k za koji va�i
pk+1 > x imamo da je

δ(p, x) =
k∑
i=1

⌊
x

pi

⌋

Dokaz. Za svako i > k imamo pi ≥ pk+1 > n⇒ n
pi
< 1⇒

⌊
x
pi

⌋
= 0. Pa:

δ(p, x)−
k∑
i=1

⌊
x

pi

⌋
=

∞∑
i=k+1

⌊
x

pi

⌋
=

∞∑
i=k+1

0 = 0

Teorema 3.5.1. Za svako prirodno n va�i:

ln(n)
[
π(2n)− π(n)

]
< ϑ(2n)− ϑ(n) ≤ ln

(
2n

n

)
≤ ln(2n)π(2n)

Dokaz. Neka je β(p, n) najve�i stepen broja p koji deli
(

2n
n

)
: β(p, n) := νp

((
2n
n

))
.

Imamo da je β(p, n) = δ(p, 2n)− 2δ(p, n).
Neka je k ∈ N takvo da pk+1 > 2n ≥ pk. Po lemi 3.5.2 va�i:

β(p, n) =
k∑
i=1

⌊
2n

pi

⌋
− 2

k∑
i=1

⌊
n

pi

⌋
=

k∑
i=1

(⌊
2
n

pi

⌋
− 2

⌊
n

pi

⌋)
≤

k∑
i=1

1 = k
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=⇒ pβ(p,n) ≤ pk ≤ 2n

Svaki prost broj p, za koji je n < p ≤ 2n, ne deli n!, ali deli (2n)! i to taqno
jedanput. Zato je za svako takvo p β(p, n) = 1.

Konaqno mo�emo da zak	uqimo:∏
n<p≤2n

n <
∏

n<p≤2n

p ≤
∏
p≤2n

pβ(p,n) ≤
∏
p≤2n

(2n)

Primetimo: ∏
n<p≤2n

n = nπ(2n)−π(n)

∏
n<p≤2n

p = eϑ(2n)−ϑ(n)

∏
p≤2n

pβ(p,n) =

(
2n

n

)
∏
p≤2n

(2n) = (2n)π(2n)

Logaritmova�em nakon prime�iva�a ovih smena dokaz je zavrxen.

Teorema 3.5.2. Za svako realno x > 1 va�i

ϑ(x) < 2 ln 2 · x+
ln2 x

ln 2

Dokaz. Iz prethodne teoreme imamo da je za svako n ∈ N

ϑ(2n)− ϑ(n) ≤ ln

(
2n

n

)
< ln

(
(1 + 1)2n

)
= 2n ln 2

Sada mo�emo da za svako realno x > 1 ka�emo

ϑ(2x)− ϑ(x) = ϑ(b2xc)− ϑ(bxc) ≤ lnb2xc+ ϑ(2bxc)− ϑ(bxc) <

< lnb2xc+ 2bxc ln 2 ≤ ln(2x) + 2x ln 2

Ili, ekvivalentno: ϑ(x)− ϑ(
x

2
) < ln(x) + x ln 2

Xto nam omogu�ava da spustimo sumu do nule:

ϑ(x) =

log2 x∑
i=1

[
ϑ
( x

2i−1

)
− ϑ
( x

2i

)]
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jer se svi sabirci ponixtavaju osim prvog koji je jednak ϑ(x) i posled�eg koji
je nula: −ϑ( x

2i
) = 0:

2blog2 xc > 2log2 x−1 =
x

2
⇒ x

2blog2 xc
< 2⇒ ϑ

( x
2i

)
≤ ϑ(2) = 0

i da na �u (sumu) primenimo nejednakost:

ϑ(x) <

log2 x∑
i=1

[
ln
( x

2i−1

)
+ x

2 ln 2

2i

]
< log2 x · lnx+ 2 ln 2 · x

Teorema 3.5.3. Za sve realne x > 2 va�i

π(x) >
x ln 2

lnx
− 2

Dokaz. Za poqetak, ispitajmo malo
(

2n
n

)
. U binomnom razvoju izraza (1 + 1)2n

imamo ukupno n + 1 binomnih koeficijenata od kojih je
(

2n
n

)
najve�i. Zato on

sigurno nije ma�i od �ihovog proseka:(
2n

n

)
≥ 4n

n+ 1

Sad, po teoremi 3.5.1 imamo:

ln(2n)π(2n) ≥ ln

(
2n

n

)
≥ ln

22n

n+ 1
= 2n ln 2− ln(n+ 1)

⇒ π(2n) ≥ 2n ln 2

ln(2n)
− ln(n+ 1)

ln(2n)
≥ 2n ln 2

ln(2n)
− 1

Sada mo�emo da proxirimo ovo na realne x ∈ [2n, 2n+ 2] za svako prirodno n.
Tada je π(x) + 1 ≥ π(2n+ 2) jer, u tom intervalu samo 2n+ 1 mo�e biti prost
broj. Pa imamo:

π(x) + 1 ≥ π(2n+ 2) >
(2n+ 2) ln 2

ln(2n+ 2)
− 1 ≥ x ln 2

lnx
− 1

jer je x ln 2
lnx
− 1 rastu�a funkcija.
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U prvoj teoremi ve�, videli smo, pojavila se funkcija ϑ(x) koja je sliqna
naxoj π(x). Razlikuje se utoliko xto je odnos sabiraka u �ihovim definici-
jama neka funkcija, a sliqna je zbog toga xto je ta funkcija "lepa" (logaritam,
lnn). Radi lakxe ilustracije definisa�emo:

an :=

{
lnn, n je prost

0, inaqe
pn :=

{
1, n je prost

0, inaqe

Te dve funkcije (ili niza) su sliqne jer za svako n ∈ N va�i an = lnn · pn. I
sada definicije za ϑ i π izgledaju:

ϑ(x) :=
∑
n≤x

an π(x) :=
∑
n≤x

pn

Teorema o distribuciji prostih brojeva tvrdi da je π(x) ∼ x
lnx

od qega smo mi
ve� dokazali π(x) = Ω( x

lnx
). Usput, sliqnom metodom smo dobili i ϑ(x) = O(x).

Odnos ocena (funkcija x
lnx

i x) je lnx, bax onaj odnos sabiraka u definicijama
dve funkcije koje oce�ujemo, π i ϑ. To nam govori da odnos sabiraka ima neke
uske veze i sa odnosom samih funkcija. Da doka�emo tu vezu poma�e nam
upravo Abelova lema sa poqetka ovog poglav	a!

Teorema 3.5.4. Za funkcije π(x) i ϑ(x) va�i veza:

π(x) ∼
ϑ(x)

lnx

Dokaz. Abelova lema nam direktno ka�e

π(x) =
∑
n≤x

an
1

lnn
= ϑ(x)

1

lnx
+

∫ x

1

ϑ(t)
dt

t ln2 t

⇒ π(x) =
ϑ(x)

lnx
+

∫ x

2

O(1)

ln2 t
dt po teoremi 3.5.2

⇒ π(x) =
ϑ(x)

lnx
+

∫ x

2

O
( 1

ln2 t
− 2

ln3 t

)
dt =

ϑ(x)

lnx
+O

( x

ln2 x

)
po lemi 3.3.2

⇒ π(x) =
ϑ(x)

lnx
+ o(π(x)) po teoremi 3.5.3

⇒ π(x) ∼
ϑ(x)

lnx

Prva posledica je prvi ekvivalent teoremi o distribuciji prostih brojeva:
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Teorema 3.5.5. Teorema o distribuciji prostih brojeva je ekvivalentna sa:

ϑ(x) ∼ x

Druga posledica je da naxe ocene imaju svoje ekvivalente par�ake za suprotnu
funkciju. Drugim reqima,

lim sup
x→+∞

π(x) lnx

x
= lim sup

x→+∞

ϑ(x)

x
≤ 2 ln 2 i lim inf

x→+∞

ϑ(x)

x
= lim inf

x→+∞

π(x) lnx

x
≥ ln 2

Vode�i raquna o svim ostacima mogu�e je posti�i:

Teorema 3.5.6. Za sve x > x0, za neko x0 ∈ R, va�i:

π(x) < 2 ln 2
x

lnx
+

2x

ln2 x
i ϑ(x) > x ln 2− 2x

lnx

Uzimaju�i sve ovo u obzir, postigli smo π(x) = Θ( x
lnx

) i ϑ(x) = Θ(x).
Ovako je izgledao Qebixev	ev neuspeli pokuxaj da doka�e teoremu o pros-

tim brojevima. Ipak, uspeo je da postigne lepe rezultate. Ako sa α oznaqimo
lim inf π(x) lnx

x
, a sa β oznaqimo lim sup π(x) lnx

x
, mi smo dokazali 2α−β ≥ 0. Qebi-

xev je otixao korak da	e i, koriste�i trinomne koeficijente (kao (6n)!
n!(2n)!(3n)!

) i

sliqne stvari, suzio granice na α & 0.9 i β . 1.1. Time je dokazao Bertrandov
postulat (koji ka�e da je π(2x)−π(x) > 0) tako xto je π(2x)−π(x) = Ω( (2α−β)x

lnx
),

a on je dokazao 2α− β > 0.

Do ovih rezultata smo doxli posmatraju�i uglavnom samo binomne koefi-
cijente koji izdvajaju proste brojeve na intervalima (n, 2n). Sami faktorijeli
ne izdvajaju nixta, ali vide�emo da i oni daju lepe rezultate sada, kada ve�
znamo nexto o ovim funkcijama.

Teorema 3.5.7. ∑
p≤x

ln p

p
= lnx+O(1)

Dokaz. Po Rimanovoj lemi sledi:

(∗) ln(bxc!)
x

=

∑
n≤x lnn

x
=
x lnx− x+O(lnx)

x
= lnx+O(1)

U uvodu smo jox objasnili:

(∗∗) ln(bxc!) =
∑
p≤x

ln p · δ(p, x)
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i obe�ali da deltu mo�emo lepo da ocenimo:

(∗ ∗ ∗) x

p
− 1 <

⌊
x

p

⌋
< δ(p, x) =

∞∑
k=1

⌊
x

pk

⌋
<

∞∑
k=1

x

pk
=

x

p− 1

Definiximo dve funkcije:

A(x) :=
∑
p≤x

ln p

p
i B(x) :=

∑
p≤x

ln p

p− 1

Iz svega ovoga dobijamo:

(1) ln(bxc!) >
∑
p≤x

ln p
(x
p
− 1
)

= x
∑
p≤x

ln p

p
−
∑
p≤x

ln p = xA(x)− ϑ(x)

⇒ A(x)−O(1) =
xA(x)

x
− ϑ(x)

x
<

ln(bxc!)
x

= lnx+O(1)

i sliqno,

(2) ln(bxc!) <
∑
p≤x

ln p
x

p− 1
= xB(x)⇒ B(x) > lnx+O(1)

Nisu A(x) i B(x) sliqne bezveze. Sliqne su i �ihova razlika je O(1):

B(x)− A(x) =
∑
p≤x

ln p

p(p− 1)
≤

x∑
n=2

lnn

n(n− 1)
≤

x∑
n=2

2 lnn

n2
≤

∞∑
n=2

2 lnn

n2
=

= 2
(− ln t− 1

t

)∣∣∣∞
2

+O(1) = O(1) po Rimanovoj lemi

Spajaju�i (1) i (2) dobijamo

A(x)−O(1) < lnx+O(1) < B(x)

Pa, po lemi 3.4.2 imamo

A(x)−O(1) = ln x+O(1) +O(B(x)− A(x) +O(1))⇒ A(x) = ln x+O(1)

Ova teorema je veoma va�na jer je osnov za mnoge elementarne dokaze teo-
reme o prostim brojevima koji su kasnije prona�eni. Ti dokazi su kasnije
inspirisali razvoj jedne grane Tauberovske teorije koju �emo malo kasnije
pomenuti. Pored toga, ona ima i jednostavnije posledice.
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Teorema 3.5.8. Postoji konstanta M takva da va�i:∑
p≤x

1

p
= ln ln x+M + o(1)

Dokaz. Dokaz je vrlo kratak i jasan. Prvi korak je da upotrebimo Abelovu
lemu na ovu sumu i sumu iz prethodne teoreme jer su one sliqne (zadr�a�emo
definiciju za A(x) iz prethodne teoreme):∑

p≤x

1

p
=
∑
p≤x

ln p

p

1

ln p
=
A(x)

lnx
+

∫ x

2

A(t)

t ln2 t
dt =

=
lnx+O(1)

lnx
+

∫ x

2

ln t+O(1)

t ln2 t
dt = 1 +O

( 1

lnx

)
+

∫ x

2

dt

t ln t
+

∫ x

2

O
( 1

t ln2 t

)
dt

Posled�i integral po teoremi 3.3.4 konvergira, recimo ka broju M ′. Imamo:∑
p≤x

1

p
= ln ln x− ln ln 2 + 1 +M ′ + o(1)

⇒M = M ′ + 1− ln ln 2

Ova teorema nam otvara put ka prvom netrivijalnom rezultatu koji govori
o asimptotskom rastu parcijalne sume neke multiplikativne funkcije.

Definicija 3.5.1. ω(n) je multiplikativna funkcija koja za prirodno n
vra�a broj razliqitih prostih delilaca broja n

Teorema 3.5.9. ∑
n≤x

ω(n) = x ln lnx+Mx+ o(x)

Dokaz. Incidencije kada prost broj p ≤ x deli prirodan broj n ≤ x mo�emo
brojati na dva naqina: po n i po p. To je ono xto spaja ovu teoremu sa prethod-
nom i xto sume ispod govore:∑

n≤x

ω(n) =
∑
n≤x

∑
p|n

1 =
∑
p≤x

∑
kp≤x

1 =
∑
p≤x

⌊
x

p

⌋
=
∑
p≤x

(x
p

+O(1)
)

=

= x
∑
p≤x

1

p
+O(π(x)) = x ln lnx+Mx+ o(x) +O

( x

lnx

)
= x ln lnx+Mx+ o(x)
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Ovaj rezultat je koristan i u praksi zato xto predstav	a slo�enost al-
goritama koji raqunaju nexto za svako n ≤ x uz pomo� rekurzije koja traje
O(ω(n)) vremena. Primer takvog algoritma je Eratostenovo sito. Upravo su
zbog ovakvih i sliqnih algoritama korisne veliqine parcijalnih suma mul-
tiplikativnih funkcija.

Qebixev je, dakle, uspeo da doka�e samo π(x) = Θ( x
lnx

), ali ne i da odnos
ovih funkcija konvergira. Zato je pretpostavio da konvergira i dokazao da
tada on mora da konvergira bax jedinici, kao xto teorema o prostim brojevima
i predvi�a:

Teorema 3.5.10.

π(x) ∼ α
x

lnx
⇒ α = 1

Dokaz. Uslov je ekvivalentan sa

ϑ(x) ∼ αx

Primenimo Abelovu lemu na sumu ln p
p
, a potom, lemu 3.3.4 na integral:

lnx ∼
∑
p≤x

ln p

p
=
ϑ(x)

x
+

∫ x

1

ϑ(t)

t2
dt = O(1) + α lnx+ o(lnx) ∼ α lnx

Dobijamo α = 1.

Za razumeva�e veze izme�u prostih brojeva i kompleksne analize potrebne
su neke teoreme koje smo naveli u ovoj glavi. Ostali elementarni rezultati iz
ove oblasti matematike su u stvarnosti bili inspirisani kompleksnom anal-
izom. Tako da, ne bi bilo fer da sada priqamo o �ima.



4

Uvod u teoriju

Ojler je prvi pronaxao identitet koji veoma smelo otkriva strukturu
prirodnih brojeva i dovodi do jednog od rezultata koji nismo mogli da pret-
postavimo dok ga nismo do kraja izveli. Identitet je:

2

1
· 3

2
· 5

4
· ... = 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ ...

Sa leve strane su razlomci p
p−1

, za sve proste p, a sa desne strane je obiqna
harmonijska suma.

Poxto desna strana (pa i leva) divergira, znak jednakosti ne znaqi ono xto
uglavnom znaqi (jednakost dve vrednosti, jer divergiraju�oj sumi ne mo�emo
pripisati vrednost), ve� govori da su dve strane jednake u nekom drugom
smislu:

2

1
· 3

2
· 5

4
· ... =

(
1 +

1

2− 1

)(
1 +

1

3− 1

)(
1 +

1

5− 1

)
... =

=
(

1 +
1

2
+

1

22
+ ...

)(
1 +

1

3
+

1

32
+ ...

)
... =

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

22
+

1

5
+

1

2 · 3
+ ... =

= 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5

Vidimo da je jednakost bila u smislu jednakosti skupova sabiraka. Kada levu
stranu izmno�imo, skup qlanova/sabiraka sa te leve strane je isti kao i
sa desne. Da	e, ako zanemarimo razliku ta dva znaqe�a znaka jednakosti,
stav	aju�i obe strane Ojlerovog identiteta pod logaritam, na levoj se izdva-
jaju prosti brojevi:

ln
(

1 +
1

2
+

1

22
+ ...

)
+ ln

(
1 +

1

3
+

1

32
+ ...

)
+ ln

(
1 +

1

5
+

1

52
+ ...

)
+ ... =

=
1

2
+O

( 1

22

)
+

1

3
+O

( 1

32

)
+

1

5
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=
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+
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)
=

1
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+
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5
+ ...+O(1) =

= ln
(

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ ...

)
Ovo je prvobitno bio samo Ojlerov dokaz da prostih brojeva ima beskonaqno,
xta vixe, da je harmonijska suma prostih brojeva divergiraju�a (jer, kada
bi konvergirala, i obiqna harmonijska suma bi konvergirala). Desna strana
raste kao ln ln (poxto sama harmonijska suma raste ve� kao ln). Mo�emo pret-
postaviti da i leva strana (harmonijska suma prostih), isto tako, raste kao i
desna, kao ln ln.

Ojler je prvi uveo i funkciju

f(s) = 1 +
1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+ ...

Koju je tek Riman nazvao zeta (ζ). I za funkciju f , analogno, postoji isti
Ojlerov identitet.

Na sliqan naqin, posmatraju�i obe strane izraza za d
ds

ln(f(s)), mo�emo
do�i do pretpostavke da je i ϑ(x) ∼ x. Mi nemamo razloga da verujemo da obe
strane rastu istom brzinom, ali, ve� smo dokazali, one zaista rastu istom
brzinom. To xto nam je identitet odmah dao ideju o neqemu taqnom govori
nam da smo sa �im na pravom putu da otkrijemo nexto novo ifundamentalno
o strukturi prirodnih brojeva. Ako dobro razumemo razlog zaxto obe strane
rastu istom brzinom, mo�da �emo shvatiti i zaxto je ϑ(x) ∼ x. Sada nam samo
treba matematika koja �e formalizovati ove identitete. Problem je, dakle,
bila suma (Σ). Sumira�e ovde nije mogu�e (jer obe strane divergiraju), pa
mo�emo da probamo da uopxtimo pojam sumira�a i shvatimo ga u xto xirem
smislu. Uz malo truda, na�i �e se neka grana matematike u kojoj �e sume
Ojlerovog identiteta biti dobro definisane.
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Tauberovska teorija (Tauberian
theory)

Kada niz ne konvergira, mo�emo osetiti i razlikovati dva naqina diver-
gira�a: jedan je kada niz ima limes u beskonaqnosti (+∞ ili −∞), a drugi je
kada osciluje. Pod oscilova�em, misli se na to da ni +∞ ni −∞ nije limes.

U prvom sluqaju, ne mo�emo nizu da pripixemo veliqinu kao prosto vred-
nost limesa (jer on zapravo nije broj). Ako ho�emo da mu pripixemo neku
veliqinu, mora�e to da bude veliqina u nekom drugom smislu. Jedan, usta	eni,
je asimptotski rast funkcije. Na primer, harminijska suma raste kao ln. U
drugom sluqaju, kada niz osciluje, ni ovaj naqin mere�a veliqine ne prolazi.
Tauberovska teorija se u osnovi bavi upravo ovim: razliqitim principima
mere�a veliqina. Uzmimo za primer niz an = 1+(−1)n

2
. Niz alternira izme�u 0

i 1. Dakle, vrti se oko 1
2
. To 1

2
mo�emo shvatiti kao proseqnu vrednost niza:

1

2
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

an

To je jedan od osnovnih principa dode	iva�a veliqine nizovima.

U teoriji sreta�emo se i sa parcijalnim sumama:

Definicija 5.1. Svaki niz a ima svoju parcijalnu sumu, niz s, definisan
kao:

sn :=
n∑
i=1

ai ∀n ∈ N

33
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Neka je sada s parcijalna suma nekog niza kompleksnih brojeva a. Tada:

(1) Ako s konvergira ka L, onda ka�emo da red
∑∞

i=1 ai uslovno konver-
gira (ili samo konvergira) ka L (ovo L se poklapa sa definicijom obiqne
beskonaqne sume)

(2) Ako red
∑∞

i=1 |ai| konvergira ka L, onda ka�emo da red
∑∞

i=1 ai apsolutno
konvergira ka L

(3) Ako s ima svoju "proseqnu veliqinu", ka�emo da red
∑∞

i=1 ai ima Cezarovu
sumu i taj princip/metoda sumira�a se zove Cezarovo sumira�e:

Definicija 5.2. Neka je s parcijalna suma niza a. Cezarova suma reda∑∞
i=1 ai je definisana kao:

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

si

i ako ona postoji ka�emo za red da je Cezaro-sumabilan.

Zapaska: Ako red
∑∞

i=1 ai konvergira ka L onda ima i Cezarovu sumu i ona
je, tako�e, jednaka L.

Ovo nam govori da je Cezarovo sumira�e jaqe i opxtije od obiqnog sumi-
ra�a u smislu da je skup nizova koji imaju obiqnu sumu samo podskup skupa
nizova koji imaju Cezarovu sumu. Slede�e bitno sumira�e je Abelovo, koje je
jox jaqe od Cezarovog:

Definicija 5.3. Neka je a niz kompleksnih brojeva indeksiran od 0. �egova
Abelova suma je definisana kao:

lim
x→1−

∞∑
n=0

anx
n

Svaki niz koji ima Cezarovu sumu ima i Abelovu sumu i te dve sume su
iste. Ali obratno ne mora da va�i:

Niz an = n · (−1)n+1 nema ni obiqnu ni Cezarovu sumu, ali ima Abelovu i
jednaka je 1

4
.

Dakle, red koji ima opxtiju sumu ne mora da ima i ma�e opxtu sumu.
Da bi imao i ma�e opxtu sumu, potrebno mu je jox neko svojstvo, jox neki
uslov. Takav uslov se naziva Tauberovski uslov (Tauberian condition). Teoreme
koje navode te uslove se zovu Tauberovske teoreme (Tauberian theorem). One su
oblika: ako red niza a ima A-sumu i zadovo	ava uslov U , onda red niza a ima
i B-sumu, i (uglavnom, xto da ne) te dve sume su jednake po vrednosti.

Prvu teoremu tog tipa je pronaxao i zapisao Alfred Tauber 1897. godine:
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Teorema 5.1. (Prva Tauberova teorema) Ako je Abelova suma reda Σan jednaka
s i an = o( 1

n
), onda red Σan konvergira ka s.

Teorema 5.2. (Druga Tauberova teorema) Red Σan konvergira ka s ako i samo
ako va�e dva uslova:

(1) Abelova suma reda postoji i jednaka je s.
(2)
∑n

k=1 k · ak = o(n)

Korevar u svojoj k�izi [1] govori da je prva Tauberova teorema osnova cele
teorije

Oko 1910. godine Hardi i Litlvud su objavili rad (referenca se mo�e
se na�i u [1]) sa mnoxtvom Tauberovskih teorema i u qast Tauberu dali ime
teoriji Tauborovska teorija. Najva�niji rezultati u �ihovom radu su bili:

Teorema 5.3. (Litlvudova teorema) Ako je Abelova suma reda Σan jednaka s i
an = O( 1

n
), onda red Σan konvergira ka s.

Teorema 5.4. (Hardi-Litlvudova teorema) Postoje dve formulacije:
(1) Neka je a niz nenegativnih realnih brojeva indeksiran od 0. Ako pri

x→ 1− va�i:
∞∑
n=0

an · xn ∼
1

1− x
onda pri n→∞ va�i:

n∑
k=0

ak ∼ n

(2) Neka za niz a va�i isto xto i u prvoj formulaciji. Ako pri y → 0+

va�i:
∞∑
n=0

ane
−ny ∼

1

y

onda, tako�e, pri n→∞ va�i:

n∑
k=0

ak ∼ n

Druga formulacija se dobija iz prve uvo�e�em smene x = e−y

Kasnije, �ih dvojca su uspeli da u svoju zajednicku teoremu ubace an = ln p i
dobiju ϑ(x) ∼ x, ekvivalent teoremi o prostim brojevima. Pre �ihovog uspeha,
razvoju teorije doprinela je upravo potraga za xto jednostavnijim dokazom
teoreme o prostim brojevima, jednostavnijeg od ve� postoje�ih koje su naxli
Hadamard i La Vale Pusen 1896. godine [2]. Najvixe je doprineo matematiqar
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Viner svojim radom 1932. [3] Posle Vinera, najve�i doprinos teoriji dao je
Zemunski matematiqar Jovan Karamata uglavnom tako xto je masivno uprostio
ve� postoje�e dokaze nekih teorema [1].

Zbog velike upotrebe stepenih redova, kompleksna analiza se izdvojila kao
vrlo pogodno tlo za teoriju. Mnogi principi sumira�a i tauberovski uslovi
su predstav	eni u terminima kompleksne analize i mnogi dokazi se osla�aju
na gradivo kompleksne analize. Kompleksna teorija ima dva korena: Fatuova
teorema (stepeni redovi) i Landaove teoreme (Dirihleovi redovi) (pomi�e
Korevar u [1]). Da	im razvojem, ispostav	a se da je put do teoreme o pros-
tim projevima preko Dirihleovih redova najkra�i i najbo	e odr�ava balans
izme�u Tauberovske i kompleksne matematike. Ne zahteva previxe predzna�a
iz kompleksne analize, ni iz Tauberovske teorije.

Nije iznena�e�e xto je Hardiju i Litlvudu trebalo dosta vremena da izvedu
dokaz teoreme o prostim brojevima. Struktura prostih brojeva i stepenih re-
dova ima malo qega zajedniqkog, pa je veoma texko dobiti an = ln p. Dirihleovi
redovi blago me�aju strukturu stepenih redova, a kasnije jedna tauberovska
teorema za dirihleove redove, koja je analog Hardi-Litlvudove teoreme za ste-
pene redove zavrxava dokaz.

Jedno bogatstvo holomorfnih funkcija su Koxijevi integrali. Koxijevi
integrali i Koxijeva teorema ne spomi�u qi�enicu da su holomorfne funkcije
analitiqke, xta vixe, upravo Koxijevi integrali se koriste za dokaz te teo-
reme. Tako da, Koxijevi integrali su nexto osnovnije od postoja�a Tejlorovog
razvoja i to svojstvo �e biti jedan od razloga zaxto �emo �eleti da saquvamo
holomorfnost Dirihleovih redova.

Dokazi svih poznatih Tauberovskih teorema mogu se na�i u Korevarovoj
k�izi [1]
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Dirihleovi redovi

Da bismo znali xta treba da me�amo u stepenim redovima, treba da vidimo
prvo xta to ne va	a u �ihovoj strukturi? U principu, �elimo da manipul-
ixemo koeficijentima kao xto to ve� znamo zbog generatorskih funkcija. Ako
su a, b i c nizovi koeficijenata stepenih redova funkcija f , g i h, onda je:

(1) (sabira�e) cn = an + bn ⇐⇒ h(x) = f(x) + g(x)
(2) (diferencira�e) bn = (n+ 1)an+1 ⇐⇒ g = Df
(3) bn+1 = an ⇐⇒ g(x) = xf(x)
(4) (mno�e�e, uopxte�e tre�eg) Pri mno�e�u funkcija koeficijenti
konvoluiraju:

h(x) = f(x) · g(x)⇐⇒ cn =
∑
i+j=n

aibj ⇐⇒ c = a ∗ b

Zaista ne�emo lako do�i do an = ln p samo ovim osnovnim manipulisa�em
(kao xto bi Hardi i Litlvud hteli). Metode (1), (2) i (4) me�aju veliqine
qlanova i ceo skup qlanova posle �ih se me�a. (1) �e va�iti za sve redove,
pa ne moramo da brinemo za to. Od ostalih, (4) ima najve�i potencijal jer
konvolucija nije "lokalni" operator (u nekom smislu) pa prvenstveno �elimo
taj metod da uopxtimo i promenimo, ali tako da ne izgubimo ostala bitna
svojstva reda. Kada bismo mogli da koristimo metodu (2) to bi znaqilo da je
red diferencijabilan. Drugim reqima, da je holomorfan; i to je to svojstvo
reda koje �elimo da zadr�imo nakon promene konvolucije.

6.1 Me�a�e reda: Konvolucija

Da bismo uopxtili konvoluciju, treba prvo da vidimo odakle ona potiqe.
Oqigledno se ispo	ava pri mno�e�u dva reda. Posmatrajmo sada proizvod dva
reda: jedan je anx

n, a drugi bnx
n.

37
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Proizvod dva stepena reda mo�emo da zapixemo kao zbir proizvoda svakog
qlana prvog reda sa svakim qlanom drugog reda. Ako oba reda konvergiraju
apsolutno, i ovaj "proizvod" �e konvergirati apsolutno (dokaza�emo kasnije).
Za stepene redove znamo da imaju svoju oblast apsolutne konvergencije (ako
uopxte konvergiraju na nekom disku oko nule). Zato, dobijene qlanove mo�emo
urediti kako god �elimo. Dobijene qlanove, oblika mxn, mo�emo urediti po
n, u neopadaju�em poretku (da n ne opada, kao xto inaqe i zapisujemo stepene
redove). Qlanova oblika mxn za fiksno n ima konaqno mnogo, pa je �ihov zbir
dobro definisan: neka se zbir koeficijenata uz �ih zove cn. Da ne bismo vixe
puta pisali xn pisa�emo samo cnx

n odjednom, xto je ve� zbir svih qlanova sa xn.
Ukupna suma se ovime ne me�a. Tako dobijamo koeficijente za proizvod dva
stepena reda. xn �e se pojaviti me�u novim qlanovima kad god je zbir stepena
qlanova koje mno�imo jednak n; xi · xj = xn ⇔ i+ j = n, pa je cn =

∑
i+j=n aibj.

Niz c je konvolucija niza a i niza b. Struktura te konvolucije zavisi od
aditivne strukture skupa stepena, N0.

Ako promenimo skup stepena (da ne bude vixe N0), promeni�e se i �egova
aditivna struktura i, time, struktura konvolucije. Ida	e, taj novi skup,
nazovimo ga L, mora da zadovo	ava neke uslove:

(1) da je podskup R
(2) da sve �egove elemente mo�emo da uredimo u rastu�i niz (niz λ)
(3) da bude zatvoren sa sabira�em (da bi svaki novonastali qlan imao ste-

pen iz L i tako ceo novi red bio red istog tipa, tipa L)
(4) da sadr�i nulu (bez nule, skup svih redova tipa L sa mno�e�em gradi

polugrupu; sa nulom gradi grupu; razlika je u postoja�u neutralnog i in-
verznog reda)

Iz ova qetiri uslova sledi i taj da nijedan element iz L nije negativan
(osobina 5 ). Pretpostavimo suprotno: neka je h < 0 u L. Onda je za svako n
iz N, nh tako�e u L (zbog (3)) pa infimum skupa ne postoji ⇒ (2) nije taqno.
Kontradikcija.

6.2 Me�a�e reda: Holomorfnost

Prvi problem koji se mora javiti sa bilo kojim skupom L 6= N0 je holo-
morfnost: xt je holomorfno u 0 ako i samo ako je t ∈ N0. Za sve ostale t, xt

nije holomorfno u 0:
za bilo koje h 6= 0 iz C i bilo koje t iz R, mo�emo napraviti definiciju za

xt tako da je xt holomorfno u h. Jedino za h = 0 ne mo�emo⇒ 0 je singularitet.
Kompozicija dve holomorfne funkcije je opet holomorfna funkcija. Zato

umesto x mo�emo pisati neki drugi izraz. Ako bismo xt prvo kompozitovali
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sa nekom funkcijom koja je holomorfna na celom skupu C i koja slika C u
C \ {0} otarasili bismo se ovog singulariteta. Singularitet nam smeta jer
sa �im �emo mo�da biti primorani da integralimo po Rimanovoj povrxi.
Nazovimo takvu funkciju xto preslikava C u C\{0} slovom g. Holomorfnost
zadr�avamo zbog postoja�a izvoda. Da bismo mogli da prime�ujemo matodu
(2), izvod reda tipa L treba da bude, ponovo, red tipa L. Za svako i treba da
postoji j takvo da je

d

dx
g(x)λi = const · g(x)λj

Zbog proizvo	nosti skupa L, bilo bi najbo	e da λj ne zavisi od λi ili da su
barem oni jednaki, tj. da je j = i:

d

dx
g(x)λi = const · g(x)λi ⇔

d
dx
g(x)λi

g(x)λi
= const⇔ d

dx
ln
(
g(x)λi

)
⇔

⇔ λi
d

dx
ln
(
g(x)

)
= const

Poxto je i proizvo	no, specijalan sluqaj λi = 0 mo�emo izostaviti. Sledi da
je

d

dx
ln
(
g(x)

)
= const

Integralimo:
ln
(
g(x)

)
= x ∗ const

Eksponentujemo:
g(x) = ex∗const

Bi�e najbezbolnije da uzmemo const = −1. Naxli smo funkciju g! Funkcija
e−xλ je holomorfna na celom C za svako λ, xto znaqi da ona nijedan broj x ne
slika u 0. A izvod te funkcije je:

d

dx
e−xλi = −λie−xλi

Diferencira�e reda spuxta stepene u koeficijente.

Sada mo�emo napisati opxti oblik reda, takozvani opxti Dirihleov red:

Definicija 6.2.1. Opxti Dirihleov red D(λ, a, s) je definisan kao:

D(λ, a, s) :=
∞∑
i=0

ane
−λis ili D(λ, a, s) :=

∞∑
i=1

ane
−λis

gde je:
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s - argument reda: kompleksan broj, red je uvek funkcija od s

a - koeficijenti reda: niz kompleksnih brojeva

λ - tip reda: rastu�i niz pozitivnih realnih brojeva

Pixe se samo D(a, s) ako se tip ve� zna ili podrazumeva, ili f(s), kao
funkcija od s, ako se i koeficijenti znaju ili podrazumevaju.

6.3 Skup L

Hajde da sada ve� odredimo skup L. Mi �elimo da istra�ujemo multip-
likativnu strukturu skupa N (ne aditivnu), pa �elimo da aditivna struktura
skupa L bude ista kao multiplikativna struktura skupa N (zbog konvolucije).
Mno�e�e na skupu prirodnih brojeva je izomorfno sa sabira�em na skupu
logaritama prirodnih brojeva. Jer, za sve x,y i z iz C (ne samo N) va�i
xy = z ⇔ ln(x) + ln(y) = ln(z). Dakle, L = {ln(n)|n ∈ N}. Ovakav skup L zado-
vo	ava sva qetiri uslova. Dirihleov red tipa L se zove prosto Dirihleov
red, obiqan Dirihleov red:

Definicija 6.3.1. Dirihleov red D(a, s) je definisan kao:

D(a, s) :=
∞∑
n=1

an(e−s)ln(n) =
∞∑
n=1

an(eln(n))−s =
∞∑
n=1

an
ns

gde su a i s koeficijenti i argument reda, kao i u opxtim Dirihleovim re-
dovima.

6.4 Dirihleova konvolucija

Hajde sad da vidimo kakav operator smo dobili. Mno�e�e dva Dirihleova
reda je izomorfno prime�iva�u Dirihleove konvolucije na koeficijente ta
dva reda.

Ako je D(c, s) = D(a, s) ·D(b, s), onda va�i:

cn =
∑

λi+λj=λn

aibj =
∑

ln(i)+ln(j)=ln(n)

aibj =
∑
ij=n

aibj

Bi�e lakxe da ispitujemo Dirihleovu konvoluciju ako je za poqetak defin-
ixemo kao operator:
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Definicija 6.4.1. Dirihleov konvolutor ∗ je binarni operator na skupu
nizova indeksiranih od 1. Za nizove a i b, niz c = a ∗ b je definisan:

c = a ∗ b⇐⇒ cn =
∑
ij=n

aibj∀n ∈ N

Komutativnost i asocijativnost slede iz komutativnosti i asocijativnosti
sabira�a koje se jav	a ispod sume i mno�e�a koje se jav	a u sumi.

Teorema 6.4.1. Dirihleov konvolutor je komutativan

Dokaz. Svaka konvolucija je komutativna. Ovo svojstvo direktno sledi iz
komutativnosti sabira�a i mno�e�a:

(a ∗ b)n =
∑

λi+λj=λn

aibj =
∑

λj+λi=λn

ajbi =
∑

λi+λj=λn

biaj = (b ∗ a)n

U prvoj transformaciji suma samo smo preimenovali indekse, zamenili im
imena. U drugoj transformaciji smo zamenili mesta lambdama i qiniocima
u sumandu i to smo mogli zato xto su sabira�e i mno�e�e komutativne op-
eracije.

Teorema 6.4.2. Dirihleov konvolutor je asocijativan

Dokaz. Iz istog razloga, uz asocijativnost konaqnih suma:

((a ∗ b) ∗ c)n =
∑

λm+λk=λn

(a ∗ b)mck =
∑

λm+λk=λn

( ∑
λi+λj=λm

aibj

)
ck =

=
∑

λm+λk=λn

( ∑
λi+λj=λm

aibjck

)
=
( ∑
λm+λk=λn

∑
λi+λj=λm

)
aibjck =

∑
λi+λj+λk=λn

aibjck

Sada iz istih razloga kao malopre mo�emo da me�amo mesta indeksima:

λi + λj + λk = λn ⇔ λk + λj + λi = λn

⇒ (a ∗ b) ∗ c = (c ∗ b) ∗ a

Definicija 6.4.2. Za dva niza a i b definixemo �ihov zbir i proizvod kao:

(a+ b)n := an + bn (a · b)n := an · bn

Svaka konvolucija je distributivna sa +.
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Teorema 6.4.3. Dirihleov konvolutor je distributivan sa +.

Dokaz.

(a ∗ (b+ c))n =
∑

λi+λj=λn

ai(b+ c)j =
∑

λi+λj=λn

(aibj + aicj) =

=
∑

λi+λj=λn

aibj +
∑

λi+λj=λn

aicj = (a ∗ b)n + (a ∗ c)n

Teorema 6.4.4. Mno�e�e sa poptuno multiplikativnom funkcijom h : N→ N

je distributivno sa ∗.

Dokaz.

((a ∗ b) · h)n =
∑
ij=n

aibjh(n) =
∑
ij=n

aih(i)bjh(j) = ((a · h) ∗ (b · h))n

Teorema 6.4.5. Dirihleova konvolucija dve multiplikativne funkcije (dva
multiplikativna niza) je multiplikativna funkcija tako�e (multiplikati-
van niz).

Dokaz. Neka su a i b dve multiplikativne funkcije i neka je c = a ∗ b. Neka je
n ∈ N proizvo	no. Dovo	no je dokazati da za uzajamno proste x < n i y < n
za koje va�i xy = n va�i i c(x)c(y) = c(n):

c(x)c(y) =
∑
ij=x

a(i)b(j) ·
∑
ij=y

a(i)b(j) =
∑
d1|x

a(d1)b
( x
d1

)
·
∑
d2|y

a(d2)b
( y
d2

)
Poxto su indeksi nezavisni mo�emo spojiti sume:

c(x)c(y) =
∑
d1|x
d2|y

a(d1)b
( x
d1

)
a(d2)b

( y
d2

)

x i y su uzajamno prosti, pa su i d1 i d2. Sada, zbog multiplikativnosti
funkcija a i b sledi:

c(x)c(y) =
∑
d1|x
d2|y

a(d1d2)b
( n

d1d2

)
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Poxto su x i y uzajamno prosti, mo�emo re�i:

(1) Za svako d1 xto deli x i d2 xto deli y, proizvod d := d1d2 deli n = xy.
(2) Svako d koje deli n se mo�e razbiti na jedinstven naqin na dva delioca:

d = d1d2 takva da d1|x i d2|y.

Pa je Dekartov proizvod skupa delioca broja x i skupa delioca broja y
skup delioca broja n jer se izme�u �ih mo�e uspostaviti bijekcija. Zato sumu
mo�emo zapisati kao:

c(x)c(y) =
∑
d1|x
d2|y

a(d1d2)b
( n

d1d2

)
=
∑
d|n

a(d)b
(n
d

)
= (a ∗ b)(n)

Teorema 6.4.6. Postoji neutralni niz ε takav da je za svaki niz a:

a ∗ ε = ε ∗ a = ε

Dokaz. Doka�imo

ε(n) =

{
1, n = 1

0, n > 1

Raqunamo konvoluciju:

(a ∗ ε)n =
∑
d|n

ε(d)a
(n
d

)
= a(n)

Funkcija ε je svuda jadnaka nula osim u jedinici zato xto je jedinica neutral
za mno�e�e. Drugim reqima, ln 1 = λ1 = 0 i zbog toga smo rekli da niz L treba
da sadr�i nulu. Primetimo da je ε potpuno multiplikativna funkcija.

Definicija 6.4.3. Definixemo inverz f−1 za svaku funkciju f tako da
va�i

f ∗ f−1 = f−1 ∗ f = ε

Teorema 6.4.7. Inverz svake funkcije je jedinstven ako postoji.

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija f ima dva razliqita inverza g i h. Imamo:

ε = f ∗ g = f ∗ h

/
g∗

⇒ g ∗ (f ∗ g) = g ∗ (f ∗ h) = (g ∗ f) ∗ h = ε ∗ h = h
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A sa druge strane imamo:

g ∗ (f ∗ g) = g ∗ ε = g

⇒ g = h i kontradikcija

Teorema 6.4.8. Za svake dve funkcije f i g koje imaju svoje inverze va�i

(f ∗ g)−1 = f−1 ∗ g−1

Dokaz.
f−1 ∗ g−1 = g−1 ∗ f−1 = (f ∗ g)−1 ∗ (f ∗ g) ∗ g−1 ∗ f−1 =

= (f ∗ g)−1 ∗ (f ∗ (g ∗ g−1) ∗ f−1) = (f ∗ g)−1 ∗ (f ∗ ε ∗ f−1) = (f ∗ g)−1 ∗ ε = (f ∗ g)−1

Teorema 6.4.9. Svaka funkcija f ima svoj inverz ako i samo ako f(1) 6= 0.

Dokaz. Neka je g inverz funkcije f . Imamo:

ε(1) = f(1)g(1)⇒ g(1) =
1

f(1)

Zato g nije definisano i nepostoji ako je f(1) = 0. Podrazumevaju�i da f(1) 6=
0, imamo da za sve n > 1 va�i:

ε(n) = 0 =
∑
d|n

g(d)f
(n
d

)
= g(n)f(1) +

∑
d|n
d<n

g(d)f
(n
d

)

⇒ g(n) =
−1

f(1)

∑
d|n
d<n

g(d)f
(n
d

)
Ovom formulom mogu�e je rekurzivno definisati g nada	e, za sve n.

Teorema 6.4.10. Inverz funkcije f je multiplikativan ako i samo ako je i f
multiplikativna funkcija.

Dokaz. Neka je f za poqetak multiplikativna funkcija. Za sve multiplika-
tivne funkcije f va�i da je f(1) = 1. Sada rekurzija za inverz glasi:

g(n) = −
∑
d|n
d<n

g(d)f
(n
d

)
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Pretpostavimo suprotno za multiplikativno f . Neka je n najma�i prirodan
broj takav da postoje neki uzajamno prosti a i b takvi da je ab = n i g(a)g(b) 6=
g(n). Drugim reqima neka je g multiplikativna do n i nije u n, da za sve
uzajamno proste a i b za koje je ab < n va�i g(a)g(b) = g(ab). Oqigledno je
n > 1. Fiksirajmo n, a i b. Imamo:

0 = ε(n) = ε(a)ε(b) =
∑
d1|a

g(d1)f
( a
d1

)
·
∑
d2|b

g(d2)f
( b
d2

)
=
∑
d1|a
d2|b

g(d1)g(d2)f
( a
d1

)
f
( b
d2

)

Izbacimo posled�i qlan napo	e:

0 = g(a)g(b)f(1)f(1) +
∑
d1|a
d2|b

d1d2<ab=n

g(d1)g(d2)f
( a
d1

)
f
( b
d2

)

Na skupu brojeva koji se pomi�u u sumi kao indeksi obe funkcije (i g i f) su
multiplikativne. Zato ih mo�emo spajati:

0 = g(a)g(b) +
∑
d1|a
d2|b

d1d2<n

g(d1d2)f
( ab

d1d2

)

Po istom argumentu za delioce uzajamno prostih brojeva koji smo naveli u
dokazu teoreme 6.4.5, mo�emo uprostiti indekse:

0 = g(a)g(b) +
∑
d|n
d<n

g(d)f
(n
d

)

Sada mo�emo da ubacimo posled�i element:

0 = g(a)g(b) +
∑
d|n
d<n

g(d)f
(n
d

)
= g(a)g(b)− g(n)f(1) +

∑
d|n

g(d)f
(n
d

)
=

g(a)g(b)− g(n) + ε(n) = g(a)g(b)− g(n)

⇒ g(n) = g(a)g(b)

Dokazali smo da je inverz multiplikativne funkcije tako�e multiplikativna
funkcija. Sada nam preostaje drugi smer. Pretpostavimo da neka nemultip-
likativna funkcija f ima multiplikativan inverz g. Dokazali smo da je g−1

multiplikativna funkcija, pa zbog g−1 = (f−1)−1 = f sledi da je f multi-
plikativna ⇒ kontradikcija. Inverz nemultiplikativne funkcije je tako�e
nemultiplikativna funkcija.
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Teorema 6.4.11. Ako je f potpuno multiplikativna funkcija i ako g(1) 6= 0,
onda va�i

(f · g)−1 = f · g−1

Dokaz. Po teoremi 6.4.4 gde uzimamo da je h = f dobijamo:

(f · g−1) ∗ (f · g) = f · (g−1 ∗ g) = f · ε = ε

/
∗(f · g)−1

⇒ (f · g−1) = (f · g)−1

Definicija 6.4.4. 1 : N → N je funkcija definisana tako da je za svako
n ∈ N, 1(n) = 1. Primetimo da je 1 potpuno multiplikativna funkcija.

Definicija 6.4.5. Mebijusova funkcija µ : N→ R je funkcija definisana
kao inverz: µ := 1−1

Teorema 6.4.12. Mebijusova funkcija se mo�e definisati na drugi naqin:

µ(n) =


1, ako je n beskvadratan broj sa parno mnogo prostih delilaca

−1, ako je n beskvadratan broj sa neparno mnogo prostih delilaca

0, ako je n de	ivo kvadratom nekog prostog broja

Dokaz. Po teoremi 6.4.10, µ je multiplikativna funkcija, xto znaqi da je
definisana preko vrednosti samo u taqkama pk. Za prosto p imamo:

µ(p) = −
∑
d|p
d<p

µ(d)1
(p
d

)
= −

∑
d|p
d<p

µ(d) = −µ(1) = −1

Za stepene prostih brojeva pk dobijamo:

µ(pk) = −
∑
d|pk
d<pk

µ(d) = −
∑

0≤s<k

µ(ps) = −µ(1)− µ(p)−
∑

2≤s<k

µ(ps) = 0−
∑

2≤s<k

µ(ps)

Za p2 se dobija µ(p2) = 0, a induktivno i za svaki slede�i stepen pk se dobija
µ(pk) = 0. Zbog multiplikativnosti Mebijusove funkcije, za beskvadratne
brojeve dobijamo:

µ(n) = µ(p1p2...pω(n)) = µ(p1)µ(p2)...µ(pω(n)) = (−1)ω(n)
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Teorema 6.4.13. Za potpuno multiplikativne funkcije f va�i

f−1 = µ · f

Dokaz. Dokaz sledi direktno iz teoreme 6.4.11:

f−1 = (f · 1)−1 = f · 1−1 = f · µ

Jedna direktna posledica same definicije Mebijusove funkcije je:

Teorema 6.4.14. Mebijusova inverzija. Za funkcije g = 1 ∗ f Za funkcije
f i g va�i implikacija:

(∀n ∈ N)g(n) =
∑
d|n

f(d) =⇒ (∀n ∈ N)f(n) =
∑
d|n

µ(d)g
(n
d

)
Dokaz. Direktno sledi po definiciji Mebijusove funkcije:

f = 1−1 ∗ (1 ∗ f) = µ ∗ g

Malo neintuitivnija posledica Mebijusove inverzije je slede�a teorema
koja se mnogo qex�e koristi zbog dostupnije sume:

Teorema 6.4.15. Generalizovana Mebijusova inverzija. Odnosi se na
kompleksne funkcije F i G definisane na intervalu [1,+∞):

(∀x ≥ 1)G(x) =
∑
n≤x

F
(x
n

)
=⇒ (∀x ≥ 1)F (x) =

∑
n≤x

µ(n)G
(x
n

)
Dokaz. Proxiri�emo oblast definisanosti funkcija F i G na celo R tako
xto �emo staviti da je F (x) = G(x) = 0 za sve x < 1 da bi sume dobile oblik:

(∀x ≥ 1)G(x) =
∞∑
n=1

F
(x
n

)
=⇒ (∀x ≥ 1)F (x) =

∞∑
n

µ(n)G
(x
n

)
Ove sume su konaqne jer imaju konaqno mnogo ne-nula sabiraka, iako na mestu
gor�e granice stoji beskonaqnost. Stav	aju�i x

n
na mesto iksa u uslovu dobi-

jamo:

G
(x
n

)
=

∞∑
m=1

F
( x

nm

)
=
∑
n|m

F
( x
m

)
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Koriste�i ove zapise dokaza�emo teoremu otpozadi:
∞∑
n=1

µ(n)G
(x
n

)
=
∞∑
n=1

µ(n)
∑
n|m

F
( x
m

)
=

=
∞∑
n=1

∑
n|m

µ(n)F
( x
m

)
Poxto sabiraka zapravo ima konaqno mnogo, mo�emo da pregrupixemo po vo	i.
Oni su sada grupisani po n. Grupiximo ih po m:

∞∑
n=1

∑
n|m

µ(n)F
( x
m

)
=

∞∑
m=1

∑
n|m

µ(n)F
( x
m

)
U drugoj sumi qlan F

(
x
m

)
je konstanta pa mo�e iza�i ispred:

∞∑
m=1

∑
n|m

µ(n)F
( x
m

)
=

∞∑
m=1

F
( x
m

)∑
n|m

µ(n) =
∞∑
m=1

F
( x
m

)
· ε(m) = F (x)

6.5 Pravda�e: Konvolucija

Teorema 6.5.1. Ako D(a, s) i D(b, s) konvergiraju apsolutno za neko s, onda
za to isto s i �ihov proizvod D(a ∗ b, s) konvergira apsolutno i D(a ∗ b, s) =
D(a, s) ·D(b, s)

Dokaz. Proizvod dva reda drugaqije mo�emo zapisati kao:

D(a, s)D(b, s) =

(
∞∑
n=1

an
ns

)(
∞∑
n=1

bn
ns

)
=
∞∑
n=1

(
an
ns

(
∞∑
m=1

bm
ms

))
=

=
∞∑
n=1

∞∑
m=1

an
ns
bm
ms

=
∞∑
n=1

∞∑
m=1

anbm
(nm)s

Sliqno, poxto su redovi i apsolutno konvergentni, imamo da suma∑∞
n=1

∑∞
m=1 |(anbm)/(nm)s| postoji. Po teoremi 3.2.3, qlanove (anbm)/(nm)s

mo�emo bilo kako pore�ati u niz i suma tog reda �e biti jednakaD(a, s)·D(b, s).
Imamo:

D(a, s)D(b, s) =
∞∑
P=1

∑
nm=P

anbm
(nm)s

=
∞∑
P=1

(a ∗ b)P
P s

= D(a ∗ b, s)
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6.6 Ojlerov proizvod

Kada smo zbog konvolucije u redove ubacivali multiplikativnu strukturu
prirodnih brojeva nismo rekli xta treba da oqekujemo. Ubacili smo je tek
tako. Generatori grupe (N, ·) su upravo prosti brojevi. Multiplikativne
funkcije su te koje su ma�e-vixe odre�ene svojim generatorima. Ma�e-vixe
zato xto ih ne odre�uju samo prosti brojevi, nego i stepeni prostih brojeva:
p, p2, p3, ..., pk, .... Ojlerov proizvod pokazuje kakvu vezu imaju konvolucija i
generatori. Ojlerov proizvod rastav	a red na svoje generatore.

Teorema 6.6.1. Ojlerov proizvod. Neka je ϕ : N → C multiplikativna
funkcija. Ako je za s ∈ C red D(ϕ, s) apsolutno konvergentan onda se on mo�e
rastaviti: ∏

p

∞∑
k=0

ϕ(pk)

psk
=
∞∑
n=1

ϕ(n)

ns

gde je proizvod po svim prostim brojevima p.

Dokaz. Neka je za svako prosto p:

ϕp(n) :=

{
ϕ(n), n = pk za neko k ∈ N0

0, inaqe

Teorema postaje ekvivalentna sa:

lim
m→∞

∏
p≤m

D(ϕp, s) = D(ϕ, s)

Skup qlanova reda D(ϕp, s) za svaki prost broj p je samo podskup qlanova reda
D(ϕ, s) koji je apsolutno konvergentan, pa je zbog toga i red D(ϕp, s) tako�e
apsolutno konvergentan. Sada, po teoremi 6.5.1 za svako m va�i:∏

p≤m

D(ϕp, s) = D(am, s)

gde je am = ϕ2∗ϕ3∗ ...∗ϕpv , a brojevi p1, p2, ..., pv su svi prosti brojevi ma�i ili
jednaki m i ima ih ukupno v. Po istoj teoremi, taj red D(am, s) je apsolutno
konvergentan. Zbog asocijativnosti konvolucije, za svako k ∈ N va�i:

am(k) =
∑

i1i2...iv=k

ϕp1(i1)ϕp2(i2)...ϕpv(iv)
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Kad god ij nije stepen prostog broja pj, ϕp(ij) je jednako 0. Tako da, dovo	no
je da gledamo samo one ij koji su stepeni tog prostog broja: ij = p

sj
j , za neko

sj ∈ N0:

am(k) =
∑

p
s1
1 p

s2
2 ...psvv =k

ϕ(ps11 )ϕ(ps22 )...ϕ(psvv )

Po osnovnoj teoremi aritmetike, za svako k postoji jedinstvena faktorizacija
na proste brojeve k = pα1

1 p
α2
2 ...p

αt
t . Pa, ako u faktorizaciji broja k uqestvuje

neki prost broj ve�i od m, uslov ispod sume nikad ne�e biti zadovo	en (jer,
kad bi bio, to bi bila druga faktorizacija broja k), pa je tada am(k) = 0.
Ako u faktorizaciji uqestvuju samo prosti brojevi ne ve�i od m onda �e uslov
ispod sume biti zadovo	en taqno jedanput, i to kada je sj = αj za svako j ≤ v.
Dakle, u tom sluqaju va�i am(k) = ϕ(pα1

1 )ϕ(pα2
2 )...ϕ(pαv

v ), xto je zbog multip-
likativnosti funkcije ϕ jednako: ϕ(pα1

1 p
α2
2 ...p

αv
v ) = ϕ(k). Poxto su za svaki

broj k ≤ m �egovi prosti qinioci ma�i ili jednaki m, imamo da za svako
k ≤ m va�i am(k) = ϕ(k). A, za k > m imamo ili am(k) = 0 ili am(k) = ϕ(k).
Da bi limes iz teoreme bio D(ϕ, s), razlika tog reda i parcijalnog D(am, s)
mora da te�i nuli. Posmatrajmo razliku:

D(ϕ, s)−
∏
p≤m

D(ϕp, s) =: D(rm, s)

Dokazali smo da va�i rm(k) = 0 za k ≤ m, a za k > m imamo
∣∣∣ rm(k)

ks

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ϕ(k)
ks

∣∣∣.
Poxto red D(ϕ, s) apsolutno konvergira, mo�emo re�i da on apsolutno kon-
vergira nekom broju A. Prema tome,∣∣∣D(ϕ, s)−

∏
p≤m

D(ϕp, s)
∣∣∣ =

∣∣∣D(rm, s)
∣∣∣ ≤ ∞∑

n=1

∣∣∣rm(n)

ns

∣∣∣ =

=
∞∑

n=m+1

∣∣∣rm(n)

ns

∣∣∣ ≤ ∞∑
n=m+1

∣∣∣ϕ(n)

ns

∣∣∣ = A−
m∑
n=1

∣∣∣ϕ(n)

ns

∣∣∣
Kad m→∞, desna strana te�i nuli, pa i razlika D(rm, s) te�i nuli.

Poxto je logaritam diferencijabilna i neprekidna funkcija na domenu
C\{0} (bar je �egova Rimanova povrx), potpuno opravdano smemo da obe strane
Ojlerovog identiteta stavimo pod logaritam. Logaritam �e prolaziti kroz
limes. Jedini uslov je da D(ϕ, s) 6= 0 zato xto logaritam nije definisan
jedino u nuli. Zato, kao i u poqetku ovog rada, da bismo izdvojili proste
brojeve u obliku sume, a ne proizvoda, dovo	no je da logaritmujemo obe strane
Ojlerovog proizvoda. To je jedan naqin da izdvojimo proste brojeve. Sa druge
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strane, ovaj Ojlerov identitet ve� pokazuje odjednom kako se svako lnn (a ne
samo jedno) rastav	a na proste brojeve:

lnn =
∑
i

αi ln pi

Ovu jednaqinu u Ojlerovom identitetu nismo nijednom eksplicitno napisali
u ovom obliku, ali ona se ipak nalazi u �emu: u stepenima redova. Sa desne
strane identita, u stepenima se nalaze logaritmi lnn, a sa leve strane iden-
titeta se nalaze logaritmi prostih brojeva α ln p za svaki prost broj p i svaki
�egov stepen α. Zato ne moramo da logaritmujemo ceo identitet ponovo da
bismo izdvojili proste brojeve, oni su ve� izdvojeni u stepenima. Stepene
za Dirihleov red smo upravo tako i birali. Birali smo ih tako da �ihova
aditivna struktura bude ista kao i multiplikativna struktura prirodnih
brojeva. Iz istog razloga smo uveli logaritam u priqu i u uvodnom, elemen-
tarnom delu. Otuda se logaritam pojav	uje i u Qebixev	evoj funkciji ϑ i
u ovom Dirihleovom redu. Samo xto se u ovom redu pojav	uje u stepenima,
a ne u koeficijentima, kao xto je potrebno za Tauberovske teoreme. Ali,
sre�om, znamo da stepene mo�emo da spustimo me�u koeficijente diferenci-
ra�em reda. Tako da, poxto smo logaritam ve� uveli u priqu na putu do ovog
Ojlerovog identita, nema potrebe i ne treba sada ponovo da koristimo loga-
ritam, nego treba da diferenciramo red. Xta se tada dobija vide�emo malo
kasnije, u delu gde se dokazuje teorema o prostim brojevima, a sada moramo
da opravdamo to spuxta�e stepena i da doka�emo sva preostala holomorfna
svojstva Dirihleovih redova.

6.7 Pravda�e: Holomorfnost

Poqe�emo sa oblax�u definisanosti reda. Red je definisan tamo gde kon-
vergira. Dirihleov red, kao i stepeni red, ima svoju oblast i granicu kon-
vergencije. Za sluqaj stepenog reda, ta oblast je krug, a granica je kru�nica.
Polupreqnik te kru�nice zove se radijus konvergencije reda. Teorema ka�e da
u svim taqkama u unutrax�osti tog kruga stepeni red konvergira, a u spo	ax-
�osti divergira, dok je na granici ponaxa�e reda neodre�eno. Kao xto ste-
peni redovi imaju svoj radijus konvergencije, tako i Dirihleovi redovi imaju
svoj analog toj granici, abscisu konvergencije. Zbog smene x = e−s, graniqna
kru�nica se slika u vertikalnu pravu. Oqekivano je da postoji prava takva
da desno od �e red konvergira, a levo od �e divergira. Dokazi da red di-
vergira u taqkama sa negativnim realnim delom, kao i dokazi nekih drugih
svojstava reda u tim taqkama, su naporni i, u naxem sluqaju, nepotrebni. Ni
u jednom koraku se ne pomi�u redovi koji su definisani levo od imaginarne
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ose niti se ispituju �ihova analitiqka svojstva u tim taqkama. Dokaza�emo
samo da abscisa lepo odre�uje definisanost reda u taqkama sa pozitivnim re-
alnim delom. U odre�iva�u konvergentnosti reda glavno oru�e �e nam, ponovo,
biti Abelova formula. Ovoga puta, integral �e davati red veliqine reda, a
proizvod A(x)f(x) �e biti funkcija malog reda. Predstavi�emo integralnu
definiciju reda D(a, s). Parcijalna suma u Abelovoj formuli bi�e

(∗) A(x) =
∑
n≤x

an

Za razliku od stepenog reda, oblasti uslovne i apsolutne konvergencije ne
moraju biti iste za Dirihleov red. Neka svojstva imaju samo redovi koji
apsolutno konvergiraju. Zato nas zanima i ta oblast. Jedino svojstvo koje nam
je potrebno svuda je holomorfnost i ono ne zahteva apsolutnu konvergenciju.

Teorema 6.7.1. Za redD(a, s) i funkciju A definisanu sa (*), postoji abscisa
konvergencije σ0 := inf{σ ∈ R+|A(x) = O(xσ)} takva da red D(a, s) konvergira
za <(s) > σ0, divergira za 0 < <(s) < σ0 i na oblasti <(s) > σ0 va�i jednakost:

D(a, s) =
∞∑
n=1

an
ns

= s

∫ ∞
1

A(t)

ts+1
dt

Dokaz. Pretpostavimo da red konvergira za neko s, <(s) > 0. Neka je funkcija
B definisana sliqno kao A:

B(x) :=
∑
n≤x

an
ns

Poxto B(x) konvergira kaD(a, s) kada x→ +∞, imamo B(x) = O(1). Abelovom
formulom se dobija:

A(x) =
∑
n≤x

an =
∑
n≤x

an
ns
ns = B(x)xs −

∫ x

1

B(t)sts−1dt = O(xs)−
∫ x

1

O(sts−1)dt

Po lemi 3.3.2, integral je reda O(xs). Dakle, dobijamo

⇒ A(x) = O(xs)⇒ <(s) ≥ σ0

Kontrapozicijom se zak	uquje da ako va�i 0 < <(s) < σ0 onda red ne
konvergira u s i nije definisan. Ostaje nam da doka�emo da za sve s, <(s) > σ0,

red konvergira. Neka je ε = <(s)−σ0
2

> 0. Za takvo s, imamo A(x) = O(xs−ε),

B(x) =
∑
n≤x

an
ns

=
A(x)

xs
+ s

∫ x

1

A(t)

ts+1
dt = O(x−ε) + s

∫ x

1

O
( ts−ε
ts+1

)
dt =



6.7. Pravda�e: Holomorfnost 53

= o(1) + s

∫ x

1

O
(
t−1−ε)dt

Po teoremi 3.3.4, integral je konvergentan. Poxto je razlika integrala i sume
veliqine o(1), konvergira i red.

Svaki red ima i svoju abscisu apsolutne konvergencije. To je vertikalna
prava sa osobinom da desno od �e red konvergira apsolutno, a levo od �e ne
konvergira apsolutno. Za �eno odre�iva�e potrebna nam je slede�a parcijalna
suma:

A∗(x) :=
∑
n≤x

|an|

Teorema 6.7.2. Za red D(a, s), postoji abscisa apsolutne konvergencije σ1 :=
inf{σ ∈ R+|A∗(x) = O(xσ)} takva da red D(a, s) konvergira apsolutno za <(s) >
σ1, i ne konvergira apsolutno za 0 < <(s) < σ0

Dokaz. Abscisa konvergencije reda D(c, s), cn := |an|, je upravo σ1. Neka je
σ = <(s). Po prethodnoj teoremi, red

∞∑
n=1

∣∣∣an
ns

∣∣∣ =
ns∑
n=1

cn
nσ

= D(c, σ)

konvergira kad god je σ > σ1 i divergira kad kog je 0 < σ < σ1.

Teorema 6.7.3. Za svaki red D(a, s) va�i 0 ≤ σ1 − σ0 ≤ 1.

Dokaz. (1) σ1 ≥ σ0:

|A(x)| =
∣∣∣∑
n≤x

an

∣∣∣ ≤∑
n≤x

|an| = A∗(x)⇒ A(x) = O(A∗(x))

(2) σ1 ≤ σ0 + 1: Za proizvo	no ε > 0 imamo n0 i c > 0 takve da

A∗(x) =
∑
n≤x

|an| =
∑
n≤x

|A(n)− A(n− 1)| =
∑
n≤x

O(nσ0+ε) ≤

≤ O(1) +
∑

n0≤n≤x

c · nσ0+ε ≤ O(1) + (x− n0)cxσ0+ε = O(xσ0+1+ε)

Teorema 6.7.4. Za proizvo	ne realne ε > 0 i α < π
2
, red D(a, s) konvergira

uniformno u unutrax�osti ugla:

U = {s ∈ C|arg(s− σ0 − ε) ≤ α}

Ovu teoremu u ovom obliku prvi je zapisao Peron [4]
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Dokaz. Neka je s ∈ U i h := s − σ0 − ε. Neka je σ = <(s) − σ0 + ε = <(h) > 0.

Iz postavke imamo da je odnos |h|
σ
≤ 1

cosα
ograniqen. Definiximo parcijalnu

sumu za taqku σ0 + ε:

B(x) :=
∑
n≤x

an
nσ0+ε

Funkcija B(x) konvergira:

lim
x→∞

B(x) = D(a, σ0 + ε)⇒ lim
x→∞

sup
t>x
|B(t)−B(x)| = 0

Za red D(a, s) imamo:

D(a, s) =
∑
n≤x

an
ns

=
∑
n≤x

an
nσ0+ε

1

nh
=
B(x)

xh
+ h

∫ x

1

B(t)

th+1
dt = o(1) + h

∫ x

1

B(t)

th+1
dt

⇒ D(a, s) = h

∫ ∞
1

B(t)

th+1
dt

Sada mo�emo da procenimo koliko brzo red konvergira na oblasti U :∣∣∣D(a, s)−
∑
n≤x

an
ns

∣∣∣ =
∣∣∣h∫ ∞

1

B(t)

th+1
dt− h

∫ x

1

B(t)

th+1
dt− B(x)

xh

∣∣∣ =

=
∣∣∣h∫ ∞

x

B(t)

th+1
dt− B(x)

xh

∣∣∣ =

=
∣∣∣h∫ ∞

x

B(t)

th+1
dt−B(x)

∫ ∞
x

h

th+1
dt
∣∣∣ =

=
∣∣∣h∫ ∞

x

B(t)−B(x)

th+1
dt
∣∣∣ ≤ σ

cosα

∫ ∞
x

|B(t)−B(x)|
tσ+1

dt ≤

≤ σ

cosα

∫ ∞
x

supt>x |B(t)−B(x)|
tσ+1

dt =
supt>x |B(t)−B(x)|

cosα

∫ ∞
x

σ

tσ+1
dt =

=
supt>x |B(t)−B(x)|

cosα

1

tσ
<

supt>x |B(t)−B(x)|
cosα

Posled�i izraz ne zavisi od s, xto znaqi da odabir taqke s ne�e uticati na
brzinu konvergira�a reda.

Za holomorfnost Dirihleovog reda iskoristi�emo Vajerxtrasovu teoremu
koja glasi:
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Teorema 6.7.5. Vajerxtrasova teorema. Neka je fn niz kompleksnih funkcija.
Ako je svaka od �ih holomorfna na otvorenom skupu U ⊂ C i ako na svakom
kompaktnom podskupu K ⊂ U niz (fn) uniformno konvergira ka nekoj komplek-
snij funkciji f , onda:

(1) je f tako�e holomorfna funkcija na U i

(2) za svako k ∈ N niz f
(k)
n uniformno konvergira ka f (k) na svakom kompak-

tnom podskupu K ⊂ U .

Teorema 6.7.6. Red D(a, s) je holomorfna funkcija po s na oblasti <(s) > σ0

i za svako k ∈ N va�i:

D(k)(a, s) = (−1)k
∞∑
n=1

an(lnn)k

ns

Dokaz. Svaki kompaktan podskup K ⊂
{
s ∈ C

∣∣<(s) > σ0

}
se nalazi u nekom

uglu opisanom u Peronovoj teoremi za neko α. Prema tome, limes

D(a, s) = lim
n→∞

fn(s) za fn(s) :=
n∑
i=1

ai
is

konvergira uniformno na svakom K i, po Vajerxtrasovoj teoremi, on je holo-
morfna funkcija jer je svaka funkcija fn holomorfna (kao zbir konaqno mnogo
holomorfnih funkcija). Poxto je svako fn holomorfno, k-ti izvod funkcije
fn mo�emo dobiti kao zbir k-tih izvoda svih �egovih qlanova:

dk

dsk
fn(s) =

n∑
i=1

dk

dsk
ai
is

=
n∑
i=1

ai(− ln i)k

is

Ponovo, po Vajerxtrasovoj teoremi, imamo da je

D(k)(a, s) = lim
n→∞

f (k)
n (s) = lim

n→∞

n∑
i=1

ai(− ln i)k

is
= (−1)k

∞∑
n=1

an(lnn)k

ns

Teorema 6.7.7. Jedinstvenost. Neka suD(a, s) iD(b, s) dva Dirihleova reda
sa konaqnom abscisom konvergencije. Ako va�i jednakost D(a, s) = D(b, s) za
sve s sa dovo	no velikim realnim delom, onda za svako n ∈ N va�i jednakost
an = bn.

Dokaz. Pretpostavi�emo suprotno. Neka je cn = an − bn i H(s) := F (s)−G(s)
Dirihleov red sa koeficijentima cn koji je identiqki jednak nuli. Po teoremi
6.7.3, postoji σ1 > 0 takvo da red H(s) konvergira apsolutno za sve <(s) ≥ σ1.
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Treba da doka�emo da je cn = 0 za svako n. Ako pretpostavimo suprotno,
postoji najma�e m takvo da cm 6= 0. Poxto je H(s) = 0 za sve <(s) = σ > σ1,
va�i

0 =
cm
mσ

+
∞∑

n=m+1

cn
nσ

⇒ |cm| = mσ
∣∣∣ ∞∑
n=m+1

cn
nσ

∣∣∣ ≤ mσ

∞∑
n=m+1

|cn|
nσ

= mσ1mσ−σ1
∞∑

n=m+1

|cn|
nσ1

1

nσ−σ1

Stavimo λ = σ − σ1 > 0:

|cm| ≤ mσ1mλ

∞∑
n=m+1

|cn|
nσ1

1

nλ
≤ mσ1mλ

∞∑
n=m+1

|cn|
nσ1

1

(m+ 1)λ
=

=
mλ

(m+ 1)λ
·mσ1

∞∑
n=m+1

|cn|
nσ1

=
mλ

(m+ 1)λ
· C0

Po definiciji za σ1, ova beskonaqna suma konvergira i zato postoji konstanta
C0. Ona ne zavisi od λ. Poxto je λ proizvo	no imamo:

|cm| ≤ lim
λ→+∞

(
mλ

(m+ 1)λ
· C0

)
= C0 · lim

λ→+∞

mλ

(m+ 1)λ
= C0 · 0 = 0

Dobili smo kontradikciju: cm = 0.

Slede�a teorema je analog Pringshajmove teoreme za stepene redove koja
glasi:

Teorema 6.7.8. Pringshajmova teorema. Ako funkcija f(z) =
∑∞

n=0 anz
n

ima radijus konvergencije r i svi koeficijenti su nenegativni realni brojevi:
an ≥ 0, tada funkcija f(z) ima singularitet u z = r.

Zbog preslikava�a z = e−s taqka r se slika u σ0 xto je granica konvergent-
nosti za Dirihleove redove. Imamo Landauovu teoremu:

Teorema 6.7.9. Landauova teorema. Ako su svi koeficijenti reda f(s) =
D(a, s) nenegativni realni brojevi, onda funkcija f(s) ima singularitet u
preseku realne ose i abscise konvergencije.

Dokaz. Poxto posmatramo samo poluravan sa pozitivnim realnim delom, pret-
postavi�emo da je σ0 > 0 xto zapravo ne utiqe na dokaz.

Pretpostavi�emo suprotno. Ako je funkcija f(s) regularna (analitiqka)
u s = σ0, onda postoji neka okolina taqke σ0 u kojoj je f holomorfna, recimo
radijusa ε. Po teoremi 6.7.6, f je holomorfna i na <(s) > σ0. Sledi da je
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radijus konvergencije u taqki σ = σ0 + ε ne ma�i od ε
√

2 > ε. Dobijamo da
Tejlorov razvoj funkcije f u taqki σ definixe tu funkciju i u nekoj taqki
levo od abscise, recimo u 0 < σ′ = σ − δ < σ0 za ε < δ < ε

√
2:

f(σ′) = f(σ − δ) =
∞∑
n=0

(−δ)nf (n)(σ)

n!
=

=
∞∑
n=0

(−δ)n

n!

∞∑
m=1

am(− lnm)n

mσ
=
∞∑
n=0

∞∑
m=1

(δ lnm)nam
n!mσ

Poxto su svi sabirci u ovoj dvostrukoj sumi pozitivni, ona konvergira apso-
lutno i bezuslovno pa mo�emo zameniti mesta sumama:

f(σ′) =
∞∑
m=1

∞∑
n=0

(δ lnm)nam
n!mσ

=
∞∑
m=1

am
mσ

∞∑
n=0

(δ lnm)n

n!
=

=
∞∑
m=1

am
mσ

eδ lnm =
∞∑
m=1

am
mσ

mδ =
∞∑
m=1

am
mσ−δ = D(a, σ − δ) = D(a, σ′)

Xto bi znaqilo da red D(a, s) konvergira u s = σ′. Kontradikcija.

Sve ove teoreme uzete su iz Hardijeve k�ige [4] u kojoj su dokazane za op-
xte Dirihleove redove. Za dokaze ovih teorema za opxte Dirihleove redove
koristi se Abelovo parcijalno sumira�e koje smo spomenuli u elementarnom
delu (onaj identitet koji se dobija kada su obe funkcije iz klase Φ2).



58 6. Dirihleovi redovi

6.8 Teorema o prostim brojevima u aritmetiqkoj

progresiji

Predstavi�emo samo grubu ideju dokaza. Potpun dokaz se mo�e na�i u
Apostolovoj k�izi [11] koja va�i za jednu od najbo	e napisanih k�iga iz te
oblasti matematike.

Dirihle sa svojim redovima nije uspeo da doka�e teoremu o prostim bro-
jevima, ali je uspeo da iskoristi strukturu tih redova da doka�e da svaka
aritmetiqka progresija a + nb sadr�i beskonaqno mnogo prostih brojeva (ako
su a i b uzajamno prosti) [10]. Setimo se da je Ojlerov proizvod prvobitno
bio samo Ojlerov dokaz da harmonijska suma prostih brojeva divergira (xto
implicira da ih ima beskonaqno mnogo). Za �egov dokaz nije bila potrebna
nijedna kompleksna teorema. Na isti naqin kao i Ojler u tom svom dokazu, i
Dirihle je primenio Ojlerov proizvod na svoje L-redove da doka�e svoju teo-
remu. Redovi L(χ, s) su obiqi Dirihleovi redovi D(χ, s) sa nekim dodatnim
uslovima za Dirihleov karakter χ. To su:

(1) da je χ potpuno multiplikativna (da bi mogao da se primeni Ojlerov
proizvod)

(2) da je χ periodiqna sa periodom k (da bi se izdvojile klase kongruencije
po modulu k)

Za neko fiksno k ispostav	a se da takvih karaktera ima taqno ϕ(k) (Ojlerova
ϕ funkcija, broj brojeva uzajamno prostih sa k) ako za svaki od �ih va�i

|χ(n)| =

{
1, (n, k) = 1

0, (n, k) > 1

Jedan od tih karaktera se zove primitivan Dirihleov karakter (χ0) reda
k. I za �ega va�i χ0(n) = |χ0(n)| ≥ 0 za svako n. Na isti naqin kao i u
teoremi 7.0.2 pokazuje se da red L(χ0, s) ima jedan prost pol u s = 1, dok su
svi ostali L-redovi sa neprimitivnim karakterima holomorfni na <(s) > 0
(abscisa konergencije je 0). �uman je u svojoj k�izi [9] objasnio kako na jed-
nostavan naqin mo�emo da iskoristimo Landauovu teoremu da poka�emo da
nijedan L-red nema nulu u taqki s = 1. Ideja sada je da iskoristimo to xto su
karakteri linearno nezavisni da napravimo linearnu kombinaciju funkcija
lnL(χ, s) tako da ostaju samo koeficijenti iz odre�ene klase kongruencije mod-
ula k. Poxto lnL(χ, s) samo za χ = χ0 ima singularitet u nuli i ova linearna
kombinacija ima singularitet u nuli. Kako u logaritmu L-redova koefici-
jenti postoje samo za stepene prostih brojeva, dobijamo da podniz qlanova koji
u ovoj linearnoj kombinaciji izaziva divergira�e u s = 1 predstav	a za-
pravo harmonijsku sumu prostih brojeva iz odre�ene klasa kongruencije po
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modulu k. Dobijamo da za svaku klasu kongruencije modula k harmonijska suma
prostih brojeva iz te klase divergira i, prema tome, takvih prostih brojeva
ima beskonaqno mnogo.

U slede�em poglav	u navex�emo i dokaza�emo svojstva koja Rimanova ζ
funkcija mora da ima da bismo mogli da doka�emo teoremu o prostim broje-
vima. �uman tako�e objax�ava da je na isti naqin mogu�e dokazati da svi
Dirihleovi L-redovi tako�e imaju sva ta svojstva. Zbog toga va�i i jaqi oblik
Dirihleove teoreme o prostim brojevima u aritmetiqkoj progresiji:

Teorema 6.8.1. Jaqi oblik teoreme. Neka πa,n(x) oznaqava broj prostih
brojeva p ne ve�ih od x takvih da p ≡ a( mod n), a ϕ(n) broj brojeva uzajamno
prostih sa n i ma�ih od n. Tada za x→ +∞ va�i asimptotska jednakost

πa,n(x) ∼
x

ϕ(n) lnx



proba



7

Teorema o distribuciji prostih
brojeva: dokaz

Poxto se ovde radi o prostim brojevima, prvo �emo videti kako to Ojlerov
proizvod spuxta logaritme ln p u koeficijente. Za to nam je dovo	no da pos-
matramo najjednostavniji Dirihleov red, Rimanovu zeta funkciju:

ζ(s) :=
∞∑
n=1

1

ns

Ojlerov proizvod nam ka�e:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
=
∏
p

∞∑
k=0

1

pks

Rekli smo ranije da nam je ideja da ovaj identitet diferenciramo. Izvod leve
strane se lako nalazi:

ζ ′(s) = D′(1, s) =
∞∑
n=1

− lnn

ns
= −D(ln, s)

Za desnu stranu bi�e nam lakxe da svaki qlan u proizvodu predstavimo kao
funkciju:

ζp(s) =
∞∑
k=0

1

pks

Kao kada tra�imo izvod proizvoda nekoliko funkcija i sada �emo upotrebiti
nexto xto liqi na:

(∗) d

ds

(
f1(s)f2(s)...fn(s)

)
=
(f ′1(s)

f1(s)
+
f ′2(s)

f2(s)
+ ...+

f ′n(s)

fn(s)

)(
f1(s)f2(s)...fn(s)

)
61
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Poxto je ζp ujedno i stepeni red, za nala�e�e koeficijenata reda ζ ′p(s)/ζp(s)
dovo	no je da dobro poznajemo obiqnu konvoluciju koja se ispo	ava u stepenim
redovima i generatorskim funkcijama:

ζ ′p(s) = −
∞∑
k=1

ln(pk)

pks

⇒
ζ ′p(s)

ζp(s)
=

0− ln 2
2s
− ln 4

4s
− ln 8

8s
− ...

1 + 1
2s

+ 1
4s

+ 1
8s

+ ...
= − ln 2

2s
− ln 2

4s
− ln 2

8s
− ... =

∞∑
k=1

− ln p

pks

Kada postavimo sve ovo u identitet od malopre dobijamo:(∑
p

∞∑
k=1

− ln p

pks

)
D(1, s) = −D(ln, s)

⇔

(∑
pk>1

ln p

pks

)
D(1, s) = D(ln, s) (∗∗)

Upravo smo zanemarili to da imamo beskonaqno mnogo funkcija koje mno�imo
za razliku od identiteta (∗) koji ih ima konaqno mnogo. Zato ne mo�emo
da tvrdimo da jednakost (**) va�i. Ona nam vixe slu�i da nam samo da
ideju, a jednakost �emo opravdati ispitiva�em reda koji smo dobili u sumi i
ispitiva�em konvolucija.

Ova suma iz (**) je zapravo dirihleov red sa koeficijentima:

Λ(n) =

{
ln p, n = pk > 1 za neko k > 1

0, inaqe

Ova funkcija se jox zove prva Mangoltova funkcija. Tauberovske teoreme
bi dale informaciju o rastu parcijalne sume Mangoltove funkcije:

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n)

koja se jox zove i druga Qebixev	eva funkcija. Primetimo vezu izme�u
dve Qebixev	eve funkcije:

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n) =
∑

1<pk≤x

ln p =
∞∑
k=1

∑
pk≤x

ln p =
∞∑
k=1

∑
p≤ k√x

ln p =
∞∑
k=1

ϑ( k
√
x)
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Kako je za svako k > log2 x, ϑ( k
√
x) < ϑ(2) = 0 sumu mo�emo ograniqiti sa

konaqno mnogo qlanova:

ψ(x) =

blog2 xc∑
k=1

ϑ( k
√
x) = ϑ(x) + ϑ(

√
x) +

blog2 xc∑
k=3

ϑ( k
√
x)

Poxto je ϑ neopadaju�a funkcija va�i nejednakost i ocena:

blog2 xc∑
k=3

ϑ( k
√
x) ≤

blog2 xc∑
k=3

ϑ( 3
√
x) = O(lnx)ϑ( 3

√
x)

Rezultat iz elementarnog dela, ϑ(x) = Θ(x), daje ocenu:

ψ(x) = ϑ(x) + ϑ(
√
x) +O(lnx)ϑ( 3

√
x) = ϑ(x) +O(

√
x) +O(lnx 3

√
x) =

= ϑ(x) +O(
√
x) = ϑ(x) + o(ϑ(x))

⇒ ψ(x) ∼ ϑ(x)

⇒ ψ(x) = Θ(x) (∗ ∗ ∗)
Dobili smo i drugi ekvivalent teoreme o distribuciji prostih brojeva, upravo
onaj koji �emo dokazati:

(∗ ∗ ∗∗) ψ(x) ∼ x ⇐⇒ ϑ(x) ∼ x ⇐⇒ π(x) ∼
x

lnx

Dakle, prva Mangoltova funkcija se jav	a kao niz koeficijenata reda koji
smo dobili neformalnim diferencira�em Ojlerovog proizvoda:

Φ(s) ·D(1, s) = D(ln, s)

gde je Φ(s) =
∞∑
n=1

Λ(n)

ns
= D(Λ, s)

Dobijamo ideju:

Teorema 7.0.1. Λ ∗ 1 = ln

Dokaz. Treba da doka�emo ∑
d|n

Λ(d) = lnn

Poqe�emo dokaz od faktorizacije broja n: n = pα1
1 p

α2
2 ...p

αt
t . Poxto je Λ(d) = 0

kad god d nije stepen prostog broja, mo�emo zapisati:∑
d|n

Λ(d) =
∑
pk|n

Λ(pk)
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A, uz faktorizaciju broja n, to je da	e jednako:

t∑
i=1

∑
pki |n

Λ(pki ) =
t∑
i=1

αi∑
k=1

Λ(pki ) =
t∑
i=1

αi ln pi = lnn

Da	e, iz ψ(x) = Θ(x) sledi da je abscisa konvergencije reda D(Λ, s) jednaka
1. Xto znaqi da na oblasti <(s) > 1 va�i identitet

Φ(s)ζ(s) = −ζ ′(s)

i sve tri funkcije su holomorfne i definisane svojim redovima na tom skupu.
Da bismo dobili informaciju o asimptotskom rastu druge Qebixev	eve

funkcije, ideja je da na Φ primenimo Tauberovsku teoremu nalik Hardi{
Litlvudovoj. Poxto su abscise sve tri funkcije (Φ, ζ i ζ ′) jednake 1 i svi
koeficijenti su nenegativni, zak	uqujemo da su sve tri funkcije holomorfne
na <(s) > 1 i da imaju singularitet u taqki s = 1. Lako �emo dobiti i da je
taj singularitet u Φ prost pol, odakle po Viner{Ikeharinoj Tauberovskoj teo-
remi sledi da je ψ(x) ∼ x i time smo dokaz privelu kraju. Me�utim, ta teorema
zahteva jedan dodatni, Tauberovski uslov. To je da, kada se prevede, (s−1)Φ(s)
bude holomorfna funkcija na celoj zatvorenoj poluravni <(s) ≥ 1. Da bi
taj uslov bio ispu�en, potrebno i dovo	no je da doka�emo da je Rimanova zeta
funkcija holomorfna na istoj toj poluravni i da na tom skupu nema nule.
Potreban nam je niz slede�ih teorema:

Teorema 7.0.2. ζ(s) se meromorfno proxiruje na <(s) > 0 sa jednim prostim
polom u s = 1.

Dokaz. Ideja je da se napravi red koji predstav	a razliku ove dve funkcije
tako xto se primeni Abelova formula za ζ(s) i parcijalna integracija na
qlanu 1

s−1
. Za <(s) > 1 imamo:

ζ(s)− 1

s− 1
=
∞∑
n=1

1

ns
−
∫ ∞

1

dx

xs
= s

∫ ∞
1

bxc
xs+1

dx−
(
− 1 + s

∫ ∞
1

x

xs+1
dx
)

=

= 1− s
∫ ∞

1

x− bxc
xs+1

dx = 1− s
∞∑
n=1

∫ n+1

n

x− bxc
xs+1

dx =

= 1− s
∞∑
n=1

1

ns

∫ n+1

n

(x− bxc) ns

xs+1
dx



65

Posled�ai izraz je Dirihleov red sa pozitivnim realnim koeficijentima:

an =

∫ n+1

n

(x− bsc) ns

xs+1
dx <

∫ n+1

n

1 · ns

ns+1
dx =

1

n

Dakle,
∑

n≤x an = O(lnx) i odatle abscisa kovergencije (uslovne i apsolutne)

novodobijenog reda je σ0 = 0. Dakle, razlika funkcija ζ(s) i 1
s−1

je red koji je
holomorfan na <(s) > 0.

Teorema 7.0.3. ζ(s) nema nule na <(s) > 1.

Dokaz. Na skupu koji ispitujemo, ζ(s) se mo�e predstaviti u obliku proizvoda:

ζ(s) =
∏
p

∞∑
k=0

p−ks =
∏
p

1

1− p−s

Znamo da �e proizvod uvek konvergirati. Ali, logaritam proizvoda �e konver-
girati ako i samo ako je ζ(s) 6= 0, jer se logaritam ne mo�e definisati jedino
u nuli. Uzmimo logaritme:

ln ζ(s) = −
∑
p

ln(1− p−s)

Svaki qlan u sumi mo�emo da procenimo prvim qlanom Tejlorovog razvoja u
jedinici poxto niz 1− p−s konvergira jedinici kada p te�i beskonaqnosti:

ln(1− p−s) = O(p−s)

Sliqno kao i pre, veliko O mo�emo izbaciti iz sume:

ln ζ(s) = O
(∑

p

p−s
)
< O

( ∞∑
n=1

n−s
)

= O(ζ(s)) = O(1)

Dakle, logaritam je ograniqen i proizvod ne mo�e dosti�i nulu.

Teorema 7.0.4. ζ(s) nema nule na pravoj <(s) = 1.

Dokaz. Mertensov dokaz. Pretpostavimo da ζ(s) ima nulu u nekoj taqki s =
1 + it za neko t > 0 reda µ > 0 i nulu reda ν ≥ 0 u taqki s = 1 + 2it. Zbog
simetrije (zbog realnih koeficijenata reda ζ), isto �e va�iti i za taqke
s = 1 − it i s = 1 − 2it. Poxto izvodi sma�uju red nule za 1, a red polova
pove�avaju za 1, funkcija Φ �e imati samo proste polove i to u taqkama gde
ζ ima nule i polove. To su s = 1, s = 1 + it i s = 1 − it. Jox, ostatak u polu
reda l u izvodu je taqno −l puta ve�i. Zato, Φ ima celobrojne ostatke u svojim
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polovima koji predstav	aju red nule ζ funkcije (pomno�en sa −1). Ako ζ ima
nulu reda h (h mo�e biti i negativno, ako je u pita�u pol, a ne nula), taj
ostatak za Φ je −h. Va�i:

lim
ε→0+

εΦ(1 + ε) = 1

lim
ε→0+

εΦ(1 + ε± it) = −µ

lim
ε→0+

εΦ(1 + ε± 2it) = −ν

Sumiraju�i slede�i identitet

2∑
r=−2

(
4

2 + r

)
nirt = (n−ir/2 + nir/2)4 ≥ 0

po svim brojevima n sa nenegativnim te�inama Λ(n) dobija se nejednakost

r∑
r=−2

(
4

2 + r

)
Φ(1 + ε+ irt) =

∞∑
n=1

Λ(n)

n1+ε
(n−ir/2 + nir/2)4 ≥ 0

koja u limesu ε → 0+ implicira 6 − 8µ − 2ν ≥ 0. Dakle, µ = 0 i ζ nema nule
na pravoj <(s) = 1.

Teorema 7.0.5. Φ(s)− 1
s−1

je holomorfna funkcijana <(s) ≥ 1.

Dokaz. Φ(s) je meromorfna funkcija definisana kao razlomak −ζ ′(s)/ζ(s). Iz
prethodne dve teoreme sledi da je Φ holomorfna na skupu <(s) ≥ 1 bez taqke
s = 1, a u toj taqki s = 1 ima prost pol zato xto i ζ(s) ima pol u toj taqki. A
ostatak 1 je objax�en u prethodnoj teoremi:

lim
ε→0+

εΦ(1 + ε) = 1

Sada imamo sve potrebne uslove da mo�emo da primenimo Tauberovsku teo-
remu. Ostalo nam je da i �u postavimo i doka�emo. Pre �e zapisa�emo jednu
lemu.

Lema 7.0.1. Ako je f(x) neopadaju�a nenegativna realna funkcija definisana
na [0,+∞) i integral ∫ ∞

0

(
f(t)e−t − 1

)
dt

konvergentan, onda va�i asimptotska jednakost f(x) ∼ ex pri x→ +∞.
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Dokaz. Drugim reqima, treba da doka�emo da integrand f(t)e−t−1 u beskonaq-
nosti te�i nuli xto je nekako intuitivno jer integral konvergira. Pret-
postavimo suprotno. Neka postoji neka konstanta λ > 1 takva da je u proizvo	no
velikim taqkama x, f(x) ≥ λex (takva da lim sup

t→+∞
f(t)e−t ≥ λ > 1). Poxto je f

neopadaju�a, na celom intervalu (x, x+ lnλ) funkcija f je ne ma�a od λex, pa
imamo:∫ x+lnλ

x

(
f(t)e−t − 1

)
dt ≥

∫ x+lnλ

x

(
λexe−t − 1

)
dt =

∫ x+lnλ

x

(
λe−(t−x) − 1

)
dt =

=

∫ lnλ

0

(
λe−t − 1

)
dt = λ− 1− lnλ > 0

Sliqno, ako postoji λ < 1 td. je f(x) ≤ λex u proizvo	no velikim x (dakle,
lim inf
t→+∞

f(t)e−t ≤ λ < 1) imamo da je na intervalu (x + lnλ, x) funkcija f ne

ve�a od λex, pa ponovo mo�emo oceniti integral sa∫ x

x+lnλ

(
f(t)e−t − 1

)
dt ≤ 1− λ+ lnλ < 0

Ovo je kontradiktorno sa tim da integral konvrgira jer postoje dve, obe proizvo	no
velike taqke, u kojima se integral razlikuje za konstantu, a ako integral kon-
vergira onda i ta razlika mora te�iti nuli. Dakle, lim

t→+∞
f(t)e−t = 1.

Prava Viner-Ikeharina teorema ne tra�i sve one uslove i time je texka
da se doka�e [1]:

Teorema 7.0.6. Viner-Ikeharina Tauberovska teorema (1931.). Neka je
A(x) nenegativna neopadaju�a realna funkcija definisana na [0,+∞). Pret-
postavimo da je �ena Laplasova transformacija

F (s) =

∫ ∞
0

A(t)e−stdt

definisana za <(s) > 1 i da postoji nenegativna konstanta c takva da funkcija

G(s) = F (s)− c

s− 1

ima proxire�e na <(s) ≥ 1 kao neprekidna funkcija. Tada va�i asimptot-
ska jednakost A(x) ∼ cex.

Mi �emo dokazati slabiju varijantu ove teoreme koja dodatno zahteva da
je A(x) = O(x) i da je G(s) holomorfna, a ne samo neprekidna na oblasti
<(s) ≥ 1. Postavi�emo je u malo drugaqijem obliku i to �e biti jedina teorema
koja uk	uquje gradivo kompleksne analize.
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Teorema 7.0.7. Analitiqka teorema. Neka je funkcija f : [0,∞) → C

ograniqena i integrabilna na svom domenu. Ako �ena Laplasova tranforma-
cija

g(s) =

∫ ∞
0

f(t)e−stdt

ima analitiqko proxire�e na oblast <(s) ≥ 0, onda je ona definisana inte-
gralom i u taqki s = 0. Drugim reqima, integral

∫∞
0
f(t)dt postoji i konver-

gira ka g(0).

Dokaz. Laplasov integral oqigledno konvergira za <(s) > 1. Za T > 0 defin-

iximo gT =
∫ T

0
f(t)e−stdt. Ova funkcija je oqigledno holomorfna na celom C.

Treba da doka�emo lim
T→∞

gT (0) = g(0). Ideja je da vrednosti funkcija gT (0) i

g(0) predstavimo Koxijevim integralima i procenimo razliku dva Koxijeva
integrala.

Neka je R proizvo	no veliko. Odaberimo konturu γ kao granicu oblasti
U = {z ∈ C

∣∣ |z| ≤ R i <(z) ≥ −δ}, gde je δ > 0 dovo	no malo (zavisno
od R) tako da g(s) bude holomorfno na U . Poxto je U zatvoren i prosto
povezan skup, mo�emo iskoristiti Koxijevu integralnu formulu za oblast U
i �enu granicu γ. Kada budemo proce�ivali funkcije g(s) i gT (s) u integralu,
pojavi�e se <(s) ispod razlomaqke crte i to nam smeta jer onda integral nije
uniformno ograniqen. Te qlanove <(s) �emo ponixtiti mno�e�em sa nekom
dodatnom funkcijom koja je holomorfna svuda i koja je jednaka jedinici u nuli
(da ne bi uticala na Koxijev integral). To je funkcija

p(s) = esT
(

1 +
s2

R2

)
I va�i:

g(0)− gT (0) =
1

2πi

∮
γ

(
g(s)− gT (s)

)ds
s

⇒ g(0)−gT (0) =
(
g(0)−gT (0)

)
esT
(

1+
s2

R2

)
=

1

2πi

∮
γ

(
g(s)−gT (s)

)
esT
(

1+
s2

R2

)ds
s

Za proce�iva�e integrala po nekoj konturi Γ koristi�emo slede�u poznatu
stvar:

Ako funkcija s preslikava (0, 1) u konturu Γ, s : x 7→ z, integral funkcije
h : C→ C po konturi Γ mo�emo zapisati i ograniqiti na slede�i naqin:∣∣∣∣∣

∫
Γ

h(z)dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

h(z)s′(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

|h(z)||s′(x)|dx ≤

≤ sup
z∈Γ
|h(z)|

∫ 1

0

|s′(x)|dx = sup
z∈Γ
|h(z)| · L(Γ)
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gde je poznato da je
∫ 1

0
|s′(x)|dx jednako du�ini konture Γ, obele�enoj sa L(Γ).

Poxto je f(x) ograniqena, obele�i�emo tu granicu sa B:

B := sup
x≥0
|f(x)|

Uvex�emo pomo�ne konture γ+, γ− i γ′:

γ+ := γ ∩ {<(z) > 0}

γ− := γ ∩ {<(z) < 0}
γ′ := {z ∈ C

∣∣ |z| = R,<(z) < 0}
Sve tri konture povezuju dve iste taqke: s = iR i s = −iR. Poxto su funkcije
gT holomorfne na celom skupu C, deo integrala koji uk	uquje gT mo�emo raqu-
nati po konturi γ′ umesto po γ−.

Rastavimo sada Koxijev integral na delove:

∣∣g(0)− gT (0)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∮
γ

(
g(s)− gT (s)

)
p(s)

ds

s

∣∣∣∣∣ =

=
1

2π

∣∣∣∣∣
∫
γ+

(
g(s)− gT (s)

)
p(s)

ds

s
+

∫
γ−

(
g(s)− gT (s)

)
p(s)

ds

s

∣∣∣∣∣ =

=
1

2π

∣∣∣∣∣
∫
γ+

(
g(s)− gT (s)

)
p(s)

ds

s
+

∫
γ−

g(s)p(s)
ds

s
−
∫
γ′
gT (s)p(s)

ds

s

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2π

∣∣∣∣∣
∫
γ+

(
g(s)− gT (s)

)
p(s)

ds

s

∣∣∣∣∣+
1

2π

∣∣∣∣∣
∫
γ−

g(s)p(s)
ds

s

∣∣∣∣∣+
1

2π

∣∣∣∣∣
∫
γ′
gT (s)p(s)

ds

s

∣∣∣∣∣ ≤
Ograniqi�emo sada delove:

|g(s)− gT (s)| =
∣∣∣ ∫ ∞

T

f(t)e−stdt
∣∣∣ ≤ B

∫ ∞
T

|e−st|dt =
Be−<(s)T

<(s)
(<(s) > 0)

|gT (s)| =
∣∣∣ ∫ T

0

f(t)e−stdt
∣∣∣ ≤ B

∫ T

−∞
|e−st|dt =

Be−<(s)T

|<(s)|
(<(s) < 0)

∣∣∣p(s)1

s

∣∣∣ =
∣∣∣esT
R

( s
R

+
R

s

)∣∣∣ = e<(s)T · 2|<(s)|
R2

(|s| = R)

Ovo nam je dovo	no da ograniqimo dva od tri Koxijeva integrala:∣∣∣∣∣
∫
γ+

(
g(s)− gT (s)

)
p(s)

ds

s

∣∣∣∣∣ ≤ L(γ+) sup
s∈γ+

(∣∣g(s)− gT (s)
∣∣ · ∣∣∣p(s)1

s

∣∣∣) ≤
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≤ πR sup
s∈γ+

(Be−<(s)T

<(s)
· e<(s)T · 2|<(s)|

R2

)
= πR sup

s∈γ+

(2B

R2

)
=

2πB

R∣∣∣∣∣
∫
γ′
gT (s)p(s)

ds

s

∣∣∣∣∣ ≤ L(γ′) sup
s∈γ′

(∣∣gT (s)
∣∣ · ∣∣∣p(s)1

s

∣∣∣) ≤
≤ πR sup

s∈γ′

(Be−<(s)T

|<(s)|
· e<(s)T · 2|<(s)|

R2

)
= πR sup

s∈γ′

(2B

R2

)
=

2πB

R

Preostao nam je integral∫
γ−

g(s)p(s)
ds

s
=

∫
γ−

esT · g(s)
(

1 +
s2

R2

)1

s
ds

qiji je integrand proizvod dve funkcije. Jedna je g(s)(1 + s2/R2)/s koja je
holomorfna na γ i zbog toga ograniqena na γ′, i koja ne zavisi od T. Druga je
esT koja je tako�e ograniqena sa 1 na <(s) < 0 i koja pri T → +∞ uniformno
konvergira ka nuli na svakom kompaktnom skupu u poluravni <(s) < 0. Sledi
da �e proizvod ove dve funkcije te�iti nuli kada T → +∞.

Sabira�em ocena ova tri integrala dobijamo

lim sup
T→+∞

|g(0)− gT (0)| ≤ 1

2π

(2πB

R
+

2πB

R

)
=

2B

R

Kako je R proizvo	no, ovo zavrxava dokaz.

Teorema 7.0.8. Teorema o distribuciji prostih brojeva.

π(n) ∼
n

lnn

Dokaz. Po Abelovoj formuli prime�enoj na Φ(s) imamo:

Φ(z) = z

∫ ∞
1

ψ(x)

xz+1
dx

A, parcijalnom integracijom, kao xto smo uradili u teoremi 7.0.2, dobijamo:

1

z − 1
= −1 + z

∫ ∞
1

x

xz+1
dx

Ove dve jednakosti va�e samo za <(z) > 1. Uvo�e�em smene x = et dobijamo

Φ(z)− 1

z − 1
= 1 + z

∫ ∞
0

(
ψ(et)− et

)
e−ztdt
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xto je, po teoremi 7.0.5, holomorfno na oblasti <(z) ≥ 1. Trivijalno sledi
da je i sam integral ∫ ∞

0

(
ψ(et)− et

)
e−ztdt

holomorfan na istoj oblasti. Uvedimo sad smenu s = z + 1:∫ ∞
0

(ψ(et)

et
− 1
)
e−stdt

Sada mo�emo da primenimo analitiqku teoremu jer je funkcija koja je defin-
isana ovim integralom holomorfna na <(s) ≥ 0, a u uvodu (***) smo objasnili
da je (ψ(et)

et
− 1
)

= O(1)

ograniqeno. Analitiqka teorema ka�e da integral∫ ∞
0

(ψ(et)

et
− 1
)
dt

postoji, odakle, po lemi 7.0.1, imamo da je ψ(et) ∼ et jer je ψ(et) neopadaju�a
funkcija. U uvodu (****) smo tako�e objasnili da je ovo ekvivalentno sa teo-
remom koju dokazujemo:

π(x) ∼
x

lnx

I time je dokaz zavrxen.

Jedna trivijalna posledica teoreme 7.0.8 je:

Teorema 7.0.9. Neka pn oznaqava n-ti prost broj.Pri n→∞ va�i

pn ∼ n lnn

Dokaz. Prvo, doka�imo da va�i lnn/ ln pn ∼ 1.

π(x) ∼
x

lnx
⇒ π(pn) = n ∼

pn
ln pn

⇔ lnn− ln pn + ln ln pn = o(1)

⇒ lnn = ln pn + o(ln pn)⇔ lnn ∼ ln pn

Sada, primenimo ovo odmah posle prvog koraka:

π(x) ∼
x

lnx
⇒ π(pn) = n ∼

pn
ln pn

∼
pn

lnn
⇔ pn ∼ n lnn
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Par reqi o elementarnom dokazu

Teorema o distribuciji prostih brojeva je bila veoma va�na za matematiku
jer je ixla u prilog hipotezi da postoje duboke teoreme. Duboka teorema je
teorema koja ima elemtarnu i kratku postavku, ali nema elementaran dokaz.
Drugim reqima, svaki �en dokaz mora da bude dugaqak i komplikovan ili
koristi grane matematike koje nisu oqigledno povezane sa samom teoremom
(Xanks, 1993.) Pre nego xto se pojavio dokaz Velike Fermaove teoreme, teo-
rema o distribuciji prostih brojeva je va�ila za jednu od najdub	ih teorema.
Zato je elementaran dokaz teoreme o prostim brojevima bio va�an jer je pro-
tivreqio hipotezi. U Goldfeldovom radu [5] citiran je Hardi koji objax�ava
pogled na dubinu teorema u to vreme. U Hardijevo vreme verovalo se da postoji
hijerarhija dokaza u teoriji brojeva u zavisnosti od toga koje klase brojeva se
koriste u dokazima (celi, realni, kompleksni). Elementaran dokaz teoreme o
prostim brojevima (pored same teoreme) dokazao je i da su elementarne metode
mnogo mo�nije nego xto se do tada verovalo. Najbitniji korak u elementarnom
dokazu je Selbergova formula simetrije (1948.), koju je on sam nazvao
fundamentalnom formulom:

∑
n≤x

Λ(n) lnn+
∑
mn≤x

Λ(m)Λ(n) = 2x lnx+O(x)

Uz pomo� ove formule, Erdox je dokazao da odnos uzastopnih prostih brojeva
te�i jedinici, odakle teorema o prostim brojevima sledi u par koraka. De-
ta	nije o nastanku elementarnog dokaza i istorijske qi�enice mo�ete proqi-
tati u Goldfeldovom radu [5], a osnovne ideje iza Selbergove formule mogu se
na�i u Baladijevom radu [6] i Rurkeovom radu [7]. Tamo se za dokaz Selbergove
formule koristi Mebijusova inverzija koju smo i mi dokazali. Ideja za Sel-
bergovu formulu dolazi iz kompleksnih dokaza teoreme o prostim brojevima
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u kojima se uvodi homogenisana Qebixev	eva funkcija:

ψ2(x) =

∫ x

0

ψ(x)dx

i posle dokazuje ψ2(x) ∼ x2/2 ⇒ ψ(x) ∼ x. Uvo�e�e ove funkcije je ekviva-
lentno konvoluira�u Mangoltove funkcije sa samom sobom (leva strana Sel-
bergove formule), a dokaziva�e asimptotskog rasta funkcije ψ2(x) je ekviva-
lentno nala�e�u ostatka ma�eg reda

(
O(x)

)
u Selbergovoj formuli.
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