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Predgovor

Baziqna ideja koju ovaj rad ima je ta da �e se u ”dovoǉno ve-
likom” grafu na�i ”veliki” skup u kome svi elementi ispoǉavaju
odre�enu osobinu ili nijedan element nema tu osobinu.

U uvodu je dat potreban teorijski uvod i osnovne definicije
teorije grafova koje su neophodne za daǉe pra�eǌe ovog rada.

Glavna teorema na kojoj se bazira ovaj rad jeste Remzijeva teo-
rema iz koje smo kasnije dokazali i Xurovu teoremu. Tako�e je
dokazana i Turanova teorema i dat je jox jedan zanimǉiv dokaz za
specijalan sluqaj kada je r = 3. Na samom kraju dat je interesan-
tan problem iz geometrije koji je neoqekivano povezan sa teorijom
grafova, za qije je rexeǌe potrebna Turanova teorema.

Tako�e je pokazana veoma ”jaka” procena za Remzijeve brojeve
koju je dao ma�arski matematiqar Erdox koja se dokazuje pri-
menom probabilistiqkog metoda koji je trenutno jedna od najmo�nijih
tehnika u teoriji grafova.
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Uvod

Prost neorjentisan graf je ure�en par G = (V,E) gde je V skup
qvorova, a E skup ivica grafa, tj. neure�enih parova razliqitih
temena iz V . Qesto se umesto qvor i ivica koriste termini teme
i grana. U tekstu �emo qesto pisati samo V ili E misle�i na
G(V ) i G(E) tj. skup qvorova odnosno ivica. Za dva temena spojena
ivicom ka�emo da su susedna.

Definicija 1. Stepen qvora v oznaqava se sa d(v) i predstavǉa broj
ivica koje izlaze iz ǌega. Najmaǌi stepen qvora u grafu oznaqavamo
sa δ = δ(G) = minv∈V d(v).

Definicija 2. Podgraf grafa G je graf G′ qiji je skup temena pod-
skup temena G, a skup grana podskup grana G.

Definicija 3. Ako je U ⊂ V (G), onda je podgraf G[U ] graf qija su
temena iz skupa U i za svaka dva temena x, y iz U vazi da je xy ivica
u G[U ] ako je xy ivica u G.

Definicija 4. Put u grafu G je niz v1v2 . . . vn temena grafa u kome
su vi i vi+1 susedni za 1 ≤ i ≤ n− 1 i koji ne prolazi kroz istu ivicu
dvaput. Put je prost ako su sva temena vi razliqita. Du�ina puta
je broj grana na ǌemu.

Graf je povezan ako izme�u svaka dva temena postoji put.

Definicija 5. Ciklus je zatvoren put v1v2 . . . vnv1. Ako su sva temena
vi razliqita, ciklus je prost.

Definicija 6. Stablo je povezan graf u kome nema netrivijalnih
ciklusa.

Indukcijom se jednostavno mo�e pokazati da stablo sa n qvorova
ima n− 1 ivica.

Definicija 7. Kompletan graf je graf u kome su svaka dva razli-
qita qvora povezana granom.
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Definicija 8. Graf je k−partitan ako se ǌegova temena mogu
podeliti u k disjunktnih podskupova V1, V2, . . . Vk tako da nema grana
unutar istog podskupa. Specijalno 2−partitne grafove nazivamo
bipartitnim.
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Nezavisni skupovi

Definicija 9. Skup S ⊂ V nazivamo nezavisni skup ukoliko nikoja
dva temena iz S nisu susedna u G. Nezavisni skup je maksimalan
ukoliko ne postoji nezavisan skup S ′ i va�i |S ′| > |S|.

Definicija 10. Skup K ⊂ V nazivamo pokrivaju�i ukoliko svaka
ivica iz G ima najmaǌe jedan kraj u K.

Teorema 1. Skup S ⊂ V je nezavisan skup u G ako i samo ako je skup
V \S pokrivaju�i u G.

Dokaz: Skup S je nezavisan po definiciji ako i samo ako nijedna
ivica iz G nema oba kraja u S a to je ako i samo ako je V \S
pokrivaju�i skup u G.

Broj ivica u maksimalnom nezavisnom skupu u G oznaqavamo
sa α(G) i analogno broj izvica u minimalnom pokrivaǌu G oz-
naqavamo sa β(G).

Teorema 2. U grafu G va�i α(G) + β(G) = |V |.

Dokaz: Neka su S i K redom maksimalan nezavisan skup i mini-
malan pokrivaju�i skup u G. Na osnovu teoreme 1 zakǉuqujemo
da je V \S nezavisan pa je |V \S| = |V | − α(G) ≥ β(G), ali tako�e
je i V \K nezavisan pa je |V \K| = |V | − β(G) ≥ α(G) odakle sledi
tvr�eǌe teoreme.

Definicija 11. Skup U ⊂ E nazivamo uparivaǌe ako nikoje dve
ivice iz U nisu susedne.

Definicija 12. Skup L ⊂ E nazivamo pokrivaǌe ivicama ako je
svaki qvor u G kraj neke ivice iz L.
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Primetimo da pokrivaǌe ivicama ne mora obavezno da postoji,
ono zapravo postoji ako i samo ako je δ(G) > 0. Oznaqimo sa α′(G)
maksimalan broj ivica u uparivaǌu i sa β′(G) minimalan broj
ivica u pokrivaǌu ivicama. Pokrivaǌe ivicama i uparivaǌe
nisu tako lepo povezani kao nezavisan skup i pokrivaju�i skup
ali i daǉe va�i tvr�eǌe:

Teorema 3. Ukoliko je δ(G) > 0 onda je α′(G) + β′(G) = |V |.

Dokaz: Neka je U ⊂ E maksimalno uparivaǌe. Primetimo da je
broj qvorova u U jednak 2|U | = 2α′(G) pa je u ostatku grafa broj
qvorova |V | − 2α′(G) a kako je δ(G) > 0 onda za pokrivaǌe odaber-
imo sve ivice iz U i po jednu ivicu iz ostatka grafa xto nam daje
β′(G) ≤ α′(G) + (|V | − 2α′(G)) ili ekvivalentno α′(G) + β′(G) ≤ |V |.
Sada posmatrajmo minimalno pokrivaǌe ivicama L ⊂ E. Pode-
limo sada skup L na povezane komponente L1, L2, . . . , Lk. Ako neka od
povezanih komponenti nije stablo onda ona sadr�i ciklus, a ako
iz ciklusa izbacimo bilo koju ivicu dobi�emo novo pokrivaǌe sa
maǌim brojem ivica xto je u kontradikciji sa minimalnox�u iz-
abranog pokrivaǌa. Dakle L1, L2, . . . , Lk su stabla a poznato je da
je broj ivica u stablu jednak broju qvorova minus 1 pa je β′(G) =
|V |−k, ali kako svaka povezana komponenta generixe najmaǌe jednu
ivicu za uparivaǌe to je α′(G) ≥ k pa je α′(G) + β′(G) ≥ |V |. Iz
dobijenih nejednakosti dobijamo tvr�eǌe.

Primer 1. Dokazati da je graf G bipartitan ako i samo ako je
α(H) ≥ 1

2
|V (H)| za svaki podgraf H od G.

Dokaz: Ako je graf H bipartitan, ǌegov skup qvorova se mo�e
podeliti na dve grupe A∪B = V (H) pri qemu nema dva qvora spo-
jena istom granomi iz istog podskupa. Onda je α(H) ≥ max{|A|, |B|} ≥
|A|+|B|

2
= |V (H)|/2, dakle tvr�eǌe je taqno za bilo koji bipartitni

graf, a kako je svaki podgraf bipartitnog grafa tako�e bipar-
tian dokazali smo jedan smer kada je G bipartitan.
Za drugi smer �emo koristiti qiǌenicu da je graf bipartitan
ako i samo ako ne sadr�i ciklus neparne du�ine. Ako va�i data
nejednakost i ako G nije bipartitan, onda G sadr�i ciklus C
neparne du�ine. Odaberimo podgraf H = C i ako je α(H) ≥
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|V (H)|/2, onda �e H sadr�ati dva susedna temena iz ciklusa koja
su spojena ivicom xto je kontradikcija. Dakle G je bipartitan.

Primer 2. Dokazati da je graf bipartitan ako je α(H) = β′(H) za
svaki podgraf H od G.

Dokaz: Na osnovu teoreme va�i da je β′(H)+α′(H) = |V (H)|, ali za
svaki graf je oqigledno α′(H) ≤ 1

2
|V (H)| jer svaka ivica uparivaǌa

izdvaja dva qvora, odakle dobijamo da je β′(H) ≥ 1
2
|V (H)|.

Ako za graf G va�i da je α(H) = β′(H) za svaki podgraf H, onda
je na osnovu prethodnog α(H) = β′(H) ≥ 1

2
|V (H)| xto na osnovu

prethodnog primera znaqi da je G bipartitan graf.
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Remzijeva teorema

Definicija 13. Klika prostog grafa G je podskup S ⊂ V takav da
je G[S] kompletan graf.

Primetimo da je S klika ako i samo ako je S nezavisan skup u
Sc, tako da su klike i nezavisni skupovi komplementarni. Uko-
liko G ne sadr�i velike klike mo�e se oqekivati da G sadr�i
veliki nezavisni skup. To je prvi dokazao Remzi 1930. On je za-
pravo dokazao da je za bilo koja dva prirodna broja k i l postoji
najmaǌi prirodan broj r(k, l) takav da svaki graf sa r(k, l) qvorova
sadr�i ili kliku sa k qvorova ili nezavisni skup sa l qvorova.
Na primer lako mo�emo pokazati da je

r(1, l) = r(k, 1) = 1

kao i
r(2, l) = l, r(k, 2) = k

Brojevi r(k, l) su poznatiji kao Rezmzijevi brojevi. Slede�a teo-
rema o Remzijevim brojevima je data od strane Erdoxa i Sekerexa
(1935) i Grinvuda i Glisona (1955).

Teorema 4. Za svaka dva prirodna broja k ≥ 2 i l ≥ 2

r(k, l) ≤ r(k, l − 1) + r(k − 1, l)

Dodatno, ako su r(k, l − 1) i r(k − 1, l) oba parna, onda va�i stroga
nejednakost.

Dokaz: Posmatrajmo graf G sa r(k, l − 1) + r(k − 1, l) qvorova. Od-
aberimo proizvoǉno teme v ∈ V . Neka je S skup svih suseda od v i
neka je T = V \{S∪v}. Primetimo da je |S|+|T | = r(k−1, l)+r(k, l−1)
pa je ili |T | ≥ r(k, l − 1) ili |S| ≥ r(k − 1, l).
Ako je |S| ≥ r(k−1, l) onda u G[S∪v] postoji ili klika sa k qvorova
ili nazavisni skup sa l qvorova.
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Ako je |T | ≥ r(k, l−1) onda u G[T ∪v] postoji ili klika sa k qvorova
ili nazavisni skup sa l qvorova.
Ovime smo dokazali tra�enu nejednakost.

Za drugi deo teoreme, ukoliko su r(k, l − 1) i r(k − 1, l) oba parna
neka je G graf sa r(k, l − 1) + r(k − 1, l) − 1 qvorova. Kako je |V |
neparan na osnovu

∑
v∈V d(v) = 2|E| zakǉuqujemo da postoji qvor

v neparnog stepena. Sada analogno kao u prvom delu zakǉuqu-
jemo da je v ili sused sa r(k − 1, l) qvorova ili da nije sused sa
r(k, l − 1) qvorova, odnosno ili postoji klika sa k qvorova ili
postoji nazavisni skup sa l qvorova, pa je

r(k, l) ≤ r(k, l − 1) + r(k − 1, l)− 1

kao xto smo i tvrdili.

Pronala�eǌe Remzijevih brojeva je generalno veoma te�ak i
nerexen problem. Doǌa ograniqeǌa mogu se dobiti konstrukci-
jama odgovaraju�ih grafova:

(3, 3) Remzijev graf
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(3, 4) Remzijev graf

(3, 5) Remzijev graf
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(4, 4) Remzijev graf

Sada korix�eǌem prethodno dokazane teoreme dobijamo da je
r(3, 3) = 6, r(3, 4) = 9, r(3, 5) = 14 i r(3, 4) = 18.

Slede�a tabela predstavǉa do sada poznate vrednosti Remzi-
jevih brojeva:
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Teorema 5. r(k, l) ≤
(
k+l−2
k−1

)
.

Dokaz: Dokaz �emo sprovesti indukcijom po k + l. Korix�eǌem
prethodno dobijenih rezultata teoremu smo dokazali kada je k+l ≤
5. Predpostavimo da je tvr�eǌe teoreme taqno za sve m i n za koje
je 5 ≤ m+n < k+ l. Sada na osnovu teoreme i indukcijske hipoteze
dobijamo

r(m,n) ≤ r(m−1, n)+r(m,n−1) ≤
(
m+ n− 3

m− 1

)
+

(
m+ n− 3

m− 2

)
=

(
m+ n− 2

m− 1

)
Qime smo dokazali da teorema va�i za sve vrednosti k i l.

Doǌa granica za r(k, k) je data slede�om teoremom. Dobijena
je primenom veoma mo�ne tehnike zvane probabilistiqki metod.
Iako nije konstruktivni metod, mo�e biti iskorix�en za dokazi-
vaǌe da graf sa zadatim osobinama postoji, xto je nama u ovom
sluqaju dovoǉno.

Teorema 6. (Erdos, 1947) r(k, k) ≥ 2
k
2 .

Dokaz: Kako je r(1, 1) i r(2, 2) = 2, mo�emo pretpostaviti da je
k ≥ 3. Neka je Sn skup svih mogu�ih prostih grafova sa n qvorova
i neka je Skn skup onih grafova koji u sebi sadr�e kliku od k
qvorova. Jasno je da je

|Sn| = 2(
n
2)

zato xto svaki od
(
n
2

)
parova qvorova odre�uje jednu ivicu. Sliqno,

broj grafova u Sn koji u sebi sadr�e nekih fiksnih k qvorova kao
kliku je 2(

n
2)−(

k
2). Kako imamo

(
n
k

)
razliqitik k−elementnih pod-

skupova qvorova, onda je

|Skn| ≤
(
n

k

)
2(

n
2)−(

k
2)

Sada dobijamo da je

|Skn|
|Sn|

≤
(
n

k

)
2−(

k
2) <

nk2−(
k
2)

k!
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Pretpostavimo sada da je n < 2
k
2 . Iz prethodno dobijene nejed-

nakosti dobijamo

|Skn|
|Sn|

<
2

k2

2 2−(
k
2)

k!
=

2
k
2

k!
<

1

2

Dakle maǌe od pola grafova u Sn sadr�i kliku od k qvorova.
Tako�e, zato xto je Sn = {G|Gc ∈ Sn} imamo da maǌe od pola
grafova u Sn sadr�i nezavisan skup od k qvorova. Dakle neki
graf u Sn ne sadr�i ni kliku sa k qvorova ni nezavisni skup sa k
qvorova. Primetimo da je tvr�eǌe taqno za bilo koje n < 2

k
2 , pa

imamo da je r(k, k) ≥ 2
k
2 .

Ovime smo naxli doǌu granicu za r(k, l), zapravo ako je m =
min{k, l}, onda je r(k, l) ≥ 2

m
2 .

Sve doǌe granice za r(k, l) koje su dobijene konstruktivnim ar-
gumentima su mnogo slabije od Erdoxeve granice. Najboǉa kon-
struktivna granica dobijena od strane Abota (1972), koji je dokazao
da je r(2n + 1, 2n + 1) ≥ 5n + 1.

Remzijevi brojevi r(k, l) mogu biti definisani i na druge na-
qine, na primer vidimo da je r(k, l) najmaǌi prirodan broj n takav
da za svako bojeǌe ivica Kn u dve boje (recimo plavo i crveno),
onda ili postoji plavi podgraf od k qvorova ili crveni podgraf
od l qvorova. Izra�eno u ovoj formi, Remzijevi brojevi imaju
prirodnu generalizaciju. Definiximo r(k1, k2, . . . , km) da bude na-
jmaǌi prirodan broj n takav da za svako bojeǌe ivica Kn u m
boja, za neko i postoji podgraf sa ki qvorova qija su sva temena
obojena u boju i.

Teorema 7. r(k1, k2, . . . , km) ≤ r(k1−1, k2, . . . , km)+r(k1, k2−1, . . . , km)+
. . .+ r(k1, k2, . . . , km − 1)−m+ 2.

Dokaz: Posmatrajmo graf sa r(k1−1, k2, . . . , km)+r(k1, k2−1, . . . , km)+
. . .+r(k1, k2, . . . , km−1)−m+2 qvorova. Odaberimo qvor v. Iz ǌega
za neko i mora da polazi bar r(k1, . . . , ki − 1, . . . , km) ivica boje i i
neka krajevi tih ivica zajedno sa qvorom v qine podgraf U koji
za neko j ∈ {1, 2, . . . ,m} sadr�i kompletan podgraf boje j sa kj
qvorova, qime zavrxavamo dokaz.

Posledica. r(k1 + 1, k2 + 1, . . . , km + 1) ≤ (k1+k2+...+km)!
k1!k2!···km!

.
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Turanova teorema

U ovom delu, dokaza�emo poznat rezultat koji pripada Tu-
ranu (1941) koji odredio maksimalan broj ivica u grafu od n
qvorova koji ne sadr�i kliku veliqine m + 1. Turanova teorema
je postala osnova dela teorije grafova koji se zove ekstremalna
teorija grafova. Oznaqimo sa Tm,n kompletan m−partitan graf
sa n temena kome su svi delovi pribli�no jednaki, odnosno imaju
b n
m
c ili b n

m
c+ 1 temena.

Teorema 8. Od svih grafova sa n qvorova koji ne sadr�e kompletan
(m+ 1)−podgraf najvixe ivica ima upravo Tm,n.

Dokaz: Posmatrajmo graf G sa najve�im brojem grana. Doka�imo
da u grafu G ne postoje tri temena u, v, w takva da G sadr�i granu
uv, ali ne sadr�i grane uw i wv. Pretpostavimo suprotno. Raz-
likujemo dva sluqaja.
• d(w) < d(u) ili d(w) < d(v). Posmatrajmo graf G′ u kome je teme
w zameǌeno kopijom u′ temena u i pri tome u′ i u nisu spojeni
granom. Poxto kompletan podgraf grafa G′ sadr�i najvixe jedno
od temena u, u′ u G′ nema kompletnog (m + 1)−podgrafa. Me�utim
|E(G′)| = |E(G)|+ d(u)− d(w) > |E(G)|, pa G′ ima vixe grana xto je
kontradikcija.
• d(w) ≥ d(u) i d(w) ≥ d(v). Posmatrajmo graf G′ u kome su temena
u, v zameǌena dvema kopijama w′, w′′ temena w. Ponovo, u grafu G′

nema potpunog (m + 1)−podgrafa, ali je |E(G′)| = |E(G)| − (d(u) +
d(v)− 1) + 2d(w) > |E(G)|, kontradikcija.
Sledi da je relacija ”nepovezanosti granom” relacija ekviva-
lencije me�u temenima. To znaqi da je G kompletan multipar-
titan graf. Zato xto G ne sadr�i kompletan (m + 1)−podgraf
moramo imati ne vixe od m particija. Ako particije imaju po
n1, n2, . . . , nm temena, pri qemu neki ni mogu biti nula, onda G ima(

n

2

)
−

m∑
i=1

(
ni
2

)
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grana. Ovaj zbir se maksimizuje kada su svi ni jednaki bnr c ili
bn
r
c+ 1, odnosno kada je G ∼= Tm,n.

Specijalan sluqaj Turanove teoreme za m = 2 je Mantelova
teorema.

Teorema 9. Maksimalan broj ivica u grafu koji ima n qvorova i ne
sadr�i trougao je bn2

4
c.

Dokaz: Uzmimo bilo koja dva qvora u, v koja su spojena ivicom.
Oni nemaju zajedniqkih poznanika pa je d(v)+d(u) ≤ n. Primetimo
sada da je ∑

v∈V

d(v)2 =
∑
u∼v

(d(u) + d(v)) ≤ n|E|

Pri qemu pixemo u ∼ v ukoliko su qvorovi u i v spojeni. Sada
znaju�i da je

∑
v∈V d(v) = 2|E| i koriste�i

∑
v∈V

d(v)2 ≥ 1

n

(∑
v∈V

d(v)

)2

dobijamo da je |E| ≤ n2

4
, a jednakost se dosti�e za bibatitan graf

koji ima po bn+1
2
c i bn−1

2
c temena u svojim delovima.
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Xurova teorema

Posmatrajmo particiju ({1, 4, 10, 13}, {2, 3, 11, 12}, {5, 6, 7, 8, 9}) skupa
prirodnih projeva {1, 2, . . . , 13}. Primetimo da ne postoji podskup
u particiji koji sadr�i prirodne brojeve x, y i z, ne obavezno
razliiqite, za koje va�i

x+ y = z

Ali kako god podeli skup {1, 2, . . . , 14} u 3 podskupa, uvek �e pos-
tojati jedan koji �e sadr�ati x, y, z i x + y = z. Xur je 1916.
dokazao da za bilo koji unapred zadat prirodan broj n, uvek pos-
toji prirodan broj fn takav da bilo koja particija skupa {1, 2, . . . , fn}
na n podskupova sadr�i podskup u okviru koga postoje brojevi
x, y, z i va�i x + y = z. Oznaqimo sa rn = r(k1, k2, . . . , kn) Remzijev
broj kod koga su svi ki jednaki 3.

Teorema 10. Neka je (S1, S2, . . . , Sn) bilo koja particija skupa prirod-
nih brojeva {1, 2, . . . , rn}. Onda za neko i, skup Si sadr�i tri prirodna
broja x, y i z koja zadovoǉavaju jednakost x+ y = z.

Dokaz: Posmatrajmo kompletan graf qiji je skup temena {1, 2, . . . rn}.
Obojimo ivice ovog grafa bojama 1, 2, . . . , n tako xto �emo ivici
uv pridru�iti boju j ako i samo ako |u− v| ∈ Sj. Na osnovu Remz-
ijeve teoreme postoji monohromacki trougao, odnosno postoje tri
qvora a, b i c takva da su ivice ab, bc, ca iste boje, recimo i.
Neka je bez gubǉeǌa opstosti a > b > c i neka je x = a − b, y =
b− c, z = a− c. Onda x, y, z ∈ Si i x+ y = z.

Neka je sn najmaǌi prirodan broj takav da u bilo kojoj par-
ticiji skupa {1, 2, . . . , sn} na n podskupova, postoji podskup koji
sadr�i x, y, z i x+ y = z. Lako se mo�e pokazati da je s1 = 2, s2 = 5
i s3 = 14. Tako�e iz prethodne teoreme i primera imamo gorǌu
granicu za sn

sn ≤ rn ≤ bn! · ec+ 1

Doǌu granicu za sn mo�emo na�i na osnovu slede�eg primera.
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Primer 3. Dokazati da je sn ≥ 3sn−1 − 1.

Dokaz: Za skup S ka�emo da je slobodan ako ne sadr�i prirodne
brojeve x, y i z takve da je x + y = z. Neka je (S1, S2, . . . , Sn−1)
particija skupa {1, 2, . . . , sn − 1} na slobodne podskupove.
Posmatrajmo sada skupove S ′i = {x+2sn−1− 1|x ∈ Si} i posmatrajmo
skupove Xi = Si ∪ S ′i. Primetimo da su svi skupovi Xi slobodni.
Ako je Xn = {sn−1, sn−1 + 1, . . . , 2sn−1 − 1}, onda je i Xn slobodan
a particija (X1, X2, . . . , Xn) skupa {1, 2, . . . , 3sn − 2} dokazuje da je
sn ≥ 3sn−1 − 1.

Korix�eǌem primera i qiǌenice da je s3 = 14 mo�emo dobiti
doǌe ograniqeǌe za sn

sn ≥
1

2
(27 · 3n−3 + 1)
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Zadatak iz geometrije

Definicija 14. Dijametar skupa taqaka S u ravni je maksimalno
rastojaǌe me�u parovima taqaka iz S.

Treba navesti da je dijametar u naxem sluqaju strogo geometri-
jski pojam i nije vezan za grafovse koncepte dijametra i udaǉenosti.
Razmatra�emo skupove qiji je dijametar 1. Skup od n taqaka
generixe

(
n
2

)
rastojaǌa me�u parovima tih taqaka. Intuitivno

je jasno da ukoliko je n ”veliko”, onda neko od rastojaǌa mora da
bude ”malo”. Dakle za bilo koje d izme�u 0 i 1 mo�emo pitati ko-
liko parova taqaka iz skupa {x1, x2, . . . , xn} dijametra 1 mo�e biti
na rastojaǌu ve�em od d. Ovde �emo pokazati rexeǌe specijalnog
sluqaja ovog problema, kada je d = 1√

2
.

Kao ilustraciju navex�emo sluqaj kada je n = 6. Onda imamo xest
taqaka x1, x2, x3, x4, x5 i x6. Ako ih smestimo kao temena pravilnog
xestougla tako da su parovi (x1, x4), (x2, x5) i (x3, x6) na rastojaǌu
1, onda ovih xest taqaka qine skup dijametra 1.

Lako mo�emo izraqunati da su parovi (x1, x2), (x2, x3), (x3, x4), (x4, x5), (x5, x6)
i (x6, x1) na rastojaǌu 1

2
i da su parovi (x1, x3), (x2, x4), (x3, x5), (x4, x6), (x5, x1)

i (x6, x2) na rastojaǌu
√
3
2
. Kako je

√
3
2
>
√
2
2

= 1√
2
, zakǉuqujemo da
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postoji devet parova taqaka na udaǉenosti ve�oj od 1√
2
u ovom

skupu qiji je dijametar 1.
Me�utim, devet parova taqaka nije najboǉe xto mo�emo da uradimo
sa xest taqaka. Stavǉaǌem taqaka u konfiguraciju prikazanu na
slici, svi parovi osim (x1, x2), (x3, x4) i (x5, x6) su na udaǉenosti
ve�oj od 1√

2
. Ovime smo postigli da imamo 12 parova taqaka na

udaǉenosti ve�oj od 1√
2
. Ovo je zapravo i najboǉe xto mo�emo

posti�i sa xest taqaka. Rexeǌe ovog problema za proizvoǉan
broj taqaka je dato slede�om teoremom.

Teorema 11. Ako je {x1, x2, . . . , xn} skup taqaka u ravni qiji je di-
jametar 1, onda je maksimalan broj parova taqaka na rastojaǌu ve�em
od 1√

2
jednak bn2

3
c. Qak xta vixe, za svako n postoji skup {x1, x2, . . . , xn}

dijametra 1 sa taqno bn2

3
c parova taqaka na rastojaǌu ve�em od 1√

2
.

Dokaz: Neka je G graf definisan kao

V (G) = {x1, x2, . . . , xn}

i
E(G) = {xixj|d(xi, xj) > 1/

√
2}

Gde d(xi, xj) predstavǉa euklidsko rastojaǌe izme�u taqaka xi i xj.
Mi �elimo da doka�emo da G ne sadr�i K4.
Za poqetak primetimo da bilo koje qetiri taqke u ravni moraju
da obrazuju bar jedan ugao koji je najmaǌe π

2
. Konveksan omotaq

qetiri taqke mo�e biti ili du� ili trougao ili qetvorougao
(pogledati sliku) ali jasno je da u svakom sluqaju postoji ugao
xixjxk koji je najmaǌe π

2
.

Mogu�i konveksi omotaqi qetiri taqke
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Pogledajmo sada te tri taqke xi, xj, xk koje obrazuju taj ugao.
Nemogu�e je da sva rastojaǌa d(xi, xj), d(xj, xk) i d(xk, xi) biti ve�a
od 1√

2
i maǌa ili jednaka od 1. Ako su d(xi, xj) > 1√

2
i d(xj, xk) > 1√

2
,

onda je d(xi, xk) > 1. Zato xto je skup {x1, x2, . . . , xn} dijametra 1,
sledi da za bilo koje qetiri taqke u G, postoji bar jedan par koji
ne mo�e biti spojen ivicom, pa G ne sadr�i K4. Sada iz Turanove
teoreme sledi da je

|E(G)| ≤ |E(T3,n)| = bn2/3c

Sada lako mo�emo konstruisati skup {x1, x2, . . . , xn} dijametra 1
koji ima taqno bn2

3
c parova taqaka koja su na rastojaǌu ve�em

od 1√
2
. Izaberimo realan broj r ∈ (0, (1 − 1√

2
)/4) i nacrtajmo tri

kruga polupreqnika r qiji su centri na me�usobnom rastojaǌu 1−
2r. Smestimo taqke x1, . . . , xbn/3c i prvi, zatim xbn/3c+1, . . . , xb2n/3c u
drugi i xb2n/3c+1, . . . , xn u tre�i krug, na takav naqin da je d(x1, xn) =
1. Ovaj skup je oqigledno dijametra 1. Tako�e d(xi, xj) ≥ 1√

2
ako

i samo ako se xi i xj nalaze u razliqitim krugovima, pa imamo
taqno bn2

3
c parova (xi, xj) za koje je d(xi, xj) > 1√

2
.

Primer sa bn2

3
c parova
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