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1

YBoO

HuKJIOTOMUYHU TIOJIMHOMHU IIPEJICTAB/bAjy MOCEOHY KJIACY ITOJUHOMA YUjU CY KO-
peHu TPUMHUTUBHU KopeHU jeaunauiie. Ibux je mpse nmocmarpao ['ayc jorr moueTkom
19. Beka kaja je JI0Ka3mWBaO KOJU Ce MPABUJIHU MHOTOYTJIOBU MOTY KOHCTPYUCATH
JemrpoM u mrectapoM. OBH TOJIMHOMEI WMajy 3HAYajHY IPUMEHY yV Pa3IuIUuTAM TI0-
JbMa MaTeMaTHuKe, oJ Teopuje Opojesa, ancrpakTHe ajaredbpe, Teopuje ['astoa, ma 10
reoMeTpuje.

Hup oBor paja je ja mokake HUXOBY JIeDUHUIIN]Y, OCHOBHA CBOjCBTA U MECTa
Ha KOJUMa ce TIPUMEY]Y.

OBOM TPUINKOM Kejie0 OMX Jla MCKasKeM HCKPEHY 3aXBAJIHOCT CBOM MEHTODY,
Bykamuny BpkoBuhy, Ha CTpyYHUM CaBeTHMa U CTPIJbEIbY TOKOM paja Ha OBOM
MaTypcKoM paJry. Takobe, kejieo OUX J1a ce 3aXBaJIMM M CBIUM OCTAJIUM ITpodecopuMa
ca KojuMa caMm capahuBao cBe OBe TOJIMHE.
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YBoaHU II0JMOBHI U AedUHUIIA]e

2.1 MebujycoBa dpyHKII]a

Hedbununmja 2.1 (Mebujycoa dyukimja). Heka je n npuponan 6poj u Heka je
szl pg’“ Iberosa (hakTopu3alyja Ha pocTe duHuole. Tajga dyHKImjy geduHucany
Kao0

(—1)" ako je fr =1 3a cBaxko k,
pn) =
0 Yy CyIPOTHOM.

zoBemo MebujycoBa dyHKIHTja.

Mozkemo mpumerutu jga je pu(n) = 0 ako U caMo ako je n JIeJbUBO KBaJIPaToOM
npupoHor 6poja Beher o 1. omgarHo, 1ako ce npumern ja je Mebujycosa dynkimja
MYJITHILIHKATHBHA, OJHOCHO, Baxu ((nm) = pu(n)u(m) 3a ceaka 2 y3ajaMHO TIpocTa
pupojiHa Opoja n u m.

Teopema 2.1. Heka je n npupomgan 6poj. Taga Baxku:

1 xamajen =1,
> u(d) :{

0 wunaue.
dln

Jlokas. Tepheme ounryenno Baxu 3a n = 1. 3an > 1 yeaumo osnaky rad(n) koja
O3HaYaBa MPOU3BOJ] CBUX MPOCTUX Jeusaiia 6poja n. [Ipumernmo ja yKOJIUKO 3a
Heko d Baxku d | n u d { rad(n) onga mopa 6uru p(d) = 0. Jomarno, Heka 6poj n nma
7 pasIMauTHX Ipoctux menmiana. [locmarpajmo menmnore rad(n) Koju mMajy TadHo
k npocrux dakropa. tbux nma (}) u 3a csaxu je pu(d) = (—1)k.

Sl = 3 utd) =S4} ) = (-1 =o.

dln d|rad(n) k=0



2.2. IlpuMuTUBHU KOpEHU jeIMHUIIE 3

OBo TBpheme je camo 1o cebu Beoma O6uTHO U moMohn he HaM IpH JOKA3HBAILY
caesiehux Teopema.

Teopema 2.2 (Mebujycosa unsep3na dopmysa). Heka cy f, F: N — R dynkiumje

TaKBe ,ZLa Ba>KU:
F(n) =Y f(d).

dln
Tana je:
n
o)=Y u@F (%),
dln
/loxas. Tepheme hemo mokazaTu mnperpynucaBambeM CyMa U IPUMEHOM IIPEeTXO/IHe
TeopeMe:
n
S u@F (5) =3 (@)D flo) | =D | Fl9) Donl@) | = fo)
dn dln 913 gln g

Teopema 2.3. Heka cy f, F': N — R dyukIiuje Takse jia BaxKu:
F(n) = 1] f(@).
din

Tana je:

f(n) =TT Fay ).

dn

Jloxas. JloBOJBHO je IpUMEHUTH IpeTXoHy TeopeMy Ha dyukuuje In(f(z)) u In(F(z)).

]

IIpumep 1. Mnaue je mosHaTo, a KacHuje y pajly U JIOKA3aHO, Ja BaxKd n =
> din ©(d). Cayia, Ha OCHOBY Teopeme 2.2 MOXKEeMO M3BecTd u (hopMyJIy 3a ¢(n):

p(n)=> u (g) d.

din

2.2 IlpuMuTHBHN KOpPEeHU jeANHUIIIE

Hedunumnuja 2.2. Heka je n mpupogan 6poj. 3a 6poj ¢ € C kaxkemo ja je n-tu
KOPEeH jeJMHUIle YKOJUKO 3a/10Bo/baBa (" = 1.
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WNuave je mosHaTo Ja mMa TaIHO N N-TUX KOPEHA jeJUHUIe U Ja Cy TO OpojeBH
2imk

obmmka (F=e"n zak=1,2,.

Hedbnannuja 2.3. Heka je ( n-tu kopen jemunuiie. [loperkom Opoja (, y o3HaIM
ord((), masmBamMo HajMarbu TPUPOIHE 6poj k 3a Koju Baxkm (F = 1.

Jlema 1. Heka je ( n-tu xopen jeaunwuiie. Heka 3a Heku npupoman 6poj k BaxKu
¢ =1. Onma ord(¢) | k. Cnenujasno, ord(¢)|n.

Jloxas. Heka je d = ord((¢). Onna 6poj k MoxkeMo jia 3amuiemMo Kao k = qd + r rje
je 0 < r < d. Ipumernmo na Baxku 1 = ¢ = (¢4)4¢" = (™. lomro je (" =1 ur < d,
TO 1o edbuHUIIjU TopeTKa Mopa Baxkutu 7 = 0 1mro 3uHaqn ga d | k. O]

Hedbnannmuja 2.4. Heka je ( n-Tu KOpeH jeJIMHUIE 3a HEKH NPUPOJAH OPOj 7N.
Yromuko Baxu ord(() = n, taja 3a 6poj ( Kaxkemo Ja je MPUMHUTABHU N-TH
KOPEH je/IMHUIIE.

Jlema 2. Heka cy n u k npupoguu 6pojesu, a ( IPUMUTUBHU N-TU KOPEH jeMHUILE.
Onza je (¥ npUMHUTUBHE n-TH KOPEH jeJMHUIIE aKO M CaMO aKo Cy 1 U k y3ajaMHO
[IPOCTH TIPUPOJIHU OPOjEeBH.

Joxas. Heka je (n,k) = 1. Axo je d = ord(¢*), onna je ¢* = 1. Tlo nemu 1 n | kd,
a Kako je (n,k) = 1, To Mopa ga Baxu n | d. Jomr axu u ((F)" = ((")F =1 na
je d = n, tj. (¥ je pUMHUTHBHE N-TH KOpeH jefuHuie. Y CyHPOTHOM, YKOJIHUKO je
(n,k) = g > 1, oma sasxu (CF)5 = (¢")s = 1. Kaxko je 2 < n, 1o (¥ ne moxe Guru
[NPUMHUTUBHU N-TU KOPEH. O
ITocnemuna. 13 nperxojHe jeMe MOXKEMO 3aK/bYIUTH Ja UMaMO TAIHO @ (n) Mpu-
MUTHBHUX N-TUX KOPEHA jeJIMHUIE U Jla Cy TO CBU OpojeBH OOJIMKA e“i xana je
(TL, k) =

Teopema 2.4. Cyma cBUX IPUMUTHBHUX N-TUX KOPEHA je[UHUIE jefHaka je p(n).

Jloxas. Tpancdopmummmo cymy kopucrehu teopemy 2.1:

n/d
Z ¢k Z > ou(d)ct =D ()Y ¢ = p(n).
(n.k)= k=1 d|(n k) din k=1

[IpumeTumo 1a je ZZL ekl = Cld_ll = (0 ceM y TpuUBHjaJHOM CiIydajy Kaja je d = n,

OJTHOCHO, jeJIMHU YJIaH KOJU MPEOCTaje y CyMH rope yripaso jecre f(n). 0

Teopema 2.5. Heka je n npuposan 6poj Behu o1 2. Onjta je npou3Bo/i TPUMUTHBHUX
N-TUX KOPeHa jeJINHUIe jetHaxK 1.

Jloxas. Ilpumernmo ja Kaj je n > 2 NPUMUTHUBHHUX N-TUX KOPEHA jeJIMHUIE UMa,
mapan 6poj 1 Mozkemo mx ymaputi: (F("F = 1. O
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2.3 O noamHOMMMA

Teopema 2.6 (aycosa sema). Heka cy g(x) u h(x) MOHWYHM TIOJIMHOME Ca paIiy-
onasHuM KoedunmjentuMma. Ykonuko je f(z) = g(x)h(x) nomunom ca 1enobpojanm
KoedurmjeHTNMa, OHJIa ¢y Takohe u g(z) u h(z) mosmHOMY ca 11e100pojHUM Koedu-
[IjEeHTUMA.

Jloxas. Heka cy u n v HajMamu npupojHU OpojeBu Tako ja Baxu ug(r),vh(x) €
Z[z]. Tpeba mokazatu ja je uv = 1. IIpeTnocraBuMo cymnmpoTHO, jJa MOCTOjU IPOCTO
p taxko ga p | wv. Hexa je ug(z) = bpa® + ... + by, vh(x) = cpa™ + ... + ¢ 1
wf(x) = apa™ + ... + ag. Hexa cy i u j Hajmamu 6pojesu Taksu 1a p { b; u p 1 ¢;.
Onu Mopajy mocrojatu 3601 MuHIMa/HOCTH U 1 v. [TocmaTpajmo:

Qit5 = biCj + (bi_lcjﬂ + ) + (bi—i-lcj—l + )

Kako p nenm n3pas ca jeBe cTpaHe U WIaHOBE Y 3arpajiamMa, TO MOYKEMO 3aKJbY INTH
na p | bjc; mWTO je y CyIPOTHOCTH Ca MPETIOCTABKOM. O

[Tox momem P cmarpahemo vexo on mosba R, Q nm Z,,.

Teopema 2.7. Heka je nosnunom P(z) € Plz]. Taga mocrojun HEKOHCTAHTHE IIOIHHOM
m(x) Takas ga m(x)? | P(x) akko awu (P(z), P'(z)) # 1. Ilog P'(z) noxpasyme-
BaMO IIPBU U3BOJ 110 & momHoMa P(z).

/oxas. 1lokaXmmo TIPBO jeqHy JIeMy:

Jlema. Hepacrap/buBr HEKOHCTAHTHH ITOJIMHOM HaJI I10/beM [P He MOKe UMaTh U3BOJ,
Jjennax 0.

Jloxas. TBpheme jenuno Huje TPUBHjAIHO 32 HOJbe Zjy,. 1lomTo je msBoj moaunoMa
. P
jennak 0, on Mopa 6utn obmuka p(z) = > apz*?, amn taga Baxu p(z) = (3 apz®)

IITO je Y CYIPOTHOCTH €& MPETIIOCTABKOM JIa je HAIll TIOJMHOM HEPACTABJHUB. O

Bparumo ce caj jokasusamy Teopeme. Ykomuko m(z)? | P(x) onga je P'(x) =
(m(2)?Q(z)) = m(2)*Q'(z) + 2m(z)m’(z)Q(z) na je craxkaxo (P(z), P'(z)) > 1.
[ITo ce Tuve JIPyror cMepa, NpeTIocTaBuMo Ja je Q(r) HeKn HepacTaB/buBH (HhaKTOD
(P(z), P'(x)). Onpa Q(z) | P'(x) = (Qx)r(z))" = Q'(x)r(z) + Q(z)r'(x). Kaxo je
deg@’ < degQ m mo nevn Q'(z) # 0 To mopa ma Baxu Q(z) | r(z) 1j. Q(x)* |
P(x). O

Teopema 2.8. Heka je p npoct 6poj. IIpermocraBumo Jia 1mocToju npupojan 6poj a
u nosimHoM f € Z[z], Takas Ja BaxKu:

2" —1=(r—a)*f(z) (mod p).

Owna p | n.
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Jloxas. Tlpumerumo p 1 a. ¥YBegumo cMeny y = x — a. VI3pas rope nocraje (y+a)™ —
1 —y*f(y +a) =0 (mod p). [Tocmarpajmo koedunujent y3 y. Kako on mMopa 6uru
0, p| na™ ! 1j. p|n. O
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IHukIoTOMUYHN IOJIMHOMU W OCHOBHA
CBO]CTBa

Hedunumnuja 3.1. 3a npupogan 6poj n AeUHUIIEMO N-TU TUKOJOTOMUIHHI TTOJIH-
HOM Ka0 MOHMYAH MOJUHOM YHUjU Cy KOPEHU MPUMHUTUBHU N-TU KOPEHU jEIMHUIIE:

b= [ @-0=I] @—™).

ord(¢)=n 1<k<n
¢n=1 (k,m)=1

Kako mmamo TadHo ¢(n) NPUMHTHBHUX N-TUX KOPEHA jEJMHHUIIE, TO je CTEIeH
nosmuoma @, () jemuax ¢(n).

Teopema 3.1. 3a cBaku nmpupoaH 6Poj 1 BaXKM:

"t —1= H@d(m).

dln

Jloxas. Kopern z" — 1 cy cBu n-tu kopenn jenunaurie. Heka je ¢ jeman ojl mux u
Heka je ord(¢) = d, npurom d|n. Tana je ¢ upuMUTUBHE d-TH KOPEH je/IMHUIIE Ta je
u Hyna noguaoMa P4(x), OMHOCHO HysIa MOJIMHOMA Ca JieCHEe CTPaHe jeTHAKOCTH. 3a
[POU3BOJbHY HYJIy TOJIMHOMA ca JecHe Baxku ord(()|n, Te je oHa Hysa U moJMHOMA
ca jieBe ctpane. Kako cy oba mojsimnoMa MOHUYHA U UMajy CBE jeJHaKe HyJse, TO Cy
W OHUW camu jejiHaku. [

IMocaeauua. 3a mpupogan 6poj n BaxKm n = Zd‘n © (%)
Ipumep 2. 2° — 1 = &1 (2)P3(2)Py(z) = (z — 1)(2® + 2+ 1)(25 + 23 + 1)

IMpumep 3. 2° —1 = & (2)Py(2)P3(2)Ps(z) = (z—1)(z+1)(2® + 2+ 1)(2? —2x+1)



3. HuKI0TOMUYHN MTOJTMHOMU M OCHOBHA CBOjCTBA 8

Oy(r)=x—1 Pg(r) =a2° —w+1

Oy(z) =x+1 O (x) = 2+ +at+ P+’ +a+1
Qy(x) =2 +x+1 Pg(r) =2 +1

Py(z) =22+ 1 Pg(z) =a® +2°+1

Os(x) =2t +2° +22 +o+1 Py(z)=at -2+ 2 -z +1

Tabemna 3.1: IlpBux 10 MUKJIOTOMUYIHUX MTOJTHHOMA

[Ipumehyjemo ja cBU rope HaBeJEHU MOJUHOMHU UMajy KoedUImjeHTe KOju Cy
nesn 6pojesu. Vcernocrasiba ce jia CBU IUKJIOTOMUYHU [TOJTMHOMU UMajy IeJI00pojHe
KoedwuImjeHTe 1 0 TOMe cBejioun cjejeha Teopema.

Teopema 3.2. Heka je n npupoman 6poj. Iomunom @, (r) uma cse 1esnobpojHe
koedunmjenre, oguocuo P, (x) € Z[x].

Jlokas. okaxkumo Tepheme nupykiujom o n. 3a n = 1 je ®1(x) = z — 1 na
TBpheme ounriieino Baxku. [IpeTrnocTaBuMo j1a OHO BaxkKi 3a CBe OPoOjeBe Marbe O/I
n. Ilo Teopemu 3.1:

2" =1 =[] Palx) = Tul2) ] | Pul)
din idn

Kaxo je 2" —1 € Z[x] n no unaykrusHOj Xunore3n takohe Baxu [ [ an ®q4(z) € Z[z],
d<n

To o [aycoBoj nemu ciaemn O, (x) € Z[z]. O

Teopema 3.3. Heka je n npupomgan 6poj. Ounma je:

din
/loxas. Tephemwe ciaean aupekTHO n3 Teopema 2.3 u 3.1. [

OBakaB 3anuc Koju oMoryhasa n3padyHaBambe IUKJIOTOMUIHUX ITOJTnHOMa nMahe
pasauyuuTe IpUMeEHE Yy HACTaBKY.

Cana hemo BujeTn map WJEHTUTETAa U MPUMepa KOjU HAM MOI'Yy HOMOhHU Ipu
n3padyHaBaby MUKJIOTOMUYHAX MTOJMHOMA Y HEKUM CIIEIUjaJTHUM CJTyvdajeBUMA.

Teopema 3.4. Heka je n upupogan 6poj u n = [[,_, p{;’c IeroBa mpocra hakTopu-
sanmja. Ako je m = [[,_, p¥¥ 6poj 3a koju Baxu 1 < g, < fj, onnocuo rad(n)|m,
TaJla BarKm:

D, () = O, (z"/™).
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Jloxas. Tlocmarpajmo 6poj d Takas ma d | n u d{ m. Tama 6poj d mopa Gutu je/buB
KBa/IPaTOM HEKOT IpupoHor 6poja 1a je pu(d) = 0, ommocno (zd — 1)) = 1.

®,(z) = [[=% — "D = [ T](2% — 1)@ | | [J (¥ — 1@

i i i
- H(xﬁ _ 1>u(d)
djm
=TT (%)% — )"
djm
= O, (/™)

O

ITocmenuna. Crenujanno, ako je n IPUPOJAH U P IPOCT TaKas Jia p | n, OHJA je
D, (x) = O, (2P).

Teopema 3.5. Heka cy a u n y3ajamuo mpoctn npupoann 6pojen. OHa BasKu:

0, (2") = [ [ Poale).

dla

Aoxas. Crenen nonunoma ca jecne crpate je Y, p(nd) = o(n) 34, 0(d) = ap(n),
IITO je YIIPABO U CTEIEH MTOJIMHOMA ca JieBe cTpaHe. Kako cy oba mojimHoMa MOHITHA,
JIOBOJBHO je TIOKa3aTH Jla Cy UM CBe HyJle jeJIHaKe.

Kopenn nonuaoma ca jieBe crpane cy a-Tu KOPEHU TPUMHTHUBHUX N-TUX KOPEHa
jenunwutie. Heka je ( mpuMuUTUBHU Na-TH KOpeH jeguauiie. Taga cy KOpeHH MOJIMHOMA
ca nese crpane oosmka (¥ u (k,n) = 1. [Tocrarpajmo g = (k,a). Ouga je (¥ = (Cg)g
HMPUMUTUBHA %—TH KOPEH jeIMHUIIE, OJTHOCHO KOPEH @n%(x). Tako cMmo TOKa3aIu 12
Cy CBe HyJIe JIEBOT TIOJTUMHOMA UCTOBPEMEHO U HYJIE JIECHOT. O

ITocnenuna. Axo je n mpupojan 6poj un p IpocT u BaxKu p 1 n, ouja je ®, ()P, (x) =
D, (zP).

ITocienuma. Ako cy n u k npuponnu OpojeBH U p MPOCT U BaxKU p 1 n, OHJA je
O, (27" ) Dy (z) = B ("),

Teopema 3.6. Heka je ¢ mHemapan npupoman 6poj Behu ox 1. Onpa je:

Doy () = Py(—2).



3. HuKI0TOMUYHN MTOJTMHOMU M OCHOBHA CBOjCTBA 10

/oxas. Kopuctumo neke ocuoBue ocobure Mebujycose dyukimje:

d|2q
_ H(xd _ 1)#(%‘1)@201 _ 1)#(%)
dlq
=[] -1) u(%)(xd _ 1)#(%)<Id + 1)#(%)
dlq
= [T+
dlq
= (1% T (=) = 1) = @,(—a)

]

ITocnemuiia. Heka je n Henapan npupojan 6poj. bpoj ¢ je npuMuTuBHE N-TH KOPEH
JEeJIMHUTIE aKO U CaMO aKo je —( NMPUMUTHUBHE 2N-TH KOPEH jeINHUIIE.

OBU WJIEHTUTETH HAM MOI'Y IIOMONM IPUJIMKOM H3pavdyHaBamba ITUKJIOTOMUYHAX
IIOJIMHOMA.

Cajsia hemo BujeTn map npuMepa HEKUX CIEMU(PUIHUX U JIAKO U3PATyH/bUBUX
IUKJIOTOMUYHAX TTOJIMHOMA.

ITpumep 4. Heka cy n u m upupomau OpojeBH, a p HemapaH mpocT 6poj. Onma
BazKu:

L ®p(x)=1+z+2>+.. +a27

2. Pop(r) =1 —x+a?— .+l
3. Do (z) =22 +1;

4. By () = YhSp ™"

5. gy () = A1

[Torsrenajmo Tabemy 1. MoxkemMo mpuMeTUTH JIa CY CBU HMOJIMHOMU CEM IIPBOT
cumerpuunu. Vcrocrasiba ce jia To TBpheme BaXKu U 3a CBE OCTaJIe.

Teopema 3.7. Heka je n npupojian 6poj Behu oy 1. Tata je MUKIOTOMUYHA TOJTUHOM
®, () cumerpuuan, Tj. Baxu O, (r) = x#Md (%)
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Joxas. 1lukIOTOMIUYHE TIOJIMHOME HMMajy CBe peajine KoeduildjeHTe Ia MOKEMO
NPUMETUTHU JIa YKOJHUKO je ( IeroB KOpeH, OHJIa TO Mopa Outh um ( = % Joka3s

hemo cripoBectu Kopuctehu To TBpheme, TeopeMy 2.5 U MaJIO padyHa.

2, (x) = [~ &)
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HepaCTaBJ])I/IBOCT HNNKJIOTOMNYHUX
ITIOJINMHOMA

HepacTaB/bUBOCT MUKJIOTOMUYHUX ITOJTUHOMA, TIPEJICTaB/ba jeJaH oj (byHIaMeH-
TAJHAX 3aK/bydaka y Be3n ca uctuM. OH je JoKa3WBaH MHOTO ITyTa, OJ CTpaHe pa-
BJIUYUTHX MaTeMaTudapa, y pa3ImIuTUM CTEIeHNMa OIIITOCTU ¥ KOPUIITNEheM pa-
giamanTux Metosa. OBrie heMo pasMOTpUTH Map MPUCTYIIa TOM POOJIEMYy.

Teopema 4.1. Heka je p mpocr 6poj. Onga je ®,(z) nepacrasmpus y Q[z].

OBumM mpobJiemomM ce 1ipBu H6aBuo [ayc jorn y mwerosom jesy Disquisitiones Arithm-
eticae (1801) [6]. Ha mera je mHammao IpUIMKOM JOKa3UBaEba IIO3HATOT PE3y/ITaTa
Jla je mpaBmWJIaH 17-Toyrao, omiTuje n-royrao rie je n @epmaos mpoct 6poj, Moryhe
KOHCTPYHUCATHU JICEbUPOM U IectapoM. Jloka3 Tor tBphema ce 3acHMBAO Ha Hepa-
crapuBoctu P, (x). O name kpelie ga pasmarpa oBakBe IOJHMHOME 3a CBE IPOCTE
opojese.

Hammomena. /Io kpaja oor jiesia hemo ca p o3HavdaBaTu IIpocte Opojese.

Jloxas (I'ayc). Ilpermocrasumo cynporro, 1a je O,(x) = f(z)g(x) 3a mexe momammHo-
me f(x) u g(x) ca nenobpojunm koedunujertuma. Heka je f(x) = (v —(p)...(x — (y).
Hedbunummno fi(z) = (x — ¢F)...(x — %). Ceu xoedunujentu fi(x) cy cumerpu-
uHe (dbyHKIHUje o KopennMa f(x) ma 1o dbyHIaMEeHTAJIHOj TEOPEMHU O CUMETPUIHUM
HOJINHOMKMA U OHU MOPAajy OUTHU IeJOOPOjHE TIOIITO CBU OCHOBHH CUMETPUYHH T10-
muHoME (Koedurmjentu f(x)) ysumajy 1eaobpojae BpeIHoCTH. JOI nMaMo u ja cy
fr(z) MOHMYIHE U & HeMajy peaTHnX HyJla, Ia Cy Y CBUM BPEJIHOCTHMA IO3UTHBHH.
Jlako ce Buau:

(I)p@)d = fi(x) fa(z)... fr1 (),

OJTHOCHO KaJ1 yoarumo r = 1:
p? = (1) f2(1).. fpoa (D).

12
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Kako je d < p—1u fi(1) € Z*, To 3a mexux g oz wux mopa Baxkutu f(1) = 1.

Onna je:
p—1

ka(l) =g # 0 (mod p).

k=1

Ca apyre crpaie xkopucrehu f,(1) = 0 umamo:

p—1 P p d
SR =D H(1) =D (1) sl Ch)
k=1 k=1 k=1 i=0
d 4
=Y (=D">  si(¢h, . ¢h) =0 (mod p),
=0 k=1
nomro je: Y op_y Si(CF, ., C5) = Sh_ (¢ + o4 ¢Fv) = 0 (mod p), mro je y

CYIPOTHOCTH Ca ITPETXOJHOM TBP/IHOM.

]

[Tocse T'ayca, na oBOM 10J/by HUje OUJIO TIYHO HAIIPETKA CBE JI0 Y€TP/IECETUX T'OJU-
Ha 19. Beka. Kponekep 1845. [8] nponasnasu ,10 HeKnma, MaJio jeJHOCTaBHUje perrie-
e o1 ['aycoBor ciyxkehu ce cimaamm merogama. Kao ocHoB, ono kopuctu ciesehy
JIemy.

JIema. Heka je f(z) npousBosbat moamHOM ca 1iesio6pojanm koedunujentuma. Heka
je ¢ npummtusHu p-tu KopeH jejunune. Ouga je f(C)f(¢?)...f(¢P') ueo 6poj u
FOF(E)..f(P7) = f(1)P7! (mod p).

Joxas. Heka je e(x) momunom nedunucan kao e(x) = f(z)f(x?)...f(xP~1). Tpume-
Mo Jia je e(() uspas cumerpudan 1o ¢, (2, ..., (P71, na no gpynamenrainoj reopemMu
O CUMETPUIHUM TIOJIMHOMUMA CJieu jia je e(() moauHoM ca 1ea06pojHumM Koedurm-
jeHTHMa 110 OCHOBHUM CHMETPUYHUM ITOJTHHOMEMA. KaKO CBH OCHOBHM CHMETPUIHH
nomnomu 1o ¢, 2, ..., (P~ umajy nenobpojue Bpeanoctu (41), To u cama BpeIHOCT
e(z) mopa 6uTH 11e700pOjHA.

Cajia mocmaTpajmMo u3pas:

S=) ™) = fOP "+ (= D) (P

Ca japyre crpane sammmumo e(x) Kao e(x) = Y. Agx®. Onna je:
S=> A (L+ ¢+ + ..+ (P ¥) = pAg = 0 (mod p).

Oparite IUpeKTHO ciean TBpheme JjeMme. O
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Jloxas (Kponexep). Kponekep 3aspiasa jgoka3 kopucrehn naseseny jemy. [Ipermo-
craBuMO Ja je nosmuaoM P, (x) pacraspus. Onga ra MozkeMo 3anucaru Kao O, (x) =
f(z)g(z) tae cy f m g nommHOMHU ca 1ea00pojHUM KoedwunujeHTHMa 110 ['aycoBoj
nemn. Kaxo je @,(1) = p = f(1)g(1), omamre, 6e3 yMarmemba OMNIITOCTH MOXKEMO
npernocrasuru f(1) = £1. 3a wekn npumurusau Koper Baxku f(¢) = 0 na je onja
FOF(C?)...f(¢P71) = 0, mTo je y cynpOTHOCTH Ca IIPETXOIHO HABEJICHOM JIeMOM. [

®paniyckn maremarnaap Cepe 1850. [15| romune pokasyje yommreme Kpone-
KepoBe JleMe KOja BayKH U 3a IPUMUTHBHE p-Te KOPEHOBE jeIMHUIC W CAMEIM THM
ycleBa, Ja JI0Kazke U HEPACTaB/bUBOCT IMKIOTOMUYHUX IIOIMHOMA pejiosa pF.

Y ciaununo BpeMme, 1846. nemauku maremarndap [lloneman uzbartyje paj o 1mosm-
HOMEMA, Ca IeJI00pOjHIM KoedUIjeHTUMa y KOjeM ITPeJICTaB/ba Kpajihe jeTHOCTaBaH
KPUTEPHjyM KaJia je mojauHoM HepacTtaB/buB. OH oMoryhasa joImn jeJHOCTaBHUjU 0~
Ka3 y ciydajy npocTux 6pojesa. [14]

Jlema (Illoneman). Heka je f(x) nosmuom crenena k. [IpernocraBumo ja 3a HeKu
npoct 6poj p, 1eo 6poj a u nosmHOM ¢(x) ca 1esobpojHIUM KoedUIMjeHTUMAa TaKaB
na p1g(a) Baxkn:

f(a) = (z —a)* +py(x).

Ongza je nosmuoMm f(x) Hepactaspus (mod p).

Kacnwuje, 1850. romune Ajsenmraju [4] o6jaBbyje pas y KoMe joKasyje cBOj MO-
snatu KpurepujyM. Caja hemo BujieTn j10ka3 caMor KpUTepujyMa Kao U jOIl jeaH
JIOKa3 HEPACTaB/bUBOCTH.

Jlema (Ajzsenmraju). Heka je f(x) = a,z"™ + ... + ap moamHOM ca 1e7006pOJHIM KO-
edbunujentuma. [TpernocraBumo 1a p Jeju CBaku 0J1 KoepurpjeHaTa ag, @, ..., ay_1,
He e/ a, u p? me gemn ag. Ouga je f(z) nepacrasmbus y Zx].

Jlokas. Tlpernocrasumo cynporHo, jga je f(x) = g(x)h(x) 3a Heke nosmHOME Ca
nes106pojunM Koedumujentuma g(x) = bp,x™ + ... + by u h(z) = cpa® + ... + ¢p. Caga
HocMaTpajMo HajMarbe ¢ U j Takse na ptb; u p{c¢;. Omna je:

Qjtj5 = biCj + (bz-_lcjﬂ + ) + (bi+1Cj_1 + )

Tonarno, npumerumo Ja p?  bocy na Mopa ja Baxku ¢ = 0 wim j = 0, 0JHOCHO
i+ j < n. Caga nmMaMo /i@ p JeJH CBaKM O YJIaHOBA y 3arpajaMa Kao M ;yj, Ha
Mopa Jia Jlesin 1 b;c;, ITO je y CyIPOTHOCTH Ca IIPETIOCTaBKOM. O

Jlokas (Ajsenwmajn). Huje moryhe npumvennTr Aj3eHIITajHOB KPUTEPH]YM AUPEKT-
Ho Ha P, (). Ymecro Tora moriesajmo kako nsriaega O, (x + 1):

(r+1)P—1 -1 —1(P p p
) l)=—"F——=2F P .
p(z+1) " e U - + b1
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JaTu mo/mmHOM HCIyIbaBa yCJI0Be KPUTEPHjyMa [Ia MOKEMO 3aK/byduTi 1a je D, (x)
HepacTaB/buB y Z[z], a camum tiM n 'y Q[x] o I'aycosoj siemu. O

Ucrnocraspa ce ja cy [IlonemanoB n Aj3eHInTajHOB KPUTEPUjYM €KBUBAJIEHTH.
AjseHITajHOB KPUTEPHUjyM je JaHac Hajieko mosHaruju of IllonemaHOBOr yIpKOC
tome 1To je [Hlonemanos crapuju.

Cagia hemo ce 11o3abaBUTH OIIIITUM CJIYIajeM.

Teopema 4.2. Hexka je n npoussosban npupoan 6poj. Ouja je ®,(x) Hepacrapbus

Hast Q[z].

[IpBu na nokazke oBo Tepheme 6uo je Kponekep 1854. [9] roaune. Hheros nokas
je ejeMeHTapaH ajll Kpajibe KOMIUIMKOBAH U JIyT Ia ra Hehemo mokasaru ope. 3a-
CHUBa Ce Ha WHAYKIWjH 10 IpocTuM (akTopuMa 6poja n 1 3HATHO Ce pas3jmKyje off
OUJI0 KOT' JIpYTOT' IIPUCTYIIA OBOM ITPOOJIEMY.

Csu ocrasm jrokasu, ceM Jlammayosor (1929) [10], sacHuBajy ce Ha IMOKa3uBamby
Ja ykosmko je f(z) mepacrasbusu dakrop P, (z), ( BEro KopeH u p mpoct 6poj
Koju He Jjiesin n, ouja je u (P kopen f(x). Jlanmgay nokasyje na 1o Mopa BazKUTH, He
camMo 3a p, Hero u 3a cBe k y3ajamuo mpocte ¢ n. Caga hemo nokazaru Jlenexkunos
JIOKa3.

Jlokas (/ledexund). Heka je f(x) meku mepacrasbusu daxrop @, () u Heka je
takBo Ja je f(¢) = 0 u f((?) # 0 3a weku mpoct 6poj p koju He genu n. llo
laycosoj nmemu f(x) = (v — (1)...(x — () uma cse nenodbpojue Koedunujente. Ca-
ja nocmarpajmo nosmuaoM fy(z) = (v — (7)...(x — ¢}). Jomr y TaycoBom mokasy
CMO TIOKa3aJI1 JIa OBaKaB IOJTMHOM MMa 1e100pojHe KoedulljenTe, a cajaa uMamMo u
f(@) = fy(x) (mod p).
Honunom f,(x) je Takohe nepacraBbus. Y cynporHoM 6u f,(2) mMao HEKH HepacTa-
BpuB daxrop h(z). Taga 6u h, () = hy(¢) = 0 3a mexu npupogan 6poj ¢ Takas
1a je pg = 1 (mod n) mro je y cynporHocTr ¢ HepacTaBbusorihy f(z).

Kaxo cy f(x) u f,(x) pasmuaurn mepacraspusn noaunomu u f(C) = f,(¢?) =0,
vo (2)fy(x) | 2"~ 1

Cayta ce npebaruMo y 1mosbe Z,: ¥ ToM 10iby Baxku f ()
IITO je CynpoTHO Teopemu 2.7, momto je (x™ — 1,nz" 1)

= fy(z),ma f(z)? | 2" -1
=1. L]

[Tokazamm cMo Ja ¢y IUKIOTOMUYHE HosmHoME HepactaBbusr Haa Q[z]. Ilra
je caygaj ca apyrum nospuma? Hag Rlx] u Clz] onn cy TpusmjasHo pacraB/bupu
Ha KBaJpaTHe U JHHeapie moiunoMe. Y Zy[z] crBapu cy mano apyradmje. O Tome
Hajoosbe cBejioun ciejsieha Teopema kKojy hemo HaBecTu 0e3 JloKas3a.

Teopema 4.3. Heka je n npupogan 6poj u p upocr takas ja je (n,p) = 1. Heka
je d = ord,(n) (mopemak 6poja mo mpoctom mMoayiy). Ouma je @, (x) npoussos eln)

n
d
HEPACTaB/bUBUX MOJUHOMA CTeHeHa TavdHo d y Zy[x].
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ITocnemuna. Heka je n npuposgan 6poj u p npoct Takas ja je (n,p) = 1. Ouza je
®,,(v) mepacras/puB Hag Z,[r] ako u camo ako je ord,(n) = ¢(n), OIHOCHO aKko u
caMo aKo je n IPUMUTUBHUA KOPEH 0 MOJYILY P.
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Bes3a nmukJjJIoToMUYHNX NOJIMHOMA 1
IopeTka 6poja Mo IpocTOM MOIYJIY

Jlema 3. Hexka je n npupoman 6poj u d < n HEKHU mHeros jennaar. AKO je p mpocT
6poj takas ga jgeiu u P, (z) u Py(x) 3a HEKO 1ETOOPOJHO X, OHMIA P | Nn.

Jlokas. Tlo reopemu 3.1 je 2™ —1 nespuso u ca $,(x) u ca P4(x). Kamga ce npebarmno
y Z,, T0 3Ha4n na " — 1 nuMa JABOCTPYKY HyJy, Ia 1o TeopeMmu 2.8 p | n. O

ITocienuma. Heka cy m,n npupojgtu 6pojeBu, p IPOCT TaKas Jia p 1 mn U a IpOou-
3Bosba 11eo 6poj. Tama p 1 (P, (a), Pp(a)).

Jlema 4. Heka cy m,n npupoxnn 6pojesu u p npoct takas ga p { mn. Ouna y Z,
Baxu (O, (z), Pp(x)) = 1.

/lokas. Ilpernocrasumo cynporuo, (@, (z), ., (z)) = f(z) > 1. Kako &, (z)P,,(z) |
™ — 1, 10 f(x)* | " — 1, na no Teopemu 2.8 p | mn WTO je y CyNPOTHOCTH C
TBphemem jeme. [

Hedunumnuja 5.1. Hexka je a 1meo 6poj, a p npoct. [loperkom 6poja a 1mo mpocTom
MOJyILy p, vy osuamu ord,(a), Ha3uBaMoO HajMarbu HpuUpofaH Opoj k 3a KOju BayKu
a® =1 (mod p).

CIMYHO Kao KOJI KOPEHa, jeINHNUIIE, OBJIE OIIET BAyKN Ja YKOJHIKO je a¥ = 1 (mod p)
omna ordy(a)|k. Cuernmjasmno, ord,(a)|p — 1.

Ca,ZLa hemo maBecTn 1ap 6I/ITHHjHX TeopeMa 1 IbUXOBE JOKa3e.

Teopema 5.1. Heka je p npoct 6poj. Taja 3a cBe npuposue 6pojeBe n KOju HUCY
JIeJUBH Cca p U 1elie 6pojese a Bazku fga p | O, (a) akko je ord,(a) = n.

17
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Joxas. Jlokasz hemo cripoBecTn WHIAYKIMjOM 1O n. 3a n = 1 TBpheme ouuriieHo
Bazku. [IpermocraBumo na TBpheme BaxKku 3a cBe k < n.

IIpermocrasumo Ja 3a Heko a Baxu p | ®,(a). Onga je a” = 1 (mod p). [Ipermo-
CTaBUMO CYHPOTHO, Aa je ord,(a) = k < n u k | n. OHna 10 UHIYKTUBHO] XUIOTE3H
umanmo Py (a) = 0, ma 1o JieMu 3 UMaMo JIa P | n 1ITo je CyIPOTHO YCJIOBY U3 TEOPEME.

Hexka je ord,(a) = n. Ongma je 0 = a" —1 =[], Px(a) na p|®y(a) 3a nexo k koje
nemu n. To k Mopa 6uTH ynpaso n jep y cympoTHOM mMaMo To fa p | a® — 1 mro je
CYIPOTHO IPETIIOCTABIN JIa je Topejiak Opoja a jeHax n.

Tako cMo jokazann 0ba cMepa TeopeMme. O

Teopema 5.2. Heka je n npupojgan u a 1eo 6poj. Taja 3a cBaku mpocT Jesuial p
6poja @, (a) Baxku wim p = 1 (mod n) wim p | n.

Jloxas. Vmanmo ma p | @,(a) ma p | a” — 1, 1j. @™ = 1 (mod p). Heka je k = ord,(a).
Ownpa k | n. Caga nmamo 2 onmuje:

1. k = n: s Mase ®@epmaose Teopeme umamo Ja je aP~! = 1 (mod p). Cana
n|p—1, omrocHo p = 1 (mod n).

2. k < n: Onga nmamo:

p|ak—1:H®d(a),

dk

na p | ®4(a) 3a Heko d koje jgemu k a camum tum u n. Tana, y3 unmbenniyy ja
p | ®n(a), mo memu 3 umamo na p | n.

]

Teopema 5.3. Heka cy a u b npupogau 6pojeBu, a # b. YKOJIUKO 3a HEKO IEJIO T
BakKu

(Pa(2), Po(z)) > 1,
onga cy u § u (Pq(z), Py(x)) mea06pojHn cTEIEHN HEKOT HCTOT HPOCTOT 6poja p.

Jloxas. Heka je p npoct 6poj koju jem u ®,(z) u Oy(x). [lokazahemo na ykomko
jea=p*Aub=p°B, rueje (p,A) = (p, B) = 1, onja Baxku A = B.

[Mokazxknmo ga p | ®,(z). Yroauko je o = 0 onga cmo rorosu jep p | $,(z) =
O 4(z). Y cynmpoTHOM, IMaMO Jia U3 Teopeme 3.5 BaxKu:

0= ®,(2) = Pu(2)Pa(a? ") = D a(a?") (mod p),

na p | ®4(zP"). Mehyrum, no Masoj ®PepmaoBoj TeopemMu uMamMo Ja je zP =
x (mod p), ma je:
0= ®4(2"") = dy(x) (mod p).

Ananorno, p | ®p(x).
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Heka je g = (A, B). Homto p | ®a(x) | 22 —1up | ®p(x) | 2% -1, 10
plEt—1,28-1),1.plad—1= Hdlg@d(x).

Cana mocroju neko d|t|A takso na p | ®4(z). Kako p + A, 1o je, no jemn 3,
moryhe camo ykomko je d =t = A. Anajorto ce n06mja ga Mopa BayKuTn u t = B,
ojlakie cieu Ja je A = B 1mTo je n Tpebalio moKas3aTH.

[Iro ce Trde Apyror /esia TeopeMe, TOBOJBHO je na npernoctaBuMo aa (P, (x), $y(x))
UMa HEKU JIPYTU [POCTH Jeuiar. AHaJIorHO 61 BaxKUiIo jJa je cala a/b creneH Tor
JIpyror mpoctor 6poja mTo Huje moryhe. O]
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Hexke InpnMeHne nMMKJI0TOMMNIHUX
ITIOJINMHOMA

[ukmoToMuvdHe TOAMHOME je mpoydaBao jomr layc moduetrkom 19. Beka. Ibuxo-
BY HEPACTaB/bUBOCT KOPUCTHUO je Jia MOKayKe KOjU Ce MPABUJIHU MHOTOYTJIOBH MOTY
KOHCTPYHUCATHU JIelbUPoM u 1ectapoM. To je Omiia jejaHa o IPBUX Be3a allCTPaKTHE
ajreope ca reomerpujom. Cama HepacTaB/BUBOCT IMUKJIOTOMUIHUX IIOJTHHOMA IIPE]I-
cTaB/ba jako OMTaH pe3yJsiarT y Teopuju mnosba u Teopuju lasoa. [lukiioromuyna pa-
muperma 1moJba (Q cy nMasm Kby dHe yJore y ancTpakTHO] aaredpu u Teopuju 6pojeBa
300r muxope Bese ca Bemmkom PepMaoBOM TEOPEMOM.

JoI jesian o1 MO3HATUjUX IIPUMEPa MUKJIOTOMUYIHAX MOJUHOMA y aJredpu jecre
noka3 BemepoypaoBe Teopeme. OHa TBPAU KaKO je CBAKO KOHAYHO TEJIO YjeIHO M
I0JbeE.

y HpeTXO,ZLHOj I'JlaBU BUJE/JIM CMO HEIITO MaJIO O BE3U INUKJIOTOMHWYHUX ITOJIMHO-
Ma U mopeTka OpojeBa 1o mpoctom Moy y. Ta TBphema, y3 octajia, UX 9uHE BPJIO
MOJI00HUM 3a KOpHIITherme y 3ajaliMa U3 Teopuje OpojeBa. Y HapejHoM Jenay he-
MO IIpUKa3aTH JIOKa3 jeJHe TeopeMe I03HaTe Mely TakMudIapuMa Kao U IPUMepe
3alaTaKa y KOjI/IMa Cce MOTI'y UCKOPHUCTHUTU NUKJIOTOMHUYIHHN ITOJIMHOMM.

6.1 2KurmonaujeBa Teopema

Teopema 6.1 (2KurmonujeBa Teopema). Heka cy a u n npupomuu 6pojeu Behn
o 1. Taga mocToju mpocT meimiar 6poja a™ — 1 Takas na He gein a’ — 1 3a cBe
0 < j < nocuMm y caydajeBUMA:

1. n=2, a=2°—-1,11€e je s > 2,

2. n=06, a=2.

20
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OBo TBpheme je eKBUBAJICHTHO TOME JIa 3a CBe IPUPOJHE a,n > 1 MoxkeMmo Hahu
IPOCT TIPOj p Takas Ja je ord,(a) = n ceM y HaBEJECHNUM CJIydajeBHMA.

Jlema 5. Heka cy a,n > 1 npupomuu 6pojeBu. Heka cBu npoctu jiesimornu 6poja
®,,(a) pene u 6poj n. Ouga je @, (a) npoct 6poj Koju Jeau n win je n = 2.

Jloxas. Tlocmarpajmo mpoct gemmtar p 6poja @, (a). Heka je k = ord,(a).

Caga Ha ocHoBy Teopeme 5.1 nmamo ja p | Py (a), ma mo Teopemu 5.3 cienn na
je % = p' 3a mexu npupojan t.

Hame je 2" —1 = &, (2)Q(x) 3a nekn nommmom Q(x). [Tpumermvo na (/P —1) |
Q(x), momro HU jenaH KOpeH 2™/P — 1 Huje IPUMUTHBHU N-TH KOPEH jeMHUILE.

IIpernocraBumo 1a je p nenapan mpoct 6poj. Ilomro (a™? — 1)@, (a) | (a™ — 1),
To 1o 1mo3HaToj Jlemu o nommsamy cremnena (Bugeru [11] ) majsehu crenen 6poja p
Koju nesin n Moxke 6utn Hajpume 1. Kako p | ®,(z), To je Taj crenen tauno 1.

[IpermiocTaBuMO CyIpoTHO, HEKa TOCTOJU U HEKU JIPYTU MPOCT OPOj ¢ KOjU JIeJIH
®,,(r). OHja IPUMEHOM HCTUX apryMeHaTa Kao U rope Jo6ujamo:

n = pord,(a) = ¢Yord,(a).

3 rora mmamo ga p | ord,(a) u ¢ | ord,(a). Jomasajyhu To ma unmenumy na
ord,(a) | p—1umordy(a) | ¢— 1, nobujamo ma p | ¢ — 1 u q | p— 1 mro je memoryhe.

Ocrao HaMm je jorr ciydaj kaga je ,(a) crenen nsojke. Taya je ordy(a) = 1 ma
je camaHo Kao panmje u n cremned aBojke. Cana je Poo(a) = a® ' 4+1=2 (mod 4).
To nuje moryhe 3a n > 2, ma ¢MO rOTOBH. O]

Jlema 6. Hexka cy a,n > 1 npuponnu 6pojesn. Hexka je n = p*r rae je p npoct Koju
e nemmu . Taga umamo @, (a) > (P-2(b — 1))?") tae je b = a?" .

/loxas. Ha ocnoBy mocjieiuiie Teopeme 3.5 ©MaMo:

@, (b")
@, (b)

D, (7) =
CaJta MOKEMO IIPUMETHUTH:

@, (b7) = [0 — ) =TI = Gl > o7 — 1

AmnaJjorso:
o,.(0) =[Jo-¢)=]]Ib— Gl <lo+117"

W3 oBe j1Be HejeIHAKOCTH UMaMO JIa je:

w—1 w(r)
o, (a) > [ ——
(“)—(b+1)

To y kombunanuju ca b? — 1 > bP~2(h? — 1) jaje TpaskeHy HejeIHAKOCT. O
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Hokaxxumo cajia 2KurMonujeBy reopemy.

Jloxas. Jlako ce BuaM Jia TeopeMa He BarKW y CIEIUjaJHUM CiIydajeBuMa. 3a n = 2
Teopema TpuBHjasno Baxku. Caja npermnoctaBumo ga je n > 2. IIpernmocraBumo
CYIPOTHO, JIa HE MOCTOjU TaKaB IpocT ¢. AKO nocroju mpocrtu Jenusar o6poja ®,(a)
KOjU He JIeJIn N OHJIa CMO I'OTOBH TIO TeopeMH d.1. Y CYNPOTHOM IO JIEMH O UMaMO
1a je &, (a) = p 3a HEKO IPOCTO p KOje JeJIH Mn.

Hexa je n = p*r, (p,r) = 1. Onma no nemu 6 mmanmo:

() =p > (0" 2(b—1))*,

. k—1 . .
rje je b=a” . 3a p > 5 oo TBpheme ounrieano He Baxku. Ocraje jorr ja mpoBe-
puMo 1ITa je Kaga je p = 3. Onja je 30or Hejenakoct a = 2 un = 3 wim n = 6.
[IpBu ciiydaj ce Jiako mpoBepasa, a Jpyru CMO HaBeU Kao u3yszertak. llokpuan cmo
CBe cJIydajeBe 11a je JIoKa3 3aBPIleH. ]

zKurmonimjeBa TeopeMa je BEpOBaTHO MMO3HATHU]A y CBOjO] OIIITHjOj BapWjaHTH.
Hagoyumo je 6e3 jokasa.

Teopema 6.2 (ZKurmonnujeBa teopema (ren.)). Heka cy a u b npuposau 6pojeu
TakBH Jia je a > b > 0 u n npupogan 6poj Behu ox 1. Taga 6poj a™ — b™ uma npoct
Je/maiall Koju He gesn a’ — b7 3a cse 0 < j < nm ocuM y cilydajeBuMa:

l.n=2,a+b=2°tnejes>2mu

2.n=6,a=2b=1.

6.2 IIpumena y HekuM 3ajaiuma

Bamarak 1 (Crerjanan caydaj Jupuxieose Teopeme). Heka je n npupogan 6poj.
Taja mocroju GecKOHAYHO MHOTO IIPOCTUX OpojeBa p, TakBuX Ja je p = 1 (mod n).

Pewerwe. 3an =1 un = 2 tBpheme ounrneqno Baxku. Heka je n > 2. Ilpermo-
CTABUMO CYIPOTHO, JIa ITOCTOjU KOHAYHO MHOIO IPOCTUX OpojeBa KOju 3a/I0BOJba-
Bajy ycioBe 3ajaTka. Heka je x mpomsBoji TakBux mpoctux opojesa. [locmarpajmo
o, (nx):

®,(nx) > (nx —1)7™ > 2.
Cagra mocmarpajmo mpoct 6poj p koju geim D, (nx). Ouna p | (nz)" — 1 ma p { na.

ITo Teopemu 5.2 je p = 1 (mod n), mTO je CyIPOTHO MPETIOCTABIHN JIa jé & TPOU3BOJL
CBUX TaKBHUX Opojesa. [l
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Bamarak 2. 3a Koje mpupogHe OpojeBe 1 ce TMOJITHOM:
p(z) =1+2" + 2"

MOZKe 3aliCaTH Kao IPOU3BOJL /IBa IOIMHOMA ca [eI00pojHuM KoedurmjenTnma, (cre-
neHa > 1)7?

Pewerve. IIpumernmo:

2 =1 gz, Pal@)
p(x) = 1 Hdln Bo(7) = g P4(x).

din

Cana axo je n = 3% 3a nexu npuponan k, ouga je p(z) = Psrii(x), na je p(z)
HepacTap/blB. Y CYyHPOTHOM, TIpeTnocTaBuMo ja je n = m - 3%, (m,3) = 1. Onna
nosmHOMA D, 3641 1 Pari1 00a seste p(x) ma Mo rorosu. OroBop Cy CBU IPUPOHU
OpojeBU n KOjU HHUCY CTeleH Opoja 3. [

Bamarak 3 (IIpemor 3a UMO 2006). Halu cBa resobpojaa perema jeaadmnHe:

=1

5
_I.

Pewere. Tlpumernmo 1a je Ta jegHadNHA €KBUBAJEeHTHa ca jegHadnHoM P7(x) =
(y — 1)®5(y). Caku mpoct mesunar p 6poja y — 1 gemm n $7(x) ma je mo teopemu
52mwm p =7 wm p = 1 (mod 7). Onarne ce gobuja y — 1 = 0 (mod 7) wam
y—1=1 (mod 7). Cana paznukyjemo 2 ciyuaja:

1. y =1 (mod 7), ouna je P5(y) =5 # 0,1 (mod 7),
2. y=2 (mod 7), ouna je P5(y) =3 # 0,1 (mod 7).
Hakie, jenadnna Hema 1eJ00pOjHUX Pellerba. O

Bagarak 4. Heka je n mpupoman 6poj. Joxasatu ma ce 6poj 22" + 22" 41 moxe
[PEJICTAaBUTU Kao MPOU3BOJL 6ap n (He Hy»KHO Pa3IMUIUTHX) MPOCTUX OpojeBa.

Pewere. Ilo Teopemn 3.5 mmamo:

2 427 41 =052 ) = [ ®aa(2)
d‘Qn—l

Kako je ®34(2) > 1 To mam 6poj Beh uma 6ap n npocTux jesmiara.

[Tokakumo cajia jade TBpheme, jia Cy CBU OBU IIPOCTH PA3JIMINTH.

HososbHO je ma cy cBaka nBa P3q(2) yzajamMuO mpocTa IMITO je YIPABO JTUPEKTHA
TIOCTIeTATIE TeopeMe H.3. ]
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Bagarak 5 (IMO 2003). Heka je p npocr 6poj. Jlokazaru ja mocroju mpoct 6poj
¢ TakaB ja ¢ { n? — p 3a cBaKW MpUpogaH 6poj n.

Pewere. Tlpumerumo Ja ykoauko q | n? — p, raga je 1 = n? ! = p%. Caja je
JIOBOJBHO JIa ITOKaXKeMO JIa IIOCTOjU IIPOCT OpOj ¢ TakaB Ja je Ioperak Opoja p 1o
Mojtyaty q jeanak p (oga p|q—1) u ga p?fq— 1.

Hexka je ¢ mpoct menmmarn 6poja @,(p). Onga je mo teopemn 5.1 ord,(p) = p.
Tasa ounrsenno p | ¢ — 1. Ilpernocrasumo Ja 3a oBakBo q Baxku p | ¢ — 1. To y3
qumenuity jga ¢ f p— 1 nosnaun ga je 1+p+...+pP~! =1 (mod p?) mrro Huje TauHo.
Opnarite ciaean TBpheme 3a1aTKa. n

Bagarak 6 (IIpegyor 3a IMO 2002). Heka cy py, pa, ...p, pa3audauTu mpoctu 6po-
jesu Behu oy 3. Jlokazaru ja 6poj 2P1P2-Pr 4 1 uma Gap 4" memiana.

. . n—1
Pewerve. Tlonoso, nokazahemo jaue Tepheme, Aa gatu 6poj uma 6ap 22" geauiana.
JoBoJbHO je IoKazaTu ja 0poj 2P1P2+Pn 4 1 pma Gap 27! pasimuuTux ysajaMHo
npoctux Jenmwiana. [[pumernmo na Bazku:

(2p1p2-~-pn _ 1)(2p1p2~-~pn + 1) — 92P1P2-Pn _ | — H (I)d(z)

d|2p1p2...pn
= I 2.2 [T 2@
d|p1p2...pn d|p1p2...pn
— (Qpp2Pn _ 1) H Bog(2).
dlpip2...pn

Opatie je:
ety = T @2(2).
dlp1pz...pn
[Tocmarpajmo sesmorie d 6poja p1ps...p, KOju UMajy napat Opoj MpOCTUX JeTHIalA.
Fbux uma 2"~ 1. Tlo Teopemu 5.3, 3a cBaka jBa on wux je (g (2), @4,(2)) = 1 na
CMO I'OTOBH. [l
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O koeduimjeHTUMA ITUKJIOTOMMIIHIIX
II0JIMHOMA,

Ha xpajy hemo ce majio nmozadbaButu KoeuIujeHTUMa IMTUKJIOTOMUTHUX TTOJTUNHO-
Ma. HaBemhemo neka 3aHuM/buBa TBphema y Be3u ca muMa. PaHuje cMo rokasajm
jemno jako 6utHO TBpheme, Jla cy cBU KOeUIUjEHTH UKJIOTOMUYHUX TOJUHOMA
nesin OpojeBu. Takohe cMoO 1MoKazad u jia Cy CUMETPUYIHU.

[Tokakumo 3a 1oveTak jeHO TBpheme o 30upy KoedwuiinjeHaTa:

Teopema 7.1. Heka je n npupoman 6poj. Ounma je:

B, (x) p, axo je n = p* 3a Hexwm mpocT p u mpuponan k
€Tr) =
" 1, y cymporaOoM

/loxas. 36or Teopeme 3.4 MOXKEMO TPETIIOCTABUTH Jia HUjeJaH KBaIPAT HEKOT MPO-
cror 6poja ne jesm n. Caja, yKosmko je n = p npoct, umamo @, (z) = 2P~ ' +...+1 na
je ®,(1) = p. Y cynporroM, Heka je p mpoct jesuiart 6poja n. Tajga mo mocseauim

2o _ 0

reopeme 3.5 umamo na je ¢, (1) = 3,0
n/p

Bamumo monoso morsien Ha Tabery 1. Ilopem Tora mro cy cBu KoeduUIMjeHTH
1eJIOOPOJHU, MOYKEMO jOII MPUMETHTH ¥ Jia cBU mpunaaajy ckymy {—1,0,1}. Jla
Jin je To ciaydaj m 3a cBe octajie? Ha npsu morses usrieja Kao Jia jecre, ajau ce
ucnocrassba Ja Huje. [IpBu Koju He 3a70BosbaBa TO TBpheme je dak Pig5(z) Koju
nma —2 Kao koedunujert. NMako 6poj 105 msriesa Maaio HACyMUYHO, MCIOCTaB/ba
ce ma To HHje ciaydajHocT. bpoj 105 je mpBu npupoman O6poj Koju mMa 3 pasanyanTa
HelapHa IpocTa Jeanona. MaJio Buie o oBoMe roBope HapeHUX ap TBphema.

Jlema 7. Heka cy p u ¢ nekn pas3jmdauTu mpoctu Opojesu. Taja BaxKu:

(2P = 1)®py () = (z — 1)Py(2?) Py (2P).

25
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Zoxas. Tlo Teopemn 3.2 numamo cieneha 3 uuenTurera:

P 1= (@)~ 1= B, (2") B, (o) = B,(27), (2) 1 (x)
1= (27 — 1 = B, (") (a7) = B, (27), ()1 (a)
2P — 1 = By (@), ()0, ()4 (2)

Tpaxkenu upenturer ce jgo0uja Kaja ce TPOU3BOJ, IIPBa JBa mojie/in TpehuM. O

Jlema 8. Hexka cy p u ¢ Hexku paziaumautu npoctu Opojeru. OHIa cy KOeUInjeHTH
P(x) = ®,(z?)®,(2?) enementu ckyna {0, 1}.

Jloxas. 3namo 1a je:

D, (27)D,(2?) = (1 444+ .+ x(p_l)q) (1 + 2P+ .+ x(q_l)p) = g P
0<m<q
0<n<p
aJ1a je JOBOJLHO IOKA3aTH Ja CBAKM YIaH CyMe MMa Pa3/JuduTH cTereH. IIperio-
C IT
CTABUMO CYIIPOTHO, HEKa mocroje n, m,n’,m’ Taksu ma Baxku mp + ng = m'p + n'q.
Ownpa je p(m —m') = g(n’ —n), na 0OIMITO Cy P U ¢ PA3IUIUTU TPOCTU, MOpa OUTH
p|n —nwuq|m—m mro muje moryhe 360r orpanndema ceM Kajga je n = n' u
m=m'. ]

Teopema 7.2. Heka cy p u ¢ Hexku pasymauntu rnpoctu Opojesu. Ouga cy Koedurm-
jearn ®,,(z) enementn ckyna {—1,0,1}.
Jloxas. Ilo nemu 5 mMaMO 18 BarKu:

(2P = 1)®py () = (z — 1)Ppy(2?) Py (27).

Kaxo je pg > ¢(pq), Mozkemo npumerutTH Jia cy csu crenenu x?/®, (x) Behu ox crere-
na ®,,(x) na je ckyn koebunujenara (xP? — 1), () uctu kao ckyn koebunujenara
Dy ().

CaJia je JIOBOJBHO TIOKA3aTH JIa CBU KOeDUII]eHTH JIeCHe CTPaHe IPUIaajy CKyILy
{—1,0,1}. IIo nemu 6 3mamo ma cy xoedburnujentn x®,(x?)P,(2?) y {0,1}, kao u
na cy xoedurmjentu —P,(x9)P,(27) v {—1,0}. Onga MoxkeMO 3aK/bydnTn Ja cy
KoedurjeHT 306npa Ta jiBa nojmaoma y {—1, 0, 1}, mrro je u rpebasio nokazaru. [

Teopema 7.3. Heka je n npousBosbaH HenapaH Opoj ¢ HajBuUIle 2 HellapHa IPOCTa
nemmonia. Onjia cy mwerosu Koedurmjentu enementn ckyna {—1,0, 1}

Zloxasz. YV 3aBucHocTH 0J Opoja n pasuKyjeMo 4 pas3anduTa ciaydaja:
1. n = p 3a npoct p: ['oroBu cmo.

2. m = pq 3a pocte p, q: ['oTOBU CMO 110 IPETXOTHO] TEOPEMHU.
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3. n = 2pq 3a nenapie npocre p, ¢: Ilo Teopemu 3.6 Baku @y, (v) = @,,(—2) na
ce MOKEMO TO3BAaTU Ha MPETXOJIHU CIYYaj.

4. wnade: [To Teopemu 3.4 ce MOXKeMO OIIET TO3BATH Ha IPETXOJIHU CJIyYa] IOIITO
_n_
je @u(z) = Popg(wra).

Tume cmo jgokazaau TBpheme Teopeme. O

Byaumo nazksbusu jep o0pHyTOo He Baxku. Ha npumep, ®o31(x) uma cse koedu-
mujerre {—1,0, 1} nako je 231 =3 x 7 x 11.

CaJta Kajia cMO BUJIe/I 0BO, IpupoaHo ce Hamehe cienehe nurame: Koju cBe To
6pojeBu Mory OuTH BUXOBH Koedunujentu! Mcmocrapba ce ma TO MOy OMTH CBU
1eJji OpPojeBu.

Y nocneamwux 10-15 roguna, KoedUIUjeHTH TUKJIOTOMUYHUX MTOJTUHOMA CYy TIO-
CTa/IM aKTUBHO TI0JbEe aKaJIeMCKOT' HcTpaxkKuBama. J[o1io ce J10 pa3Hux 3aK/bydaka.
OHu yryraBHOM OITACY]y aCUMIITOMATCKO IOHaIIambe KoedullnjeHaTa nin HeKe Heje/l-
HAKOCTHU KOje UX YKJbYy4dyjy. ¥ OBOM paJjly €€ HarKajoCT HUCMO JOTAKJIU TOT' T0Jba
aJIM peropydyjeM pajo3HaanMa Ja norieaajy [13].

3a Kpaj pajsia Ny mpejcTaBUTH jejiaH JIel JOKa3 Jia ce CBaKHU 1e0 OPoj mojaBsbyje
Ka0 KOeMUIUJjEHT TUKJTOTOMUIHOT TTOJIMHOMA.

Teopema 7.4. Caku 11e0 6poj ce 1nojaBibyje Kao KoeUInjeHT HEKOT IMUKJIOTOMUY-
HOT' TIOJIMHOMA.

Jloxas. Tlokazahemo oBO TBpheme JlaBameM KOHCTPYKIIHje 3a cBaku 11eo 0poj. Ilpe
TOora JIOKayKUMO jeJIHY JieMy Koja he HaMm OUTH OTpeOHA.

Jlema. Heka je t npossospan npupojan 6poj sehu ox 2. Onya mnocroju ¢t npocTux
o6pojeBa p; < po < ... < p; TAKBUX JIa je P1 + Do > Py.

/loxas. 1lpermnocraBumo cynpoTHO, HEKa je t TaKBO Ja OBO TBpheme He Baxku. OHa
3a OUJI0 KOjuX t MpOCTUX P < Py < ... < Py UMaMO Jia Baxu p; + py < p;. Omariie
BazKu u 2p; < py. Caza 3a cBaku npupojgan 6poj k mamehy 6pojesa 271 u 2F mopa
6UTH Marbe Of1 t TIPOCTHX GpojeBa jep 61 y CyIpoTHOM 6110 2p; > 2- 281 = 28 > p,.
Onga je m(2F) < kt mTo je y CympOTHOCTH ca TeopeMoM O MPOCTHM GpojesnMa. [

Cagia ce BpaTtuMmo Ha Jj10Ka3 Teopeme. Heka je t Hekn mHenapan mpoct O6poj Behu o1
1. Onza o jilemu mocToje MpocTu 6pojeBn p; < Py < ... < Py TAKBH 114 je P1+ Py > Py
Perumo sia je p = py u n = pips...p;. Hocemarpajmo nosmuom @, (x). [ocmarpa-
hemo ra mod 2P ognocno camo mocsenmsux p + 1 Koedunujenara.
t
n 1
P, (z) = H(md - 1)“(3) = H(l’pk —1) (mod zP*)

rz—1
dn k=1

=(1+z+..+aP @ —1).. (2 — 1) (mod 2P*)
=(14+a+...+27H[1 -2 — ... —2”) (mod zP)
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[Tocmatpajmo Koedurmjente y3 2P u xP~2. Ouu cy pegom 1 —t u 2 —t. Caja Kaxo ce
t kpehe mo HenapHuM TpupoHUM OpojeBuMa Behum o1 2 1obujamo J1a KoeuimjeHT
[IUKJIOTOMIYIHOT TTOJTMHOMa, MOXKe OuTn OmjI0 Koju HeratupaH 1eo 6poj. Cama mocma-
tpajmo Do, (). Ilo Teopemn 3.6 je Py, (z) = ¢, (—2). Kako cy p—1 u p—2 menapnu,
10 he KoedUIUjeHTH HA IHUXOBUM MECTHMA Y OBUM MOJUHOMUMA OUTH CYIIPOTHOT
3HAKa T1a J00MjaMo W KJacy MOJUHOMa y KOjUMa Ce jaB/ba CBaKH MO3UTHBAH IIE0
6poj. [Ipumep mosmaOMa y KojeMm ce 0 jaBiba Kao koedwuimjeHT je Py(z). Tume cmo
3aBPIININA JIOKa3. Il
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