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1

Увод

Циклотомични полиноми представљаjу посебну класу полинома чиjи су ко-
рени примитивни корени jединице. Њих jе прве посматрао Гаус jош почетком
19. века када jе доказивао коjи се правилни многоуглови могу конструисати
лењиром и шестаром. Ови полиноми имаjу значаjну примену у различитим по-
љима математике, од теориjе броjева, апстрактне алгебре, теориjе Галоа, па до
геометриjе.

Циљ овог рада jе да покаже њихову дефинициjу, основна своjсвта и места
на коjима се примењуjу.

Овом приликом желео бих да искажем искрену захвалност свом ментору,
Вукашину Брковићу, на стручним саветима и стрпљењу током рада на овом
матурском раду. Такође, желео бих да се захвалим и свим осталим професорима
са коjима сам сарађивао све ове године.
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2

Уводни поjмови и дефинициjе

2.1 Мебиjусова функциjа
Дефинициjа 2.1 (Мебиjусова функциjа). Нека jе n природан броj и нека jе∏r

k=1 p
fk
k његова факторизациjа на просте чиниоце. Тада функциjу дефинисану

као

µ(n) =

{
(−1)r ако jе fk = 1 за свако k,

0 у супротном.

зовемо Мебиjусова функциjа.

Можемо приметити да jе µ(n) = 0 ако и само ако jе n дељиво квадратом
природног броjа већег од 1. Додатно, лако се примети да jе Мебиjусова функциjа
мултипликативна, односно, важи µ(nm) = µ(n)µ(m) за свака 2 узаjамно проста
природна броjа n и m.

Теорема 2.1. Нека jе n природан броj. Тада важи:∑
d|n

µ(d) =

{
1 када jе n = 1,

0 иначе.

Доказ. Тврђење очигледно важи за n = 1. За n > 1 уведимо ознаку rad(n) коjа
означава производ свих простих делилаца броjа n. Приметимо да уколико за
неко d важи d | n и d ∤ rad(n) онда мора бити µ(d) = 0. Додатно, нека броj n има
r различитих простих делилаца. Посматраjмо делиоце rad(n) коjи имаjу тачно
k простих фактора. Њих има

(
r
k

)
и за сваки jе µ(d) = (−1)k.

∑
d|n

µ(d) =
∑

d|rad(n)

µ(d) =
r∑

k=0

(−1)k
(
r

k

)
= (1− 1)r = 0.
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2.2. Примитивни корени jединице 3

Ово тврђење jе само по себи веома битно и помоћи ће нам при доказивању
следећих теорема.

Теорема 2.2 (Мебиjусова инверзна формула). Нека су f, F : N → R функциjе
такве да важи:

F (n) =
∑
d|n

f(d).

Тада jе:
f(n) =

∑
d|n

µ(d)F
(n
d

)
.

Доказ. Тврђење ћемо показати прегруписавањем сума и применом претходне
теореме:

∑
d|n

µ(d)F
(n
d

)
=

∑
d|n

µ(d)
∑
g|n

d

f(g)

 =
∑
g|n

f(g)
∑
d|n

g

µ(d)

 = f(n)

Теорема 2.3. Нека су f, F : N → R функциjе такве да важи:

F (n) =
∏
d|n

f(d).

Тада jе:
f(n) =

∏
d|n

F (d)µ(
n
d ).

Доказ. Довољно jе применити претходну теорему на функциjе ln(f(x)) и ln(F (x)).

Пример 1. Иначе jе познато, а касниjе у раду и доказано, да важи n =∑
d|n φ(d). Сада, на основу теореме 2.2 можемо извести и формулу за φ(n):

φ(n) =
∑
d|n

µ
(n
d

)
d.

2.2 Примитивни корени jединице
Дефинициjа 2.2. Нека jе n природан броj. За броj ζ ∈ C кажемо да jе n-ти
корен jединице уколико задовољава ζn = 1.
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Иначе jе познато да има тачно n n-тих корена jединице и да су то броjеви
облика ζk = e

2iπk
n за k = 1, 2, .., n.

Дефинициjа 2.3. Нека jе ζ n-ти корен jединице. Поретком броjа ζ, у ознаци
ord(ζ), називамо наjмањи природни броj k за коjи важи ζk = 1.

Лема 1. Нека jе ζ n-ти корен jединице. Нека за неки природан броj k важи
ζk = 1. Онда ord(ζ) | k. Специjално, ord(ζ)|n.

Доказ. Нека jе d = ord(ζ). Онда броj k можемо да запишемо као k = qd+ r где
jе 0 ≤ r < d. Приметимо да важи 1 = ζk = (ζd)qζr = ζr. Пошто jе ζr = 1 и r < d,
то по дефинициjи поретка мора важити r = 0 што значи да d | k.

Дефинициjа 2.4. Нека jе ζ n-ти корен jединице за неки природан броj n.
Уколико важи ord(ζ) = n, тада за броj ζ кажемо да jе примитивни n-ти
корен jединице.

Лема 2. Нека су n и k природни броjеви, а ζ примитивни n-ти корен jединице.
Онда jе ζk примитивни n-ти корен jединице ако и само ако су n и k узаjамно
прости природни броjеви.

Доказ. Нека jе (n, k) = 1. Aко jе d = ord(ζk), онда jе ζkd = 1. По леми 1 n | kd,
а како jе (n, k) = 1, то мора да важи n | d. Jош важи и (ζk)n = (ζn)k = 1 па
jе d = n, тj. ζk jе примитивни n-ти корен jединице. У супротном, уколико jе
(n, k) = g > 1, онда важи (ζk)

n
g = (ζn)

k
g = 1. Како jе n

g
< n, то ζk не може бити

примитивни n-ти корен.

Последица. Из претходне леме можемо закључити да имамо тачно φ(n) при-
митивних n-тих корена jединице и да су то сви броjеви облика e

2iπk
n када jе

(n, k) = 1.

Теорема 2.4. Сума свих примитивних n-тих корена jединице jеднака jе µ(n).

Доказ. Трансформишимо суму користећи теорему 2.1:

∑
(n,k)=1

ζk =
n∑

k=1

∑
d|(n,k)

µ(d)ζk =
∑
d|n

µ(d)

n/d∑
k=1

ζkd = µ(n).

Приметимо да jе
∑n/d

k=1 ζ
kd = 1−1

ζd−1
= 0 сем у тривиjалном случаjу када jе d = n,

односно, jедини члан коjи преостаjе у суми горе управо jесте µ(n).

Теорема 2.5. Нека jе n природан броj већи од 2. Онда jе производ примитивних
n-тих корена jединице jеднак 1.

Доказ. Приметимо да кад jе n > 2 примитивних n-тих корена jединице има
паран броj и можемо их упарити: ζkζn−k = 1.
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2.3 О полиномима
Теорема 2.6 (Гаусова лема). Нека су g(x) и h(x) монични полиноми са раци-
оналним коефициjентима. Уколико jе f(x) = g(x)h(x) полином са целоброjним
коефициjентима, онда су такође и g(x) и h(x) полиноми са целоброjним коефи-
циjентима.

Доказ. Нека су u и v наjмањи природни броjеви тако да важи ug(x), vh(x) ∈
Z[x]. Треба показати да jе uv = 1. Претпоставимо супротно, да постоjи просто
p тако да p | uv. Нека jе ug(x) = bkx

k + ... + b0, vh(x) = cmx
m + ... + c0 и

uvf(x) = anx
n + ... + a0. Нека су i и j наjмањи броjеви такви да p ∤ bi и p ∤ cj.

Они мораjу постоjати због минималности u и v. Посматраjмо:

ai+j = bicj + (bi−1cj+1 + ...) + (bi+1cj−1 + ...).

Како p дели израз са леве стране и чланове у заградама, то можемо закључити
да p | bicj што jе у супротности са претпоставком.

Под пољем P сматраћемо неко од поља R, Q или Zp.

Теорема 2.7. Нека jе полином P (x) ∈ P[x]. Тада постоjи неконстантни полином
m(x) такав да m(x)2 | P (x) aкко важи (P (x), P ′(x)) ̸= 1. Под P ′(x) подразуме-
вамо први извод по x полинома P (x).

Доказ. Покажимо прво jедну лему:

Лема. Нерастављиви неконстантни полином над пољем P не може имати извод
jеднак 0.

Доказ. Тврђење jедино ниjе тривиjално за поље Zp. Пошто jе извод полинома
jеднак 0, он мора бити облика p(x) =

∑
akx

kp, али тада важи p(x) =
(∑

akx
k
)p

што jе у супротности са претпоставком да jе наш полином нерастављив.

Вратимо се сад доказивању теореме. Уколико m(x)2 | P (x) онда jе P ′(x) =
(m(x)2Q(x))′ = m(x)2Q′(x) + 2m(x)m′(x)Q(x) па jе свакако (P (x), P ′(x)) > 1.
Што се тиче другог смера, претпоставимо да jе Q(x) неки нерастављиви фактор
(P (x), P ′(x)). Онда Q(x) | P ′(x) = (Q(x)r(x))′ = Q′(x)r(x) + Q(x)r′(x). Како jе
degQ′ < degQ и по леми Q′(x) ̸= 0 то мора да важи Q(x) | r(x) тj. Q(x)2 |
P (x).

Теорема 2.8. Нека jе p прост броj. Претпоставимо да постоjи природан броj a
и полином f ∈ Z[x], такав да важи:

xn − 1 = (x− a)2f(x) (mod p).

Онда p | n.
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Доказ. Приметимо p ∤ a. Уведимо смену y = x−a. Израз горе постаjе (y+a)n−
1− y2f(y + a) = 0 (mod p). Посматраjмо коефициjент уз y. Како он мора бити
0, p | nan−1 тj. p | n.
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Циклотомични полиноми и основна
своjства

Дефинициjа 3.1. За природан броj n дефинишемо n-ти циколотомични поли-
ном као моничан полином чиjи су корени примитивни n-ти корени jединице:

Φn =
∏

ord(ζ)=n
ζn=1

(x− ζ) =
∏

1≤k≤n
(k,n)=1

(x− e
2iπk
n ).

Како имамо тачно φ(n) примитивних n-тих корена jединице, то jе степен
полинома Φn(x) jеднак φ(n).

Теорема 3.1. За сваки природан броj n важи:

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x).

Доказ. Корени xn − 1 су сви n-ти корени jединице. Нека jе ζ jедан од њих и
нека jе ord(ζ) = d, притом d|n. Тада jе ζ примитивни d-ти корен jединице па jе
и нула полинома Φd(x), односно нула полинома са десне стране jеднакости. За
произвољну нулу полинома са десне важи ord(ζ)|n, те jе она нула и полинома
са леве стране. Како су оба полинома монична и имаjу све jеднаке нуле, то су
и они сами jеднаки.

Последица. За природан броj n важи n =
∑

d|n φ
(
n
d

)
.

Пример 2. x9 − 1 = Φ1(x)Φ3(x)Φ9(x) = (x− 1)(x2 + x+ 1)(x6 + x3 + 1)

Пример 3. x6−1 = Φ1(x)Φ2(x)Φ3(x)Φ6(x) = (x−1)(x+1)(x2+x+1)(x2−x+1)

7



3. Циклотомични полиноми и основна своjства 8

Φ1(x) = x− 1 Φ6(x) = x2 − x+ 1
Φ2(x) = x+ 1 Φ7(x) = x6+x5+x4+x3+x2+x+1
Φ3(x) = x2 + x+ 1 Φ8(x) = x4 + 1
Φ4(x) = x2 + 1 Φ9(x) = x6 + x3 + 1
Φ5(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 Φ10(x) = x4 − x3 + x2 − x+ 1

Табела 3.1: Првих 10 циклотомичних полинома

Примећуjемо да сви горе наведени полиноми имаjу коефициjенте коjи су
цели броjеви. Испоставља се да сви циклотомични полиноми имаjу целоброjне
коефициjенте и о томе сведочи следећа теорема.

Теорема 3.2. Нека jе n природан броj. Полином Φn(x) има све целоброjне
коефициjенте, односно Φn(x) ∈ Z[x].

Доказ. Докажимо тврђење индукциjом по n. За n = 1 jе Φ1(x) = x − 1 па
тврђење очигледно важи. Претпоставимо да оно важи за све броjеве мање од
n. По теореми 3.1:

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x) = Φn(x)
∏
d|n
d<n

Φd(x)

Како jе xn−1 ∈ Z[x] и по индуктивноj хипотези такође важи
∏

d|n
d<n

Φd(x) ∈ Z[x],
то по Гаусовоj леми следи Φn(x) ∈ Z[x].

Теорема 3.3. Нека jе n природан броj. Онда jе:

Φn(x) =
∏
d|n

(x
n
d − 1)µ(d).

Доказ. Тврђење следи директно из теорема 2.3 и 3.1.

Овакав запис коjи омогућава израчунавање циклотомичних полинома имаће
различите примене у наставку.

Сада ћемо видети пар идентитета и примера коjи нам могу помоћи при
израчунавању циклотомичних полинома у неким специjалним случаjевима.

Теорема 3.4. Нека jе n природан броj и n =
∏r

k=1 p
fk
k његова проста фактори-

зациjа. Ако jе m =
∏r

k=1 p
gk
k броj за коjи важи 1 ≤ gk ≤ fk, односно rad(n)|m,

тада важи:
Φn(x) = Φm(x

n/m).
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Доказ. Посматраjмо броj d такав да d | n и d ∤ m. Тада броj d мора бити дељив
квадратом неког природног броjа па jе µ(d) = 0, односно (x

n
d − 1)µ(d) = 1.

Φn(x) =
∏
d|n

(x
n
d − 1)µ(d) =

∏
d|m
d|n

(x
n
d − 1)µ(d)


∏

d|n
d∤m

(x
n
d − 1)µ(d)


=

∏
d|m

(x
n
d − 1)µ(d)

=
∏
d|m

(
(x

n
m )

m
d − 1

)µ(d)
= Φm(x

n/m).

Последица. Специjално, ако jе n природан и p прост такaв да p | n, онда jе
Φnp(x) = Φn(x

p).

Теорема 3.5. Нека су a и n узаjамно прости природни броjеви. Онда важи:

Φn(x
a) =

∏
d|a

Φnd(x).

Доказ. Степен полинома са десне стране jе
∑

d|a φ(nd) = φ(n)
∑

d|a φ(d) = aφ(n),
што jе управо и степен полинома са леве стране. Како су оба полинома монична,
довољно jе показати да су им све нуле jеднаке.

Корени полинома са леве стране су a-ти корени примитивних n-тих корена
jединице. Нека jе ζ примитивни na-ти корен jединице. Тада су корени полинома
са леве стране облика ζk и (k, n) = 1. Постатраjмо g = (k, a). Онда jе ζk = (ζg)

k
g

примитивни an
g

-ти корен jединице, односно корен Φna
g
(x). Тако смо показали да

су све нуле левог полинома истовремено и нуле десног.

Последица. Ако jе n природан броj и p прост и важи p ∤ n, онда jе Φn(x)Φnp(x) =
Φn(x

p).

Последица. Ако су n и k природни броjеви и p прост и важи p ∤ n, онда jе
Φn(x

pk−1
)Φnpk(x) = Φn(x

pk).

Теорема 3.6. Нека jе q непаран природан броj већи од 1. Онда jе:

Φ2q(x) = Φq(−x).
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Доказ. Користимо неке основне особине Мебиjусове функциjе:

Φ2q(x) =
∏
d|2q

(xd − 1)µ(
2q
d
)

=
∏
d|q

(xd − 1)µ(
2q
d
)(x2d − 1)µ(

2q
2d

)

=
∏
d|q

(xd − 1)−µ( q
d
)(xd − 1)µ(

q
d
)(xd + 1)µ(

q
d
)

=
∏
d|q

(xd + 1)µ(
q
d
)

= (−1)
∑

d|q µ(d)
∏
d|q

(
(−x)d − 1

)µ( q
d
)
= Φq(−x).

Последица. Нека jе n непаран природан броj. Броj ζ jе примитивни n-ти корен
jединице ако и само ако jе −ζ примитивни 2n-ти корен jединице.

Ови идентитети нам могу помоћи приликом израчунавања циклотомичних
полинома.

Сада ћемо видети пар примера неких специфичних и лако израчунљивих
циклотомичних полинома.

Пример 4. Нека су n и m природни броjеви, а p непаран прост броj. Онда
важи:

1. Φp(x) = 1 + x+ x2 + ...+ xp−1;

2. Φ2p(x) = 1− x+ x2 − ...+ xp−1;

3. Φ2m(x) = x2m−1
+ 1;

4. Φpm(x) =
∑p−1

k=0 x
kpm−1 ;

5. Φ2mpn(x) =
∑p−1

k=0(−1)kxk2m−1pn−1 .

Погледаjмо Табелу 1. Можемо приметити да су сви полиноми сем првог
симетрични. Испоставља се да то тврђење важи и за све остале.

Теорема 3.7. Нека jе n природан броj већи од 1. Тада jе циклотомични полином
Φn(x) симетричан, тj. важи Φn(x) = xφ(n)Φ

(
1
x

)
.
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Доказ. Циклотомични полиноми имаjу све реалне коефициjенте па можемо
приметити да уколико jе ζ његов корен, онда то мора бити и ζ̄ = 1

ζ
. Доказ

ћемо спровести користећи то тврђење, теорему 2.5 и мало рачуна.

Φn(x) =
∏

(x− ζk)

= xφ(n)
∏(

1− ζk
x

)
= xφ(n)

∏
(−ζk)

∏(
1

x
− 1

ζk

)
= xφ(n)Φn

(
1

x

)
.



4

Нерастављивост циклотомичних
полинома

Нерастављивост циклотомичних полинома представља jедан од фундамен-
талних закључака у вези са истим. Он jе доказиван много пута, од стране ра-
зличитих математичара, у различитим степенима општости и коришћењем ра-
зличитих метода. Овде ћемо размотрити пар приступа том проблему.

Теорема 4.1. Нека jе p прост броj. Онда jе Φp(x) нерастављив у Q[x].

Овим проблемом се први бавио Гаус jош у његовом делу Disquisitiones Arithm-
eticae (1801) [6]. На њега jе наишао приликом доказивања познатог резултата
да jе правилан 17-тоугао, општиjе n-тоугао где jе n Фермаов прост броj, могуће
конструисати лењиром и шестаром. Доказ тог тврђења се заснивао на нера-
стављивости Φn(x). Он даље креће да разматра овакве полиноме за све просте
броjеве.

Напомена. До краjа овог дела ћемо са p oзначавати просте броjеве.

Доказ (Гаус). Претпоставимо супротно, да jе Φp(x) = f(x)g(x) за неке полино-
ме f(x) и g(x) са целоброjним коефициjентима. Нека jе f(x) = (x− ζ1)...(x− ζd).
Дефинишимо fk(x) = (x − ζk1 )...(x − ζkd ). Сви коефициjенти fk(x) су симетри-
чне функциjе по коренима f(x) па по фундаменталноj теореми о симетричним
полиномима и они мораjу бити целоброjни пошто сви основни симетрични по-
линоми (коефициjенти f(x)) узимаjу целоброjне вредности. Jош имамо и да су
fk(x) монични и да немаjу реалних нула, па су у свим вредностима позитивни.
Лако се види:

Φp(x)
d = f1(x)f2(x)...fp−1(x),

односно кад убацимо x = 1:

pd = f1(1)f2(1)...fp−1(1).

12
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Како jе d < p − 1 и fk(1) ∈ Z+, то за неких g од њих мора важити fk(1) = 1.
Онда jе:

p−1∑
k=1

fk(1) ≡ g ̸≡ 0 (mod p).

Са друге стране користећи fp(1) = 0 имамо:

p−1∑
k=1

fk(1) =

p∑
k=1

fk(1) =

p∑
k=1

d∑
i=0

(−1)isi(ζ
k
1 , ..., ζ

k
d )

=
d∑

i=0

(−1)i
p∑

k=1

si(ζ
k
1 , ..., ζ

k
d ) ≡ 0 (mod p),

пошто jе:
∑p

k=1 si(ζ
k
1 , ..., ζ

k
d ) =

∑p
k=1(ζ

kxj1 + ... + ζkxjy) ≡ 0 (mod p), што jе у
супротности са претходном тврдњом.

После Гауса, на овом пољу ниjе било пуно напретка све до четрдесетих годи-
на 19. века. Кронекер 1845. [8] проналази ,по некима, мало jедноставниjе реше-
ње од Гаусовог служећи се сличним методама. Као основ, оно користи следећу
лему.

Лема. Нека jе f(x) произвољан полином са целоброjним коефициjентима. Нека
jе ζ примитивни p-ти корен jединице. Онда jе f(ζ)f(ζ2)...f(ζp−1) цео броj и
f(ζ)f(ζ2)...f(ζp−1) ≡ f(1)p−1 (mod p).

Доказ. Нека jе e(x) полином дефинисан као e(x) = f(x)f(x2)...f(xp−1). Приме-
тимо да jе e(ζ) израз симетричан по ζ, ζ2, ..., ζp−1, па по фундаменталноj теореми
о симетричним полиномима следи да jе e(ζ) полином са целоброjним коефици-
jентима по основним симетричним полиномима. Како сви основни симетрични
полиноми по ζ, ζ2, ..., ζp−1 имаjу целоброjне вредности (±1), то и сама вредност
e(x) мора бити целоброjна.
Сада посматраjмо израз:

S =

p−1∑
k=0

e(ζk) = f(1)p−1 + (p− 1)f(ζ)f(ζ2)...f(ζp−1).

Са друге стране запишимо e(x) као e(x) =
∑

Akx
k. Онда jе:

S =
∑

Ak

(
1 + ζk + ζ2k + ...+ ζ(p−1)k

)
= pA0 ≡ 0 (mod p).

Одатле директно следи тврђење леме.
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Доказ (Кронекер). Кронекер завршава доказ користећи наведену лему. Претпо-
ставимо да jе полином Φp(x) растављив. Онда га можемо записати као Φp(x) =
f(x)g(x) где су f и g полиноми са целоброjним коефициjентима по Гаусовоj
леми. Како jе Φp(1) = p = f(1)g(1), одатле, без умањења општости можемо
претпоставити f(1) = ±1. За неки примитивни корен важи f(ζ) = 0 па jе онда
f(ζ)f(ζ2)...f(ζp−1) = 0, што jе у супротности са претходно наведеном лемом.

Француски математичар Сере 1850. [15] године доказуjе уопштење Кроне-
керове леме коjа важи и за примитивне pk-те коренове jединице и самим тим
успева да докаже и нерастављивост циклотомичних полинома редова pk.

У слично време, 1846. немачки математичар Шонеман избацуjе рад о поли-
номима са целоброjним коефициjентима у коjем представља краjње jедноставан
критериjум када jе полином нерастављив. Он омогућава jош jедноставниjи до-
каз у случаjу простих броjева. [14]

Лема (Шонеман). Нека jе f(x) полином степена k. Претпоставимо да за неки
прост броj p, цео броj a и полином g(x) са целоброjним коефициjентима такав
да p ∤ g(a) важи:

f(x) = (x− a)k + pg(x).

Онда jе полином f(x) нерастављив (mod p).

Касниjе, 1850. године Аjзенштаjн [4] обjављуjе рад у коме доказуjе своj по-
знати критериjум. Сада ћемо видети доказ самог критериjума као и jош jедан
доказ нерастављивости.

Лема (Аjзенштаjн). Нека jе f(x) = anx
n + ...+ a0 полином са целоброjним ко-

ефициjентима. Претпоставимо да p дели сваки од коефициjената a0, a1, ..., an−1,
не дели an и p2 не дели a0. Онда jе f(x) нерастављив у Z[x].

Доказ. Претпоставимо супротно, да jе f(x) = g(x)h(x) за неке полиноме са
целоброjним коефициjентима g(x) = bmx

m + ...+ b0 и h(x) = ckx
k + ...+ c0. Сада

посматраjмо наjмање i и j такве да p ∤ bi и p ∤ cj. Онда jе:

ai+j = bicj + (bi−1cj+1 + ...) + (bi+1cj−1 + ...).

Додатно, приметимо да p2 ∤ b0c0 па мора да важи i = 0 или j = 0, односно
i + j < n. Сада имамо да p дели сваки од чланова у заградама као и ai+j, па
мора да дели и bicj, што jе у супротности са претпоставком.

Доказ (Аjзенштаjн). Ниjе могуће применити Аjзенштаjнов критериjум директ-
но на Φp(x). Уместо тога погледаjмо како изгледа Φp(x+ 1):

Φp(x+ 1) =
(x+ 1)p − 1

x
= xp−1 + xp−1

(
p

1

)
+ ...+ x

(
p

p− 2

)
+

(
p

p− 1

)
.
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Дати полином испуњава услове критериjума па можемо закључити да jе Φp(x)
нерастављив у Z[x], а самим тим и у Q[x] по Гаусовоj леми.

Испоставља се да су Шонеманов и Аjзенштаjнов критериjум еквивалентни.
Аjзенштаjнов критериjум jе данас далеко познатиjи од Шонемановог упркос
томе што jе Шонеманов стариjи.

Сада ћемо се позабавити општим случаjем.

Теорема 4.2. Нека jе n произвољан природан броj. Онда jе Φn(x) нерастављив
над Q[x].

Први да покаже ово тврђење био jе Кронекер 1854. [9] године. Његов доказ
jе елементаран али краjње компликован и дуг па га нећемо показати овде. За-
снива се на индукциjи по простим факторима броjа n и знатно се разликуjе од
било ког другог приступа овом проблему.

Сви остали докази, сем Ландауовог (1929) [10], засниваjу се на показивању
да уколико jе f(x) нерастављиви фактор Φn(x), ζ његов корен и p прост броj
коjи не дели n, онда jе и ζp корен f(x). Ландау показуjе да то мора важити, не
само за p, него и за све k узаjамно просте с n. Сада ћемо показати Дедекиндов
доказ.

Доказ (Дедекинд). Нека jе f(x) неки нерастављиви фактор Φn(x) и нека jе ζ
такво да jе f(ζ) = 0 и f(ζp) ̸= 0 за неки прост броj p коjи не дели n. По
Гаусовоj леми f(x) = (x − ζ1)...(x − ζk) има све целоброjне коефициjенте. Са-
да посматраjмо полином fp(x) = (x − ζp1 )...(x − ζpk). Jош у Гаусовом доказу
смо показали да овакав полином има целоброjне коефициjенте, а сада имамо и
f(x) ≡ fp(x) (mod p).
Полином fp(x) jе такође нерастављив. У супротном би fp(x) имао неки нераста-
вљив фактор h(x). Тада би hq(ζ

pq) = hq(ζ) = 0 за неки природан броj q такав
да jе pq ≡ 1 (mod n) што jе у супротности с нерастављивошћу f(x).

Како су f(x) и fp(x) различити нерастављиви полиноми и f(ζ) = fp(ζ
p) = 0,

то f(x)fp(x) | xn − 1.
Сада се пребацимо у поље Zp: У том пољу важи f(x) = fp(x), па f(x)2 | xn−1

што jе супротно теореми 2.7, пошто jе (xn − 1, nxn−1) = 1.

Показали смо да су циклотомични полиноми нерастављиви над Q[x]. Шта
jе случаj са другим пољима? Над R[x] и C[x] они су тривиjално растављиви
на квадратне и линеарне полиноме. У Zp[x] ствари су мало другачиjе. О томе
наjбоље сведочи следећа теорема коjу ћемо навести без доказа.

Теорема 4.3. Нека jе n природан броj и p прост такав да jе (n, p) = 1. Нека
jе d = ordp(n) (поредак броjа по простом модулу). Онда jе Φn(x) производ φ(n)

d

нерастављивих полинома степена тачно d у Zp[x].
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Последица. Нека jе n природан броj и p прост такав да jе (n, p) = 1. Онда jе
Φn(x) нерастављив над Zp[x] ако и само ако jе ordp(n) = φ(n), односно ако и
само ако jе n примитивни корен по модулу p.



5

Веза циклотомичних полинома и
поретка броjа по простом модулу

Лема 3. Нека jе n природан броj и d < n неки његов делилац. Ако jе p прост
броj такав да дели и Φn(x) и Φd(x) за неко целоброjно x, онда p | n.

Доказ. По теореми 3.1 je xn−1 дељиво и са Φn(x) и са Φd(x). Када се пребацимо
у Zp, то значи да xn − 1 има двоструку нулу, па по теореми 2.8 p | n.

Последица. Нека су m,n природни броjеви, p прост такав да p ∤ mn и a прои-
звољан цео броj. Тада p ∤ (Φn(a),Φm(a)).

Лема 4. Нека су m,n природни броjеви и p прост такав да p ∤ mn. Онда у Zp

важи (Φn(x),Φm(x)) = 1.

Доказ. Претпоставимо супротно, (Φn(x),Φm(x)) = f(x) > 1. Како Φn(x)Φm(x) |
xmn − 1, то f(x)2 | xnm − 1, па по теореми 2.8 p | mn што jе у супротности с
тврђењем леме.

Дефинициjа 5.1. Нека jе a цео броj, а p прост. Поретком броjа a по простом
модулу p, у ознаци ordp(a), називамо наjмањи природан броj k за коjи важи
ak ≡ 1 (mod p).

Слично као код корена jединице, овде опет важи да уколико jе ak ≡ 1 (mod p)
онда ordp(a)|k. Специjално, ordp(a)|p− 1.

Сада ћемо навести пар битниjих теорема и њихове доказе.

Теорема 5.1. Нека jе p прост броj. Тада за све природне броjеве n коjи нису
дељиви са p и целе броjеве a важи да p | Φn(a) акко jе ordp(a) = n.

17
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Доказ. Доказ ћемо спровести индукциjом по n. За n = 1 тврђење очигледно
важи. Претпоставимо да тврђење важи за све k < n.

Претпоставимо да за неко a важи p | Φn(a). Oнда jе an ≡ 1 (mod p). Претпо-
ставимо супротно, да jе ordp(a) = k < n и k | n. Онда по индуктивноj хипотези
имамо Φk(a) = 0, па по леми 3 имамо да p | n што jе супротно услову из теореме.

Нека jе ordp(a) = n. Онда jе 0 ≡ an−1 =
∏

k|nΦk(a) па p|Φk(a) за неко k коjе
дели n. То k мора бити управо n jер у супротном имамо то да p | ak − 1 што jе
супротно претпоставци да jе поредак броjа a jеднак n.

Тако смо доказали оба смера теореме.

Теорема 5.2. Нека jе n природан и a цео броj. Тада за сваки прост делилац p
броjа Φn(a) важи или p ≡ 1 (mod n) или p | n.

Доказ. Имамо да p | Φn(a) па p | an − 1, тj. an ≡ 1 (mod p). Нека jе k = ordp(a).
Онда k | n. Сада имамо 2 опциjе:

1. k = n: Из Мале Фермаове теореме имамо да jе ap−1 ≡ 1 (mod p). Сада
n | p− 1, односно p ≡ 1 (mod n).

2. k < n: Онда имамо:
p | ak − 1 =

∏
d|k

Φd(a),

па p | Φd(a) за неко d коjе дели k а самим тим и n. Тада, уз чињеницу да
p | Φn(a), по леми 3 имамо да p | n.

Теорема 5.3. Нека су a и b природни броjеви, a ̸= b. Уколико за неко цело x
важи

(Φa(x),Φb(x)) > 1,

онда су и a
b

и (Φa(x),Φb(x)) целоброjни степени неког истог простог броjа p.

Доказ. Нека jе p прост броj коjи дели и Φa(x) и Φb(x). Показаћемо да уколико
jе a = pαA и b = pβB, где jе (p,A) = (p,B) = 1, онда важи A = B.

Покажимо да p | Φa(x). Уколико jе α = 0 онда смо готови jер p | Φa(x) =
ΦA(x). У супротном, имамо да из теореме 3.5 важи:

0 ≡ Φa(x) ≡ Φa(x)ΦA(x
pα−1) = ΦA(x

pα) (mod p),

па p | ΦA(x
pα). Међутим, по Малоj Фермаовоj теореми имамо да jе xpα ≡

x (mod p), па jе:
0 ≡ ΦA(x

pα) ≡ ΦA(x) (mod p).

Аналогно, p | Φb(x).
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Нека jе g = (A,B). Пошто p | ΦA(x) | xA − 1 и p | ΦB(x) | xB − 1, то
p | (xA − 1, xB − 1), тj. p | xg − 1 =

∏
d|g Φd(x).

Сада постоjи неко d|t|A такво да p | Φd(x). Како p ∤ A, то jе, по леми 3,
могуће само уколико jе d = t = A. Аналогно се добиjа да мора важити и t = B,
одакле следи да jе A = B што jе и требало показати.

Што се тиче другог дела теореме, довољно jе да претпоставимо да (Φa(x),Φb(x))
има неки други прости делилац. Аналогно би важило да jе сада a/b степен тог
другог простог броjа што ниjе могуће.
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Неке примене циклотомичних
полинома

Циклотомичне полиноме jе проучавао jош Гаус почетком 19. века. Њихо-
ву нерастављивост користио jе да покаже коjи се правилни многоуглови могу
конструисати лењиром и шестаром. То jе била jедна од првих веза апстрактне
алгебре са геометриjом. Сама нерастављивост циклотомичних полинома пред-
ставља jако битан резулат у теориjи поља и теориjи Галоа. Циклотомична ра-
ширења поља Q су имали кључне улоге у апстрактноj алгебри и теориjи броjева
због њихове везе са Великом Фермаовом теоремом.

Jош jедан од познатиjих примера циклотомичних полинома у алгебри jесте
доказ Ведербурнове теореме. Она тврди како jе свако коначно тело уjедно и
поље.

У претходноj глави видели смо нешто мало о вези циклотомичних полино-
ма и поретка броjева по простом модулу. Та тврђења, уз остала, их чине врло
подобним за коришћење у задацима из теориjе броjева. У наредном делу ће-
мо приказати доказ jедне теореме познате међу такмичарима као и примере
задатака у коjима се могу искористити циклотомични полиноми.

6.1 Жигмондиjева теорема
Теорема 6.1 (Жигмондиjева теорема). Нека су a и n природни броjеви већи
од 1. Тада постоjи прост делилац броjа an − 1 такав да не дели aj − 1 за све
0 < j < n осим у случаjевима:

1. n = 2, a = 2s − 1, где jе s ≥ 2,

2. n = 6, a = 2.

20
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Ово тврђење jе еквивалентно томе да за све природне a, n > 1 можемо наћи
прост проj p такав да jе ordp(a) = n сем у наведеним случаjевима.

Лема 5. Нека су a, n > 1 природни броjеви. Нека сви прости делиоци броjа
Φn(a) деле и броj n. Онда jе Φn(a) прост броj коjи дели n или jе n = 2.

Доказ. Посматраjмо прост делилац p броjа Φn(a). Нека jе k = ordp(a).
Сада на основу теореме 5.1 имамо да p | Φk(a), па по теореми 5.3 следи да

jе n
k
= pt за неки природан t.

Даље jе xn−1 = Φn(x)Q(x) за неки полином Q(x). Приметимо да (xn/p−1) |
Q(x), пошто ни jедан корен xn/p − 1 ниjе примитивни n-ти корен jединице.

Претпоставимо да jе p непаран прост броj. Пошто (an/p − 1)Φn(a) | (an − 1),
то по познатоj Леми о подизању степена (видети [11] ) наjвећи степен броjа p
коjи дели n може бити наjвише 1. Како p | Φn(x), то jе таj степен тачно 1.

Претпоставимо супротно, нека постоjи и неки други прост броj q коjи дели
Φn(x). Онда применом истих аргумената као и горе добиjамо:

n = pxordp(a) = qyordq(a).

Из тога имамо да p | ordq(a) и q | ordp(a). Додаваjући то на чињеницу да
ordp(a) | p− 1 и ordq(a) | q − 1, добиjамо да p | q − 1 и q | p− 1 што jе немогуће.

Остао нам jе jош случаj када jе Φn(a) степен двоjке. Тада jе ord2(a) = 1 па
jе слично као раниjе и n степен двоjке. Сада jе Φ2x(a) = a2

x−1
+ 1 ≡ 2 (mod 4).

То ниjе могуће за n > 2, па смо готови.

Лема 6. Нека су a, n > 1 природни броjеви. Нека jе n = pkr где jе p прост коjи
не дели r. Тада имамо Φn(a) > (bp−2(b− 1))φ(r) где jе b = ap

k−1 .

Доказ. На основу последице теореме 3.5 имамо:

Φn(x) =
Φr(b

p)

Φr(b)
.

Сада можемо приметити:

Φr(b
p) =

∏
(bp − ζk) =

∏
|bp − ζk| ≥ |bp − 1|φ(r)

Аналогно:
Φr(b) =

∏
(b− ζk) =

∏
|b− ζk| ≤ |b+ 1|φ(r)

Из ове две неjеднакости имамо да jе:

Φn(a) ≥
(
bp − 1

b+ 1

)φ(r)

To у комбинациjи са bp − 1 > bp−2(b2 − 1) даjе тражену неjеднакост.
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Докажимо сада Жигмондиjеву теорему.

Доказ. Лако се види да теорема не важи у специjалним случаjевима. За n = 2
теорема тривиjално важи. Сада претпоставимо да jе n > 2. Претпоставимо
супротно, да не постоjи такав прост q. Ако постоjи прости делилац броjа Φn(a)
коjи не дели n онда смо готови по теореми 5.1. У супротном по леми 5 имамо
да jе Φn(a) = p за неко просто p коjе дели n.

Нека jе n = pkr, (p, r) = 1. Онда по леми 6 имамо:

Φn(a) = p > (bp−2(b− 1))φ(r),

где jе b = ap
k−1 . За p ≥ 5 ово тврђење очигледно не важи. Остаjе jош да прове-

римо шта jе када jе p = 3. Онда jе због неjеднакости a = 2 и n = 3 или n = 6.
Први случаj се лако проверава, а други смо навели као изузетак. Покрили смо
све случаjеве па jе доказ завршен.

Жигмондиjева теорема jе вероватно познатиjа у своjоj општиjоj вариjанти.
Наводимо jе без доказа.

Теорема 6.2 (Жигмондиjева теорема (ген.)). Нека су a и b природни броjеви
такви да jе a > b > 0 и n природан броj већи од 1. Тада броj an − bn има прост
делилац коjи не дели aj − bj за све 0 < j < n осим у случаjевима:

1. n = 2, a+ b = 2s, где jе s ≥ 2 и

2. n = 6, a = 2, b = 1.

6.2 Примена у неким задацима
Задатак 1 (Специjалан случаj Дирихлеове теореме). Нека jе n природан броj.
Тада постоjи бесконачно много простих броjева p, таквих да jе p ≡ 1 (mod n).

Решење. За n = 1 и n = 2 тврђење очигледно важи. Нека jе n > 2. Претпо-
ставимо супротно, да постоjи коначно много простих броjева коjи задовоља-
ваjу услове задатка. Нека jе x производ таквих простих броjева. Посматраjмо
Φn(nx):

Φn(nx) ≥ (nx− 1)φ(n) ≥ 2.

Сада посматраjмо прост броj p коjи дели Φn(nx). Онда p | (nx)n − 1 па p ∤ nx.
По теореми 5.2 jе p ≡ 1 (mod n), што jе супротно претпоставци да jе x производ
свих таквих броjева.
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Задатак 2. За коjе природне броjеве n се полином:

p(x) = 1 + xn + x2n

може записати као производ два полинома са целоброjним коефициjентима (сте-
пена ≥ 1)?

Решење. Приметимо:

p(x) =
x3n − 1

xn − 1
=

∏
d|3nΦd(x)∏
d|nΦd(x)

=
∏
d|3n
d∤n

Φd(x).

Сада ако jе n = 3k за неки природан k, онда jе p(x) = Φ3k+1(x), па jе p(x)
нерастављив. У супротном, претпоставимо да jе n = m · 3k, (m, 3) = 1. Онда
полиноми Φm3k+1 и Φ3k+1 оба деле p(x) па смо готови. Одговор су сви природни
броjеви n коjи нису степен броjа 3.

Задатак 3 (Предлог за ИМО 2006). Наћи сва целоброjна решења jедначине:

x7 − 1

x− 1
= y5 − 1.

Решење. Приметимо да jе та jедначина еквивалентна са jедначином Φ7(x) =
(y − 1)Φ5(y). Сваки прост делилац p броjа y − 1 дели и Φ7(x) па jе по теореми
5.2 или p = 7 или p ≡ 1 (mod 7). Одатле се добиjа y − 1 ≡ 0 (mod 7) или
y − 1 ≡ 1 (mod 7). Сада разликуjемо 2 случаjа:

1. y ≡ 1 (mod 7), онда jе Φ5(y) ≡ 5 ̸≡ 0, 1 (mod 7),

2. y ≡ 2 (mod 7), oнда jе Φ5(y) ≡ 3 ̸≡ 0, 1 (mod 7).

Дакле, jедначина нема целоброjних решења.

Задатак 4. Нека jе n природан броj. Доказати да се броj 22n + 22
n−1

+ 1 може
представити као производ бар n (не нужно различитих) простих броjева.

Решење. По теореми 3.5 имамо:

22
n

+ 22
n−1

+ 1 = Φ3(2
2n−1

) =
∏

d|2n−1

Φ3d(2)

Како jе Φ3d(2) > 1 то наш броj већ има бар n простих делилаца.
Покажимо сада jаче тврђење, да су сви ови прости различити.
Довољно jе да су свака два Φ3d(2) узаjамно проста што jе управо директна
последице теореме 5.3.
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Задатак 5 (ИМО 2003). Нека jе p прост броj. Доказати да постоjи прост броj
q такав да q ∤ np − p за сваки природан броj n.

Решење. Приметимо да уколико q | np − p, тада jе 1 ≡ nq−1 ≡ p
q−1
p . Сада jе

довољно да покажемо да постоjи прост броj q такав да jе поредак броjа p по
модулу q jеднак p (онда p | q − 1) и да p2 ∤ q − 1.

Нека jе q прост делилац броjа Φp(p). Онда jе по теореми 5.1 ordq(p) = p.
Тада очигледно p | q − 1. Претпоставимо да за овакво q важи p2 | q − 1. То уз
чињеницу да q ∤ p−1 повлачи да jе 1+p+ ...+pp−1 ≡ 1 (mod p2) што ниjе тачно.
Одатле следи тврђење задатка.

Задатак 6 (Предлог за ИМО 2002). Нека су p1, p2, ...pn различити прости бро-
jеви већи од 3. Доказати да броj 2p1p2...pn + 1 има бар 4n делилаца.

Решење. Поново, доказаћемо jаче тврђење, да дати броj има бар 22
n−1 делилаца.

Довољно jе показати да броj 2p1p2...pn + 1 има бар 2n−1 различитих узаjамно
простих делилаца. Приметимо да важи:

(2p1p2...pn − 1)(2p1p2...pn + 1) = 22p1p2...pn − 1 =
∏

d|2p1p2...pn

Φd(2)

=

 ∏
d|p1p2...pn

Φd(2)

 ∏
d|p1p2...pn

Φ2d(2)


= (2p1p2...pn − 1)

∏
d|p1p2...pn

Φ2d(2).

Одатле jе:
2p1p2...pn + 1 =

∏
d|p1p2...pn

Φ2d(2).

Посматраjмо делиоце d броjа p1p2...pn коjи имаjу паран броj простих делилаца.
Њих има 2n−1. По теореми 5.3, за свака два од њих jе (Φd1(2),Φd2(2)) = 1 па
смо готови.



7

О коефициjентима циклотомичних
полинома

На краjу ћемо се мало позабавити коефициjентима циклотомичних полино-
ма. Навешћемо нека занимљива тврђења у вези са њима. Раниjе смо показали
jедно jако битно тврђење, да су сви коефициjенти циклотомичних полинома
цели броjеви. Такође смо показали и да су симетрични.

Покажимо за почетак jедно тврђење о збиру коефициjената:

Теорема 7.1. Нека jе n природан броj. Oнда jе:

Φn(x) =

{
p, ако jе n = pk за неки прост p и природан k

1, у супротном

Доказ. Због теореме 3.4 можемо претпоставити да ниjедан квадрат неког про-
стог броjа не дели n. Сада, уколико jе n = p прост, имамо Φn(x) = xp−1+...+1 па
jе Φn(1) = p. У супротном, нека jе p прост делилац броjа n. Тада по последици
теореме 3.5 имамо да jе Φn(1) =

Φn/p(1
p)

Φn/p(1)
= 1.

Бацимо поново поглед на табелу 1. Поред тога што су сви коефициjенти
целоброjни, можемо jош приметити и да сви припадаjу скупу {−1, 0, 1}. Да
ли jе то случаj и за све остале? На први поглед изгледа као да jесте, али се
испоставља да ниjе. Први коjи не задовољава то тврђење jе чак Φ105(x) коjи
има −2 као коефициjент. Иако броj 105 изгледа мало насумично, испоставља
се да то ниjе случаjност. Броj 105 jе први природан броj коjи има 3 различита
непарна проста делиоца. Мало више о овоме говоре наредних пар тврђења.

Лема 7. Нека су p и q неки различити прости броjеви. Тада важи:

(xpq − 1)Φpq(x) = (x− 1)Φp(x
q)Φq(x

p).

25
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Доказ. По теореми 3.2 имамо следећа 3 идентитета:

xpq − 1 = (xp)q − 1 = Φq(x
p)Φ1(x

p) = Φq(x
p)Φp(x)Φ1(x)

xpq − 1 = (xq)p − 1 = Φp(x
q)Φ1(x

q) = Φp(x
q)Φq(x)Φ1(x)

xpq − 1 = Φpq(x)Φp(x)Φq(x)Φ1(x)

Тражени идентитет се добиjа када се производ прва два подели трећим.

Лема 8. Нека су p и q неки различити прости броjеви. Онда су коефициjенти
P (x) = Φp(x

q)Φq(x
p) елементи скупа {0, 1}.

Доказ. Знамо да jе:

Φp(x
q)Φq(x

p) =
(
1 + xq + ...+ x(p−1)q

) (
1 + xp + ...+ x(q−1)p

)
=

∑
0≤m<q
0≤n<p

xmp+nq.

Сада jе довољно показати да сваки члан суме има различити степен. Претпо-
ставимо супротно, нека постоjе n,m, n′,m′ такви да важи mp+ nq = m′p+ n′q.
Онда jе p(m−m′) = q(n′ − n), па пошто су p и q различити прости, мора бити
p | n′ − n и q | m − m′ што ниjе могуће због ограничења сем када jе n = n′ и
m = m′.

Теорема 7.2. Нека су p и q неки различити прости броjеви. Онда су коефици-
jенти Φpq(x) елементи скупа {−1, 0, 1}.

Доказ. По леми 5 имамо да важи:

(xpq − 1)Φpq(x) = (x− 1)Φp(x
q)Φq(x

p).

Како jе pq > φ(pq), можемо приметити да су сви степени xpqΦpq(x) већи од степе-
на Φpq(x) па jе скуп коефициjената (xpq − 1)Φpq(x) исти као скуп коефициjената
Φpq(x).

Сада jе довољно показати да сви коефициjенти десне стране припадаjу скупу
{−1, 0, 1}. По леми 6 знамо да су коефициjенти xΦp(x

q)Φq(x
p) у {0, 1}, као и

да су коефициjенти −Φp(x
q)Φq(x

p) у {−1, 0}. Онда можемо закључити да су
коефициjенти збира та два полинома у {−1, 0, 1}, што jе и требало показати.

Теорема 7.3. Нека jе n произвољан непаран броj с наjвише 2 непарна проста
делиоца. Онда су његови коефициjенти елементи скупа {−1, 0, 1}

Доказ. У зависности од броjа n разликуjемо 4 различита случаjа:

1. n = p за прост p: Готови смо.

2. n = pq за просте p, q: Готови смо по претходноj теореми.
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3. n = 2pq за непарне просте p, q: По теореми 3.6 важи Φ2pq(x) = Φpq(−x) па
се можемо позвати на претходни случаj.

4. иначе: По теореми 3.4 се можемо опет позвати на претходни случаj пошто
jе Φn(x) = Φ2pq(x

n
2pq ).

Тиме смо доказали тврђење теореме.

Будимо пажљиви jер обрнуто не важи. На пример, Φ231(x) има све коефи-
циjенте {−1, 0, 1} иако jе 231 = 3× 7× 11.

Сада када смо видели ово, природно се намеће следеће питање: Коjи све то
броjеви могу бити њихови коефициjенти? Испоставља се да то могу бити сви
цели броjеви.

У последњих 10-15 година, коефициjенти циклотомичних полинома су по-
стали активно поље академског истраживања. Дошло се до разних закључака.
Они углавном описуjу асимптоматско понашање коефициjената или неке неjед-
накости коjе их укључуjу. У овом раду се нажалост нисмо дотакли тог поља
али препоручуjем радозналима да погледаjу [13].

За краj рада ћу представити jедан леп доказ да се сваки цео броj поjављуjе
као коефициjент циклотомичног полинома.

Теорема 7.4. Сваки цео броj се поjављуjе као коефициjент неког циклотомич-
ног полинома.

Доказ. Показаћемо ово тврђење давањем конструкциjе за сваки цео броj. Пре
тога докажимо jедну лему коjа ће нам бити потребна.

Лема. Нека jе t прозвољан природан броj већи од 2. Онда постоjи t простих
броjева p1 < p2 < ... < pt таквих да jе p1 + p2 > pt.

Доказ. Претпоставимо супротно, нека jе t такво да ово тврђење не важи. Онда
за било коjих t простих p1 < p2 < ... < pt имамо да важи p1 + p2 < pt. Одатле
важи и 2p1 < pt. Сада за сваки природан броj k између броjева 2k−1 и 2k мора
бити мање од t простих броjева jер би у супротном било 2p1 > 2 · 2k−1 = 2k > pt.
Онда je π(2k) < kt што jе у супротности са теоремом о простим броjевима.

Сада се вратимо на доказ теореме. Нека jе t неки непаран прост броj већи од
1. Онда по леми постоjе прости броjеви p1 < p2 < ... < pt такви да jе p1+p2 > pt.

Рецимо да jе p = pt и n = p1p2...pt. Посматраjмо полином Φn(x). Посматра-
ћемо га mod xp+1 односно само последњих p+ 1 коефициjената.

Φn(x) =
∏
d|n

(xd − 1)µ(
n
d ) ≡ 1

x− 1

t∏
k=1

(xpk − 1) (mod xp+1)

≡ (1 + x+ ...+ xp−1)(xp1 − 1)...(xpt−1 − 1) (mod xp+1)

≡ (1 + x+ ...+ xp−1)(1− xp1 − ...− xpt−1) (mod xp+1)
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Посматраjмо коефициjенте уз xp и xp−2. Они су редом 1− t и 2− t. Сада како се
t креће по непарним природним броjевима већим од 2 добиjамо да коефициjент
циклотомичног полинома може бити било коjи негативан цео броj. Сада посма-
траjмо Φ2n(x). По теореми 3.6 jе Φ2n(x) = Φn(−x). Како су p−1 и p−2 непарни,
то ће коефициjенти на њиховим местима у овим полиномима бити супротног
знака па добиjамо и класу полинома у коjима се jавља сваки позитиван цео
броj. Пример полинома у коjем се 0 jавља као коефициjент jе Φ4(x). Тиме смо
завршили доказ.
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