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1

Uvod

U svom radu pod nazivom Deterministiqki neperiodiqni tok iz 1963. godine,

ameriqki meteorolog Edvard Lorenc prouqavao je model konvektivnih struja�a u

atmosferi, u ci	u bo	eg razumeva�a nepredvidivosti atmosferskih prilika. Dra-

stiqno pojednostavivxi Navije-Stoksove jednaqine koje opisuju kreta�e viskoznih

fluida, Lorenc je za model atmosfere dobio trodimenzionalni nelinearni sistem

opisan slede�im jednaqinama, koje danas nose �egovo ime:

ẋ = σ (y − x)

ẏ = rx− y − xz (1.1)

ż = xy − bz.

Ovde su σ, r, b pozitivni parametri.

Ispituju�i ove jednaqine, Lorenc je zak	uqio da za odre�ene parametre �ihova

rexe�a osciluju na neregularan i aperiodiqan naqin. Osim toga, otkrio je i da

je sistem veoma oset	iv na poqetne uslove, tj. da se i kada su oni veoma sliqni,

krive evolucije u vremenu drastiqno razlikuju (slika 1.1). Ove qi�enice su neke

od glavnih karakteristika haosa i sugerixu da je sistem, iako deterministiqki,

suxtinski nepredvidiv - male grexke u mere�u trenutnog sta�a atmosfere (ili

bilo kog drugog haotiqnog sistema) brzo se uve�avaju, onemogu�avaju�i dugoroqne

prognoze.

Slika 1.1: Zavisnost koordinate x od vremena za dva veoma bliska poqetna uslova.

1



2 1. Uvod

Kada je grafiqki predstavio rexe�a svojih jednaqina za odre�ene vrednosti

parametara u tri dimenzije, Lorenc je dobio jox jedan zanim	iv rezultat: tra-

jektorije se u faznom prostoru grupixu oko kompleksnog skupa taqaka u obliku

leptirovih krila, koji nazivamo stranim atraktorom (slika 1.2). Lorenc ga je

okarakterisao kao beskonaqni kompleks povrxi, a danas znamo da je u pita�u fra-

ktal, fraktalne dimenzije izme�u 2 i 3.

Slika 1.2: Lorencov strani atraktor.

Lorencove jednaqine se pojav	uju i u drugim modelima, kao xto su modeli lasera

i diname, ali i model haotiqnog vodeniqnog toqka, o kojem �e biti vixe reqi u

slede�em poglav	u. Zatim �e biti prikazani razliqiti naqini na koje je mogu�e

izvu�i informacije iz jednaqina, s obzirom da ih je nemogu�e rexiti analitiqki.

Ideja je da se, prate�i Lorencov naqin razmix	a�a, demonstriraju osnovne metode

u teoriji haosa, kao i glavne karakteristike haotiqnih sistema. Na kraju �e biti

diskusije o stranom atraktoru i �egovim svojstvima, kao i o �ihovim mogu�im

implikacijama na vremenske prilike.
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Haotiqni vodeniqni toqak

2.1 Opis toqka

Model vodeniqnog toqka, predlo�en od strane V. Malkusa i L. Hauarda nekoliko

godina nakon objav	iva�a Lorencovog rada, jedan je od najjednostavnijih fiziqkih

sistema qije je kreta�e opisano Lorencovim jednaqinama. Shema konstrukcije jed-

nog takvog toqka data je na slici 2.1.

Slika 2.1: Shema vodeniqnog toqka - pogled odozgo (a) i popreqni presek (b).

Toqak se nalazi na posto	u koje je nagnuto u odnosu na horizontalu, i oko kojeg

mo�e da rotira. Pode	en je na komore od kojih svaka ima rupu na dnu. Voda se u

�ih uliva kroz cevovod, zatim istiqe kroz rupe u rezervoar, odakle se pumpa nazad

u cevovod. Protok vode odr�ava se konstantnim, a dva parametra koja je mogu�e

me�ati su nagib posto	a (odnosno efektivno gravitaciono ubrza�e) i zategnutost
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4 2. Haotiqni vodeniqni toqak

koqnice (odnosno koliqina tre�a). Toqak je prik	uqen na senzor koji meri �egovu

ugaonu brzinu ω (t).

Slika 2.2: Fiziqki model toqka.

Na slici 2.3 dat je grafik oqitava�a senzora, za haotiqni re�im rotacije.

Slika 2.3: Zavisnost ugaone brzine od vremena u haotiqnom re�imu.
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2.2 Jednaqine kreta�a

Veliqine pomo�u kojih �emo opisivati kreta�e toqka su:

θ - ugao u odnosu na posto	e, meren u pozitivnom smeru od pravca ka istoku na

slici 2.1a

r - polupreqnik toqka

K - brzina istica�a po jedinici mase

ν - koeficijent otpora pri rotaciji toqka

I - ukupan moment inercije toqka i vode

Q (θ) - dotok (brzina kojom se voda doliva u komoru sa koordinatom θ)

ω (t) - ugaona brzina toqka (pozitivna u smeru u kome raste θ)

m (θ, t) - raspodela mase vode po toqku, definisana tako da je ukupna masa

izme�u θ1 i θ2 data sa M (t) =
∫ θ2
θ1
m (θ, t) dθ

Zadatak slede�ih sekcija bi�e opisiva�e funkcija ω (t) i m (θ, t).

2.2.1 Zakon odr�a�a mase

Za poqetak posmatramo sektor toqka od θ1 do θ2 u fiksiranom trenutku t. Za

kratki vremenski period ∆t masa sektora me�a se na slede�i naqin:

1. masa
∫ θ2
θ1
Q (θ) dθ∆t se dolije u sektor,

2. masa
∫ θ2
θ1
Km (θ, t) dθ∆t se odlije iz sektora kroz rupe na komorama (ovde je

pretpostav	eno da je brzina istica�a srazmerna masi vode u komori; ovakvu

zavisnost je mogu�e ostvariti eksperimentalno),

3. usled rotacije toqka masa m (θ1, t)ω (t) ∆t u�e, a masa m (θ2, t)ω (t) ∆t iza�e iz
sektora.

Odavde imamo:

∆M =

∫ θ2

θ1

(Q−Km (θ, t)) dθ∆t+m (θ1, t)ω (t) ∆t−m (θ2, t)ω (t) ∆t. (2.1)

Korix�e�em m (θ2, t)−m (θ1, t) =
∫ θ2
θ1

∂m
∂θ dθ, nakon de	e�a jednaqine (2.1) sa ∆t,

uz ∆t→ 0, dobijamo:

dM

dt
=

∫ θ2

θ1

(
Q−Km− ω∂m

∂θ

)
dθ.
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Iz M (t) =
∫ θ2
θ1
m (θ, t) dθ sledi dM

dt =
∫ θ2
θ1

∂m
∂t dθ, xto daje:∫ θ2

θ1

∂m

∂t
dθ =

∫ θ2

θ1

(
Q−Km− ω∂m

∂θ

)
dθ.

S obzirom da ovo va�i za svako θ1 i θ2, mora:

∂m

∂t
= Q−Km− ω∂m

∂θ
. (2.2)

Jednaqina (2.2) je jednaqina kontinuiteta.

2.2.2 Drugi �utnov zakon za rotaciju toqka

Sile koje utiqu na rotaciju toqka su sila te�e, tre�e i sila koja nastaje usled

inercije dosute vode (brzina joj se pove�ava od 0 do ω). Mo�e se uzeti da su momenti

posled�e dve sile oko centra toqka srazmerni sa ω, sa ukupnim koeficijentom ν.
Za moment sile te�e oko centra toqka dµ, deli�a vode ugaone xirine dθ va�i:

dµ = dMgr sin θ = m (θ, t) dθgr sin θ,

gde je g efektivno gravitaciono ubrza�e, dakle g = g0 sinα (g0 je standardno gravi-
taciono ubrza�e, a α ugao izme�u ravni toqka i ravni stola).

Moment inercije toqka zavisi od ukupne mase vode M na slede�i naqin:

I = Itoqka +Mr2,

a kako masa zavisi od vremena, isto va�i i za moment inercije. Me�utim, iz relacije
dM
dt =

∫ 2π
0 Qdθ − KM mo�e se pokazati da limt→∞M (t) =

(∫ 2π
0 Qdθ

)
/K, tako da

�emo vrednost momenta inercije smatrati konstantom. Sada mo�emo da zapixemo

jednaqinu kreta�a toqka:

Iω̇ = − νω + gr

∫ 2π

0
m (θ, t) sin θ dθ. (2.3)

Jednaqine (2.2) i (2.3) u potpunosti odre�uju evoluciju sistema.

2.2.3 Amplitudne jednaqine

Iako rexava�e jednaqina (2.2) i (2.3) na prvi pogled deluje komplikovano, pri-

menom Furijeove analize ono se znatno pojednostav	uje. Naime, ako primetimo da je

funkcija m (θ, t) periodiqna po θ sa periodom 2π, mo�emo da je napixemo u obliku
Furijeovog reda:

m (θ, t) =

∞∑
n=0

[an (t) sin nθ + bn (t) cos nθ] .
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Sliqno, funkcijaQ (θ) je periodiqna sa periodom 2π i zbog simetrije sistema parna,
te se mo�e zapisati kao:

Q (θ) =
∞∑
n=0

qn cos nθ.

Zameni�emo ove nove oblike m i Q u jednaqinu (2.2):

∂

∂t

[ ∞∑
n=0

[an (t) sin nθ + bn (t) cos nθ]

]
=

∞∑
n=0

qn cos nθ

−K
∞∑
n=0

[an (t) sin nθ + bn (t) cos nθ]− ω ∂

∂θ

[ ∞∑
n=0

[an (t) sin nθ + bn (t) cos nθ]

]
.

Nakon diferencira�a suma i izjednaqava�a koeficijenata uz harmonike sinnθ
i cosnθ, dobijamo:

ȧn = nωbn −Kan, (2.4)

ḃn = −nωan −Kbn + qn, (2.5)

za sve n = 0, 1, . . . Ostaje jox samo da razvoj mase u Furijeov red zamenimo u jednaqinu

(2.3):

Iω̇ = − νω + gr

∫ 2π

0

∞∑
n=0

[an (t) sin nθ + bn (t) cos nθ] sin θ dθ

= − νω + gr

∫ 2π

0
a1 sin2 θ dθ

= − νω + gra1π. (2.6)

Kako u jednaqini (2.6) figurixe jedino a1, zak	uqujemo da ona i jednaqine (2.4)
i (2.5) za n = 1 formiraju zatvoreni sistem:

ȧ1 = ωb1 −Ka1
ḃ1 = − ωa1 −Kb1 + q1 (2.7)

Iω̇ = − νω + gra1π.

Ovime su jednaqine (2.2) i (2.3) svedene na jednostavniji trodimenzionalni si-

stem (2.7).
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2.3 Stacionarna rexe�a

Sada �elimo da odredimo a∗1, b
∗
1 i ω

∗ za koje je ȧ1 = ḃ1 = ω̇ = 0.
Rexava�em sistema jednaqina:

0 = ωb1 −Ka1
0 = − ωa1 −Kb1 + q1

0 = − νω + gra1π

dobijamo slede�e rezultate:

1. (a∗1, b
∗
1, ω
∗) = (0, q1/K, 0): ovo rexe�e odgovara situaciji u kojoj toqak miruje, a

dotok je izjednaqen sa istica�em; kasnije �e biti razmatrana stabilnost ovog

rexe�a.

2. b∗1 = Kν
πgr , ω

∗ = ±
√

πgrq1
ν −K2, a∗1 = νω∗

πgr : ovo rexe�e odgovara situaciji u ko-

joj se toqak vrti konstantnom ugaonom brzinom, u jednom ili u drugom smeru.

Primetimo da rexe�e postoji samo za πgrq1/K
2ν > 1. Izraz na levoj strani

nejednakosti nosi ime Rejlijev broj i pojav	uje se i u drugim granama di-

namike fluida; on govori kakav je odnos uticaja sila koje pospexuju kreta�e

toqka (qlanovi g i q1), i sila koje ga priguxuju (qlanovi K i ν). Ono xto

je zgodno je to da se �egova vrednost lako mo�e eksperimentalno varirati,

promenom nagiba posto	a ili zategnutosti koqnice.

Sada je ci	 na�i i ostala rexe�a sistema (2.7). Mo�e se pokazati da je taj

sistem specijalan sluqaj Lorencovih jednaqina (1.1), i to tako da funkcija ω(t)
odgovara Lorencovoj promen	ivoj x. Iz tog razloga �emo se u nastavku fokusirati
na rexava�e Lorencovih jednaqina, kao opxtijeg problema.
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Osnovna svojstva Lorencovih

jednaqina

Zapiximo ponovo Lorencove jednaqine:

ẋ = σ (y − x)

ẏ = rx− y − xz (3.1)

ż = xy − bz,

gde su σ, r, b > 0 parametri.

Jednaqine odre�uju brzinu svake taqke u faznom prostoru u funkciji od �enih

koordinata, xto znaqi da one predstav	aju vektorsko po	e ẋ = f (x). Ako posma-

tramo taqku sa poqetnim koordinatama x(0), y(0), z(0), znamo da je na osnovu jedna-
qina �ena pozicija x(t), y(t), z(t) u svakom trenutku odre�ena. Me�utim, trajektoriju

taqke je zbog nelinearnosti sistema nemogu�e analitiqki izraqunati, tako da �emo

u nastavku demonstrirati drugaqiji pristup kojim je Lorenc ispitivao ovaj sistem.

Primetimo prvo da su jednaqine invarijantne u odnosu na transformaciju koor-

dinata (x, y, z)→ (−x,−y, z). To znaqi da ako je (x(t), y(t), z(t)) rexe�e, isto va�i i
za (−x(t),−y(t), z(t)). Odavde sledi da sva rexe�a ili imaju simetriqnog para ili
su sama simetriqna u odnosu na z-osu.

Da	e, analiziraju�i po	e ẋ = f (x) mo�emo zak	uqiti da je sistem disipativan,

odnosno da se zapremina svakog skupa poqetnih uslova u faznom prostoru vremenom

sma�uje. Pogledajmo xta se dexava u opxtem sluqaju: neka je dato vektorsko po	e

ẋ = f (x) i poqetna zapremina V0 skupa poqetnih uslova qiju �emo evoluciju pratiti.
Dovo	no je da se fokusiramo na graniqnu povrxinu ovog skupa, poxto se mo�e

pokazati da taqke ograniqene �ome nikad ne izlaze iz �e (ako ne bi bilo tako, dve

trajektorije bi se u nekom trenutku presekle, a znamo da je to nemogu�e).
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10 3. Osnovna svojstva Lorencovih jednaqina

Za beskonaqno mali vremenski period dt posmatramo povrxinu dA. Promena

zapremine bi�e (slika 3.1):

dV = (f · n) dt dA,

pa ako pro�emo po celoj povrxini i podelimo sa dt dobijamo:

V̇ =

∫
S

(f · n) dA.

Slika 3.1: Shematski prikaz promene zapremine za vreme dt.

Na kraju, posle primene teoreme o divergenciji na prethodnu jednaqinu, imamo:

V̇ =

∫
V

(∇ · f) dV.

Ako sada za f zamenimo jednaqine (3.1):

V̇ =

∫
V

(
∂

∂x
(σ (y − x)) +

∂

∂y
(rx− y − xz) +

∂

∂z
(xy − bz)

)
dV

= −
∫
V

(σ + b+ 1) dV = − (σ + b+ 1)V.

Odavde je V (t) = V0 e
−(σ+b+1)t, pa kako je σ+ b+ 1 > 0, sledi limt→∞ V (t) = 0. To

znaqi da �e se svaka zapremina u faznom prostoru sma�ivati eksponencijalno brzo,

odnosno da �e svi skupovi poqetnih uslova te�iti nultoj zapremini.

Ova qi�enica ve� sama po sebi isk	uquje mogu�nost postoja�a odbojnih fiks-

nih taqaka i odbojnih zatvorenih orbita (za �ih sve taqke iz male oblasti koja ih

okru�uje bivaju odbijene iz te oblasti). Kad bi one postojale, mala oblast oblika
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lopte odnosno cilindra oko fiksne taqke odnosno orbite bi se za neki mali pe-

riod pove�ala, xto daje kontradikciju. Tako�e je isk	uqena i mogu�nost postoja�a

kvaziperiodiqnih puta�a, jer bi one morale da le�e na invarijantnom torusu (qija

se zapremina ne me�a vremenom), pa bi zapremina ograniqena �ime ostajala kon-

stantna.

Slede�a stvar koju �emo pokazati je da sve trajektorije posle dovo	no dugo vre-

mena u�u u odre�enu oblast i ostanu u �oj zauvek. Posmatrajmo funkciju:

V (x, y, z) = rx2 + σy2 + σ (z − 2r)2 ,

i �en izvod po vremenu:

V̇ (x, y, z) = 2rxẋ+ 2σyẏ + 2σ (z − 2r) ż

= 2rxσ (y − x) + 2σy (rx− y − xz) + 2σ (z − 2r) (xy − bz)
= −2σ

(
rx2 + y2 + bz2 − 2rbz

)
.

Odavde je V̇ (x, y, z) < 0 kada rx2 + y2 + b(z − r)2 > br2. To znaqi da �e se po tra-
jektorijama sve dok va�i rx2 + y2 + b(z− r)2 > br2 vrednost V vremenom sma�ivati,

xto povlaqi da �e sve one u jednom trenutku u�i u oblast rx2 +σy2 +σ (z − 2r)2 ≤ C,
gde je C izabrano tako da elipsoid rx2 + y2 + b(z − r)2 = br2 u potpunosti pripada

oblasti. Trajektorije koje u�u zauvek ostaju u oblasti, qime je pokazano da su rexe�a

(3.1) posle nekog vremena �ome ograniqena.

3.1 Fiksne taqke

Rexava�em ẋ = ẏ = ż = 0, dobijamo slede�e fiksne taqke sistema (3.1):

1. (x∗, y∗, z∗) = (0, 0, 0), za sve vrednosti parametara,

2. x∗ = y∗ = ±
√
b (r − 1), z∗ = r − 1, za r > 1 (Lorenc ih je nazivao C+ i C−).

Korix�e�em tehnike linearizacije koja okolinu fiksnih taqaka aproksimira

linearnim sistemom, pokuxa�emo da ispitamo ponaxa�e trajektorija u �ihovoj bli-

zini. Posmatra�emo slede�i opxti trodimenzionalni sluqaj:

ẋ = f (x, y, z)

ẏ = g (x, y, z)

ż = h (x, y, z)

sa �e	om da ga aproksimiramo u okolinu fiksne taqke (x∗, y∗, z∗).
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Uvo�e�em smene u = x − x∗, v = y − y∗, w = z − z∗, promen	ive u, v i w postaju

koordinate u odnosu na fiksnu taqku. Iz Tejlorovog razvoja imamo:

u̇ = ẋ

= f (x, y, z)

= f (x∗ + u, y∗ + v, z∗ + w)

= f (x∗, y∗, z∗) + u
∂f

∂x
+ v

∂f

∂y
+ w

∂f

∂z
+ qlanovi vixeg stepena

= u
∂f

∂x
+ v

∂f

∂y
+ w

∂f

∂z
+ qlanovi vixeg stepena,

i sliqno za v̇ i ẇ. Sada sistem mo�emo da zapixemo u obliku:u̇v̇
ẇ

 =


∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

∂g
∂x

∂g
∂y

∂g
∂z

∂h
∂x

∂h
∂y

∂h
∂z


uv
w

+ qlanovi vixeg stepena,

gde se matrica

J =


∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

∂g
∂x

∂g
∂y

∂g
∂z

∂h
∂x

∂h
∂y

∂h
∂z


(x∗,y∗,z∗)

zove Jakobijeva matrica.

Ispostav	a se da se qlanovi vixeg reda ne mogu zanemariti jedino kada τ2 = 4∆,

ili ∆ = 0, ili τ = 0 i ∆ > 0 (∆ je determinanta, a τ trag matrice J). U ostalim

sluqajevima dobijamo sistem:u̇v̇
ẇ

 =


∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

∂g
∂x

∂g
∂y

∂g
∂z

∂h
∂x

∂h
∂y

∂h
∂z


uv
w


koji za jednaqine (3.1) postaje:u̇v̇

ẇ

 =

 −σ σ 0
r − z∗ −1 −x∗
y∗ x∗ −b

uv
w

 (3.2)

3.1.1 Stabilnost fiksne taqke u koordinatnom poqetku

Ako u (3.2) zamenimo (x∗, y∗, z∗) = (0, 0, 0), dobijamo:u̇v̇
ẇ

 =

−σ σ 0
r −1 0
0 0 −b

uv
w

 (3.3)



3.1. Fiksne taqke 13

Odmah uoqavamo da za w va�i ẇ = −bw, odakle je w(t) = w(0) e−bt. Sada se (3.3)
svodi na:(

u̇
v̇

)
=

(
−σ σ
r −1

)(
u
v

)
(3.4)

Ovo �emo rexavati u opxtem sluqaju, dakle:

ẋ = Ax. (3.5)

Potra�imo rexe�e oblika x (t) = eλtv, gde je v 6= 0 fiksirani vektor koji treba

odrediti. Zamenom u jednaqinu (3.5) dobijamo λeλtv = Aeλtv, odnosno nakon skra�i-
va�a pozitivnog faktora eλt:

λv = Av.

To znaqi da je v svojstveni vektor matrice A, koji odgovara svojstvenoj vrednosti
λ. Kako je A matrica 2 × 2, obiqno �e imati dve razliqite svojstvene vrednosti,

u kom sluqaju �e odgovaraju�i svojstveni vektori biti linearno nezavisni. Tada

svaki poqetni uslov mo�e biti napisan u obliku x0 = c1v1 + c2v2, pa mo�emo da

zapixemo opxte rexe�e (3.5):

x(t) = c1e
λ1tv1 + c2e

λ2tv2. (3.6)

Ovo rexe�e zadovo	ava jednaqinu (3.5), kao i poqetne uslove, pa je po teoremi o

egzistenciji i jedinstvenosti i jedino rexe�e.

Sada se vra�amo na sistem (3.4) i za matricu A raqunamo determinantu i trag:

∆ = σ (1− r), τ = −σ − 1 < 0. Svojstvene vrednosti mogu se raqunati po formuli

λ1,2 = 1
2

(
τ ±
√
τ2 − 4∆

)
, gde je τ2 − 4∆ = (σ − 1)2 + 4σr > 0. U zavisnosti od

parametra r:

1. r < 1: ∆ > 0, pa λ1 < 0, λ2 < 0,

2. r > 1: ∆ < 0, pa λ1 > 0, λ2 < 0,

3. r = 1: ∆ = 0, pa ne smemo zanemariti qlanove vixeg reda prilikom lineari-

zacije.

Znak svojstvene vrednosti odre�uje ponaxa�e trajektorija u blizini koordi-

natnog poqetka, i to po jednaqini (3.6).

U prvom sluqaju trajektorije po oba sopstvena vektora eksponencijalno te�e ko-

ordinatnom poqetku, a s obzirom da se isto dexava i po w odnosno z-osi, ka�emo
da je u ovom sluqju fiksna taqka u koordinatnom poqetku lokalno stabilna (pri-

vlaqna). To znaqi da �e joj se sve trajektorije koje krenu dovo	no blizu �oj vremenom

pribli�avati.

U drugom sluqaju trajektorije su po jednom pravcu odbijene, a po drugom pri-

vuqene, xto zajedno sa privlaqnim z-pravcem daje dva privlaqna i jedan odbojni

pravac. U ovom sluqaju fiksnu taqku u koordinatnom poqetku nazivamo sedlom.
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U tre�em sluqaju, za vrednost r = 1 fiksna taqka u koordinatnom poqetku pre-

lazi iz stabilnog qvora u sedlo. Ovakve kvalitativne promene dinamike sistema

prilikom me�a�a parametara nazivaju se bifurkacije, a vrednosti parametara

za koje se dexavaju nazivaju se bifurkacione taqke. Bifurkacija koja se ovde

dexava je natkritiqna vilasta bifurkacija, i karakteristiqna je po tome xto

jedna stabilna fiksna taqka (u ovom sluqaju ona u koordinatnom poqetku) gubi sta-

bilnost, i u procesu stvara novi par stabilnih fiksnih taqaka (vide�emo da su u

ovom sluqaju to C+ i C−).
Sada �elimo da na sliqan naqin na koji smo pokazali da sve trajektorije bi-

vaju zarob	ene u odre�enoj oblasti faznog prostora poka�emo da je u sluqaju r < 1
koordinatni poqetak globalno stabilan. Posmatramo slede�u funkciju (funkcije

pomo�u kojih na ovaj naqin dokazujemo stabilnost nazivaju se�apunov	eve funk-

cije):

V (x, y, z) =
1

σ
x2 + y2 + z2.

�en izvod po vremenu je:

V̇ (x, y, z) = 2
1

σ
xẋ+ 2yẏ + 2zż

= 2
1

σ
xσ (y − x) + 2y (rx− y − xz) + 2z (xy − bz)

= −2

[(
x− r + 1

2
y

)2

+

(
1−

(
r + 1

2

)2
)
y2 − bz2

]
.

Qlan uz y2 je pozitivan za r < 1, pa sledi da je V̇ (x, y, z) = 0 samo kad (x, y, z) =
(0, 0, 0). U ostalim sluqajevima je V̇ (x, y, z) < 0, xto znaqi da se trajektorije spu-

xtaju na ni�e vrednosti funkcije V . Kako su povrxi na kojim je V = const . elipso-
idi sa centrom u koordinatnom poqetku, zak	uqujemo da se sve trajektorije spuxtaju

ka koordinatnom poqetku. To znaqi da je fiksna taqka u �emu za r < 1 globalno
stabilna.

3.1.2 Stabilnost fiksnih taqaka C+ i C−

Pretpostavimo sada da je r > 1, tako da fiksne taqke C+ i C− postoje. Karakte-

ristiqna jednaqina svojstvenih vrednosti Jakobijeve matrice za �ihove koordinate

je:

λ3 + (σ + b+ 1)λ2 + (r + σ) bλ+ 2bσ (r − 1) = 0.

Ako potra�imo qisto imaginarna rexe�a oblika λ = iω, ω ∈ R, nalazimo da par
takvih rexe�a postoji za

r = rH = σ

(
σ + b+ 3

σ − b− 1

)
,
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i to samo ako σ > b + 1. Ispostav	a se da su taqke C+ i C− stabilne kada r < rH
i σ > b + 1, jer su tada realni delovi sve tri svojstvene vrednosti negativni. Ako

ostanemo u ovoj oblasti ali r pribli�imo rH , oko svake od C
+ i C− nalazimo po

jedan graniqni ciklus koji je po jendom pravcu stabilan, a po jednom nestabilan.

U pita�u su takozvani sedlasti ciklusi, koji se za r = rH poklope sa C+ i C−.
Od tog trenutka, za r > rH , ove dve fiksne taqke postaju nestabilne i prelaze u

sedla. To znaqi da dolazi do bifurkacije za r = rH , a ovaj konkretni tip (kada

se nestabilni ciklus spusti na stabilnu fiksnu taqku i pretvori je u nestabilnu)

nazivamo potkritiqnom Hopfovom bifurkacijom.

3.2 Parametarski prostor

Kao xto vidimo, ponaxa�e nekog dinamiqkog sistema u velikoj meri zavisi od

parametara. Zato je u �egovom ispitiva�u uvek interesantno istra�ivati parame-

tarski prostor, odnosno pratiti kako se dinamika me�a u razliqitim oblastima

ovog prostora.

Kako bi varira�e sva tri parametra Lorencovog sistema zahtevalo priliqno

opxirnu analizu, mi �emo u naxem razmatra�u fiksirati σ i b, a me�ati r. Lako
se vidi da ovaj parametar u sluqaju vodeniqnog toqka ima vrednost Rejlijevog broja,

koji se, kao xto smo videli, mo�e eksperimentalno podexavati.

Po uzoru na Lorenca, postavi�emo σ = 10 i b = 8
3 . Na slici 3.2 je skicirano

ponaxa�e sistema za razliqite vrednosti r. Ovakav prikaz zove se bifurkacioni
dijagram.

Slika 3.2: Bifurkacioni dijagram sistema.
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Za 0 < r < 1 smo pokazali da postoji samo jedna fiksna taqka, koja se nalazi u

koordinatnom poqetku i koja je globalno stabilna. Na r = 1 se dexava natkritiqna
vilasta bifurkacija, tako da za r > 1 ova taqka postaje nestabilno sedlo. U isto

vreme nastaju i dve nove stabilne fiksne taqke: C+ i C− (na slici 3.2 je pred-

stav	ena samo jedna). Ove taqke gube stabilnost za r = rH = 24,74 potkritiqnom

Hopfovom bifurkacijom i apsorbuju�i nestabilne graniqne cikluse postaju sedla.

Ako sada poqnemo da sma�ujemo r, uoqavamo da se pomenuta dva graniqna ciklusa

uda	avaju od C+ i C−, sve do taqke r = 13,926 u kojoj se spajaju sa fiksnom taqkom

u koordinatnom poqetku. Ovi ciklusi ne postoje za r < 13,926, xto znaqi da oni

nastaju u r = 13,926 kako pove�avamo r. Ovde je u pita�u takozvana homokliniqka
bifurkacija, qija je analiza izuzetno kompleksna; ono xto je nama najbitnije je

da ovom prilikom osim dva nestabilna ciklusa nastaje i slo�ena struktura koja

sistem qini oset	ivim na poqetne uslove.

Zahva	uju�i ovoj strukturi, za r > 13,926 prvi put vidimo znakove haotiqnog po-
naxa�a u vidu tranzijentnog haosa. Trajektorije mogu da provedu dosta vremena

na pomenutoj strukturi vijugaju�i haotiqno, ali na kraju uvek zavrxe na puta�ama

ka stabilnim taqkama C+ ili C−. Na slici 3.3 je dat prikaz jedne takve trajektorije
u faznom prostoru za r = 20, a na slici 3.4 zavisnost x(t) za istu.

Slika 3.3: Trajektorija koja ispo	ava tranzijentni haos.
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Slika 3.4: Zavisnost x koordinate od vremena u re�imu tranzijentnog haosa.

Kako se r uda	ava od 13,926, vreme provedeno u haotiqnom re�imu postaje ve�e

i ve�e, sve do kritiqne vrednosti r = 24,06 na kojoj struktura o kojoj smo govorili

postaje strani atraktor. Ako haos definixemo kao dugoroqno aperiodiqno po-

naxa�e u deterministiqkom sistemu koje pokazuje veliku oset	ivost na promenu

poqetnih uslova, vidimo da se on u pravom smislu jav	a tek sada (tranzijentni haos

pokazuje oset	ivost na promenu poqetnih uslova jer ona lako mo�e uticati na to

da li �e se trajektorija spustiti na C+ ili C−; on me�utim nije dugoroqno aperio-

diqan). Interesantno je xto sada za vrednosti do r = 24,74 jox uvek postoje i strani

atraktor i stabilne fiksne taqke C+ i C−.
Za r malo ve�e od rH ne postoje ni stabilne fiksne taqke, ni stabilni ciklusi

(Lorenc nije bio apsolutno siguran za ovo drugo, ali je imao jake argumente koje

�emo pomenuti kasnije). Osim toga, trajektorije ne mogu da odu u beskonaqnost jer

smo pokazali da su sve posle dovo	no vremena ograniqene odre�enim elipsoidom,

xto znaqi da ostaju zarob	ene u stranom atraktoru. O ovom re�imu �emo govoriti

vixe u slede�em poglav	u.

Za velike vrednosti r (r > 313) numeriqke simulacije ukazuju na to da sistem

ima globalno stabilni graniqni ciklus (slika 3.5). S druge strane, za vrednosti

izme�u 24,72 i 313 situacija je mnogo komplikovanija, jer se haotiqno i periodiqno
ponaxa�e sme�uju za razliqite vrednosti parametra. Neke od ve�ih periodiqnih

oblasti su 99,524 < r < 100,795 (slika 3.6) i 145 < r < 166.
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Slika 3.5: Zavisnost z(x) za r = 350.

Slika 3.6: Periodiqna trajektorija za r = 100.
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Strani atraktor

Fiksirajmo sada parametre na vrednosti koje je Lorenc koristio: σ = 10, b = 8
3 ,

r = 28. Ova vrednost r odgovara haotiqnom re�imu, tako da �emo �u koristiti za

analizira�e stranog atraktora. Posmatrajmo trajektoriju taqke sa poqetnim uslo-

vima (10, 10, 10): slika 4.1 predstav	a zavisnost x(t), slika 4.2 dvodimenzionalne

projekcije trajektorije, a slika 4.3 izgled trajektorije u faznom prostoru.

Slika 4.1: Zavisnost x(t) u haotiqnom re�imu.

(a) Zavisnost y(x). (b) Zavisnost z(x). (c) Zavisnost z(y).

Slika 4.2: Projekcije trajektorije na ravni normalne na koordinatne ose.

19
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Slika 4.3: Trajektorija u faznom prostoru u haotiqnom re�imu.

Sa slike 4.1 vidimo da je kreta�e aperiodiqno: neregularno osciluje u besko-

naqnost. Sliqnu stvar prime�ujemo ako gledamo znak funkcije x - me�a se neregu-

larno i nepredvidivo.

Kada se trajektorija nacrta u faznom prostoru (slika 4.3) qini se da le�i

na skupu koji po obliku podse�a na leptirova krila (slika 4.2b), i koji nazivamo

stranim atraktorom. Ovaj graniqni skup ima nultu zapreminu (pokazano u poglav	u

3) i veoma komplikovanu geometrijsku strukturu, koja je predstav	ena na slici 4.4.

Iako izgleda da se dve povrxi na slici 4.4 spajaju u jednu, znamo da nije tako

jer trajektorije ne mogu da se dodiruju. To znaqi da su ove povrxi samo pri	ub	ene

jedna uz drugu, i da tako zajedno kru�e oko taqaka C+ i C−. Ovo, me�utim, povlaqi
da je svaka od �ih i sama sastav	ena od dve povrxi, tako da ih je ukupno qetiri.

Istim argumentom mo�emo svaki put da dupliramo broj povrxi, xto znaqi da ih za-

prvo ima beskonaqno mnogo (Lorenc je strani atraktor okarakterisao kao beskonaqni

kompleks povrxi). Na osnovu ove osobine sledi da je strani atraktor fraktal, a

numeriqki proraquni ukazuju na to da je �egova dimenzija oko 2,05. Povrxina mu
je beskonaqna, a zapremina nulta.
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Slika 4.4: Prikaz geometrijske strukture stranog atraktora.

4.1 �apunov	ev eksponent

Pored aperiodiqnosti, druga bitna karakteristika stranog atraktora je oset	i-

vost na promenu poqetnih uslova. Pretpostavimo da imamo dva razliqita poqetna

uslova koji su u faznom prostoru na uda	enosti δ0. Prati�emo funkciju δ (t) koja
oznaqava �ihovu uda	enost u datom trenutku i nacrtati grafik �enog prirodnog

logaritma od vremena (slika 4.5):

Slika 4.5: Zavisnost prirodnog logaritma uda	enosti taqaka od vremena.
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Qi�enica da je grafik u poqetku pribli�no linearan ukazuje na to da se dve

taqke u faznom prostoru uda	uju jedna od druge eksponencijalno brzo:

δ (t) = δ0 e
λt. (4.1)

To naravno ne traje zauvek, jer je �ihovo kreta�e kao xto znamo ograniqeno na

unutraxnost odre�enog elipsoida. Ovo objax�ava zaxto funkcija na slici 4.5 u

jednom trenutku prestaje da raste.

Broj λ zove se �apunov	ev eksponent i mo�e se odrediti numeriqki; za pa-

rametre koje smo mi koristili iznosi λ = 0,9. Bitno je naglasiti da ova vrednost

varira u zavisnosti od polo�aja na atraktoru, tako da je za �egovo odre�iva�e

potrebno uzeti prosek na velikom broju trajektorija. Tako�e treba pomenuti da u

n-dimenzionalnom sistemu zapravo ima n �apunov	evih eksponenata: ako pratimo

evoluciju male hipersfere poqetnih uslova vide�emo da se ona za kratko vreme de-

formixe u elipsoid, pa po svakom pravcu postoji po jedan �apunov	ev eksponent.

U ovom sluqaju za λ biramo najve�i od �ih.
Sistemi u kojima je λ > 0 odlikuju se oset	ivox�u na poqetne uslove i samim

tim nemogu�nosti dugoroqnog predvi�a�a. Ako uvedemo vremenski horizont th kao
vreme nakon kojeg predvi�a�e postaje neprecizno, ε kao minimalnu uda	enost u

faznom prostoru na kojoj razlikujemo dve taqke i δ0 kao neodre�enost mere�a, iz

jednaqine (4.1) dobijamo:

t ∼ 1

λ
ln

(
ε

δ0

)
.

Logaritamska zavisnost th od δ0 je razlog iz kog su nemogu�a dugoroqna predvi�a-
�a: ako na primer uzmemo ε = 1 i δ0 = 10−2, da bismo vremenski horizont pove�ali
10 puta, preciznost mere�a δ moramo pove�ati qak 1018 puta.

4.2 Lorencovo preslikava�e

Ako se vratimo na grafik na slici 4.2c, mo�emo da uoqimo jednu pravilnost, a

to je da taqke kru�e oko jednog centra sve dok se ne uda	e dovo	no i pre�u na drugi.

Osim toga, izgleda da uda	enost od jednog centra pre prelaza odre�uje uda	enost od

drugog posle prelaza. Primetivxi ovo, Lorenc je odluqio da posmatra zavisnost z
koordinate od vremena, koja je prikazana na slici 4.6.
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Slika 4.6: Zavisnost z(t) u haotiqnom re�imu.

Uoqivxi da definitivno postoji neka pravilnost, Lorenc je da	e posmatrao

lokalne maksimume funkcije z(t) koje je nazvao zn. Zatim je grafiqki prikazao

zavisnosti zn+1 od zn i dobio slede�i iznena�uju�i rezultat (slika 4.7):

Slika 4.7: Zavisnost zn+1 od zn.

Sve vrednosti su se grupisale na krivoj koja je imala vrlo malu deb	inu. Ovu

funkciju zn+1 = f (zn) predstav	enu na slici 4.7 danas nazivamo Lorencovim

preslikava�em. Odmah treba razjasniti da upravo iz razloga xto ima neku de-

b	inu ona nije dobro definisana. Me�utim, kako je ta deb	ina vrlo mala, pret-

postavi�emo da ne postoji, imaju�u u vidu da zbog ovoga sva da	a razmatra�a ne�e

biti rigorozna.

Vratimo se na ideju pomenutu u sekciji 3.2: da za trenutne parametre ne postoje

stabilni graniqni ciklusi. Posmatrajmo bilo koji ciklus koji odgovara nizu {zn}.
Kako je u pita�u ciklus, mora da postoji prirodan broj p za koji je zn = zn+p. Ako
uvedemo ηk kao malo odstupa�e od zk, linearizacijom se pokazuje da ηk+1 = |f ′ (zk)| ηk.
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Odavde sledi da je:

ηn+p =

∣∣∣∣∣
p−1∏
k=0

f ′ (zn+k)

∣∣∣∣∣ ηn. (4.2)

Sada je k	uqno primetiti sa grafika na slici 4.7 da je |f ′ (zn)| > 1, za svako zn.
Ako ovo zamenimo u (4.2), dobijamo:

ηn+p > ηn.

Ovo znaqi da svako malo odstupa�e od orbite vremenom raste, odnosno da svaka

zatvorena orbita za razmatrane vrednosti parametara mora biti nestabilna.

Za pojednostav	eni matematiqki model Lorencovog preslikava�a mo�e se uzeti

funkcija:

xn+1 = f (xn) =

{
2xn, 0 ≤ xn < 1/2

2− 2xn, 1/2 ≤ xn ≤ 1

�en grafik je dat na slici 4.8

Slika 4.8: Zavisnost xn+1 od xn.

Prelazak izme�u oblasti 0 ≤ x < 1/2 i 1/2 ≤ x ≤ 1 u ovom modelu odgovara

prelasku izme�u kru�e�a oko jednog i oko drugog centra kod Lorencovog atraktora.

Pokazuje se da u modelu za proizvo	nu sekvencu prelaza uvek postoji poqetni uslov

x0 koji je zadovo	ava, a kako svaka trajektorija na stranom atraktoru ima sebi

odgovaraju�u na modelu, mo�e se zak	uqiti da isto va�i i za �ega. Ovaj rezultat

u velikoj meri poma�e bo	em razumeva�u unutrax�e dinamike atraktora.



5

Zak	uqak

Za kraj mo�emo da se vratimo na Lorencovo poqetno pita�e, a to je kakve su im-

plikacije karakteristika stranog atraktora na vremenske prilike i �ihovo pred-

vi�a�e? Pod uslovom da Lorencove jednaqine zapravo imaju veze sa stvarnim atmo-

sferskim prilikama, mo�emo izvesti neke vrlo interesantne zak	uqke. Najpozna-

tiji je, svakako, efekat leptira1 koji govori o tome kako let leptira u Brazilu

mo�e izazvati tornado u Teksasu. Ova tvrd�a se, naravno, zasniva na visokoj oset-

	ivosti na promenu poqetnih uslova. Ako odredimo oblast u faznom prostoru koja

odgovara tornadu u Teksasu, qak i kraj�e beznaqajna stvar kao xto je let leptira

mo�e da odluqi da li �e trajektorija sa datim poqetnim uslovima pro�i kroz ovu

oblast.

Lorenc ide i korak da	e, tvrde�i da let leptira tokom ve�eg vremenskog perioda

ne mo�e da utiqe na uqestalost vremenskih nepogoda, ve� samo na redosled u kome

se one pojav	uju. On se ovde osla�a na bitno statistiqko svojstvo stranog atrak-

tora: da ako posmatramo oblast koja odgovara tornadu u Teksasu i merimo procenat

vremena od 0 do t koji trajektorija provede unutar ove oblasti, dobijamo da �egova
vrednost konvergira kad t → ∞. Xtavixe, vrednost ovog limesa ne zavisi od po-

qetnih uslova i ista je za sve trajektorije. Ovo je bitan rezultat za meteorologiju,

jer potvr�uje znaqaj statistiqkih razmatra�a.

1Butterfly effect (eng.)
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