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1.YBon

Junamuka (ayuaa urpa KJby4dHy yJIory y pa3yMeBamy NPUPOAHUX ()EHOMEHA M NPUMEHH Ha
pa3He HHXemkepcKe npobiieMe, 01 jeIHOCTaBHOT MPOTOKA BOJIE KPO3 3aTBOPEHE LIEBH, 1 JI0
JIN3ajHUPaba aBUOHA UITH BpeMEHCKe MporHo3e. OCHOBHE W HAjOIIITH]E jeAHAYMHE KOje Ce
Kopucte y oBoj oonactu ¢y HaBuje-CrokcoBe jennaunte. OBe jeTHaAYMHE OMHCY]y TIPOMEHE
noJsba Op3uHe y Qurynay koju ce kpehe, momryjyhu 3akoHe o oapkamy UMITyJICa U Mace.

3060r BenMKe KOMIUIEKCHOCTH OBUX jeTHAYMHA, YECTO j€ U3y3€THO TEIIKO Wi HeMoryhe
PELINTH UX aHATUTUYKU. 300T 0BOTa, HAYYHHUIIM M UHXKCHEPU BPJIO YECTO HYMEPHUKH
peliaBajy oBakBe mpooieme.

Jenan on Hajuemhux HaYMHA HYMEPUYKOT PElIaBaka OBAKBHX MpoOIieMa jecTe KopuirhemeM
Pauynapcke nuaamuke ¢urynna (decto ckpaheno kao CFD, ox earneckor Computational
Fluid Dynamics). Hymepuuko peniaBame 0OBUX jeJHAUMHA MPEACTaBIba pa3He Mpodieme,
300T KOjuX je morpeOHa BerKa Maxma y Auckperusanuju HaBuje-CTOKCOBUX jeiHAYMHA.

300r BeJMKe KOMITJIEKCHOCTH W OTPOMHOT o0MMa oBe 001acTH, oBaj paa hie ce mpuMapHo
0aBUTH MPaBJHCHEM JIBOJTUMECH3HOHAJIC CUMYJIallMje TOKAa HECTHIIBMBOT (PIyn/a, KOju ce He
noHamra TypOynenTHo. buhe mpuMemeHa BpeMeHCKa U IPOCTOPHA JUCKPETHU3ALNja IT0Jba
npUTHCKA U Op3uje. 3apajl BEpOJOCTOJHOCTH cUMyIainuje, buhe nmpuMemeHa v MoMaKkHyTa
noJpa Op3uHe U MmpuTHCKa 3a Behy nperusnoct, KOJI ycnos 3a koHBepreHuujy 3a
onpehuBame BpEMEHCKUX KOpaka, Kao M MHOTE JIPyre TEXHUKE KOje TOTPUHOCE CTAaOMITHOCTH
CHMYyJIaIyje.

[{nsb pana HUje pemaBame HU jeTHOT KOHKPETHOT mpobiiema, Beh npaBibeme (hyHKIIHMOHATHE
OCHOBE 3a JIaJbe CUMYJUpame mpobiema. 300r Tora, buhe cuMmynupaHo Kpetame hiayna
yHyTap KBajpaTHe, HEMpoOojHE KyTHje UHja ce jeHa cTpaHuiia kpehe KoHCTaHTHOM Op3WHOM
mapajieJlHO ca cBojuM mnpasiieM (eHr. Lid-driven cavity problem).

=0 v=10

=1 =1I) w=1u=1{

f=1=1

Crnuka 1: [lujarpam ocHOBa
Lid-Driven Cavity flow npo6nema



2. Teopuja guHaMmuke onynaa

OnHamuka dnynaa je obnact punsuje koja ce 6aBm TokoM dnymnaa n cunama kKoje ytmuy
Ha Taj Tok. OcHoBe o6nacT npom3nnase N3 3akoHa ogp>karba Mace U umnyrsca. Y 0BoM
pagay, 6aBnhemo ce camo HaBunje-CTokcoBUM 1 ocTannm notpebHMM jegHaumHama.

Y amHamMuum dnynpa, Hajuewhe nocmatpamo dbayna Kao KOHTUHYYM 1M nocMaTpamo
KapakTtepucTtmke ¢nyuga 3a ogpeheHe Tauke y npocTopy, yMecTo Aa npaTmMo caMe
uvecTtuue dnynpa ook ce kpehy, na 3akoH ogp>karba Mace 3a dnymae rnacu:

9 1y (o) =0

Y 0BOj jeAHauUNHM p NpeacTas/ba rycTuHy dayunaa, oK U NnpeacTas/ba BEKTOPCKO Nosbe
. ap
6p3nHe. AKo NpeanocTaBUMo aa je bayua HeCTULWI/bUB, OAHOCHO p = const, Pl 0,

jeaHauYnHa oapXarba mace Ao06unja 061mK:

V-9=0

Hasunje-CTokcoBe jegHaunHe

HaBunje-CtokcoBe jegHauymHe NOCToOje y pasnnuumMinm obnmnumma, 3aBUCHO 0f,
npeTnocTaBku Koje HanpasuMo. PauyHajyhu ga je dnymna HeCTULL/BUB U 3aHEMapPUBLLN
NOBPLUNHCKE cue, jeAHa4vnHe ce NojeaHOCTaB/bYyjy A0:

o, ., =21 n. .
—+ @ V)V =f—=Vp+—Av,
at p p
Oea jegHa4ynHa notnye o4 jegHaunHe
. F
a=—,
m

. . .. (3A - > . .
Y HaBeaeHoj HaBnje-CToKCOBOj jeAHauYMHM, a—: + (v - V)¥ je unaH Koju npeacTaB/mba
ybp3are dnyuaa d, a AecHa cTpaHa jeaHavmHe npeacTas/ba CUe Koje CBOjuUM
[AenoBareM yTuyy Ha 6p3unHy dnymaa.

5

e [ npeacTtaB/ba CBe 3aNpeMUHCKE CUe Koje aenyjy Ha aenose pnynaa.Hajéomu
npuMep 3a 0BakBY CU/Y jecTe rpaBuTaLMoHa, anuny 3aBUCHOCTK o npobnema
KOju NpoyyaBaMo MOy Ce N0jaBUTM MarHeTHa, efliekTpocTaTuyHa,...

Y oBoM pagy he rpaButaumnja 6uTK 3aHeMaTeHa, jep je dayna HECTULLBUB U UCTyHaBa
LLeo npocTop. YanMareM rpaButaumje y o63mp, nosbe nputmncka 6m ce y CBakoj Tauku



MPOMEHMNO 3a KOHCTAHTHY BPEAHOCT KOja oAroBapa NoTNyHOM Hermpamy edekara
rpaBUTaLMOHOr Nosba. AKO HaC MHTEPECYje TaKBO MoJsbe NpuTMcka, moryhe je
je[HOCTaBHO aHaNUTUUKN M3padyHaTM KOHCTaHTy MPOMEHY KOjy OHO Mpoy3poKyje.

1
° —;Vp npencrae/ba edpekaT NnpUTnUCcKa Ha 6p3uHy.

BuTHO je NnpuMeTUTK Aa je 0BO BEKTOPCKO MoJsbe NOTEKNO U3 rpajnjeHTa ckanaTHor
nosba — 0A4HOCHO, 3aK/by4yjyhn n3 Xemxonuyose 4EKOMMNO3ULLMje, pOTOP OBOT Mosba je
jeoHak Hynu y ceakoj Taukum npoctopa. OBo he 6UTK KIby4YHO KacHUje y NpuUMeHn 3aKoHa
oAp>karba mace.

o 1A npeacTaB/ba BUCKO3HOCT ¢iynaa, LUTO Ce MOXKE CXBATUTU Kao TeXHa
p
6p3nHe dnynga ka okonHUM 6p3mHama pnynga. KoepuumnjeHT guHamMmuke
BWUCKO3HOCTHU, UM caMo KoedULMjeHT BUCKO3HOCTK, je NpeacTaB/beH ca 17, Maja

cey nuTepaTypu MOTy BUAETU U [ Y MICTOM 3HaYEeHY, OAHOCHO vV umesto %, pod
imenom koepuLnjeHT KUHETUYKE BUCKO3HOCTU

Hasunje-CtokcoBa jegHa4vnHa 3a HecTuwbmee pnynae (kojy heMmo Hagasbe 3Batm caMo
»HaBnje-CtokcoBa jegHa4nHa“) ce MHTYUTUBHO MOXKE MPeACTaBUTU Kao:

pd = Zapreminske sile + Uticaj pritiska + Uticaj viskoznosti

PewaBare nputrcka

MoLwTo M3 XeMxonLoBe AeKOMMNO3MLNje BEKTOPCKOT No/ba 3HaMO [a CBaKO BEKTOPCKO
Nnosbe MOXXEMO Aa jeAMHCTBEHO NPEeTBOPUMO Y 36Mp BEKTOPCKOT Nosba 6e3

AVBepreHLmje 1 BEKTOPCKOr Nosba YMTHU je poTop Hyna, 3HaMo aaje V X (—%Vp) =0.

Takohe sHamo gaje V- u = 0, u3 yera cneau ga nocTojyu Ta4HO je4HO peLlere 3a NoJbe
nputncka koje ocurypasa V- u = 0, jep nputrucak HemMa ytuLLaja Ha poTop nosba
6p3nHe. OBO Ce MHTYUTMBHO MOXE CXBaTUTM TaKo Aa je NpUTUcaK 3anpaBo OHO LUTO ce
6opu ga ¢yna octaHe HECTULL/BUB, OGHOCHO ,,efTMMUHNLLE" ANBEPTeHLM]Y N3 Nosba
6p3uvHe.

OBo 3HauM ga yMecTo ga padyHamo nputmucak, na ueny Haemje-CtokcoBy jeaHaumnHy
oAjeAHOM, MOXKEMO 3HATHO ga onakLwaMo nocao padyHareM HaBumje-Ctokcose
jeoHauMHe KOMNNeTHO 3aHeMapyjyhu nputnucak, na npojekroBaty 4obnjeHo nomwe y
BEKTOPCKO nosbe 6e3 anBepreHymje kako bucMmo aobunm edbekat npuTncka.

u"=u+V-p



Y 0BOj jegHaunHm, Heka Baxkn V - u = 0, Tj. u 6yae Tpa>keHO BEKTOPCKO nosbe. [Jato HaMm
je BekTOpCKO Nosbe u* M MopaMo Aa HaheMo ckanapHo nosbe p kako 61UcMo peLnnm u.

V-u)=V-(u+V-p)
V-w)=V-u+V-V-p
Vip=V-u*

PeluaBarbe OBe jeAHaUYMHE HYMEPUUKMM MeTofaMa je Moryhe, a 4oBMjeHUM Nos/beM p
MO>XEMO n3pavyHatm 6p3nHy 6e3 auBepreHumje kopuwhereM jegHauvmnHe

u=u"—-V-p.

Y 0BUM jegHaunHaMa, p He NpeacTaB/ba NpUTUCak, Beh NpuTMcak NOMHOMXEH ca
KoepULMjeHTOM KOju 3aBUCU O BeNIMUYMHE BPEMEHCKOT Kopaka 1 rycTuHe. CBakako,
aKko Hac MHTepecyje caMo pacnogena npuTUcka U penatueHe pasnuke y npuTnucky, oBo
nos/be ce MoXKe KOPUCTUTM Kao 1 NpaBo MNosbe NpuUtTUcka. YKonmnko HaM je notpe6Ho
npaBo MoJ/be NPUTUCKA, MOXKEMO MOMHOXNTM [06NjEHO NOJbE ca N'YCTUHOM dnymaa n
noaennTy ca BpeMeHCKNM KOpaKoM.

JegHaunHe y aBe AUMeH3uje

Ux

Ako nosbe 6p3nHe pacTaBMMO Ha OiBOjeHE KOMMOHEHTE U = (v
y

) n 3aMeHnMo y

Hasunje-CtokcoBy jegHaunHy, gobujamo cnenehe aBe jegHaunHe:

v, v, ov, 1dp n 0%v, 0%v,
=y v~ — +
dt d0x dy pdx p 0x*  0dy?

)

aﬁz av, dvy 1dp 7 0%v, 0%v,

gt " Wy pay T o ox Ty

Og jeaHavnHa 3a nputncak gobmnjamo cnegehe jegHaumHe:

?p, 0'p_owi 0%
dx? 0y? dx 0y

dp
Ve =T gy
dp
'Uy = Uy — @



3. HyMepuuke MeToe 1 AnckpeTnsauuja
Bpe,CI,HOCTVI noJba 6p3l/1He M NpNTNCKa MoO>XKeMo 4yyBaTtn Ha HEKOJ/IMKO HaynHa:

e Ha Mpexu ca 3ajeAHNUYKMM YBOPOBMMA — NpUTUCaK 1 06e KoMMNoHeHTe 6panHe

ce uyBajy y UcToj Tauku (x, y). OBa MeTofa rybu npeLms3HocT npm paqual-byg—z,

) .
£ u V- u, jep ce yHyTap ANCKPETU30BaHNX M3BOAA, Kako BUCMO oapykanm

CUMETPWj3, pasnnke gene ca guctaHuom gynno sehom og pesonyumnje. Osakea
OvckpeTmn3aumja n3Boga YMHU 1 fa cy HeCcTabUnHOCTK 3acTyrn/beHMje, Kao LUTO
je MPOCTOPHO CMeMMBaHE CYyBMLLIE BUCOKUX U CYBULLIE HUCKUX BPEAHOCTMU
yHyTap nosba npmutucka (eHr. ,,checkerboarding®). OnakiwaBa nporpamMmpatse jep
He MopaMo Aa MHTepnoMpaMo BpeaHOCTN 6p3nHe.

e Ha nomakHyTMM MpexaMma — Takof)e no3HaTta kao ,,MAC* (eHr. Marker-And-Cell)
Mpexa. MNpuTtncak ce vysa y ueHtpuma henvja (N, N), a v, un v, KoOMnNoHeHTe
6p3uHe Ha (N-1/2, N) u (N, N-1/2), ogHocHoO ,,u3Mehy* hennja. OBuMe npu

o

oy

dnykc mehy henmjama, ymecto 6p3nHe ¢pnyuga yHytap henmja. [paHUYHK

. . .9 .
KOHKpeTu3aumjn gobujamo npeumsHuvje %, 1 V- u. bpanHe npeacrtasmajy

cny4vajeBu Cy 3HaTHO Noje4HOCTaB/bEHN U NOCTMKEMO Behy HyMepunuky

ctabunHocr.
—f|’a'1,j+1 — “i_uz,_,'+1—Il’i!f+| — U121 —Il)f+|,j+1
Vic1js1)2 — [re—; | [ — Vit1 j+112
—Pij— Ui j—Pij; Uisinj — Py —
Vii1,j-112 Vi 12 e Vit j-112
—Pijo— Yii1pj1—Pij Uit j1—Pir1j-1 —

Cnwuka 2: Anjarpam nomakHytnx (MAC) Mpexa



360p rope HaBedeHMX pasnora, y 0BOM NpojeKkTy je kopuwheHa NoMakHyTa Mpexka.

Mpouec guckpetmnsauuje jegHaumHa ce ogBunja Ha cnegehm HaunH:

BpeMeHcka guckpeTtmsaumja jeaHaumHa

n

ov. ov n(d*v,* 0%y
*n+1 — *MN _ n X _ n X o X X
Uy Uy +( R o 3y +p< 3x2 + 3y? >> dt

ov,™ ov,™ 2%v,™  0%v,"
v;"+1=v;n+(—vy" Y _py 2 +Q< Y 4 y) dt

ay dx p\ 0y? d0x?
Y oBUM jefHaumMHaMa, v npeacTasba 6p3VHY VY TPEHYTKY t = n - dt.

OBuMe gobunjaMmo npenmMmHapHe 6p3nHe y Koje HUje ypadyHaT yTuuaj nputmucka y
TpeHyTky 11 + 1 kopmwherem 6p3nHa U NpeMMUHapHNX 6p3nHa y NpeTxogHoM
TpeHyTky. MoLwTo je unmb aa eNnMMUHULLIEMO ANBEPTeHLnjy N3 AobujeHor Nosba, MoOXKeEMO
3aMEeHUTY NojaB/bMBabe V) 1 vy*" ca nosuMa v, 1 vy” 1 HeheMO NPOMEeHNTU HMLITa
OCWUM ANBEPreHTHe KOMMNOoHeHTe A06ujeHOor BEKTOPCKOr Nosba, 0A4HOCHO pe3ynTtaT
npoueca kaga yKnoHMMo aneepreHumjy he octatnm nctm. BpemeHcku kopak dt MoxxeMo
o4peavT Npon3BO/bHO, a Make BpeaHOCTU HaM Aajy sehy npeunsHocT. CyBuwie
Be/IMKEe BPETHOCTN MOTY YBECTU HECTAaBUNHOCTU.

lMpojekumoHn Kopak je He3aBMCTaH 04 BpeMeHa, ann ce padyHa CBakm BPEMEHCKMN
Kopak kaga aobmnjeMo npenmMmnHapHe 6p3nHe.

azp azp _ av;n'l-l N avy*n'l-l

0x? aVz 0x aV
+ *Nn+ ap
v n+l _ v 1
+ sn+1 Er
v n+l _ v y

[MpocTopHa anckpeTnlaunja Hasmje-CtokcoBe jegHaunHe

AKO nocMaTpaMo jeagHaumnHe yHyTap oapeheHe Tauke, y3 kopuwhere noMakHyTe
Mpexxe, nobunjamo cnegehe jegHauvnHe:



=" = 5)

+ —vx”<x—%,y)vxn(x—i_%’y)z;xvx (x_f'y)
BRSRRBIAI LS HE0 Rl T
n (v (xtgy) -2 (r—g9) +u" (x=5.9)
+_

p dx?

. 1
MowrTo je v), no3HaTo caMoy TaukaMa Gopme (x, y — 5) 360r NoOMakHyTUX MpeXxa, a

. 1
HaMa je NoTpe6Ho y Tauku (x — E,y) MopaMmo Aa MHTepnonupamo BpeaHocT. OBo ce

HajnakLie pagu ycpearaBatbeM 0KOMHMX MO3HATUX Tayaka, ogHOCHO criegehom

1 1 1 1 1
o(r=37)=3(w (mr=3) +u(er+3)+u(-10-3)

v
1
+vy<x—1,y+z)

360r rnomasHocTu oBe popMyne, Hagarbe he 6UTVM NPETNOCTaB/LEHO Aa je OBa

jeaHa4YnMHOM:

jeoHa4YnHa NpMMemeHa cByaa rge je notpebHa.

nOCTOjl/I nantepHatTMBH1M Ha4nH 3a AUCKPETU3OBake y KOM Cce MPOCTOPHUN N3BOAU
ov. .

HanVIKa—; He paydyHajy KOpl/ILIJT’]eI-beM LLeHTpanHe pas3ninke, oqHOCHO pavyyHatkheM

Vx(x+1,y)=vx(x=1y)
2dx

, Beh ce payyHa acMMeTpuYHa pasnmkay npasLy CyNpoTHOM of

Ve (x+1,y) - (%¥) v (x,¥)—ve(x—1,y)
dx dx
ako je v,(x,y) = 0. OBoM MeToa0OM Moryhe je CnpeyYnTu Nnojas/bBatbe HyYMepUUKnX

6p3nHe y 0aToj Taukm, 04HOCHO akoje v, (x,y) < 0wunnu

rpeLuaka CAMYHUM HYMEePUYKUM rpeLlkamMa nputmucka 360r Kojux KOpucTUMo
nomakHyTte Mmpexke. OBO HUje MMMNIEMEHTUPAHO Y CUMynaLumju jep HyYMepUyKe rpeLuxe
Hucy 6une Bug/bmnBe y Benmkoj sehmHm cumynaunju.

Cge WITO je M3Ha N3BEAEHO 3a X NpaBal, ce MOEHTUYHO M3BOAM 3a Y Npaeal, na
nobunjamo jeagHauvnHe:



«*n+1

1
vy = 3)

1
=" (x,y — E)

+ | —v," <x,y - %) el (x Ly~ %)Z;xvyn (x -Ly- %)
~ v (xy - %) w" (y + %)Z;y”x” (xy-3)
(5 =) 20 (s 3)2 (r- 1)
+_
p dx2
+ n (x'y M %) — 2t (x'y _%) + " (x'y - %) dt

dy?

1 1 1 1 1
vx<x,y—§>=1 vy<x+§,y) +vy<x—§,y>+vy(x+§,y—1)
1
+vy<x—§,y—1>

[MpocTopHa anckpeTnsaumja NNoacoHoBe jeaHa4YMHeE 3a nNpuTmMcak

JeoHaunHe Koje KOPUCTUMO 3a NpojeKunjy Nosba ce AUCKPeTn3yjy Ha cnenehn HaunH:

azpn+1 azpn+1 B av;n+1 av;n+1
d0x? ay2 ~  ox dy

lNocToje MHOre MeTo4e 3a peLuaBare OBakBOr TMNa jeAHauYnHa, anu HajjeqHoCTaBHUja
je Jakobunjeea MeToaa pelwlaBatba. Cnean objalirere npnMmeHe Jakobumnjere Metoae Ha
Hally jeaHauYnHy:

p(x+1,y) = 2p(x,y) +px —1,y) N p(x,y +1) = 2p(x,y) + p(x,y — 1)
dx? dy?

Uy (x+%,y) —ve(x —%,y) vy (x,y +%) v (xy —%)
- dx + dy

OpnHocHo peluaBameM 3a p(x,y)

10



p(x+1,y)+px—1,y) +p(x,y+ D +ple,y—1)

p(x,y) = I 0
vi(x+2.9) ~vi(x-39)
B dx
v (eytg) -w(er-g)\[__1
- dy 2 .2
dx? ' dy?

PeluaBarbe ce paan UTepaTnBHO — KpeTtarem og noma p°(x,y) = 0, n ogpehmearbem
p**1(x,y) y 3aBUCHOCTM 0 OKONHUX BPeAHOCTV yHyTap p*, rae je k jeaHak 6pojy
nTepaumja anroputTMa, MoO>KeMo Aa NnoHaB/baMo padyHULY AOK HE MOCTUTHEMO
vi(xgy)-vi(x3y) _

dx

noTpe6bHy NpeunsHocT. [pynncarweM YnaHoBa —

vy (xy+3)-vy(xy-3)
dy

1
= RHS(x,y) v = 7 = dr y KoHCTaHTe, 3HaTHO Y6p3aBaMo pauyH u
dax2 " dy?

pelLuaBare 3a TpaxkeHu npmutucak, aobujajyhun jegHaumHy:

<p(x +LY) 4 pG=Ly) oy 1)d;2p(x,y —1 | rHstx, y)>

dr

p(x,y) =

Kaga cMo nocturim goBosbHY Ta4HOCT, MpeocTaje caMo Aa NpMMeHMMOo 4obumjeHo nosbe
nputncka cnepehum jegHavnHama:

1 ) 1 p" i (x,y) —p™ 1 (x - 1,y)
M=, y) = = 59) - -

1 1. p" () —p™ ' (xy—1)
n+1 — 1\ = *N+1 e ) )

. 1
OBWM KOpaKoM 3aTBapamo LuKyc u gobujamo speaHoctn v, "1 (x — 21 v, (x,y —

%) np™*1(x,y) ns speaHoctn v, (x — %,y) vy (x,y — %), na Mo>eMo Aa NoHaB/baMo
oBaj npouec 3a gobunjare gabmx BpegHocTn. AKo cCMo no4venun ns spemeHat = 0,
MO>XeMO 06T BpeaHOCTH CBMX Nosba y TpeHyTky T = N - dt noHaBrareM npoueca N
nyTa.

CrabunHoct 1 notpebHu ycnosm

Hymepunuka ctabunHoOCT je KibyydHa y pavyHapckoj anHamuum dnymaa. JegaH og
K/bYYHUMX ycnoBa 3a cTabUNHOCT y cMMynaunjaMma ca eKCnanumMTHUM BPEMEHCKUM
Kopauuma jecte KypaHT-®pugpux-Jiesnjes ycnos (eHr. Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)
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condition), nomohy kojer ogpehyjeMo MakcMManaH BPpEMEHCKN KOpakK KOju He
Npoy3pokyje HenpeaBuaMBOCT, Y 3aBUCHOCTU o] pe3onyLuje Mpexe n 6panHe dnynaa.

MNoTpebHO HaM je fa BpeMeHCKU Kopak UCMoLUTyje ABa ycnoea:

e AaBeKUMOHW ycnoB: ¢briyua He cMe Teye A0BO/bHO 6p30 Aa npenasun pasngasbUuHy
Behy o pe3onyumje Mpexxe y jeaHOM BPEMEHCKOM Kopaky, MepeHo y 61no KoM
KapAuHanHoM npasuy.

) dx dy
dt < min , -C
max(v,) max(vy)

C npepcTaeba curypHocHu ¢paktop, 0 < € < 1. W7o je Taj pakTtop Marbu, BULLE

BpeMeHa je noTpebHo 3a cUMMynmMpame UCTor BpemeHa, anu he pewuere 6utn
npeunsHuje. Y osom pagy 6uhe kopmwhena epegHoct C = 0,35.

o [lndy3noHm ycnoB: naeohere dpakropa 3a andyaujy Hehe 6UTM NOKPUBEHO Y
oBOM pagy. [lobujeHo orpaHunyemse je obnumka

dt < min(dx?,dy?) - gC

KopucTtnhemo nctm curypHocHm daktop € = 0,35 v y3etn marbe o oBa Asa nobujeHa
BpeMeHa, kako 6 oba ycnosa 6buna ncnymeHa.

4. IMnnemMeHTaumja anropmntMma

Kapa ce cBe jegHauynHe cnoMeHyTe rope NpuMeHe y jeaHoj cuMynauuju, anropmTtam ce
MO>Xe onmncaTu jefHOCTaBHMM LMKIYycoM Koju he 6UTn nspaxkeH y cnegehem
nceypokoay:

1. WHunumjanmnsaumja KOHCTaHTM M MOYETHMUX NO/ba
2. TloHaB/maTM 40K HE CTUTHEMO A0 TPa>keHOTr TPeHyTKa:
a. HanpaeuTtu HoBa nosba 6p3mHe Kao Konujy cTapmux
b. CwuMynunpaTtu agBekuMO3HUN N BUCKO3HU YriaH
c. [MpnMeHUTM rpaHnYHe ycnose 3a 6p3nHy
d. Hahu nome nputrcka (0AHOCHO NPUMEHNTU HECTULL/BUBOCT)
i. Hahun HenpomeHmbuBe dakTope y jeaHaunHM 3a npuTncak
ii.  WTepaTMBHO padyHaT! NPUTUCAK A0K HE MOCTUTHEMO TPa>kKeHy
Npeums3HOCT, NpuMemyjyhm rpaHnyYHe yCnoBe CBaky ntepaumjy
e. TNpuMeHUTU Nosbe NpUTMCKa Ha nosba 6p3nHe
f. HoBa nospa 6p3nHe nocrajy TpeHyTHa 1 LIMKYC Ce NoHaB/ba
3. AHanusa pesyntaTta (4upTame rpaduka, gujarpama, ...)
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rpaHI/ILIHI/I M NOYeTHN YCN10BU

PaHnYHK cnyYajeBu Cy KibyuHN y AebUHUCaY Kako OKONMMHa yTuye Ha dnyupa yHyTap
cuMynaumje n ocurypapata Aa cuMynaumja gaje peanuctnyHe pesyntate. N1sbop
rPaHUYHUX yCIOBa MOXE 3HaYajHO Aa yTu4e Ha CTabuiaHOCT U NPEeLM3HOCT Halle
cuMynaumje 1 3aTo MOpaMo NMOCBETUTU BENNKY Naxkiby Npu ogabupy ycnoea. ctude ce
HEeKOMNKO HaMa KOPUCHUX:

1. Anpuxneos rpaHNUYHM YC/IOB ANPEKTHO 3a4aje BPeaHOCT nosba 6p3nHe nnum
npuTMcka Ha rpaHmun. Hajuewhe ce kopuctn kaga je rpaHuya cnobogHa 3a
npoTtok dénymnaa, na je NpuTUcak Ha rpaHuLLM KOHCTaHTaH 1 3agarT, unn ce
KOPUCTW 3a orpaHn4aBare 6p3mHe ko HenpobojHMx rpaHnua. Kopuctnce ny
CBpXy OrpaHM4yaBamra napasnenHor NnpoToka, 04HOCHO ycnoB 6e3 NpokimM3aBatba
(eHr. no-slip condition). Kaga He orpaHMYMMO NpoK/IM3aBare NPEKO NOBPLLUMNHE,
ann orpaHMYMMO Aa je rpaHmua HenpobojHa, YecTo cey iMTepaTypu TO Ha3nBa
»free-slip condition® nnu ,,no-penetration condition.*

2. HojmMaHoB rpaHun4Hm cnyyvaj geduHuLle rpagmjeHT HEKOr No/ba HOPMasHoO Ha
rpaHuuy. YHyTap padyHapcke anHammnke dnymaa, Hajuewhe ce KOpuctm 3a
orpaHu4YaBare rpagujeHTa NnpuTMcka Npeko rpaHmua Ha Hyny, Kako 6McMo
ogp>xanu 6p3nHe Koje cMo 3aganu AnpuxneosnM rpaHUYHMM YC/TIOBOM.

Hawm rpaHnynm ycnoeu he 6utny cneaehoj popmu:

e bp3nHa HopMarnHa Ha cBaku 3Uf je jeaHaka Hynm (Henpo6ojHOoCT)

e bp3uHa koja je napanenHa u ogMax rnopen cBakor 3uaa je jegHaka Hynu (Tpemwe
ca 31ugoBuma)

e bp3uHa Koja je napanesniHa 3nay Koju ce kpehe je dnkcupaHay jegaH, koju he
6UTM NocTaB/beH Ha nNpasal y = 0, na he Baxutn v, (x,0) = 1

o [IndepeHumnjan nputnMcKa NpeKko ceakor o4 3naoBa je jeaHak Hynu (HojMmaHoB
cnyyaj Koju ocurypaBa ga Henpo6ojHocT Hehe 6UTK NpekpLueHa)

[NMoyeTHM ycnoB.:

e Cwumynauwmja kpehe n3 noTnyHor ctakba MMpoBama, ocuM paymaa Koju goaupyje
314 Koju ce Kpehe.
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5.Pe3yntaTn n aHanusa pesyntata cuMynauuje

Y HacTaBKy cnefe HeEKM of pe3dynTaTa cuMynaumje Toka. Kako je unsb npojekta 61o
pa3yMeTun N HanpaBuUTK jeAHOCTaBHY CMMynaumjy, pesyntatn He mory 6uTtn nako
BepudpumnkoBaHu. NMpoeepoM MakcMManHux BpeaHocT 6p3nHa 1 anBepreHumje noswa,
Kao 1 BU3Ye/THOM aHann3oM, cMMynaumja ce noHawla kao n npegsuheHo. MNMpukazaHu
nputucak je MoandukoBaH, kako 61 eKCTpeMHe BpegHoCcTn 6une cMakbeHe jep cy
3acTyn/beHe BeoOMa No3nTUBHE N BEOMA HeraTuBHE BPeAHOCTU Koje

,Mackmpajy“ ocrtatak cnuke.

PeaynTtati ce BU3yenHo noknanajy ca pesynratmMa CiM4yHUX cumynaumja opyrmx
ayTopa U1 jacHO ce Buae yT1L,aj BUCKO3HOCTU, HECTULLI/BUBOCTU U aABeKLUje Kpo3 TOK
dnynaa. Ako nocMaTpaMo 1 NPOMeHy BpeAHOCTU KPO3 BPEME, jaCHO Ce BUAM Kako
dnyua ckyn/ba MHEpPLUKjy 1 TEXKM aa ce cTabunmayje y naMMHapHO, BPT/IOXKHO KpeTarbe.

1. HakoH 20 BpeMeHCKUX Kopaka:
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2. HakoH 40 BpeMeHCKKNX Kopaka:
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3. HakoH 100 BpeMeHCKUX Kopaka:
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4. HakoH 200 BpeMeHCKuMx Kopaka:
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5. HakoH 500 BpeMeHCKuMx Kopaka:
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6. HakoH 5000 BpeMeHCKMx Kopaka:

paduk 3: MogmnodmkoBaHm NpuTMcak y NneTxm/mpbaanuToM Kopaky
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Hymepuuka ctabunHocT

Mpun HeknM pe3onyumnjama n BUCKO3HOCTMMA, HAaKOH Oyror CUMMynnpara, NoHeKas
HacTaHe HyMepuukKa HecTabUTHOCT Koja ce KOMMNNEeTHO noknana ca npobnemMmma
LLeHTpanHe pasnmke y pavyyHaky NpoCTOpHOTr n3soaa 6p3mnHe, 04AHOCHO NpK padyHatby
BUCKO3HOCTU. CBe Aok ce npuapykaesamo KOJ1ycnosa, HUcy npuMmeheHe HMKaKBe apyre
HecTabUNHOCTU UMW HENOTMYHOCTU Y CUMynauuju.

6. [lnckycuja n 3akrpyyvak

OBaj pag je ycneLwHO HYMepU4Kn CMMynnpao ABOANMEH3NOHaNHN TOK HecTULbnbor
dnynpa kopnwheweM Hasuje-CTokcoBuMx jegHauvmHa, kopuctehm nomakHyTe Mpexe 3a
6p3nHe n nputncak, KOJ1ycnose ctabunHoctu (eHr. CFL condition), u npojekunoHy
MeToAay pellaBama nosba nputnucka, kopuwhemweM JakobujeBe MeToae 3a peLuaBate
jeoHaYnHe npuTUCKa.

M3 nobunjeHnx peadyntarta ce jacHO BUAM Aa je cuMynauuja ycnena ga npukaxe Kby4yHe
KapakTepucTmke Toka dnymaa.

MehyTtuM, nako je cam npojexkat 6Mo KOMMNMETHO ycnewlaH, HEKe 04 MeTo4a Yy OBOj
cuMynaumju cy Beoma orpaHmnyaBajyhe n npumMmmnineHe. AHanusmpare 6p3nHe
padyHara nokasyje gaje octano gocra 3a yHanpehunBame, KOHKPETHO Y pellaBamy 3a
nputncak. Takohe, cmMmynaumja yonwite H1je napanenn3oBaHa, Mako je Benmka sehnHa
paja 3anpaBo paj Ha MaTpuuama, LUTO 3HauM a cBako nosehamwe pesonyunje nnu
KoMnnekcHocTn 6n Mopano ga gohe no LeHy OrpoOMHMX Yekakba.

HakoH oBora, npupoaaH HacTaBak 61 Morao ga 6yae cumynupame Heke
TPOAMMEH3VOHAalHe CLUeHe, y3 HanpegHnje MeToe pellaBata [NoacoHOBMX jegHauYMHa
3a nputncak n ontumMmmsauujy kopmwherwem CUDA nnm cnmyHmnx MacmeBHo-napanenHunx
jesuka.

Moryhe je n nctpaxxmeatm KoMnnekcHunje sapmjaumnje Hasnje-CtoKcoBux jegHaumHa,
Kao wrTo cy PejHonac-ycpegreHe HaBuje-CTtokcoBe jegHaumHe 3a TypbyneHTHe TOKOBE
mnn Haeunje-CTtokcoBe jegHaunHe 3a CTULL/bUBE priymnae.

CBakako, jacHo je na je 0BO caMo noveTak OrpoMHe, KOMM/EKCHE 1 BeoMa
npuMeHs/bMBE 06n1acTn 1 NyTeBU 3a Aasbe Npoy4vaBake oBe 06/1aCTU Cy MHOTO6POjHM.
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