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Kreta�e u po	u centralne sile. Keplerovi zakoni

Uvod

Kreta�e planeta oko Sunca opisuju Keplerovi zakoni. Kepler1 je formulisao tri zakona:
Prvi Keplerov zakon: Sve planete se kre�u po eliptiqnim puta�ama oko Sunca, a u
jednoj zajedniqkoj �i�i svih planetnih eliptiqnih puta�a nalazi se Sunce;
Drugi Keplerov zakon: Radijus vektor Sunce-planeta prebrixe jednake povrxine za
jednake vremenske intervale.
Tre�i Keplerov zakon: Kvadrat perioda obilaska po eliptiqnim orbitama srazmeran
je tre�em stepenu velike poluose elipse.

Slika 1: Johan Kepler

Ci	 ovog maturskog rada jeste upravo dokaz ovih zakona. Da bi se dokazali ovi za-
koni, prouqava�e se problem kreta�a materijalne taqke u po	u centralne sile. Planeta se
mo�e aproksimirati materijalnom taqkom, a sila kojom Sunce privlaqi planetu central-
nom silom.

Po	e centralne sile je jedan od sistema sa centralnom simetrijom, te ga je najpogodnije
posmatrati u polarnom koordinatnom sistemu. Prema tome, u prvoj glavi bi�e objax�en
polarni koordinatni sistem, kao i transformacije polarnog u Dekartov koordinatni sistem
i obrnuto.

U drugoj glavi bi�e definisani brzina i ubrza�e i predstav	eni u polarnom koordi-
natnom sistemu.

U tre�oj glavi bi�e dokazani Keplerovi zakoni. Prvo se dokazuje Drugi Keplerov zakon.
Bi�e definisana sektorska brzina i izraquna�e se �en intenzitet. Da je sektorska brzina
konstantna, bi�e dokazano na dva naqina. Potom �e biti izvedene jednaqine kreta�a mater-
ijalne taqke u po	u centralne sile. Da bi se sistem lakxe prouqavao, bi�e redukovan na
sistem sa jednim stepenom slobode uvo�e�em efektivnog potencijala. Od izuzetnog znaqaja
je Bineov obrazac iz kog se dobija jednaqina trajektorije materijalne taqke u eksplicit-
nom obliku, te �e deo tre�e glave biti posve�en i ovom obrascu. U narednom podode	ku
rexava�e se Keplerov zadatak, qiji je ci	 nala�e�e jednaqina kreta�a u po	u u kakvom
se kre�u planete u Sunqevom sistemu. Tako�e, bi�e dokazano da se planete zaista kre�u

1Johannes Kepler (1571 - 1630), nemaqki matematiqar
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Kreta�e u po	u centralne sile. Keplerovi zakoni

u po	u delova�a gravitacione sile Sunca, gde ta gravitaciona sila deluje kao centralna
sila. Time �e potpuno biti dokazan i Prvi Keplerov zakon. Na samom kraju, bi�e izlo�en
dokaz Tre�eg Keplerovog zakona.
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Kreta�e u po	u centralne sile. Keplerovi zakoni

1 Polarni koordinatni sistem

Polarni koordinatni sistem je vrlo zahvalan za rad sa sistemima sa centralnom simetrijom,
o kojima �e u ovom radu i biti req.

Polarni koordinatni sistem je sistem koordinata u kom je pozicija taqke A odre�ena

�enom uda	enox�u od jedne fiksne taqke O i uglom ϕ koji vektor
−→
OA zaklapa sa jednom

fiksnom polupravom. Taqka O se naziva pol sistema, vektor
−→
OA radijus vektor ~r.

Koordinate taqke A su ure�eni par (r, ϕ). Jedino koordinate pola sistema, taqke O, nisu
definisane, jer je nemogu�e definisati ugao.

1.1 Transformacije koordinata

1.1.1 Polarni u Dekartov koordinatni sistem

Kada pol postavimo u koordinatni poqetak Dekartovog koordinatnog sistema, polarnu osu
na x-osu (slika 2), tada slede�i sistem jednaqina transformixe polarne koordinate u
Dekartove:

x = r cosϕ, y = r sinϕ.

Slika 2: Transformacije koordinata

1.1.2 Dekartov u polarni koordinatni sistem

Kada koordinatni poqetak Dekartovog koordinatnog sistema postavimo u pol polarnog ko-
ordinatnog sistema, x-osu na polarnu osu, tada slede�i sistem jednaqina transformixe
Dekartove koordinate u polarne:

r =
√
x2 + y2, ϕ = arctan

y

x
.

1.2 Jedinini vektori

Jediniqni vektor je vektor proizvo	nog pravca i smera qiji je intenzitet jedan. U Dekar-
tovom koordinatnom sistemu, jediniqni vektor u pravcu i smeru x-ose je ~i, a u pravcu i
smeru y-ose ~j, i oni su me�usobno normalni. U polarnom sistemu koordinata, jediniqni
vektor u pravcu i smeru radijus vektora polo�aja je ~er, a jediniqni vektor ugla, koji je u
pravcu tangente na krug u posmatranoj taqki i orijentisan je kao i ugao, jeste ~eϕ i va�i
~er ⊥ ~eϕ:

|~er| = |~eϕ| = |~i| = |~j| = 1.
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Jediniqni vektori u polarnom koordinatnom sistemu ~er i ~eϕ mogu se izraziti preko jediniq-

nih vektora u Dekatorovom koordinatnom sistemu ~i i ~j i ugla ϕ:

~er = cosϕ~i+ sinϕ~j, (1)

~eϕ = − sinϕ~i+ cosϕ~j. (2)

Vektor ~r izra�en preko jediniqnih vektora jednak je

~r = r~er. (3)
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2 Brzina i ubrza�e

U najxirem smislu, brzina je promena neke veliqine u jedinici vremena. U mehanici, kada
se govori o brzini, najqex�e se govori o trenutnoj brzini, koja je jednaka prvom izvodu
vektora polo�aja materijalne taqke po vremenu

~v = lim
∆t→0

~r(t+ ∆t)− ~r(t)
∆t

=
d~r

dt
= ~̇r.

Intenzitet brzine je
v = |~̇r|.

Ubrza�e je promena brzine u jedinici vremena, tj. drugi izvod vektora polo�aja ma-
terijalne taqke po vremenu

~a = lim
∆t→0

~v(t+ ∆t)− ~v(t)

∆t
=
d~v

dt
= ~̇v =

d2~r

dt2
= ~̈r.

Intenzitet ubrza�a je
a = |~̇v|.

U polarnom koordinatnom sistemu brzina i ubrzra�e se mogu izraziti preko jediniqnih
vektora ~er i ~eϕ. Najpre treba odrediti prve izvode jediniqnih vektora po vremenu. Na
osnovu jednaqina (1) i (2) sledi

~̇er = − sinϕ~iϕ̇+ cosϕ~jϕ̇

= ϕ̇(− sinϕ~i+ cosϕ~j)

= ϕ̇~eϕ,

(4)

~̇eϕ = − sinϕ~jϕ̇− cosϕ~iϕ̇

= ϕ̇(− sinϕ~j − cosϕ~i)

= −ϕ̇~er.
(5)

Brzina i ubrza�e u polarnom koordinatnom sistemu mogu se izraziti koriste�i jedna-
qine (3), (4) i (5):

~̇r = ṙ~er + r ~̇er

= ṙ~er + rϕ̇~eϕ,
(6)

~̈r = r̈~er + ṙ ~̇er + ṙϕ̇~eϕ + r(ϕ̈~eϕ + ϕ̇ ~̇eϕ)

= r̈~er + ṙ ~̇er + ṙϕ̇~eϕ + rϕ̈~eϕ − rϕ̇2~er

= ~er(r̈ − rϕ̇2) + ~eϕ(2ṙϕ̇+ rϕ̈).

(7)
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3 Kreta�e u po	u centralne sile

Centralno kreta�e je kreta�e materijalne taqke pod dejstvom centralne sile.

Definicija 3.1. Sila je centralna, ako je oblika

~F = f(r)~er, r = |~r|, ~er =
~r

r
,

gde je f(r) intenzitet centralne sile.

Jednaqine kreta�a dobijaju se iz Drugog �utnovog zakona koji ka�e da je sila koja
deluje na materijalnu taqku jednaka proizvodu mase materijalne taqke i �enog ubrza�a:

m~a = ~F .

Za prouqava�e centralnog kreta�a pogodan je polarni koordinatni sistem. Na osnovu
definicije 3.1 i jednaqine (7) sledi

m(r̈ − rϕ̇2)~er +m(rϕ̈+ 2ṙϕ̇)~eϕ = f(r)~er. (8)

Centralna sila deluje samo du� pravca radijus vektora polo�aja. Na osnovu jednaqine
(8) sledi

2ṙϕ̇+ rϕ̈ = 0 / · r,
2rṙϕ̇+ r2ϕ̈ = 0.

Izraz sa leve strane predstav	a izvod funkcije r2ϕ̇. Kako je on jednak nuli, zak	uquje se
da je r2ϕ̇ = const. U nastavku rada koristi�e se oznaka c za prethodno navedenu konstantu:

r2ϕ̇ = c. (9)

Definicija 3.2. Sektorska brzina je deo povrxine koju radijus vektor polo�aja pre-
brixe u jedinici vremena.

Teorema 3.1. Sektorska brzina je jednaka

C =
1

2
r2ϕ̇.

Dokaz. Neka je S(t) povrxina sektora koji radijus vektor ~r(t) prebrixe za vreme t. Za vreme
∆t radijus vektor prebrixe povrxinu

∆S = S(t+ ∆t)− S(t) =
1

2
|~r(t)×∆~r|,

∆S

∆t
=
S(t+ ∆t)− S(t)

∆t
=

1

2

∣∣∣∣~r(t)× ∆~r

∆t

∣∣∣∣ .
Kada ∆t→ 0, tada

Ṡ = lim
∆t→0

∆S

∆t

=
1

2
|~r(t)× ~̇r|

=
1

2
|r~er × (ṙ~er + rϕ̇~rϕ)|

=
1

2
r2ϕ̇|~ez|,
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Kreta�e u po	u centralne sile. Keplerovi zakoni

gde je ~ez jediniqni vektor ortogonalan na ravan kreta�a materijalne taqke qija se sektorska
brzina odre�uje.

Kako je sektorska brzina definisana i kao C = lim∆t→0
∆S
∆t
, sledi da je intenzitet sek-

torske brzine

C =
1

2
r2ϕ̇.

�

Na osnovu jednaqine (9) je

C =
c

2
, (10)

iz qega sledi da je sektorska brzina konstntna, odnosno da su povrxine koje radijus vektor
polo�aja prebrixe za iste vremenske intervale ∆t jednake.

Na slici 3 prikazani su sektori, osenqene povrxine, koje radijus vektor polo�aja ~r
preprixe za vreme ∆t u sluqaju kreta�a materijalne taqke po eliptiqnoj puta�i.

Slika 3: Sektori koje radijus vektor polo�aja ~r prebrixe za vreme ∆t

Ovime je dokazan Drugi Keplerov zakon.
Da je sektorska brzina konstntna, mo�e se dokazati na jox jedan naqin.
Moment centralne sile u polu koordinatnog sistema, taqki O, jednak je nuli:

~MO(~F ) = ~r × f(r)~er = 0.

Kada je moment sile jednak nuli, moment impulsa u taqki O je konstantan:

~LO = m~r × ~̇r = const.

Prime�uju�i jednaqinu (6) dobija se slede�e:

~LO = mr2ϕ̇~er × ~eϕ
= mr2ϕ̇~ez.

Dakle, moment impulsa je ortogonalan na ravan kreta�a. Intenzitet momenta impulsa je

LO = |~LO| = mr2ϕ̇. (11)

Kako je moment impulsa konstantan, sledi da je r2ϕ̇ = const, tj. da je sektorska brzina
konstantna.
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Stav 3.1. Centralna sila je konzervativna:

U(r) = −
∫
f(r)dr,

gde je U(r) potencijalna energija na rastoja�u r od centra delova�a sile.

Intenzitet sile na rastoja�u r od pola sistema izra�en preko potencijalne energije je

f(r) = −dU(r)

dr
.

Ukupna energija qestice mase m u po	u centralne sile jednaka je zbiru kinetiqke i
potencijalne energije

E =
1

2
m~̇r2 + U(r),

E =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2) + U(r). (12)

Zamenom ϕ̇ u jednaqini (12) primenom jednaqine (11) dobija se

E =
1

2
mṙ2 +

L2
O

2mr2
+ U(r).

Dakle, problem kreta�a qestice u centralnom po	u se redukuje na prouqava�e kreta�a
sistema sa jednim stepenom slobode. Tim povodom uvodi se nova promen	iva, a to je efek-
tivni potencijal Ueff . Energija qestice mo�e se zapisati i kao

E =
1

2
mṙ2 + Ueff (r), (13)

gde je efektivni potencijal Ueff jednak

Ueff (r) =
L2
O

2mr2
+ U(r), (14)

odnosno, zamenom intenziteta momenta impulsa iz jednaqine (11), a potom primenom jedaqine
(9):

Ueff (r) =
mc2

2r2
+ U(r). (15)

Rexava�em redukovanog sistema nalazi se r = r(t). Ostaje jox da se na�e jednaqina
trajektorije, tj. r = r(ϕ), i na kraju da se na�e zakon kreta�a po toj trajektoriji, tj.
ϕ = ϕ(t). Tra�e�e uopxtene funkcijske zavisnosti ugla od vremena prevazilazi okvire
ovog maturskog rada.

Iz jednaqine (13) sledi

ṙ =

√
2

m
(E − Ueff ), (16)

odnsono

dt =
dr√

2
m

(E − Ueff )
. (17)
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Ako je u poqetnom trenutku r0 = r(t0), onda slede�a jednaqina daje zavisnost radijalne
koordinate od vremena r = r(t):

t− t0 =

√
m

2

∫ r

r0

dr√
E − Ueff

. (18)

Jednaqina trajektorije qestice ϕ = ϕ(t) dobija se na slede�i naqin:

dr

dϕ
=

dt

dϕ

dr

dt
=

1

ϕ̇
ṙ =

r2

c

√
2

m
(E − Ueff ) ,

ϕ =

∫
cdr

r2

√
2
m

(E − Ueff )
. (19)

Kreta�e je mogu�e ukoliko je Ueff ≤ E. Tada se trajektorija materijalne taqke nalazi
unutar prstena qiji je unutrax�i polupreqnik rmin, a spo	ax�i rmax. Ukoliko je E =
(Ueff )min, materijalna taqka se kre�e po krugu, jer je tada rmin = rmax = r.

Primer 3.1. Materijalna taqka mase m nalazi se na rastoja�u r0 od centra sile, qiji
je potencijal

U =
kr3

3
,

gde je k pozitivna konstanta. Poqetna brzina materijalne taqke zaklapa ugao π/2 sa
radijus vektorom. Na�i vrednost poqetne brzine za koju �e se materijalna taqka kretati
po krugu.

Rexe�e. Kao xto je malopre reqeno, materijalna taqka se kre�e po krugu ukoliko je Ueff
minimalno, odnosno prvi izvod efektivnog potencijala jednak nuli. Na osnovu jednaqine
(14) raquna se efektivni potencijal

Ueff (r) =
L2
O

2mr2
+
kr3

3
.

Prvi izvod efektivnog potencijala po uda	enosti od centra delova�a sile jednak je nuli:

U ′eff (r) = − L2
O

mr3
+ kr2 = 0.

Odavde sledi

r =
5

√
L2
O

mk
.

Poxto se materijalna taqka sve vreme kre�e po krugu, r = r0. Intenzitet momenta impulsa
je jednak LO = mvr0, pa odavde sledi da je brzina materijalne taqke

v =

√
kr3

0

m
,

a kako je ona konstantna, to je i intenzitet poqetne brzine

v0 =

√
kr3

0

m
.

�
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3.1 Bineov obrazac

Za prouqava�e centralnog kreta�a materijalne taqke veoma je znaqajan Bineov obrazac,
qijim rexava�em se odre�uje trajektorija qestice u eksplicitnom obliku r = r(ϕ).

Teorema 3.2. (Bine2) Neka je ρ = 1
r
i ρ = ρ(ϕ) jednaqina orbite. Tada je

m
d2ρ

dϕ2
= − 1

c2

d

dρ
Ueff

(
1

ρ

)
Dokaz. Iz jednaqine (8) sledi

f(r) = m(r̈ − rϕ̇2),

odnosno

mr̈ = f(r) +mrϕ̇2

= −dU(r)

dr
+
mc2

r3

= − d

dr
(U(r) +

mc2

2r2
)

= − d

dr
Ueff (r).

(20)

Koriste�i se uslovom datim u teoremi i jednaqinom (20) dobija se Bineov obrazac (21):

dρ

dϕ
= − 1

r2

dr

dϕ
= − 1

r2

ṙ

ϕ̇
= − ṙ

c
,

d2ρ

dϕ2
=
d
(
− ṙ
c

)
dϕ

= −1

c

dṙ

dt

dt

dϕ
= − r̈

c

1

ϕ̇
= − r̈

c

r2

c
= − 1

c2ρ2
r̈,

m
d2ρ

dϕ2
=

1

c2ρ2

d

dr
Ueff (r),

m
d2ρ

dϕ2
=

1

c2ρ2

d

d
(

1
ρ

)Ueff (1

ρ

)
=

1

c2ρ2

d(
− 1
ρ2

)
dρ
Ueff

(
1

ρ

)
,

m
d2ρ

dϕ2
= − 1

c2

d

dρ
Ueff

(
1

ρ

)
. (21)

�

Bineov obrazac se mo�e zapisati u jox jednom obliku, a to je:

d2

dϕ2

(
1

r

)
= − 1

mc2

d

d
(

1
r

)Ueff (r)
= − 1

mϕ̇2r4

d(
− 1
r2

)
dr

(U(r) +
mc2

2r2
)

=
1

mϕ̇2r2

d

dr
(U(r) +

mc2

2r2
)

= − 1

mϕ̇2r2
(f(r) +

mr4ϕ̇2

r3
)

= −1

r
− 1

mϕ̇2r2
f(r),

2Jacques Philippe Marie Binet (1786 - 1856), francuski matematiqar

11
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odnosno
d2

dϕ2

(
1

r

)
+

1

r
= −mr

2

L2
f(r). (22)

Primer 3.2. Qestica mase m kre�e se u po	u centralne sile po logaritamskoj spirali
r = keαϕ, gde su k i α konstante. Odrediti silu i potencijal, kao i jednaqinu kreta�a
qestice u parametarskom obliku, r = r(t) i ϕ = ϕ(t). U poqetnom trenutku je ϕ(t = 0) =
ϕ0. Moment impulsa qestice je L.

Rexe�e. Neka je ρ = 1
r

= e−αϕ

k
. Tada je

d2ρ

dϕ2
=

(
−α
k
e−αϕ

)′
=
α2

k
e−αϕ = α2ρ,

odnosno
d2

dϕ2

(
1

r

)
=
α2

r
.

Na osnovu jednaqine (22) dobija se intenzitet sile

f(r) = −L
2(1 + α2)

mr3
.

Potencijal je tada

U(r) = −
∫
f(r)dr =

∫
L2(1 + α2)

mr3
dr = −L

2(1 + α2)

2mr2
.

Ostaje jox odrediti ϕ = ϕ(t). Iz jednaqine (11) sledi

ϕ̇ =
L

mr2
,

odnosno

e2αϕdϕ =
L

mk2
dt.

Integra	e�em prethodne jednaqine dobija se

e2αϕ

2α

∣∣∣∣ϕ
ϕ0

=
L

mk2
t,

jer je uslov zadatka t0 = 0. Konaqno, dobija se funkcija ugla u zavisnosti od vremena

ϕ =
1

2α

(
ln

2αL

mk2
t+ e2αϕ0

)
,

qime je zadatak rexen. �
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3.2 Keplerov zadatak

Keplerov zadatak je nala�e�e jednaqina kreta�a materijalne taqke mase m u po	u sa po-
tencijalom

U = −k
r
.

Tada je efektivni potencijal jednak

Ueff = −k
r

+
mc2

2r2
.

Kada se ovaj efektivni potencijal zameni u jednaqini (19), dobija se

ϕ =

∫
cdr

r2

√
2
m

(
E + k

r
− mc2

2r2

) . (23)

Mo�e se uvesti smena

x =
c

r
, dx = − c

r2
.

Tada se integral (23) transformixe u

ϕ = −
∫

dx√
2E
m

+ 4k2

m2c2
−
(
x− 2k

mc

)2
.

Rexava�em ovog integrala dobija se

ϕ = arccos
x− 2k

mc√
2E
m

+ 4k2

m2c2

+ C.

Za konstantu C mo�e se uzeti vrednost nula, tako da odavde sledi

cosϕ

√
2E

m
+

4k2

m2c2
=
c

r
− 2k

mc
.

Rastoja�e od centra delova�a sile do materijalne taqke mase m i energije E je

r =
mc2

2k

1 +
√

1 + mc2E
2k2

cosϕ
.

Prethodna jednaqina mo�e se zapisati u obliku

r =
p

1 + e cosϕ
, (24)

gde je p poluparametar jednak

p =
mc2

2k
, (25)

a e numeriqki ekscentricitet

e =

√
1 +

mc2E

2k2
. (26)

13



Kreta�e u po	u centralne sile. Keplerovi zakoni

U zavisnosti od vrednosti numeriqkog ekscentriciteta, jednaqina (24) mo�e predstav-
	ati fokalnu jednaqinu elipse, parabole ili hiperbole. Numeriqki ekscentricitet je
e < 1 za E < 0 i tada je trajektorija po kojoj se kre�e materijalna taqka elipsa. U sluqaju
e = 1, E = 0, materijalna taqka se kre�e po paraboli, a u sluqaju e > 1, E > 0, kre�e se po
hiperboli.

Sada �e biti dokazano da je upravo jednaqina (24) fokalna jednaqina elipse ukoliko
je e < 1.

U Dekartovom koordinatnom sistemu jednaqina elipse je

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

gde je taqka A(a, 0) presek sa x-osom, a taqka B(0, b) presek sa y-osom elipse qiji je centar
u koordinatnom poqetku (slika 4). Taqke F1(f, 0) i F2(−f, 0) su �i�e (fokusi) elipse.
Osobina elipse je da je zbir rastoja�a svake taqke na �oj od �i�a jednak 2a. Na osnovu
Pitagorine teoreme prime�ene na trougao 4BOF1 va�i i:

a2 = f 2 + b2 (27)

Neka je data taqka T na rastoja�ima r1 i r2 od �i�a elipse i neka je ugao ^TF1A = ϕ.
Tada va�i

r1 + r2 = 2a.

Slika 4: Elipsa

Na trougao 4F1F2T mo�e se primeniti kosinusna teorema.:

r2
2 = (2f)2 + r2

1 + 4fr1 cosϕ,

(2a− r1)2 = (2f)2 + r2
1 + 4fr1 cosϕ,

(2a)2 − 4ar1 + r2
1 = (2f)2 + r2

1 + 4fr1 cosϕ,

r1(a+ f cosϕ) = a2 − f 2,

r1(1 +
f

a
cosϕ) =

a2 − f 2

a
,

r1 =
a2−f2
a

1 + f
a

cosϕ
.
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Prethoda jednaqina mo�e se zapisati u obliku jednaqine (24)

r1 =
p

1 + e cosϕ
, (28)

gde e i p predstav	aju

e =
f

a
, p = a(1− e2). (29)

I zaista, kako je f < a, to je e < 1, pa prema tome i p > 0, xto je i trebalo dokazati.
Dakle, taqka se u po	u sa negativnim potencijalom obrnuto srazmernim rastoja�u od

centra delova�a sile kre�e po eliptiqnoj puta�i.
Poxto se Prvi Keplerov zakon odnosi na kreta�e planeta po eliptiqnim puta�ama oko

Sunca, potrebno je dokazati da je sistem Sunce-planeta zaista sistem u kom se planeta mo�e
posmatrati kao materijalna taqka na koju deluje centralna sila, gravitaciona sila.

Neka je masa Sunca m1, a masa planete m2. Sila koja deluje na Sunce je ~F1, a sila koja
deluje na planetu je ~F2. Problem se rexava u referentnom sistemu u kom centar mase nema
ubrza�e.
Centar mase definisan je kao

m1~r1 +m2~r2 = (m1 +m2)~rc, (30)

odnosno

~rc =
m1

m1 +m2

~r1 +
m2

m1 +m2

~r2. (31)

Ubrza�e centra mase jednako je nuli:
~̈rc = 0. (32)

Iz Drugog �utnovog zakona sledi
m1 ~̈r1 = ~F1, (33)

m2 ~̈r2 = ~F2, (34)

gde su ~̈r1 i ~̈r2 redom ubrza�a Sunca i planete. Neka je ~r dato kao

~r = ~r1 − ~r2. (35)

Sile kojima se privlaqe Sunce i planeta jednake su

~F1 =
k

|~r2 − ~r1|3
(~r2 − ~r1) = − k

|~r|3
~r, (36)

~F2 =
k

|~r1 − ~r2|3
(~r1 − ~r2) =

k

|~r|3
~r, (37)

gde je k konstanta.
Iz jednaqine (35) sledi

m1m2~̈r = m1m2( ~̈r1 − ~̈r2)

= m2
~F1 −m1

~F2

= −m2
~F2 −m1

~F2

= −(m1 +m2)~F2,

(38)

15
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jer su ~F1 i ~F2 suprotnih smerova delova�a, ~F1 = −~F2.
Iz prethodne jednaqine sledi

m1m2

m1 +m2

~̈r = −~F2. (39)

Dakle, Sunce privlaqi planetu kao telo mase

m =
m1m2

m1 +m2

. (40)

Masa m se naziva redukovana masa.
Ovime je dokazan Prvi Keplerov zakon.

3.3 Tre�i Keplerov zakon

Tre�i Keplerov zakon glasi: Kvadrat perioda obilaska po eliptiqnim orbitama srazmeran
je tre�em stepenu velike poluose elipse.

Neka je T period i S povrxina elipse, odnosno povrxina koju radijus vektor polo�aja
prebrixe za jedan period. Povrxina elipse je

S = abπ.

Iz jednaqina (27) i (29) sledi
b =
√
ap.

Na osnovu jednaqine (10) sektorska brzina materijalne taqke je

C =
c

2
.

Izjednaqava�em povrxine koju radijus vektor polo�aja prebrixe za vreme T i povrxine
elipse dobija se

c

2
T = abπ

= a
√
apπ

= a
√
a

2c
√
m√
k
π.

Odavde sledi
T

a
√
a

= 4

√
m

k
π,

odnosno kada se kvadrira
T 2

a3
=

16mπ2

k
= const. (41)
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Zak	uqak

Nakon xto je Kepler izveo svoje zakone posmatravxi kreta�e planeta oko Sunca, pokazalo
se da ti zakoni va�e i za sisteme planeta i �ihovih satelita, odnosno za sve sisteme u
svemiru, s tim xto konstanta iz Tre�eg Keplerovog zakona za svaki sistem ima drugaqiju
vrednost zbog drugaqije vrednosti redukovane mase. Ovo je dalo podlogu �utnu da postavi
teme	e nebeske mehanike, omogu�ilo nagli razvoj matematike i fizike, a posebno uticalo
na stvara�e jednog novog poima�a sveta u kome vixe nije krug taj koji dominira u prirodi,
ve� elipsa.

U ovom radu razmatrano je uopxteno kreta�e materijalne taqke u po	u centralne sile,
a onda su posebno izvedeni zakoni pod uslovima koje je definisao Kepler.

U radu je reqeno da tra�e�e funkcijske zavisnosti ugla od vremena prevazilazi okvire
ovog maturskog rada, ali ovde �e sada biti izlo�ena ideja kako to mo�e da se uradi.

Na osnovu formula (9) i (24) mo�e se zapisati

p2ϕ̇

(1 + e cosϕ)2
= c,

odnosno

p2

∫ ϕ

0

dϕ

(1 + e cosϕ)2
= c(t− t0).

Za rexava�e ovog integrala koristi se smena

tan
ϕ

2
=

√
1 + e

1− e
tan

u

2
.

Na kraju se dobija transcedentna jednaqina

u− e sinu = n(t− t0),

gde je

n =
c

p2(1− e2)3/2
.

Rexava�em ove jednaqine dobija se tra�ena zavisnost ϕ = ϕ(t).
Time je kreta�e materijalne taqke u po	u centralne sile potpuno odre�eno.

Na kraju �elim da se zahvalim svom mentoru i profesoru Borislavu Gaji�u, koji mi je
dao ideju da pixem maturski rad na ovu temu, pomogao u pronala�e�u literature, posve�eno
ixqitavao svaku verziju rada i ukazivao na grexke, da bi rad izgledao ovako kako sada
izgleda.
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