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1

Óâîä

Ìîíòå Êàðëî ìåòîäà jå èìå çà ÷èòàâó êëàñó ìàòåìàòè÷êèõ ìåòîäà êîjå ñó íàó÷íèöè

ïî÷åëè äà êîðèñòå 40-òèõ ãîäèíà ïðîøëîã âåêà ó Ëîñ Àëìîñó ïðèëèêîì èçðàäå íóêëå-

àðíîã îðóæjà. Ìàäà jå íà ïî÷åòêó èçãëåäàëî êàî äà èãðà»å èãàðà íà ñðå£ó è êîðèø£å»å

ñëó÷àjíèõ áðîjåâà íå£å èìàòè íèêàêâó ïðèìåíó ó ðåøàâà»ó ñòâàðíèõ ïðîáëåìà, ìîæå-

ìî ëàêî íà£è ïðèìåðå ãäå ìîæåìî ïóòåì èãðå ðåøèòè íåêè êîíêðåòàí ïðîáëåì. Ñàâðøåí

ïðèìåð áè áèî ïðâà ïðèìåíà îâå ìåòîäå çà ðåøàâà»å íåêîã ìàòåìàòè÷êîã ïðîáëåìà:

Áóôîíîâà èãëà. Îâàj åêñïåðèìåíò èçâåî jå Áóôîí jîø 1777, ìíîãî ïðå íåãî øòî ñó îâå

ìåòîäå äîáèëå ñâîjå èìå. Ó »åãîâîì åêñïåðèìåíòó áàöàíà jå èãëà äóæèíå L íà ðàâàí

íà êîjîj ñå íàëàçå ïàðàðåëíå ëèíèjå ìå¢óñîáíî óäà§åíå çà d (d<L). Îí jå ïîêàçàî äà

jå øàíñà äà èãëà ïðåñå÷å jåäíó îä òèõ ëèíèjà òà÷íî: P = 2L
dπ Íåêîëèêî ãîäèíà êàñíèjå

Ëàïëàñ jå ïðåäëîæèî äà ðåçóëòàò îâîã åêñïåðèìåíòà (øàíñà P) ìîæå ñå êîðèñòèòè çà

îäðå¢èâà»å áðîjà π.

Èïàê îâàêâè ïðîáëåìè ñó áî§å ðåøåíè äðóãèì ìàòåìàòè÷êèì ìåòîäàìà. Äàíàñ

ñå Ìîíòå Êàðëî ìåòîä êîðèñòè çà ðà÷óíà»å âèøåñòðóêèõ èíòåãðàëà, çà ñèìóëàöèjó

ñòîõàñòè÷êèõ ïðîöåñà. Íàðàâíî îâà âðñòà ñèìóëàöèjå ðàçëèêójå ñå îä êëàñè÷íå ñèìóëà-

öèjå êîjà êîðèñòè çàêîíå ñèñòåìà äà äèðåêòíî äî¢å äî îäãîâîðà. Çà ðàçëèêó îä òàêâå

âðñòå ñèìóëàöèjå Ìîíòå Êàðëî êîðèñòè ïðîáàëèñòè÷êå ìåòîäå äà ñå ðåøå íåïðîáàëèñòè÷êè

ïðîáëåìè(äåòåðìèñòè÷êè).

Òðåáà íàïîìåíóòè äà jå ìî£ îâå ìåòîäå óòîëèêî ïîðàñëà è ðàñòå ñà ðàçâîjåì

êîìïjóòåðà. Ìàäà íà ïî÷åòêó îâå ìåòîäå íèñó îñìèø§åíå ñà êîìïjóòåðîì ó âèäó,

äàíàñ ñå íå ìîãó èçâîäèòè îçáè§íè Ìîíòå Êàðëî îãëåäè áåç »åãà. Òî jå çàòî øòî

ñå óìåñòî âå£ íàâåäåíîã ìàíóåëíîã èçâî¢å»à åêñïåðèìåíàòà êîðèñòå êîìjóòåðè êîjè

ãåíåðèøó ñëó÷àjíå áðîjåâå êîjè £å ïîñëóæèòè óìåñòî ñëó÷àjíèõ äîãà¢àjà ó ðåàëíîì

ñèñòåìó.
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Ïñåóäîñëó÷àjíè áðîjåâè

2.1 Èñòîðèjà ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà

Ó ñàìîj îñíîâè Ìîíòå Êàðëî ìåòîäå ñòîjå ïñåóäîñëó÷àjíè áðîjåâè. Îíè ñå êîðèñòå

äà áè ñå ñèìóëèðàëè äåëîâè ïîñìàòðàíèõ ïðîöåñà êîjè ñó íàñóìè÷íè. �èõîâî åôèêàñíî

íàëàæå»å ïðåäñòàâ§à jåäàí îä ãëàâíèõ ïðîáëåìà êîä ñèìóëàöèjå òèõ ïðîöåñà. Îâè

áðîjåâè ñó ñå ïðâî ðó÷íî èçâîäèëè è ñèìóëàöèjà ñå èçâîäèëà ìåõàíè÷êèì êàëêóëàòîðè-

ìà êîjå ñó êîðèñòèëè ðàäíèöè. Òî ñå ðàäèëî íà ñàìîì ïî÷åòêó ïðèìåíå Ìîíòå Êàðëî

ìåòîäå jîø 1943. ó Ëîñ Àëìîñó çà ðåøàâà»å ïðîáëåìà íåóòðîíñêîã ôëóêñà. Èïàê

îâàêâå ñèìóëàöèjå áè çàõòåâàëå íåäå§å àêî íå è ìåñåöå òåøêîã ìàíóåëíîã ðàäà äà áè

ñå èçâåëå. Òî jå íàâåëî jåäíîã îä îñíèâà÷à îâå ìåòîäå �îí ôîí Íîjìàíà äà ðàäíèêå

çàìåíè äèãèòàëíèì êîìjóòåðèìà, ó ÷èjè ðàçâîj jå è ñàì áèî óìåøàí. Òó ñå íàðàâíî

ïîjàâèî ïðîáëåì êîjè ñìî ïðåäõîäíî ïîìåíóëè, òðåáàëî jå íåêàêî ãåíåðèñàòè ñëó÷àjíå

áðîjåâå ïóòåì êîìïjóòåðà. Çàòî jå ôîí Íîjìàí èçóìåî ïðâè ãåíåðàòîð ïñåóäîñëó÷àjíèõ

áðîjåâà, òàêîçâàíè middle-square àëãîðèòàì.

Ïîñìàòðàjó£è îâàj àëãîðèòàì óâè¢àìî äà áðîjåâè êîjè ñó äîáèjåíè íèñó ñòâàðíî

ñëó÷àjíè âå£ çàâèñå îä óëàçà, ñåìåíà àëãîðèòìà. Òàêî ñó îâè áðîjåâè è äîáèëè ñâîj

íàçèâ, çáîã ÷è»åíèöå äà ñó çà jåäíî äàòî ñåìå óíàïðåä îäðå¢åíè áðîjåâè è »èõîâ

ðåäîñëåä. Çàòî ñå îâàj ïðîáëåì ëàêî ðåøàâà òàêî øòî ñå óçèìà ñåìå êîjå çíàìî äà jå

íàñóìè÷íî, òðåíóòíî âðåìå íà ïðèìåð. Íà òàj íà÷èí êîðèø£å»åì jåäíîã ñëó÷àjíîã

áðîjà äîáèjàjó ñå õè§àäå ïñåóäîñó÷àjíèõ áðîjåâà çà êîðèø£å»å.

Ñëèêà 2.1: Middle-square àëãîðèòàì, jåäàí ïðîëàç , ñåìå 675248
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Ãåíåðàòîðè ïñåóäîñëó÷àjíèõ

áðîjåâà

Êàî øòî ñìî âå£ ïîìåíóëè ãåíåðàòîðè ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà íèñó íèøòà âèøå

îä êîìjóòåðñêèõ àëãîðèòàìà. Çàòî êàî è ñâàêè êîìïjóòåðñêè àëãîðèòàì îíè äàjó

äåòåðìèñòè÷êî ðåøå»å. Çàòî îíè íèêàêî íå ìîãó áèòè ñëó÷àjíè áðîjåâè, àëè èïàê

ìîãó äà èãðàjó óëîãó ñëó÷àjíèõ áðîjåâà ó íàøèì ñèìóëàöèjàìà. Çàòî ñâàêè ãåíåðàòîð

ìîðà äà çàäîâî§è äàòå óñëîâå:

1. Äà áóäå áðç. Çà äîáðó ñèìóëàöèjó ïîòðåáíè ñó ìèëèîíè ïñåóäîñëó÷àjíèõ

áðîjåâà.

2. Äà áóäå ïîíîâ§èâ, äà áèñìî ìîãëè äà òðàæèìî ãðåøêå.

3. Äà ñå ìîæå àíàëèçèðàòè, äà áè áèëè ñèãóðíè äà äîáðî äèñòðèáóèðà áðîjåâå.

4. Äà èìà äóãà÷àê ïåðèîä. Ñâàêè ãåíåðàòîð ñå íà êðàjó ïîíàâ§à è íàìà jå ïîòðåáíî

äà òî áóäå øòî ìà»å òj. ïåðèîä äà áóäå øòî âå£è.

5. Äà ñå ïîíàøà êàî ñëó÷àjàí áðîj çà ïðîöåñ êîjè ñèìóëèðà, øòî áè áèëà íàjâàæíèjà

ñòàâêà.

Êîëèêî jå âàæíî ïðàòèòè îâå óñëîâå ìîæåìî âèäåòè íà ïðèìåðó Êíóòîâîã ïðâîã

àëãîðèòìà çà ãåíåðèñà»å ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà. �åãîâ àëãîðèòàì jå áèî âðëî

êîìëèêîâàí è ñàìèì òèì íèjå áèî àíàëèçèðàí. Êàäà ãà jå èñïðîáàî óâèäåî jå äà

áðçî êîíâåðãèðà íà jåäíó âðåäíîñò êîjà îíäà ñàìà ñåáå ãåíåðèøå.

3.1 Ãåíåðàòîðè ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà ñà jåäíîì ÷óâàíîì

ïðîìå§èâîì

Ñâàêè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà ñå ìîæå çàïèñàòè ó îáëèêó:

ðåçóëòàò =f(ïðîìåí§èâå, ïàðàìåòðè)

Ïàðàìåòðè ñó çàäàòè óíàïðåä äîê ïðîìåí§èâå ìîãó áèòè ãåíåðèñàíå ó ñàìîì

àëãîðèòìó èëè äàòå åêñòåðíî, íà ïðèìåð òðåíóòíî âðåìå èëè òåìïåðàòóðà èëè ðåçóëòàò

íåêîã äðóãîã àëãîðèòìà èëè ïðîöåñà.

Ïðîìå§èâå ñå ìå»àjó èç èòåðàöèjå ó èòåðàöèjó ïà ñå ÷åñòî óçèìàjó îíè êîjè àëãîðèòàì
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4 3. Ãåíåðàòîðè ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà

ñàì ãåíåðèøå. Ó òîì ñëó÷àjó ñàìî ïî÷åòíè ïàðàìåòàð ñå óíîñè ñïî§à è îí ñå çîâå

ñåìå àëãîðèòìà. Îâî ñå ðàäè çáîã óñëîâà 2, äà áè àëãîðèòàì áèî ïîíîâ§èâ, jåð ó

ñëó÷àjó äà ñåìå óçèìà èç ñïî§àøíîñòè çà ñâàêó èòåðàöèjó ìè íå áèñìî ìîãëè äà

ïîíîâî ãåíåðèøåìî èñòå ïñåóäîñëó÷àjíå áðîjåâå. Îâàêî jå ñàìî ïîòðåáíî ïðâî ñåìå

óçåòè èç ñïî§àøíîñòè è »åãà çàïàìòèòè.

3.2 Middle-square è äðóãè àëãîðèòìè ñðåä»èõ öèôàðà

Îâè àëãîðèòìè ñå áàçèðàjó íà èäåjè äà ïîñëå íåêîëèêî öèôàðà ðåçóëòàòà ôóíêöèjà

êàî øòî ñó sin(x) èëè log(x), îñòàòàê öèôàðà ñå ïîíàøàjó êàî ñëó÷àjíè áðîjåâè. Èïàê

âå£ íà ïî÷åòêó ñå óâè¢à ìàíà îâàêâèõ àëãîðèòàìà, ïðåâèøå ñó ñïîðè. Òî ñëåäè èç

ïîçíàòå ÷è»åíèöå ðà ðà÷óíà»å îâèõ ôóíêöèjà íà âåëèêè âðîj äåöèìàëà çàõòåâà ïóíî

âðåìåíà.

Àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å 10 ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà àëãîðèòìîì ñðåä»èõ öèôàðà

begin

x = 0.3 Ñåìå àëãîðèòìà

for i := 1 to 10 step 1 do

x = 105 ∗ sin(x) Èçäâàjà ñå ïðâèõ 5 öèôàðà âàí äåöèìàëíîã çàðåçà

w = floor(x) Óçèìà ñå ïðâèõ 5 öèôàðà

x = x− w Óçèìàjó ñå öèôðå ïîñëå ïåòå êàî ñëó÷àjíå

od

end

Çáîã ñïîðîñòè îâîã àëãîðèòìà ôîí Íîjìàí jå êîðèñòèî ñâîj âå£ ïîìåíóòè àëãîðèòàì

êâàäðèðà»à ñåìåíà. Èïàê òàj àëãîðèòàì èìà jåäàí âåëèêè íåäîñòàòàê, âåîìà ìàëè

ïåðèîä. Òî íàðàâíî äîâîäè äî òîãà äà ñå áðçî ïîíàâ§àjó jåäíè òå èñòè áðîjåâè øòî

óíèøòàâà ñâó ïðèâèäíó ñëó÷àjíîñò òèõ áðîjåâà. Çáîã òîãà jå áèëî ïîòðåáíî íà£è áî§è

àëãîðèòàì.

3.3 Ëèíåàðíè êîíãðóåíòíè ãåíåðàòîð ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà

(ËÊÃ)

Ëèíåàðíè êîíãðóåíòíè ãåíåðàòîð jå jåäàí îä íàjïîïóëàðíèjèõ, íàjêîðèø£å»èjèõ è

íàjjåäíîñòàâíèjèõ ãåíåðàòîðà ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà. Îí êîðèñòè ïðîñòó ðåêóðçèjó

äà áè èç ïðåòõîäíîã ðåçóëòàòà äîáèî ñëåäå£è ( è íàðàâíî èç ñåìåíà äîáèî ïðâè

ïñåóäîñëó÷àjàí áðîj).

Äåôèíèöjà 3.3.1. Îïøòà ôîðìóëà çà ëèíåàðíè êîíãðóåíòíè ãåíåðàòîð jå :

f(x) = (ax+ c) mod m

gäå ñó a, c è m ïàðàìåòðè à x ïðîìå§èâà.



3.3. Ëèíåàðíè êîíãðóåíòíè ãåíåðàòîð ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà (ËÊÃ) 5

Äîáèjà»å íèçîâà ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà îâèì àëãîðèòìîì ðàäè ñå ïóòåì jåäíîñòàâíå

ðåêóðçèjå : xn+1 = f(xn)

Íàðàâíî ìè æåëèìî äà äîáèjåìî íàjâå£è ïåðèîä îâèì àëãîðèòìîì, ïà ñå ïîñòàâ§à

ïèòà»å êàêâè òðåáà äà áóäó ïàðàìåòðè a, c è m äà áèñìî òî ïîñòèãëè. Íà òî ïèòà»å

íàì îäãîâàðà ñëåäå£à òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.3.1. Ëèíåàðíè êîíãðóåíòíè ãåíåðàòîð ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà

f(x) = (ax+ c) mod m

èìà ïåðèîä m àêî è ñàìî àêî

1. íàjâå£è çàjåäíè÷è äåëèëàö çà c è a jå 1

2. a− 1 jå äå§èâ ñà p çà ñâàêè ïðîñòè áðîj p êîjè äåëè m è íà êðàjó

3. a− 1 jå äå§èâ ñà 4 àêî jå m äå§èâ ñà 4.

Ïðèìåð 1. Óçìèìî äà jå m = 232, òàäà âðåäíîñòè ïàðàìåòðà c = 1 è a = 4l + 1 äàjó

ïåðèîä m çà ñâàêè öåî áðîj l > 0.

Ñëèêà 3.1: Ëèíåàðíè êîíãðóåíòíè ãåíåðàòîð ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà çà ïàðàìåòðèìà

m=256, c=1,a=9, x=34, 1000 èòåðàöèjà

Ïîøòî jå îâî ðåëàòèâíî jåäíîñòàâàí àëãîðèòàì ëàêî ìîæåìî óî÷èòè äèñòðèáóöèjó

ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà êîjå ñòâàðà. Çáîã ñàìå ÷è»åíèöå äà jå ïåðèîä jåäíàê ïóíîì

m (ïðåäõîäíà òåîðåìà) ñëåäè äà jå ó ñâàêîj äóæèíè îä jåäíîã ïåðèîäà ñâàêè îä îâèõ

áðîjåâà ðàçëè÷èò äîê ñó êðàjåâè èñòè. Ó ïðîòèâíîì áè çáîã ñàìå ÷è»åíèöå äà ñëåäå£à

èòåðàöèjà çàâèñè ñàìî îä ïðåòõîäíå ñëåäèëî äà jå ïåðèîä ìà»è îäm. Ñâàêè îä áðîjåâà

ñå îíäà ïîjàâ§ójå òà÷íî jåäíîì ó ïåðèîäó. ×åñòî ñå ðåçóëòàòè äåëå ñàm äà áè ñå äîáèëè

áðîjåâè èç ñåãìåíòà [0, 1) êîjè ñå ïîñëå ìîãó êîðèñòè çà äîáèjà»å áðîjåâà èç áèëî êîã

äðóãîã ñåãìåíòà. Òðåáà ñïîìåíóòè jîø jåäíó ïðåäíîñò êîä ËÊÃ. Àêî óçìåìî m = 232

èëè m = 264 çáîã àðõèòåêòóðå ðà÷óíàðà,ïðâåíñòâåíî ÷è»åíèöå äà ñå ïîäàöè ÷óâàjó

ó áèòîâèìà, îïåðàöèjà ìîäóëà ñå èçâðøàâà ó jåäíîì êîðàêó. Jåäíà îä íàjâå£èõ ìàíà

îâîã ãåíåðàòîðà jå øòî ñå ó äàòîì ïåðèîäó íèêàä íå ïîíàâ§à èñòè áðîj. Òî óêàçójå äà

áðîjåâè ãåíåðèñàíè îâèì ïóòåì íèñó äîáðè çà êîðèø£å»å êàî ñëó÷àjíè.
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Ðàñïîäåëå íåïðåêèäíèõ ñëó÷àjíèõ

ïðîìå§èâèõ

4.1 Óíèôîðìíà ðàñïîäåëà è ìåòîäà èíâåðçèjå ôóíêöèjå

ðàñïîäåëå

Ó Ìîíòå Êàðëî ìåòîäàìà ãëàâíó óëîãó èãðà íàì óíèôîðìíà ðàñïîäåëà. Ïðåäñòàâ-

§à jåäíó îä íàjîñíîâíèjèõ àëè è íàjìî£íèjèõ ðàñïîäåëà ó âåðîâàòíî£è. Îçíà÷àâà ñå

ñà U (a, b) ãäå ñó a è b ãðàíèöå óíèôîðìíå ðàñïîäåëå. Êàî øòî jîj íàçèâ íàëàæå ñâàêè

áðîj èçìå¢ó a è b jå jåäíàêî âåðîâàòàí ó îâîj ðàñïîäåëè.

Ñëèêà 4.1: Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå è ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å çà óíèôîðìíó ðàñïîäåëó îä a äî b

Èïàê, äåøàâà ñå äà ó íàøèì ñèìóëàöèjàìà õî£åìî äà íàøè ñëó÷àjíè áðîjåâè èìàjó

äðóãà÷èjó äèñòðèáóöèjó. Óìåñòî äà ïðàâèìî íîâå àëãîðèòìå çà ãåíåðèñà»å òèõ áðîjåâà

ìîæåìî äà èñêîðèñòèìî ñëåäå£å ñâîjñòâî óíèôîðìíå ðàñïîäåëå.

Òåîðåìà 4.1. (Èíâåðòîâà»å íåïðåêèäíå ôóíêöèjå ðàñïîäåëå) Íåêà jå F (x) ôóíêöèjà

ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìå§èâå X è äà jå íåïðåêèäíà è íåêà jå äà jå U = F (X). Òàäà

jå U ñëó÷àjíà ïðîìå§èâà êîjà èìà óíèôîðìíó ðàñïîäåëó íà ñåãìåíòó [0, 1).
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4.2. Öåíòðàëíà ãðàíè÷íà òåîðåìà è íîðìàëíà äèñòðèáóöèjà 7

Äîêàç:Òðåáà äà äîêàæåìî äà jå P (U ≤ u) = u çà 0 ≤ u ≤ 1. Ïîøòî jå F íåïðåêèäíà è

ðàñòó£à çíàìî äà ïîñòîjè F−1. Àêî jå x = F−1(u) îíäà jå:

P (U ≤ u) = P (F (X) ≤ u) = P (X ≤ F−1(u)) = P (X ≤ x) = F (x) = u,

øòî jå è òâð¢åíî. Ñàìèì òèì àêî jå U óçîðàê èç U(0, 1), îíäà jå X = F−1(U)

óçîðàê èç ðàñïîäåëå ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F .

Ïðèìåð 2. Ðåöèìî äà õî£åìî äà íàøè ïñåóäîñëó÷àjàíè áðîjåâè èìàjó åêñïîíåíöèjàëíó

ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðîì α. Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå jå îíäà F (x) = 1−e−αx è êîðèø£å»åì
òåîðåìå 4.1 äîáèjàìî X ðåøàâà»åì jåäíà÷èíå U = F (X) ãäå jå U ïñåóäîñëó÷àjàí áðîj

óçåò èç óíèôîðìíå ðàñïîäåëå. Ðåøå»å îâå jåäíà÷èíå jå X = −1
α ln(1 − U), è »èìå

äîáèjàìî ïñåóäîñëó÷àjàíå áðîjåâå X ñà åêñîïåíöèjàëíîì ðàñïîäåëîì.

4.2 Öåíòðàëíà ãðàíè÷íà òåîðåìà(ö.ã.ò) è íîðìàëíà äèñòðèáóöèjà

Òîêîì èçâî¢å»à ñèìóëàöèjà êîðèñòå£è âåëèêè áðîj ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà ìîæåìî

ïðèìåòèòè äà ðåçóëòàòè ïîëàêó 'êîíâåðãèðàjó' êà îäðå¢åíîj ðàñïîäåëè. Îâî jå íàðàâíî

íèjå íèøòà âèøå îä î÷åêèâàíå ïîñëåäèöå öåíòðàëíå ãðàíè÷íå òåîðåìå. Òàêî äà òîêîì

èçðàäå õèñòîãðàìà çà íàøå ñèìóëàöèjå ìîæåìî ïðèìåòèòè äà äîáèjàjó îáëèê ñèìåòðè-

÷íîã çôîíà êîjå òåæè êà 0 êàä x→ +−∞. Òàêâî èñòî çôîíî èìà è ãðàôèê ôóíêöèjå

f(x) = 1√
2π
e−x

2/2.

Ñëèêà 4.2: Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå è ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å çà óíèôîðìíó ðàñïîäåëó îä a äî b

Äîêàçàíî jå äà âðåäíîñò èíòåãðàëà:
∫ +∞
−∞

1√
2π
e−x

2/2dx = 1, øòî jå óñëîâ äà ôóíêöèjà

áóäå ãóñòèíà âåðîâàòíî£å íåêå ðàñïîäåëå. Òà ðàñïîäåëà ñå çîâå íîðìàëíà ðàñïîäåëà

è îçíà÷àâà ñå ñà N ∼ (µ, σ2) ãäå jå σ ñòàíäàðäíà äåâèjàöèjà à µ î÷åêèâàíà âðåäíîñò

ðàñïîäåëå. Ó íàøåì ñëó÷àjó µ jå 0 à σ 1, à çà äðóãå âðåäíîñòè ïàðàìåòðà êîðèñòè ñå

òðàíñôîðìàöèjà X ∗ σ + µ ∼ N(µ, σ2) çà X ∼ N(0, 1).

Êîëèêî jå îâà äèñòðèáóöèjà âàæíà âèäè ñå ïîñëå íàâî¢å»à öåíòðàëíå ãðàíè÷íå

òåîðåìå.



8 4. Ðàñïîäåëå íåïðåêèäíèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìå§èâèõ

Òåîðåìà 4.2.1. (Öåíòðàëíà ãðàíè÷íà òåîðåìà)Íåêà ñó X1, X2, ..., Xn íåçàâèñíè áðîjå-

âè óçåòè èç ðàñïîäåëå ñà î÷åêèâà»åì µ è êîíà÷íîì äèñïåðçèjîì σ2.Ó ñèìóëàöèjàìà

òî ñó ïñåóäîñëó÷àjíè áðîjåâè êîjå ñìî ãåíåðèñàëè äà ïðàòå òó ðàñïîäåëó. Òàäà

Y =
∑n

i=1Xi−nµ√
(nσ2)

ãäå jå Y ñëó÷àjíà ïðîìå§èâà äîáèjåíà ãîðå íàâåäåíîì ôîðìóëîì èìà íîðìàëíó

äèñòðèáóöèjó ñà î÷åêèâà»åì 0 è äèñïåðçèjîì 1 kada n→∞.

Ìàäà íà ïðâè ïîãëåä îâà òåîðåìà èçãëåäà ñàìî äà íàì ãàðàíòójå êàêî ñå ïîíàøà

çáèð íàøèõ ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà, òðåáà ñå ñåòèòè äà è ðåçóëòàò ôóíêöèjå áðîjåâà

èç íåêå ðàñïîäåëå äàjå íåêó äðóãó ðàñïîäåëó, ñàìèì òèì è çáèð òj. ïðîñåê íàøèõ

ñèìóëàöèjà ÷åñòî óçèìà íîðìàëíó ðàñïîäåëó çà äîâî§íî âåëèê áðîj ñèìóëàöèjà. Èïàê

ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å êàêî äîáèòè íîðìàëíó ðàñïîäåëó èç îíå êîjå íàì jå íà ðàñïîëàãà»ó,

óíèôîðìíå. Íå ìîæå ñå êîðèñòèòè òåîðåìà 4.1 ïîøòî ñå íå ìîæå àíàëèòè÷êè ðåøèòè

íåîäðå¢åíè èíòåãðàë îä e−x
2/2. Çà òî ñå êîðèñòè Öåíòðàëíó ãðàíè÷íó òåîðåìó.

Ïðèìåð 3. Óçìåìî n ïñåóäîñëó÷àjíèõ áðîjåâà èç ðàñïîäåëå U(0, 1), U1, U2, ..., Un è

îíäà èçðà÷óíàìîX =
∑n

i=1 Ui−n/2√
n/12

(Ïîøòî óíèôîðìíà ðàñïîäåëà U(0,1) èìà î÷åêèâà»å

1/2 è äèñïåðçèjó 1/12). Ïî ö.ã.ò X-åâè äîáèjåíè íà îâàj íà÷èí èìà£å ïðèáëèæíî

íîðìàëíó ðàñïîäåëó ñà î÷åêèâà»åì 0 è äèñïåðçèjîì 1. ×åñòî jå äîâî§íî äîáðà

àïðîêñèìàöèjà êàä óçìåìî n = 12 è òèìå jîø èçáåãàâàìî äå§å»å ñà êîðåíîì.

4.2.1 Ïðîöåíà ãðåøêå Ìîíòå Êàðëî ìåòîäå

Êàäà Ìîíòå Êàðëî ñèìóëàöèjîì òðàæèìî íåêó ñêàëàðíó âðåäíîñò, áèëî òî âðåìå

÷åêà»à íåêîã äîãà¢àjà èëè íåóòðîíñêè ôëóêñ êðîç îäðå¢åíó äåá§èíó ïðåïðåêå áèòíî jå

çíàòè ïðåöèçíîñò äîáèjåíîã ðåçóëòàò. Íåêà ñó X1, X2, ..., Xn n ïðîöåíà äàòå âðåäíîñòè

äîáèjåíå ñèìóëàöèjîì. Àêî ñó òå âðåäíîñòè íåçàâèñíå è èìàjó jåäíàêó ðàñïîäåëó ñà

î÷åêèâà»åì θ, íàøèì æå§åíèì ðåçóëòàòîì, òàäà ïî ö.ã.ò äîáèjàìî äà ïðîñåê òèõ

ñèìóëàöèjà ïðèáëèæíî ïðàòè íîðìàëíó äèñòðèáóöèjó ñà î÷åêèâà»åì θ è äèñïåðçèjîì

σ2
X/n ãäå jå σ íàìà íåïîçíàòà ñòàíäàðäíà äåâèjàöèjà ðåçóëòàòà ñèìóëàöèjå.

Ïðèìåð 4. Õî£åìî íà ïðèìåð äà áóäåìî 95% ñèãóðíè äà jå íàøà ïðîöåíà ðåçóëòàòà

ñèìóëàöèjå òà÷íà. Óçìåìî äà jå Y = X̄−θ√
σ2

X/n
è òî ïðèáëèæíî ïðàòè ðàñïîäåëó N(0, 1).

Ïîñìàòðàjó£è òó ðàñïîäåëó ìîæåìî ïðèìåòèòè äà ñå áðîj íàëàçè ñà øàíñîì 0.954% ó

îêîëèíè îä äâå ñòàíäàðäíå äåâèjàöèjå îä î÷åêèâà»à:

Pr(−2 < Y < 2) = 0.954

è çàìåíîì Y äîáèjàìî ãðàíèöå íàøåã ðåçóëòàòà

X̄ − 2
√
σ2

X/n < θ< X̄ + 2
√
σ2

X/n

Êîðèø£å»åì îâîã ðåçóëòàòà íàëàçå ñå òàêîçâàíè èíòåðâàëè ïîóçäàíîñòè. Èïàê

ó ñàìîì ðåçóëòàòó âèäèìî íåäîñòàòàê îâîã ïîñòóïêà, ó âå£èíè ñëó÷àjåâà äèñïåðçèjà

ðåçóëòàòà jå íåïîçíàòà. Çàòî ñå òà äèñïåðçèjà âå£èíîì ïðîöå»ójå íà îñíîâó ðåçóëòàòà.
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Ìîíòå Êàðëî ìåòîäà êîä

Ìàðêîâ§åâèõ ëàíöà

Ìàðêîâ§åâè ëàíöè ïðåäñòàâ§àjó ãëåäà»å ñëó÷àjíèõ äîãà¢àjà íå èç ïåðñïåêòèâå

ïîjåäèíà÷íèõ äîãà¢àjà íåãî èç ïåðñêåïòèâå ñåêâåíöå ñëó÷àjíèõ äîãà¢àjà. Àêî ïðåäñòàâè-

ìî ñà Ω ñêóï ñâèõ ìîãó£èõ èñõîäà, ó jåäíîì ñëó÷àjíîì äîãà¢àjó ìîæåìî äà îñòâàðèìî

ñàìî ìàëè ïîäñêóï òèõ èñõîäà. Àêî óçìåìî äà Xk îçíà÷àâà ñòà»å ïîñëå k-òå èòåðàöèjå

îíäà jå òî ñòà»å äîáèjåíî èç ñòà»à Xk−1 íåêèì ñëó÷àjíèì äîãà¢àjåì. Ñâå ìîãó£íîñòè

ïðåëàçà èç ñòà»à Xk ó ñëåäå£å ñòà»å íàçèâàìî îêîëèíîì Xk. Îâàêàâî ïîñòàâ§à»å

ñèìóëàöèjà èìà áðîjíå óïîòðåáå ó ôèçèöè. Íà ïðèìåð ïðîìåíå ó òåðìîäèíàìè÷êèì

ñèñòåìèìà,êàî è Ìàðêîâ§åâ ëàíàö, ñå äåøàâàjó íà ñëó÷àjàí íà÷èí è çàâèñå ñàìî îä

òðåíóòíîã ñòà»à ñèñòåìà.

5.1 Ñëó÷àjàí õîä

Ñëó÷àjàí õîä ïðåäñòàâ§à ïðîöåñ êîjè Ìàðêîâ§åâè ëàíöè îïèñójó. Ñàì íàçèâ íàì

ãîâîðè äà ñå ðàäè î ïðîöåñó ãäå ñå ñòà»å jåäíîã ñèñòåìà ìå»à "ñëó÷àjíèì êîðàêîì",

íåêèì ñëó÷àjíèì äîãà¢àjåì êîjè çàâèñè îä òðåíóòíîã ñòà»à ñèñòåìà. Òî ñå íàjëàêøå

âèäè íà ãðàôèêó jåäíîã Ìàðêîâ§åâîã ëàíöà.

Ñëèêà 5.1: Ìàðêîâ§åâ ëàíàö ñà 3 ìîãó£à ñòà»à.
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10 5. Ìîíòå Êàðëî ìåòîäà êîä Ìàðêîâ§åâèõ ëàíöà

Ñâàêà ëèíèjà îâîã öðòåæà ïðåäñòàâ§à jåäàí ìîãó£ ïðåëàç ñòà»à ó jåäíîj èòåðàöèjè,

òj. ìîãó£å êîðàêå ó äàòîì ñòà»ó. Ñâàêî ìîãó£å ñòà»å äî êîã ñèñòåì ìîæå äî£è

èç ñòà»ó X îçíà÷àâàìî ñà Nx. Íà ñâàêîj ëèíèjè íà äàòîì öðòåæó èìà áðîj êîjè

ïðåäñòàâ§à âåðîâàòíî£ó òîã êîðàêà ó äàòîì ñòà»ó êîjå £åìî. Òó âåðîòíî£ó îçíà÷àâàìî

ñà pxy ãäå jå X òðåíóòíî ñòà»å à Y ìîãó£å. Ñàì ëàíàö ïî÷è»å ó ñòà»ó X0 êîjå ìîæåìî

óçåòè èç íåêå ðàñïîäåëå èëè ïðîñòî óíàïðåä ãà çàäàòè. Îäàòëå ñå ëàíàö íàñòàâ§à ó

ñêëàäó ñà âåðîâàòíî£àìà ïðåëàçà ó ñóñåäíà ñòà»à, ñòà»à êîjà ñå íàëàçå ó Nx. Ñëåäå£å

ñòà»å ñå áèðà íà îñíîâó ðàñïîäåëå äîáèjåíå pxy : y ∈ Nx. Ïîøòî çàõòåâàìî äà óâåê

ïîñòîjè ñëåäå£à èòåðàöèjà, ñëåäå£è êîðàê ñëåäè äà jå óêóïíà âåðîâàòíî£à ïðåëàçà

jåäíàêà 1 çà ñâàêî x ∈ Ω èëè ôîðìàëíèjå:∑
y ∈ Nxpxy = 1 çà ñâàêî x ∈ Ω

5.2 Ìàòðè÷íî ïðèêàçèâà»å ëàíöà

Ìàðêîâ§åâñêè ëàíöè òàêî¢å ñå ìîãó ïðèêàçàòè êàî ìàòðèöà P = (pxy) ãäå jå pxy

âå£ ïîìåíóòà âåðîâàòíî£à ïðåëàñêà èç x ó y ó jåäíîì êîðàêó. Îâà ìàòðèöà ñå íàçèâà

ìàòðèöà òðàíñïîðòà. Èç ïðåäõîäíå ñóìå ñëåäè äà ñóìà ñâàêå âðñòå ìàòðèöå P ìîðà äà

áóäå jåäíàêà 1. Ãëàâíè ðàçëîã çàøòî ñå ëàíàö ïðåäñòàâ§àì íà îâàj íà÷èí jå ìîãó£íîñò

ðà÷óíà»à âåðîâàòíî£å ìîãó£èõ ñòà»à. Óçìèìî äà jå pt âåêòîð âåðîâàòíî£å ñëó÷àjíå

ïðîìå§èâå Xt. Òî jå âåêòîð ÷èjå ñó êîìïîíåíòå íåíåãàòèâíå è »èõîâ çáèð jå 1.Ñâàêè

áðîj ïðåäñòàâ§à âåðîâàòíî£ó ñèñòåìà äà áóäå ó îäðå¢åíîì ñòà»ó. Òàäà êîðèñòå£è

ìàòðèöó òðàíñïîðòà ìîæåìî èçðà÷óíàòè pt+1 êàî ñëåäå£è ïðîèçâîä:

pt+1 = ptP t=1,2,....

Ïðèìåð 5. Óçìèìî íà ïðèìåð ìàòðèöó òðàíñïîðòà êîjà èìà 3 ìîãó£à ñòà»à X,Y, Z.

P =


X Y Z

X 0.3 0.2 0.5

Y 0.4 0.3 0.3

Z 0.3 0.4 0.3


È óçìèìî X0 = X,òj äà ïî÷è»åìî îä ñòà»à X,îíäà ìîæåìî êîðèñòå£è ïðåäõîäíó

ôîðìóëó äà èçðà÷óíàìî p1

p1 =[1 0 0]


0.3 0.2 0.5

0.4 0.3 0.3

0.3 0.4 0.3

 =
[
0.3 0.2 0.5

]
Òàêî ðåêóðçèjîì äîáèjàìî îïøòó

ôîðìóëó çà pt

pt = p0P
t

Àêî íàñòàâèìî äà ðà÷óíàìî âðåäíîñòè òèõ âåêòîðà âåðîâàòíî£å:

p3 =[0.332 0.304 0.364], p5 =[0.33032 0.3036 0.36608] p10 =[0.330357 0.303571 0.366072]

ïðèìåòè£åìî äà áðçî êîíâåðãèðàjó äî òàêîçâàíå èíâàðèjàíòíå ðàñïîäåëå. Îâî jå îïøòà

îäëèêà âåëèêîã áðîjà Ìàðêîâ§åâèõ ëàíàöà.
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5.3 Èíâàðèjàíòíà ðàñïîäåëà

Çà óîáè÷àjåíå Ìàðêîâ§åâå ëàíöå èìàìî äà âåêòîðè âåðîâàòíî£å pt òåæå êà èíâàðèjà-

íòíîj ðàñïîäåëè π. Íàçèâ èíâàðèjàíòà ðàñïîäåëà jå äîáèëà ïî »åíîì ñâîjñòâó :

πP = π

Ñàìèì òèì ÷èì âåêòîð âåðîâàòíî£å äî¢å ó áëèçèíó èíâàðèjàíòå ðàñïîäåëå îí òó

è îñòàíå.

Òåîðåìà 5.3.1. (Ïåððîí-Ôðîáåíóñîîâà òåîðåìà)Âåêòîð âåðîâàòíî£å òåæè èíâàðèjà-

íòíîj äèñòðèáóöèjè àêî çà Ìàðêîâ§åâ ëàíàö âàæè:

1. Èðåäóöèáèëàí: ìîðà äà ïîñòîjè óñìåðåíà ïóòà»à îä jåäíîã ñòà»à äî ñâàêîã

äðóãîã ñòà»à(ïîñòîjè øàíñà äà èç áèëî êîã ñòà»à äî¢å ó áèëî êîjå äðóãî)

2. Àïåðèîäè÷àí: íå ñìå äà ïîñòîjè íè jåäàí öåî áðîj d>1 òàêî äà áðîj èòåðàöèjà

çà âðà£à»å äî ïðâîáèòíîã ñòà»à ìîðà äà áóäå äå§èâ ñà d.

5.4 Ìåòðîïîëèñ àëãîðèòàì

Ñàìà èäåjà çà êîðèø£å»å Ìàðêîâ§åâèõ ëàíöà çà ñèìóëàöèjó ïðîöåñà ïîòè÷å jîø

èç 1953. êàäà jå Í.Ìåòðîïîëèñ îájàâèî ñâîj ðàä "Equations of state calculations by fast

computing machines". Òó jå ðàçìàòðàî ïðîáëåì èç ôèçèêå âåçàí çà êèíåòè÷êî êðåòà»å

àòîìà è ìîëåêóëà. Ó òîì ïðîáëåìó ñå ìåðèëà è ïðàòèëà ëîêàöèjà, îðèjåíòàöèjà è

áðçèíà àòîìà è ìîëåêóëà. Òó ñå ïðâè ïóò ïîìè»å Ìåòðîïîëèñ àëãîðèòàì çà ñèìóëàöèjó.

Òðåáà íàïîìåíóòè äà ñå îí äàíàñ ñìàòðà jåäíèì îä íàjáî§èõ àëãîðèòàìà êîjè jå èìàî

âåëèêè óòèöàj íà ðàçâîj íàóêå è èíæå»åðñòâà. Êàäà ñå êîðèñòå Ìàðêîâ§åâè ëàíöè

çà ñèìóëàöèjó íåêîã ïðîöåñà ó âåëèêîì áðîjó ñëó÷àjåâà ñå êîðèñòè îâàj àëãîðèòàì äà

áè ñå òî ïîñòèãëî.

Ñàì àëãîðèòàì jå âðëî jåäíîñòàâàí è ôëåêñèáèëàí. Ïðâè êîðàê ó àëãîðèòìó

jå äà êîíñòðóèøåìî Ìàðêîâ§åâ ëàíàö êîjè çàäîâî§àâà òåîðåìó 5.3.1.Êîðèñòè£åìî

âåðîâàòíî£ó P (X ′‖X) îäíîñíî âåðîâàòíî£ó äà ñå èç X äî¢å ó ñòà»å X ′,òj âåðîâàòíî£ó

òðàíñîðòà. Ìè ñàä çàõòåâàìî äà ñå ñèñòåì íàëàçè ó ðàâíîòåæè ïîäðàçóìåâàìî äà jå

îáðíóò ïðîöåñ jåäíàêî âåðîâàòàí òj:

P (X ′‖X)P (X) = P (X‖X ′)P (X ′)

ãäå ïîä P (X) ïîäðàçóìåâàìî êàî âåðîâàòíî£ó äà jå ñèñòåì ó òîì ñòà»ó, òj P (X) jå

ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å çà íàø ñèñòåì. Îâàj óñëîâ íàçèâà ñå óñëîâ äåòà§íîã áàëàíñà.

È çàïèñójå ñå ó âèäó
P (X′‖X)
P (X‖X′) = P (X′)

P (X)

Ñëåäå£è êîðàê àëãîðèòìà jå ðàçäâàjà»å âåðîâàòíî£å òðàíñïîðòà ó ïðîèçâîä äâå

âåðîâàòíî£å.

Ïðâè äåî jå âåðîâàòíî£à çà ïðèõâàòà»å ñëåäå£åã ñòà»à A(X ′‖X), àêî jå ñèñòåì ó

ñòà»ó X è ïîêóøàìî äà ãà ïîìåðèìî ó ñòà»å X ′, êîjà jå âåðîâàòíî£à äà ñå ïîìåðè.

Äðóãè äåî jå ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å ñëåäå£èõ ñòà»à g(X ′‖X). Îíà ïðåäñòàâ§à âåðîâà-

òíî£ó äà ñå ïðåäëîæè ïîêðåò èç ñòà»à X ó ñòà»å X ′.
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Ìîæåìî èçàáðàòè áèëî êîjó ðàñïîäåëó ñëåäå£èõ ñòà»à êîjà îäãîâàðà íàøèì ïîòðåáàìà

ñà jåäíèì îãðàíè÷å»åì.

g(X ′‖X) = g(X‖X ′).
Âåðîâàòíî£à òðàíñïîðòà ðàçäâàjàì íà ñëåäå£è íà÷èí: P (X ′‖X) = g(X ′‖X)A(X ′‖X)

è òèìå äîáèjàìî jåäíà÷èíó çà A(X ′‖X) à òî jå: A(X′‖X)
A(X‖X′) = P (X′)g(X‖X′)

P (X)g(X′‖X)

è ÷åñò èçáîð çàA(X ′‖X) äà áè îâà jåäíà÷èíà áèëà çàäîâî§åíà jå òàêîçâàíè Ìåòðîïîëñêè

èçáîð: A(X ′‖X) = min(1, P (X′)
P (X) ) ãäå ñå g(X‖X ′) è g(X ′‖X) ñêðàòå çáîã ñèìåòðèjå.

Èç îâå ôîðìóëå ñëåäè äà Ìåòðîïîëñêè àëãîðèòàì àóòîìàòñêè ïðèõâàòà âåðîâàòíèjå

ñòà»å, äîê ìà»å âåðîâàòíî ñòà»å ïðèõâàòà ñà âåðîâàòíî£îì A(X ′‖X).

Ìåòðîïîëèñ àëãîðèòàì

begin

Initialize: X Ïîñòàâè òðåíóòíî ñòà»å ñèñòåìà

for i := 1 to n step 1 do

Y ∈ NX Ïðåäëîæè íîâî ñòà»å ñèñòåìà

A = min(1, P (Y )/P (X)) Âåðîâàòíî£à äà ïðåäëîã ïðî¢å

U = rand(0, 1) Ãåíåðèøè ñëó÷àjàí áðîj çà ïðîâåðó ïðåäëîãà

if U ≤ A then X = Y Àêî ïðåäëîã ïðî¢å ïðîìåíè ñòà»å

�

Save: X Çàïàìòè ñòà»å ðàäè èçðàäå õèñòîãðàìà

od

end

Ïðè êîðèø£å»ó îâîã àëãîðèòìà, êàî è áèëî êîã äðóãîã ó Ìîíòå êàðëî ìåòîäàìà,

öè§ jå èçðà÷óíàâà»å î÷åêèâàíå âðåäíîñòè íåêîã ñâîjîjñòâà äàòîã ñèñòåìà. Êîðèø£å»åì

îâîã àëãîðèòìà äîáèjà ñå î÷åêèâàíà âðåäíîñò Ìàðêîâ§åâîã ëàíöà êîjè ñå ñèìóëèðà.

Òî äîêàçójå ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.4.1. Óçìèìî äà jå (XN ) èðåäóöèáèëàí,àïåðèîäè÷àí Ìàðêîâ§åâ ëàíàö ñà

êîíà÷íèì ïðîñòîðîì èñõîäà Ω è ñòàöèîíàðíîì äèñòðèáóöèjîì π. Íåêà jå r : Ω → R

áèëî êîjà ôóíêöèjà. Òàäà âàæè:

limN→∞
1
N

∑N
i=1 r(Xi) = Eπ(r), ãäå Eπ îçíà÷àâà î÷åêèâà»å çà äàòó äèñòðèáóöèjó π.

Ïðå£óòíî ñìî îâäå óçèìàëè äà Ìåòðîïîëèñ àëãîðèòàì ñòâàðíî ñèìóëèðà Ìàðêî-

â§åâ ëàíàö êîjè èìà èíâàðèjàíòó ðàñïîäåëó π. Òðåáà ïîêàçàòè äà îí çàäîâî§àâà

óñëîâå êîjå òåîðåìà 5.3.1 ïîñòà§à çà òàêâå ëàíöå. Ïðâî çíàìî äà ñå íå äîáèjà ïåðèîäè÷àí

ñèñòåì ïîøòî £å óâåê ïîñòîjàòè ñòà»å Y ó ÷èjîj îêîëîíè £å ñèñòåì îñòàòè çáîã ïîñòîjà»à

(f(Y ) ≥ f(X)
∨
X ∈ NY ), çà äðóãè óñëîâ òðåáà äà îäàáåðåìî ðàñïîäåëó ñëåäå£èõ

ñòà»à g(X ′‖X) òàêâó äà îìîãó£àâà ïðåëàç èç jåäíîã ñòà»à ñèñòåìà ó áèëî êîjå äðóãî

íà ïðèìåð êîíñòàíòó çà ñâà ñòà»à.
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Êàäà ñìî óïîçíàòè ñà Ìåòðîïîëèñ ìåòîäîì è ñàìèì òèì è Ìàðêîâ§åâèì ëàíöèìà

ìîæåìî ïî÷åòè ãîâîðèòè î ïðèìåíè Ìîíòå Êàðëî ìåòîäå ó ôèçèöè. Ãëàâíà ïðèìåíà

áàçèðà ñå íà èçáåãàâà»ó ïðîáëåìà êëàñè÷íå ôèçèêå ó ñèñòåìèìà ñà âåëèêèì áðîjåì

îájåêàòà. Òàêâè ñèñòåìè ïîñòàjó ãîòîâî íåìîãó£è äà ñå ðåøå àíàëèòè÷êè èëè ÷àê

äèðåêòíîì ñèìóëàöèjîì. Øòà âèøå çà ñèñòåìå êîjè ñå íàëàçå ó âèøå äèìåíçèjà

ïðîáëåì ïîñòàjå jîø êîìïëåêñíèjè. Çàòî ó òàêâèì ñèòóàöèjàìà ñå êîðèñòè Ìåòðîïîëèñ

àëãîðèòàì. Ìàäà îâàj àëãîðèòàì íå äàjå íàjáî§è óâèä ó òî êàêî ñå ñèñòåì êðå£å, îí

íàì ìîæå äàòè î÷åêèâàíó âðåäíîñò íåêîã ñâîjñòâà òîã ñèñòåìà, íà ïðèìåð êîëèêè £å

áèòè ìàãíåòíè ìîìåíò äàòîã ñèñòåìà. Òî ãàðàíòójå òåîðåìà 5.4.1.

Ñàì àëãîðèòàì ñå ñâîäè íà êðåòà»å îájåêàòà êðîç n−äèìåíçèjîíè ïðîñòîð íà

ïðîèçâî§àí íà÷èí. Ïîòðåáíà íàì jå ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å f(R) ãäå jåR âèøåäèìåíçè-

îíè âåêòîð êîjè ïðåäñòàâ§à íàø îájåêàò. È ñå êîðèñòè ñòàíäàðäàíè Ìåòðîïîëèñ

àëãîðèòàì: óçìåìî ïðîèçâî§àí âåêòîð èç f(R1) ãäå ñå R1 óçèìà èç ñêóïà âåêòîðà

íà ïî÷åòêó. Ñëåäå£å ñòà»å ñå áèðà íà îñíîâó âåðîâàòíî£å g(R2‖R1) è ïðîâåðàâà ñå

äà ëè jå ïðåëàç ïðèõâà£åí. q(R2‖R1) = f(R2)g(R1‖R2)
f(R1)gR2‖R1 è íàðàâíî àêî jå q > 1 îäìàõ ñå

ïðèõâàòà èíà÷å ñå ïðèõâàòà ñà øàíñîì q.

6.1 Ñèìóëàöèjà äâîäèìåíçèîíèõ ñèñòåìà

6.1.1 ×åñòèöå ó êóòèjè

Äà áè áî§å ïðèêàçàëè îâàj íà÷èí ðåçîíîâà»à óçå£åìî jåäíîñòàâàí ïðèìåð ÷åñòèöà

ó 2Ä êóòèjè. Ñâàêó ÷åñòèöó îïèñójåìî äâåìà êîðäèíàòàìà (xi, yi). Óêóïíà åíåðãèjà

îâîã ñèñòåìà îíäà jå jåäíàêà: E =
∑N

i=1
pi2

2mi
+

∑
i<j<N Ep(ri-rj) ãäå ïðâè ÷ëàí ñóìå

ïðåäñòàâ§à êèíåòè÷êó åíåðãèjó ñèñòåìà, à äðóãè ÷ëàí ñóìå ïðåäñòàâ§à ïîòåíöèjàëíó

åíåðãèjó ñèñòåìà

Çà ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó ñèñòåìà ìè £åìî êîðèñòèòè Lennard-Jones ïîòåíöèjàë

ELJ(r) = 4 ∗ e((σr )12− (σr )6)

ãäå jå r ðàñòîjà»å èçìå¢ó ÷åñòèöà, e jå äóáèíà ïîòåíöèjàëíå jàìå à σ ðàñòîjà»å íà

êîjåì jå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà èçìå¢ó äâå ÷åñòèöå jåäíàêà 0.

13
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Ðàñïîäåëó âåðîâàòíî£å ÷åñòèöà îíäà òðàæèìî êàî ôóíêöèjó ïîçèöèjå è áðçèíå

÷åñòèöà.

f(v,R) = exp(−E(v,R)/kBT )/
∫
exp(−E(v,R)/kBT )dRdv,

ãäå jå kB Áîëöìàíîâà êîíñòàíòà, T òåìïåðàòóðà è E(v,R) åíåðãèjà ñèñòåìà. Ìè èç

îâå ðàñïîäåëå ìîæåìî èçáàöèòè êèíåòè÷êó åíåðãèj è äîáèjàìî Áîëöìàíîâó ðàñïîäåëó

f(R) =
exp(−

∑
F (rij)/kBT )∫

exp(−
∑
F (rij)/kBT )

È ñàäà ìîæåìî äà èçðà÷óíàìî ïðîñå÷íó ïîòåíöèjàëíó

åíåðãèjó îâîã ñèñòåìà êîðèñòå£è Ìåòðîïîëèñ àëãîðèòàì è îâó ðàñïîäåëó.

Ó îâîì ïðèìåðó ðàçìàòðà£åìî ÷âðñòå äèñêîâå ó 2Ä êóòèjè, è êîðèñòè£åìî Áîëöìàíî-

âó ðàñïîäåëó äà áè ñìî ñèìóëèðàëè îâàj ïðîöåñ. Òè äèñêîâè çáîã êîðèø£å»à Lennard-

Jones ïîòåíöèjàëà ñèìóëèðàjó àòîìå èëè ìîëåêóëå êîjè ìå¢óñîâíî èíòåðàãójó è òåæå

êà ñòàáèëíîì ñòà»ó : Ñàìèì òèì çà âåðîâàòí£ó ïðèõâàòà»à ïðîìåíå ñèñòåìà äîáèjàìî:

g =
exp(−

∑
F (r′ij)/kBT )

exp(−
∑
F (rij)/kBT ) =exp(

δU
kBT

) ãäå jå δU ïðîìåíà ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå. Ñà ïîðàñòîì

òåìïåðàòóðå, ïðåëàç èç ñòà»à ìà»å ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå ó ñòà»å âå£å ïîòåíöèjàëíå

åíåðãèjå ïîñòàjå âåðîâàòíèjè. Òî çíà÷è äà ñà ïîðàñòîì òåìïåðàòóðå ñèñòåì òåæè äà

ñå óíèôîðìíî ðàñïîäåëè, èç ÷è»åíèöå äà ñâè ïðåëàçè ïîñòàjó ìîãó£è. Îáðíóòî, ñà

ñìà»å»åì òåìïåðàòóðå ñâå òåæå è òåæå ñèñòåì ïðåëàçè èç ñòà»à ìà»åã ïîòåíöèjàëà

ó ñòà»å âå£åã ïîòåíöèjàëà è ïîëàêî »åãîâà ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà îïàäà.

Ñëèêà 6.1: Lennard-Jones ïîòåíöèjàë
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Ìåòðîïîëèñ àëãîðèòàì ìîäåëà ×âðñòèõ äèñêîâà

begin

Initialize: (X1, X2, ..Xn)Óçìèìî íåêó óíèôîðìíó ðàñïîäåëó N äèñêîâà íà ãðàôèêó

Initialize: T Ïîñòàâèìî òåìïåðàòóðó íàøåã ñèñòåìà

b = 1
kBT

Ðà÷óíà»å èíâåðçíå òåìïåðàòóðå

Ñåìå àëãîðèòìà

for i := 1 to N step 1 do

X Íåêè ïðîèçâî§àí äèñê

x′ = x+ δx Ïðåäëîæèìî íîâó x êîðäèíàòó

y′ = y + δy Ïðåäëîæèìî íîâó y êîðäèíàòó

δEp = Epx′y′ − EpxyÎäðåäèìî ðàçëèêó ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå òðåíóòíîã è ïðåäëîæåíîã ñèñòåìà
q = min(1, exp(−δEP ∗ b)) Èçðà÷óíàj øàíñó äà ñå ïðèõâàòè ïðîìåíà

a = rand(0, 1) Èçàáåðè èç óíèôîðìíå ðàñïîäåëå áðîj îä 0 äî 1

if (a ≤ q) then Ïðîâåðè äà ëè jå êîðàê ïðèõâà£åí

x = x′, y = y′ Ïðîìåíè ïîëîæàj

�

od

end

Ïðèìåð 6. Íåêà jå êóòèjà øèðèíå è äóæèíå 1, à äèñêîâè ïîëóïðå÷íèêà 0.01. Òàäà

áè ìîãëè ìàêñèìàëíî 10000 äèñêîâà äà ñìåñòèìî ó êóòèjó. Óçìèìî îíäà äà jå 10/ó

îêâèðó êâàäðàòà ñòðàíèöå 0.04, è äà jå ñâàêè ïîìåðàj jåäíàêî âåðîâàòàí. Çà êîíñòàòå

óçèìàìî e = 2.9391541 ∗ 10−21,σ = 0.04, è Kb £å áèòè 1.38064 10−19. Èíà÷å áèòíà

íàïîìåíà çà îâàj ïðèìåð: Ñêîðî ñâå âðåäíîñòè ïàðàìåòðà ñó ïðîöå»åíå îòïðèëèêå íà

îñíîâó âèøå ïðîáíèõ ñèìóëàöèjà. Ìàêñèìàëàí ïîìåðàj äèñêà çà jåäíó èòåðàöèjó óçåò

jå äà áóäå ðåäà âåëè÷èíå ïîëóïðå÷íèêà. Ïàðàìåòàð e óçåò jå íà îñíîâó ïàïèðà çà ñàì

Lennard-Jones ïîòåíöèjàë. Èñòî âàæè è çà ïàðàìåòàð σ. Òåìïåðàòóðó òðåòèðàìî êàî

ïàðàìåòàð.
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Ñëèêà 6.2: Ëåâå ñëèêå ñó ñëó÷àjíî ðàñïîðå¢åíè äèñêîâè ó êóòèjè, ãîðå äåñíà ñëèêà jå

ïîñëå ñèìóëàöèjå ñà òåìïåðàòóðîì T = 0.0001 ó êîjîj ñå äîáèjà ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà

îä -5.7587410−18, à äîëå äåñíî ïîñëå ñèìóëàöèjå íà òåìïåðàòóðè T = 1010 ãäå äîáèjà ñå

ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà îä 1.0609610−15

Ãëåäàjó£è öðòåæå ïðèìå£ójåìî êàêî íàø ìîäåë èìà óíèôîðìíó ðàñïîäåëó íà

âåëèêîj òåìïåðàòóðè, è ó òîì ñòà»ó èìà îãðîìíó ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó. Àëè êàäà

ñìà»èìî òåìïåðàòóðó íàìà ñå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ñìà»ójå è ïðèìå£ójåìî êàêî

äèñêîâè èçãðà¢ójó âåîìà îðãàíèçîâàíó ñòðóêòóðó êîjà ëè÷ó íà êðèñòàëíó. Íàðàâíî

îâà ðåøå»à ñó è î÷åêèâàíà ñà îáçèðîì íà òî äà ôîðìóëà çà ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó îâîã

ñèñòåìà jå äîáðà àïðîêñèìàöèjà îäáîjíå òj ïðèâëà÷íå ñèëå èçìå¢ó äâà ìîëåêóëà èëè

àòîìà. Ñàìèì òèì ìè îâå ÷âðñòå äèñêîâå ìîæåìî ñìàòðàòè äà ñó àòîìè èëè ìîëåêóëè

ó çàòâîðåíîì ñèñòåìó. Èçïîñòàâ§à ñå äà îâàj ìîäåë îäëè÷íî ñèìóëèðà ìå¢óñîáíó

èíòåðàêöèjó ìîëåêóëà.

6.1.2 Èçèíãîâ ìîäåë

Èçèíãîâ ìîäåë äîáèî jå èìå ïî ôèçè÷àðó Åðíñòó Èçèíãó, è ïðåäñòàâ§à ìàòåìàòè÷êè

ìîäåë ôåðîìàãíåòèçìà ó ñòàòèñòè÷êîj ìåõàíèöè. Ìîäåë ñå ñàñòîjè èç ïðîìå§èâèõ êîjå

îçíà÷àâàjó ñïèí åëåêòðîíà ó àòîìó, è ÷èjå ñó âðåäíîñòè +1 èëè -1. Óáàöójåìî èõ ó

ãðàôèê êàî òà÷êå è îìîãó£àâàìî èíòåðàêöèjó ñàìî èçìå¢ó òà÷àêà êîjå ñó íàjáëèæè

ñóñåäè. Íàjáëèæè ñóñåäè ó jåäíîj äèìåíçèjè ñó òà÷êå îäìàõ ëåâî èëè äåñíî, äîê ó äâå

äèìåíçèjå òî ñó òà÷êå êîjå ñó ãîðå, äîëå, ëåâî è äåñíî îä ïîñìàòðàíå òà÷êå. Îâàj ìîäåë

íàì äîçâî§àâà äà óî÷èìî ôàçíå ïðåëàçå êîjè ñå äåøàâàjó íà îäðå¢åíîj òåìïåðàòóðè.

Íà òîj òåìïåðàòóðè îâàj ìîäåë òåæè óíèôîðìíî äà ñå ðàñïîäåëè. Ìîäåë jå âðëî

jåäíîñòàâàí è àíàëèòè÷êè ðåøèâ çà 1Ä è 2Ä ñèñòåì, äîê ñå çà îñòàëå êîðèñòå äðóãå

ìåòîäå, Ìîíòå êàðëî íà ïðèìåð.

Ìè £åìî ïîíîâî êîðèñòèòè Ìåòðîïîëèñ ìåòîäó çà ñèìóëàöèjó îâîã ñèñòåìà, êîðèñòè£åìî
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ïîíîâî Áîëöìàíîâó ðàñïîäåëó ñàìî øòî £åìî åíåðãèjó ðà÷óíàòè ïóòåì îâå ôîðìóëå:

E(σ) = −
∑

i<j Jijσiσj − µ
∑

j hjσj

Ãäå Jij ïðåäñòàâ§à åíåðãèjó èíòåðàêöèjå äâà ñóñåäà, à hj ïðåäñòàâ§à åíåðãèjó

èíòåðàêöèjå ñïèíà ñà ñïî§àø»èì ìàãíåòíèì ïî§åì. È ñàä ìîæåìî çàèñòà óî÷èòè

ñíàãó Ìåòðîïîëèñ àëãîðèòìà. Çà ñèìóëàöèjó îâîã ñèñòåìà êîðèñòè£åìî èñòó ôîðìóëó

êàî è çà ñèìóëàöèjó ÷âðñòèõ äèñêîâà, ñàìî øòî ñâàêà òà÷êà îâäå èìà âðåäíîñò ñïèíà è

ïîëîæàj. È jîø jåäíà ðàçëèêà ó îäíîñó íà ñèìóëàöèjó ÷âðñòèõ äèñêîâà jå øòî óìåñòî

ïîìåðà»à äèñêà, ó îâîì àëãîðèòìó ìå»àìî âðåäíîñò ñïèíà òà÷êå íà ãðàôó.

Ìåòðîïîëèñ àëãîðèòàì çà Èçèíãîâ ìîäåë

begin

Initialize: R Ãåíåðèøåìî NxN ðåøåòêó ñà óíèôîðìíî ðàñïîðå¢åíèì ñïèíîâèìà

Initialize: T Ïîäåøàâàìî òåìïåðàòóðó ñèñòåìà

for i := 1 to N step 1 do

xij ∈ R Èçàáåðè jåäàíó òà÷êó èç ñèñòåìó

yij = −xij Ïðîìåíè çíàê ñïèíà ó òîj òà÷êè

q = min(1, exp(
Exi,j−Eyi,j

kBT
)) Èçðà÷óíàj âåðîâàòíî£ó äà ñå ïðèõâàòè ïðîìåíà

a = rand(0, 1) Èçàáåðè èç óíèôîðìíå ðàñïîäåëå áðîj îä 0 äî 1

if (a < q) then Ïðîâåðè äà ëè jå êîðàê ïðèõâà£åí

xij = yij Ìå»àìî ñïèí èçàáðàíå òà÷êå

�

od

end

Ïðèìåð 7. Óçå£åìî ìîäåë ñà 32x32 òà÷àêà, ñïèíîâå £åìî óíèôîðìíî ðàñïîäåëèòè è

èçêîðèñòèòè îâàj àëãîðèòàì íà ðàçëè÷èòèì òåìïåðàòóðàìà.

Ñëèêà 6.3: Èçèíãîâ 2Ä ìîäåë 32x32, ïðâà ñëèêà îðèãèíàë, äðóãà íà T = 0.4, òðå£à íà

T = 160 à ÷åòâðòà íà T = 64000

Íà ñëèöè çåëåíîì áîjîì ñó îáîjåíå òà÷êå ñà - ñïèíîì à öðâåíîì ñà + ñïèíîì.Ãëåäàjó£è

îâó ñëèêó ïðèìå£ójåìî äà ñå íà ìàëèì òåìïåðàòóðàìà ïîëàêî ãðóïèøó ïîçèòèâíè è

íåãàòèâíè ñïèíîâè è jåäàí ïî÷è»å äà ïðåîâ§à¢ójå. Ñà ïîðàñòîì òåìïåðàòóðå îíè ñå

óíèôîðìíî ðàñïîðå¢ójó. Èçïîñòàâ§à ñå äà íà âåîìà íèñêèì òåìïåðàòóðàìà ïî÷è»å

äà ïðåîâëàäàâàjó èëè ïîçèòèâíè èëè íåãàòèâíè ñïèíîâè. Ìàãíåòíè ìîìåíò ïîñòàjå
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ñâå âå£è è ïðèáëèæàâà ñå jåäíîì îä åêñòåìóìà. Çáîã ñèìåòðèjå ïðîáëåìà äîáèjà ñå

äà jå jåäíàêî âåðîâàòíî äà áóäó ñâè íåãàòèâíè èëè ñâè ïîçèòèâíè íà êðàjó. Îâà

êîíâåðãåíöèjà ïðèêàçàíà jå íà ñëåäå£åì ïðèìåðó.

Ïðèìåð 8. Ïî÷åòíè ìîäåë £å íàì áèòè ñèñòåì ñà 10x10 òà÷àêà, è »åãîâ ìîìåíò jå

-20. Íåêà ñó òåìïåðàòóðå T = 0.0001 è T = 10000000 è íåêà jå áðîj òåñòîâà 10000.

Ñëèêà 6.4: Èçèíãîâ 2Ä ìîäåë 10x10 ,ïðâà ñëèêà T = 10000000, äðóãà = 0.0001

Õèñòîãðàì jå íàïðàâ§åí òàêî äà jå y îñà ïðåäñòàâ§à áðîj òåñòîâà ñà ìàãíåòíèì

ìîìåíòîì x. Âèäèìî äà îáà õèñòîãðàìà èìàjó îáëèê çâîíà, ðåçóëòàò êîjè íàì ö.ã.ò

ïðåäâè¢à. Óäóá§åíà êîjà íàðóøàâàjó òàj îáëèê ñó ïîñëåäèöà ÷è»åíèöà äà ìàãíåòíè

ìîìåíò ìîðà áèòè äå§èâ ñà 2 ó 10x10 ìîäåëó. Òàj ðåçóëàò jå ïîñëåäèöà äà ïðîìåíà

jåäíîã ñïèíà ìå»à ðåçóëòàò çà +2 èëè -2, à çíàìî äà jå jåäàí îä ìîãó£èõ ðåçóëòàòà 0

(èñòè áðîj + è - ñïèíîâà). Çáîã òîãà jå áðîj ñâèõ íåïàðíèõ ìàãíåòíèõ ìîìåíòà 0, ïà

ñå jàâ§àjó 'ðóïå' ó õèñòîãðàìó.

6.2 Ñèìóëàöèjà òðîäèìåíçèîíèõ ñèñòåìà

Ìåòðîïîëèñ àëãîðèòàì ïîêàçójå ñâîjó ïðàâó ìî£ êàäà ñå êîðèñòè íà âèøåäèìåíçèîíèì

ñèñòåìèìà. Çà »åãà ïðåëàæå»å èç N ó N+1 äèìåíçèîíè ñèñòåì íå ïðåäñòàâ§à íèøòà

âèøå íåãî óáàöèâà»å jîø jåäíîã ñëó÷àjíîã ïàðàìåòðà è àêî jå ïîòðåáíî ìàëå èçìåíå

ðà÷óíà ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£å. Òðàæå»å àíàëèòè÷êîã ðåøå»à íàøèõ ïðîáëåìà ñå

íåâåðîâàòíî çàêîìïëèêójå ó âèøåäèìåíçèîíîì ñèñòåìó, ñàìèì òèì jå îâäå ìåòðîïîëèñ

àëãîðèòàì jîø êîðèñíèjè íåãî çà jåäíîäèìåíçèîíè è äâîäèìåíçèîíè ñèñòåì.
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6.2.1 Ðàñïîäåëà åëåêòðîíà íà ñôåðè

Çà ñëåäå£ó ñèìóëàöèjó ïîñìàòðà£åìî êàêî ñå n åëåêòðîíà ðàñïîðå¢ójó íà ñôåðè.

Òðàæè£åìî äà íàø ñèñòåì åëåêòðîíà èìà íàjìà»ó ìîãó£ó ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó,

»èõîâî íàjñòàáèëíèjå ñòà»å. Çàòî ó îâîì àëãîðèòìó êîðèñòèìè âåîìà ìàëó òåìïåðàòóðó

êàî ïðîìå§èâó. Çà ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó åëåêòðîíà êîðèñòè£åìî èçðàç: Ep =
∑

i<j
e2

4πε0ε1ri,j

Çà ðàñïîäåëó ñëåäå£èõ ñòà»à ðàçìàòðàìî äà ñå íàø åëåêòðîí ìîæå ïîìåðàòè ñàìî

ïî ïîâðøèíè ñôåðå è äà äâà åëåêòðîíà íå ìîãó áèòè ó èñòîj òà÷êè: g(R′‖R) = 0

àêî ó R′ åëåêòðîí íàëàçè ó jåäàí îä äâà ãîðå îïèñàíà çàáðà»åíà ñòà»à ó ïðîòèâíîì

g(R′‖R) = const. Áèòíî jå íàâåñòè ôîðìóëó çà òðàæå»å ïðîèçâï§íå òà÷êå íà ñôåðè,

êîjè ñå êîðèñòè îâäå çà ãåíåðèñà»å ïî÷åòíîã ñòà»à è çà ïîìåðà»å åëåêòðîíà, ïîøòî

£åìî ñâàêèì êîðàêîì åëåêòðîí ïðåìåñòèòè íà ñëó÷àjíó òà÷êó íà ñôåðè, íàðàâíî

óçèìàjó£è ó îáçèð âåðîâàòíî£ó ïðåëàñêà èç jåäíî ñòà»å ó äðóãî.

Àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å N òà÷àêà íà ñôåðè

begin

for i := 1 to N step 1 do

r1 = rand(0, 1) Ãåíåðèøå ïðâè ñëó÷àjàí áðîj îä 0 äî 1

r2 = rand(0, 1) Ãåíåðèøå äðóãè ñëó÷àjàí áðîj îä 0 äî 1

φ = r1 ∗ 2 ∗ π Èçðà÷óíàj ïðâè ñôåðíè óãàî

ω = arccos(2 ∗ r2 − 1) Èçðà÷óíàj äðóãè ñôåðíè óãàî

xi = sin(ω)sin(φ) Èçðà÷óíàj x êîðäèíàòó

yi = sin(ω)cos(φ) Èçðà÷óíàj y êîðäèíàòó

zi = cos(ω) Èçðà÷óíàj z êîðäèíàòó

end
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Ñëèêà 6.5: Ãîðå ëåâî 8 íàåëåêòðèñà»à ñëó÷àjíî, ãîðå äåñíî ïîñëå àëãîðèòìà, äîëå ëåâî 12

íåàëåêòðèñà»à ñëó÷àjíî ðàñïîðå¢åíî, äîëå äåñíî 12 íàåëåêòðèñà»à ïîñëå àëãîðèòìà

Ðåçóëòàò êîjè ïðèêàçójå ñëèêà 6.5 ïîêëàïà ñå ñà ÷è»åíèöîì äà ñå åëêòðîíè ðàñïîðå¢ójó

ïî ñôåðè ó ðàñïîðåä ó êîjåì ñó íàjóäà§å»èjè jåäàí ó äðóãîã, òàêî äà jå ïðîñå÷íî

ðàñòîjà»å ìàêñèìàëíî. Ó ïðèìåðó ñà 8 åëåêòðîíà äîáèjà ñå èçâðíóòà êîöêà ÷èjà jå

ãîð»è êâàäðàò ðîòèðàí ïîä óãëîì îä 45 ñòåïåíè ó îäíîñó íà äî»è. Çà 12 åëåêòðîíà

äîáèjàìî ïðàâèëàí èêîñàåäàð. Çà âå£å áðîjåâå åëåêòðîíà äîáèjàjó ñå âðëî êîìïëåêñíå

êîíôèãóðàöèjå è ñâå âèøå ëè÷å íà óíèôîðìíó ðàñïîäåëó.

6.2.2 ×âðñòå ñôåðå ó êóòèjè

Êàêî ñàìî èìå íàëàæå îâäå £å áèòè ðå÷è î ïðîøèðå»ó ìîäåëà çà ÷âðñòå äèñêîâå

íà 3 äèìåíçèjå äîê îñíîâíà èäåjå, ïàðàìåòðè è ôîðìóëå îñòàjó èñòå. Îâàêàâàâ ìîäåë
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jîø áî§å îïèñójå èíòåðàêöèjó ìîëåêóëà ïîøòî è ó ïðèðîäè ñå òà èíòåðàêöèjà äåøàâà

ó òðîäèìåíçèîíàëíîì ïðîñòîðó.

Ïðèìåð 9. Íåêà èìàìî 400 ÷âðñòèõ ñôåðà ÷èjå jå ïîëóïðå÷íèê r = 0.01 è óíèôîðìíî

èõ ðàñïîäåëèìî ó êîöêó ÷èjà jå ñòðàíèöà 1. Ñâè îñòàëè ïàðàìåòðè ñó èñòè êàî çà

ïðèìåð 6. �èõîâà ðàñïîäåëà ïðå è ïîñëå ñèìóëàöèjå jå :

Ñëèêà 6.6: Ëåâî óíèôîðìíî ðàñïîðå¢åíè, äåñíî ðàñîïîðåä ïîñëå ñèìóëàöèjå ñà

òåìïåðàòóðîì T = 0.000001

Îâà ñèìóëàöèjà íàì ïîêàçójå êàêî ñå êîìïàêòíî ïîñòàâ§àjó ÷åñòèöå ïðè íèñêèì

òåìïåðàòóðàìà. Âèäèìî òàêî¢å äà ñå ãðóïèøó ó ìà»å ñòàáèëíèjå ïîäjåäèíèöå, íåøòî

øòî ëè÷è íà ìîëåêóëå. Çàòî ñå îâàj ìîäåë êîðèñòèî çà ñèìóëàöèjó èíòåðàêöèjà

ìîëåêóëà óçèìàjó£è ó ðàçìàòðà»å Âàí äåð Âàëñîâå ñèëå. Äàíàñ ñå òàêî¢å êîðèñòå

Ìîíòå Êàðëî ìåòîäå çà îâàj ïðîáëåì, ñàìî øòî ñå êîðèñòå ìíîãî êîìïëèêîâàíèjå è

ïðåöèçíèjå ôîðìóëå çà åíåðãèjå èíòåðàêöèjå.
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Çàê§ó÷àê

Òîêîì èçðàäå îâîã ìàòóðñêîã ðàäà èìàî ñàì ïðèëèêå äà ñå áî§å óïîçíàì ñà ñòàòèñòè-

÷êîì ôèçèêîì è ñà ñèìóëèðà»åì ñèñòåìà. Óòèöàj òîã èñêóñòâà è çíà»à ïðèìåòèî ñàì

jîø êàäà ñàì ïî÷åî äà ïèøåì äðóãè àëãîðèòàì çà îâàj ìàòóðñêè ðàä, àëãîðèòàì çà

Èçèíãîâ ìîäåë ôåðîìàãíåòèçìà. Âðåìå êîjå ìè jå áèëî ïîòðåáíî äà ãà íàïèøåì,

òåñòèðàì è ñêèöèðàì ðåçóëòàò äðàñòè÷íî ñå ñìà»èëî ó îäíîñó íà ïðâè àëãîðèòàì,

×âðñòè äèñêîâè ó êóòèjè. Íàó÷èî ñàì äà êîðèñòèì òåîðåìó 5.4.1 çà èçðà÷óíàâà»å

î÷åêèâàíèõ âðåäíîñòè ñèòåìà, êàî øòî jå ìàãíåòíè ìîìåíò äîáèjåí Èçèíãîâèì ìîäåëîì

è äà ñêèöèðàì »åãîâ õèñòîãðàì. Òåê ïîñëå âèøåñòðóêîã êîðèø£å»à Ìîíòå Êàðëî

ìåòîäà ñàçíàî ñàì ðàçëîã çàøòî ñå îâå ìåòîäå äàíàñ êîðèñòå ó ñèìóëàöèjè ðàçíèõ

øòîõàñòè÷êèõ è âèøåäèìåíçèîíèõ ïðîöåñà. Ïðå íåãî øòî ñàì ïî÷åî èñòðàæèâàòè

îâó îáëàñò jåäèíå ôèçè÷êå ñèìóëàöèjå êîjå ñàì âðøèî áèëå ñó îíå íàjjåäíîñòàâíèjå,

ñëîáîäàí ïàä, õèòàö, êîëèçèjà êðóãîâà è ìíîãå äðóãå åëåìåíòàðíå ïðîáëåìå. Ñàäà

èìàì äîâî§íî àëàòà äà ñèìóëèðàì ìíîãî êîìïëåêñíèjå ïðîöåñå è ïðèòîì çíàì êàêî

äà äîáèjåì ðåçóëòàò êîjè æåëèì, êàêî òà ãà ñà÷óâàì è ïðèêàæåì. Ìèñëèì äà áè ñâàêî

êî âîëè ôèçèêó è ïðîãðàìèðà»å òðåáàëî äà çíà è äà ïðîáà äà êîðèñòè íåêó Ìîíòå

Êàðëî ìåòîäó.
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