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1 ÓÂÎÄ

1

Óâîä

Òåîðåìå î ôèêñíîj òà÷êè òâðäå äà îäðå¢åíå êëàñå ôóíêöèjà (çà êîjå âàæå
íåêè óñëîâè) èìàjó áàð jåäíó ôèêñíó òà÷êó. Îíå ñó îòêðèâàíå ïî÷åòêîì 20.
âåêà, à äàíàñ ïîñòîjè âèøå òàêâèõ òåîðåìà. Ó îâîì ðàäó £åìî ñå ïîçàáàâèòè
ñàìî íåêèìà îä »èõ.
Îíå ÷èíå âåîìà áèòíó êàðèêó ó ìàòåìàòèöè, ïà ñó òàêî íàøëå ñâîjó ïðèìåíó
ó ìíîãèì îáëàñòèìà ìàòåìàòèêå óê§ó÷ójó£è àëãåáàðñêó òîïîëîãèjó, ëèíåàðíó
àëãåáðó, ôóíêöèîíàëíó àíàëèçó, òåîðèjó èãàðà, êàî è ìíîãå äðóãå. Äàíàñ ñå
îíå êîðèñòå è ó äðóãèì íàóêàìà, êàî øòî ñó èíôîðìàòèêà è åêîíîìèjà.
Íåêå îä îâèõ òåîðåìà èìàjó êîíñòðóêòèâíå äîêàçå, ïà ñó íàøëå ïðèìåíó ó
áèçíèñó - íà ïðèìåð ó ïðåòðàæèâà»ó ïîäàòàêà íà èíòåðíåòó. Çà »èõ ñå
ìîæå ðå£è äà íèñó ÷èñòî íàó÷íîã êàðàêòåðà, çà ðàçëèêó îä îñòàëèõ êîjå ñàìî
äîêàçójó ïîñòîjà»å ôèêñíå òà÷êå. Òî jå íåðâèðàëî ìíîãå ìàòåìàòè÷àðå êîjè
ñó âåðîâàëè äà òàêàâ ïðèñòóï íåìà ïðèìåíó. Õîëàíäñêè ìàòåìàòè÷àð Áðàóåð
ñå ÷àê îäðåêàî ñâîjå òåîðåìå î ôèêñíîj òà÷êè jåð ñå èç »å íå ìîæå íèøòà
çàê§ó÷èòè î ôèêñíîj òà÷êè îñèì jåäíå ñòâàðè: äà ïîñòîjè. Áðàóåð jå ójåäíî
è çà÷åòíèê jåäíå ãðàíå ôèëîçîôèjå, èíòóèòèçìà, êîjà âðåäíójå ìàòåìàòè÷êå
ðåçóëòàòå êîjè ñó êîíñòðóêòèâíå, à íå ñàìî åãçèñòåíöèjàëíå ïðèðîäå.
Ïîðåä òîãà øòî jå îâà îáëàñò èçóçåòíî áèòíà ó ìàòåìàòèöè, îíà jå âåîìà ëåïà è
çàíèì§èâà. Ïîøòî ñå ó jåäíîì îâàêî êðàòêîì ðàäó íå ìîæå ïîòïóíî äî÷àðàòè
óòèöàj îâå îáëàñòè íà ìàòåìàòèêó, ïîêóøàî ñàì äà èçäâîjèì íåêå èíòåðåñàíòíå
ðåçóëòàòå.
Ðàä çà èäåjó èìà äà ÷èòàîöó áàð ìàëî ïðèáëèæè ðàçíå ïðèñòóïå ìàòåìàòè÷êèì
ïðîáëåìèìà êîðèñòå£è òåîðåìå î ôèêñíîj òà÷êè. Òàêî¢å, ÷èòàëàö ìîæå âèäåòè
äà òà jåäíîñòàâíà èäåjà(ïîñòîjà»å ôèêñíå òà÷êå) èãðà êðóöèjàëíó óëîãó ÷àê
è ó íåêèì àêòóåëíèì ìàòåìàòè÷êèì äèñöèïëèíàìà.
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2 ÎÑÍÎÂÍÈ ÏÎJÌÎÂÈ

2

Îñíîâíè ïîjìîâè

Äåôèíèöèjà 2.1. Ìåòðè÷êè ïðîñòîð jå óðå¢åíè ïàð (X, d), ãäå jå X ñêóï à
d ôóíêöèjà (òj. ìåòðèêà íàä X) òàêâà äà d:X → R è âàæè:
(1) d(x, y) > 0, ∀x, y ∈ X;
(2) d(x, y) = 0 ⇔ x = y (ðåôëåêñèâíîñò);
(3) d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈ X (ñèìåòðè÷íîñò);
(4) d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y), ∀x, y, z ∈ X (íåjåäíàêîñò òðîóãëà).

Íàj÷åø£å êîðèø£åíà ìåòðèêà, è íàjèíòóèòèâíèjà, jå ïðèðîäíà ìåòðèêà
íàä R äåôèíèñàíà ñà d(x, y) = |x − y|. Jîø jåäàí ïðèìåð ìåòðèêå jå îíà
äåôèíèñàíà íà Rn êàî d(x, y) =

√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2, ãäå ñó âåêòîðè

x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Rn. Oâà ìåòðèêà ñå çîâå Åóêëèäñêà ìåòðèêà.

Äåôèíèöèjà 2.2. Íåêà jå (X, d) ìàòðè÷êè ïðîñòîð. Òàj ìåòðè÷êè ïðîñòîð jå
êîìïëåòàí àêî ñâàêè íèç (xi)

∞
i=k èç X êîjè êîíâåðãèðà, èìà ëèìåñ ó ñêóïó X.

Äåôèíèöèjà 2.3. Íåêà jå (X, d) ìàòðè÷êè ïðîñòîð. Ñêóï Y ⊂ X jå îòâîðåí
àêî çà ñâàêî y ∈ Y ïîñòîjè ε > 0 òàêâî äà jå {x ∈ X : d(y, x) < ε} ⊂ Y .

Äåôèíèöèjà 2.4. Íåêà jå (X, d) ìàòðè÷êè ïðîñòîð. Çà ∂Y êàæåìî äà jå
ãðàíèöà ñêóïà Y ⊂ X àêî çà ñâàêî x0 ∈ ∂Y è ñâàêî ε > 0 ïîñòîjå a ∈ Y è
b ∈ X − Y òàêâè äà d(x0, a), d(x0, b) < ε..

Ñêóï Y = Y ∪ ∂Y ñå íàçèâà çàòâîðå»å ñêóïà Y . Àêî jå Z çàòâîðåí, îíäà
jå Zo := Z − ∂Z.

Äåôèíèöèjà 2.5. Òîïîëîøêè ïðîñòîð X jå êîìïàêòàí àêî ñâàêè îòâîðåíè
ïðåêðèâà÷ ñêóïà X ñàäðæè êîíà÷àí ïîòïîêðèâà÷ ñêóïà X.

Êîìïàêòíîñò jå, ía íåêè íà÷èí, ãåíåðàëèçàöèjà êîíà÷íîñòè ñêóïà. Ó ñâðõó
îäðæà»à êîìïàêòíîñòè ïðèëèêîì ïðåñëèêàâà»à jå ñëåäå£å äâå äåôèíèöèjå.

Äåôèíèöèjà 2.6. Íåêà jå V âåêòîðñêè ïðîñòîð íàä ïî§åì K. Íîðìà íàä V
jå ôóíêöèjà f : V → R êîjà çà ñâàêî α ∈ K è u, v ∈ V çàäîâî§àâà
(1)f(αv) = |α|f(v)
(2)f(u+ v) 6 f(u) + f(v)
(3)f(v) = 0 àêî jå v íóëà âåêòîð.
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2 ÎÑÍÎÂÍÈ ÏÎJÌÎÂÈ

Äåôèíèöèjà 2.7. Âåêòîðñêè ïðîñòîð X jå Áàíàõîâ àêî èìà íîðìó è àêî jå
êîìïëåòàí ó îäíîñó íà òó íîðìó.

Áàíàõîâè ïðîñòîðè ñó áèòíè jåð, ïîðåä òîãà øòî èìàjó íîðìó êîjà èíäóêójå
ìåòðèêó íàä X, ïîãîäíè ñó çà èçó÷àâà»å íåïðåêèäíèõ ôóíöêèjà êîjå ÷óâàjó
êîíâåðãåíöèjó è êîìïàêòíîñò.

Äåôèíèöèjà 2.8. Íåêà ñó V èW âåêòîðñêè ïðîñòîðè íàä ïî§åìK. Ôóíêöèjà
L : V → W ñå çîâå îïåðàòîð. Àêî çà ñâàêà äâà âåêòîðà x, y ∈ V è ñêàëàð α ∈ K
âàæè L(x+ y) = L(x) +L(y) è L(αx) = αL(x), îíäà jå îíà ëèíåàðíè îïåðàòîð.

Äåôèíèöèjà 2.9. Îãðàíè÷åí ëèíåàðíè îïåðàòîð L : X → Y jå îíàj çà êîjè
ïîñòîjè M > 0 òàêâî äà jå

‖Lx‖Y 6M ‖x‖X ∀x ∈ X.

Óêîëèêî ïîñòîjè, íàjìà»å òàêâî M ñå çîâå íîðìà îïåðàòîðà L.

Äåôèíèöèjà 2.10. Íåêà ñó X è Y Áàíàõîâè ïðîñòîðè. Ëèíåàðíè îïåðàòîð
L : X → Y jå êîìïàêòàí àêî jå çà ñâàêè îãðàíè÷åí ïîäñêóï Z ⊂ X, L(Z)
ðåëàòèâíî êîìïàêòàí (òj. çàòâîðå»å ìó jå êîìïàêòíî).

Òàêàâ îïåðàòîð jå îáàâåçíî îãðàíè÷åí, ïà jå íåïðåêèäàí, øòî ìó äàjå ëåïà
ñâîjñòâà íàâåäåíà ãîðå.

Äåôèíèöèjà 2.11. Íåêà je X òîïîëîøêè ïðîñòîð. Îí jå ëîêàëíî êîìïàêòàí
àêî ñâàêà òà÷êà x ∈ X èìà êîìïàêòíó îêîëèíó.

Äà ëîêàëíà êîìïàêòíîñò íèjå èñòî øòî êîìïàêòíîñò, ãîâîðè íàì jåäíîñòàâàí
ïðèìåð: ñêóï R íèjå êîìïàêòàí, àëè jå ëîêàëíî êîìïàêòàí.

Äåôèíèöèjà 2.12. Íåêà jeX íîðìèðàíè âåêòîðñêè ïðîñòîð. Îí jå óíèôîðìíî
êîíâåêñàí àêî çà ñâàêî 0 < ε 6 2 ïîñòîjè δ > 0 òàêâî äà çà áèëî êîjå x, y ∈ X
çà êîjå âàæå ‖x‖ = ‖y‖ = 1, óñëîâ

‖x− y‖ 6 ε

èìïëèöèðà ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ 6 1− δ.

Íà èíòóèòèâíîì íèâîó, îâà äåôèíèöèjà çíà÷è äà ñðåäèøòå áèëî êîjå òåòèâå
jåäèíè÷íå ëîïòå ìîðà äà ëåæè äóáîêî óíóòàð jåäèíè÷íå ëîïòå, îñèì àêî òåòèâà
íèjå ìíîãî ìàëà.
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2 ÎÑÍÎÂÍÈ ÏÎJÌÎÂÈ

Äåôèíèöèjà 2.13. Íåêà jå X òîïîëîøêè ïðîñòîð è f ôóíöêèjà f : X → R.
Ïîäðøêà ôóíöêèjå f íà X jå ñêóï

supp(f) = {x ∈ X : f(x) 6= 0}.

Çà ôóíöêèjó f êàæåìî äà jå ïîäðæàíà äà Y ⊂ X àêî âàæè supp(f) ⊂ Y .

Äåôèíèöèjà 2.14. Íåêà jå X òîïîëîøêè ïðîñòîð. X ñå íàçèâà íîðìàëàí àêî
ñâàêå äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå èìàjó äèñjóíêòíå çàòâîðåíå îêîëèíå.
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3 ÁÀÍÀÕÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ

3

Áàíàõîâà òåîðåìà î ôèêñíîj òà÷êè

Ìîæäà íàjjåäíîñòàâíèjà, àëè íå è íàjìà»å áèòíà òåîðåìà î ôèêñíîj òà÷êè.
Çáîã ñâîã jåäíîñòàâíîã è êîíñòðóêòèâíîã äîêàçà jå íàøëà ïðèìåíó ó ðàçíèì
íàóêàìà.

Äåôèíèöèjà 3.1. Íåêà jå (X, d) ìàòðè÷êè ïðîñòîð. Ôóíêöèjà f : X → X ñå
çîâå êîíòðàêöèjà íà X àêî ïîñòîjè q ∈ [0, 1) òàêâî äà d(f(x), f(y)) ≤ qd(x, y)
çà ñâå x, y ∈ X.

Òåîðåìà 3.1. Íåêà jå (X, d) êîìïëåòaí ìåòðè÷êè ïðîñòîð ñà êîíòðàêöèjîì
f . Òàäà jå f íåïðåêèäíà ôóíêöèjà. Îâàêâå ôóíêöèjå ñå çîâó Ëèïøèö1-
íåïðåêèäíå.

Äîêàç. Íåïðåêèäíîñò ó òà÷êè x ∈ X çíà÷è äà çà ñâàêî ε > 0 ïîñòîjè δ > 0
òàêâî äà êàä ãîä jå d(x, y) < δ îíäà jå d(f(x), f(y)) < ε.

Àêî çà íåêî x ∈ X è ε > 0 óçìåìî δ =
ε

q
, òàäà d(x, y) < δ ïîâëà÷è

d(f(x), f(y)) 6 qd(x, y) < q
ε

q
= ε.

Òåîðåìà 3.2. (Áàíàõîâà2 òåîðåìà î ôèêñíîj òà÷êè)Íåêà jå (X, d) êîì-
ïëåòàí ìåòðè÷êè ïðîñòîð ñà êîíòðàêöèjîì f . Òàäà ïîñòîjè jåäèíñòâåíî x ∈ X
òàêâî äà jå f(x) = x.

Äîêàç. Íåêà jå x0 ∈ X. Äåôèíèøèìî xn = f(xn−1) çà n ∈ N. Òàäà jå

d(xn+1, xn) 6 qd(xn, xn−1) ≤ · · · ≤ qnd(x1, x0) çà n ∈ N.
1Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð, ïîçíàò ïî ñâîì

äîïðèíîñó ìàòåìàòè÷êîj àíàëèçè, äåôåðåíöèjàëíîj ãåîìåòðèjè è òåîðèjè áðîjåâà.
2Stefan Banach (1892-1945), ïî§ñêè ìàòåìàòè÷àð, ïîçíàò ïî ñâîì äîïðèíîñó ó ïî§ó

ôóíêöèîíàëíå àíàëèçå. Ñìàòðà ñå jåäíèì îä íàjâàæíèjèõ ìàòåìàòè÷àðà 20. âåêà.
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3.1 Ìàòðè÷íå jåäíà÷èíå 3 ÁÀÍÀÕÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ

Òàêî¢å jå, ïî íåjåäíàêîñòè òðîóãëà

d(xm, xn) 6 d(xm, xm−1) + · · ·+ d(xn+1, xn)

6 qm−1d(x1, x0) + · · ·+ qnd(x1, x0) = qnd(x1, x0)
m−n−1∑
i=0

qi

6 qnd(x1, x0)
∞∑
i=0

qi =
qn

1− q
d(x1, x0), çà m,n ∈ N0 çà êîjå jå m > n.

Îäàâäå âèäèìî äà jå
(
xn
)
Êîøèjåâ íèç. Îí èìà ëèìåñ è òàj ëèìåñ jå íåêî

x ∈ X. Ïîøòî jå, ïî òåîðåìè 3.1, f íåïðåêèäíà:

x = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

f(xn−1) = f( lim
n→∞

xn−1) = f(x).

Äàêëå x jå ôèêñíà òà÷êà ôóíêöèjå f . Òèìå ñìî äîêàçàëè ïîñòîjà»å ôèêñíå
òà÷êå. Jîø òðåáà ïîêàçàòè äà jå îíà jåäèíñòâåíà.
Íåêà çà íåêî u ∈ X âàæè f(u) = u. Òàäà jå d(x, u) 6 qd(f(x), f(u)) = qd(x, u),
ïà jå 0 6 (q−1)d(x, u), à ïîøòî jå q ∈ [0, 1), ìîðà áèòè d(x, u) = 0, òj. x = u.

3.1 Ìàòðè÷íå jåäíà÷èíå

Ìàòðè÷íà jåäíà÷èíà ñå ìîæå ïîñìàòðàòè êàî ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà.
Ñà »èìà ñå ñóñðå£åìî ÷åñòî, à »èõîâî ðåøàâà»å íåêàä ìîæå äà áóäå íåçãîäàí
ïîñàî. Ïîãîòîâî êàäà jå ðå÷ î ïðîãðàìèðà»ó, íàëàæå»å îïøòåã ðåøå»à jå
÷åñòî ïðàêòè÷íî íåìîãó£å. Ó ñâðõó òîãà, ïîðåä äîêàçà äà ïîñòîjè ðåøå»å
îäðå¢åíå êëàñå òèõ ñèñòåìà, äîêàç ñå ìîæå èñêîðèñòèòè çà ïðèáëèæíî íàëà-
æå»å òîã ðåøå»à.
Ïîñìàòðàjìî ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà çàäàò ìàòðè÷íîì jåäíà÷èíîì

Ax = b,

ãäå A = (aij)16i,j6n, x = (x1, x2, ..., xn)T , b = (b1, b2, ..., bn)T .
Òàj ñèñòåì ìîæåìî äðóãà÷èjå íàïèñàòè êàî:

x1 = (1− a11)x1 − a12x2 − · · · − a1nxn + b1

x2 = −a21x1 + (1− a22)x2 − · · · − a2nxn + b2

...

xn = −an1x1 − an2x2 − · · ·+ (1− ann)xn + bn.

Çà 1 6 i, j 6 n, íåêà jå αij := −aij+δij (ãäå jå δij Êðîíåêåðîâà äåëòà ôóíêöèjà).
Òàj ñèñòåì ìîæåìî çàïèñàòè êàî

xi =
n∑
j=1

αijxj + bi, çà ñâàêî i = 1, ..., n.

6



3.1 Ìàòðè÷íå jåäíà÷èíå 3 ÁÀÍÀÕÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ

Âèäèìî äà jå jåäíà÷èíà Ax = b åêâèâàëåíòíà ñà x−Ax+ b = x. Äåôèíèøèìî
ôèíêöèjó f : Rn → Rn

f(x) = x− Ax+ b.

Òàäà íàì jå ðåøàâà»å Ax = b åêâèâàëåíòíî ñà íàëàæå»åì ôèêñíå òà÷êå
ôóíêöèjå f . Ïðâî, ïðèìåòèìî äà çà x, y ∈ Rn:

f(x)− f(y) =(x− Ax+ b)− (y − Ay + b) = (x− y)− (Ax− Ay)

=(x− y)− A(x− y) = (I − A)(x− y).

Äîêàçà£åìî äà Ax = b èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å àêî

n∑
j=1

|αij| 6 q < 1, ∀i = 1, ..., n.

Äåôèíèøèìî ìåòðèêó d íà Rn, d(u, v) = sup16i6n |ui − vi|. Òàäà

d(f(x), f(y)) = sup
16i6n

|
n∑
j=1

αij(xj − yj)|

6 sup
16i6n

n∑
j=1

|αij||(xj − yj)|

6
(

sup
16i6n

n∑
j=1

|αij|
)(

sup
16j6n

|xj − yj|
)

=
(

sup
16i6n

(
n∑
j=1

|αij|
)
d(x, y) 6 qd(x, y),

øòî çíà÷è äà jå f êîíòðàêöèjà íà Rn. Ïî òåîðåìè 3.1. îâî çàâðøàâà äîêàç.2
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3.2 Ôóíêöèjå ðåàëíå ïðîìåí§èâå 3 ÁÀÍÀÕÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ

3.2 Ôóíêöèjå ðåàëíå ïðîìåí§èâå

Ïîøòî êîðèñòè Áàíàõîâó òåîðåìó, îâà ïîñëåäèöà ñå ìîæå èñêîðèñòèòè çà
íàëàæå»å íóëà ôóíêöèjà êîjå èìàjó îäðå¢åíà ñâîjñòâà. Íà ïðèìåð, ìåòîä
èòåðàöèjå ó íóìåðè÷êîj àíàëèçè, ñå ïîçèâà áàø íà îâî òâð¢å»å çà íàëàæå»å
íóëà ôóíêöèjà ñà óíàïðåä çàäàòîì òà÷íîø£ó.
Ïîñìàòðàjìî ìåòðè÷êè ïðîñòîð (X, d) ãäå jåX = R è d ñòàíäàðäíà, Åóêëèäñêà,
ìåòðèêà íàä R. Íåêà jå [a, b] ⊂ R è íåêà jå f : [a, b]→ R,íåïðåêèäíà íà [a, b] è
äèôåðåíöèjàáèëíà íà (a, b), ôóíêöèjà çà êîjó âàæè

‖f ′‖l∞ = sup
a6x6b

|f ′(x)| 6 q < 1.

Çàíèìà íàñ ðåøå»å jåäíà÷èíå f(x) = x.
Çà áèëî êîjå x, y ∈ [a, b] è x < y, ïî Ëàãðàíæîâîj òåîðåìè èìàìî äà ïîñòîjè
z ∈ (a, b) òàêâî äà f(x)− f(y) = f ′(z)(x− y) äàêëå

|f(x)− f(y)| = |f ′(z)||x− y| 6 q|x− y|.

Èç òîãà âèäèìî äà jå f êîíòðàêöèjà, ïà íà îñíîâó òåîðåìå 3.1, ïîñòîjè jåäèíñòâå-
íî x∗ òàêâî äà jå f(x∗) = x∗.

3.3 Ïèêàð-Ëèíäåëåôîâà òåîðåìà

Ïèêàð-Ëèíäåëåôîâà òåîðåìà ñå ìîæå ãåíåðàëèçîâàòè äà áè ñå óñòàíîâèëî
ïîñòîjà»å jåäèíñòâåíîã ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà âèøåã ñòåïåíà.
Òàêî¢å, îíà ïðåäñòàâ»à óâîä ó øèðîêó êëàñó òåîðåìà î ïîñòîjà»ó jåäèíñòâåíå
ôèêñíå òà÷êå.

Òåîðåìà 3.3. (Ïèêàð3-Ëèíäåëåôîâà4)Íåêà ñó a, b, c, d ∈ R è íåêà jå

A = {(x, y) ∈ R2 : a 6 x 6 b, c 6 y 6 d}.

Aêo jå f : A → R Ëèïøèö-íåïðåêèäíà ïî äðóãîj ïðîìåí§èâîj è (x0, y0) ∈ Ao,
òàäà îáè÷íà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà dy

dx
= f(x, y) èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å

y = g(x), äåôèíèñàíî íà èíòåðâàëó [x0−ε, x0+ε] çà íåêî ε > 0, êîjå çàäîâî§àâà
g(x0) = y0 .

3Charles �Emile Picard (1856-1941), ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð, ïîçíàò ïî ñâîì äîïðèíîñó
ìàòåìàòè÷êîj àíàëèçè è òåîðèjè ãðóïà. Jåäàí îä çà÷åòíèêà àëãåáàðñêå òîïîëîãèjå.

4Ernst Leonard Lindel�of (1870�1946), ôèíñêè ìàòåìàòè÷àð, ïîçíàò ïî ñâîì äîïðèíîñó
òîïîëîãèjè è äèôåðåíöèjàëíèì jåäíà÷èíàìà
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3.3 Ïèêàð-Ëèíäåëåôîâà òåîðåìà 3 ÁÀÍÀÕÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ

Äîêàç. Ïî îñíîâíîj òåîðåìè êàëêóëóñà, ðåøàâà»å íàøå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà-
÷èíå jå åêâèâàëåíòíî ñà íàëàæå»åì jåäèíñòâåíîã ðåøå»à èíòåãðàëíå jåäíà÷èíå

g(x) = g(x0) +

∫ x

x0

f(t, g(t))dt.

Íåêà jå q > 0 êîíñòàíòà òàêâà äà |f(x, y1) − f(x, y2)| 6 q|y1 − y2| çà ñâå
(x, y1), (x, y2) ∈ A (îíà ïîñòîjè jåð jå f Ëèïøèö-íåïðåêèäíà ïî äðóãîj ïðîìåí-
§èâîj). Ïîøòî jå A ⊂ R2 êîìïàêòàí è f íåïðåêèäíà, f ìîðà áèòè îãðàíè÷åíà
íåêîì êîíñòàíòîì M > 0.
Èçàáåðèìî ε > 0 òàêâî äà âàæè ε < q−1 è çà ñêóï

B = {(x, y) ∈ R : x0 − ε 6 x 6 x0 + ε, y0 −Mε 6 y 6 y0 +Mε}

âàæè B ⊂ A. Íåêà jå X ïîäñêóï (C([x0 − ε, x0 + ε]), d) ôóíêöèjà g òàêâèõ
äà jå d(g, g(x0)) 6 Mε, ãäå jå d(·, ·) = ‖· − ·‖l∞ à C([x0 − ε, x0 + ε]) ñêóï
íåïðåêèäíèõ ôóíêöèjà íà [x0 − ε, x0 + ε]. Ïðèìåòèìî äà jå (X, d) çàòâîðåí
ïðîñòîð. Äåôèíèøèìî

h = y0 +

∫ x

x0

f(t, g(t))dt.

Òàäà jå

d(h, y0) = sup
x∈[x0−ε,x0+ε]

|(y0 +

∫ x

x0

f(t, g(t))dt)− y0|

6 sup
x∈[x0−ε,x0+ε]

∫ x

x0

|f(t, g(t))|dt

6 sup
x∈[x0−ε,x0+ε]

∫ x

x0

Mdt = Mε, ïà h ∈ X.

Äåôèíèøèìî ïðåñëèêàâà»å T : X → X íà ñëåäå£è íà÷èí: Tg = h. Äîêàçà£å-
ìî äà jå T êîíòðàêöèjà. Íàèìå, çà g1, g2 ∈ X èìàìî

d(Tg1, T g2) = sup
x∈[x0−ε,x0+ε]

|(y0 +

∫ x

x0

f(t, g1(t))dt)− (y0 +

∫ x

x0

f(t, g2(t))dt)|

6 sup
x∈[x0−ε,x0+ε]

∫ x

x0

|f(t, g1(t))− f(t, g2(t))|dt

6 sup
x∈[x0−ε,x0+ε]

∫ x

x0

q|g1(t)− g2(t)|dt

6 d(g1, g2) sup
x∈[x0−ε,x0+ε]

∫ x

x0

qdt

= qεd(g1, g2) = kd(g1, g2), ãäå jå k = qε ∈ [0, 1).

Äàêëå T jå êîíòðàêöèjà, ïà jå çáîã òåîðåìå 3.1, äîêàç çàâðøåí.
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3.4 PageRank àëãîðèòàì 3 ÁÀÍÀÕÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ

3.4 Èçíåíà¢ójó£à ïðèìåíà: PageRank àëãîðèòàì

Ãóãëîâ óñïåõ êàî ïðåòðàæèâà÷à äîëàçè èç òçâ. PageRank àëãîðèòìà. Àëãî-
ðèòàì òðàæè ôèêñíó òà÷êó ëèíåàðíîã îïåðàòîðà íàä Rn êîjè jå êîíòðàêöèjà,
è òà ôèêñíà òà÷êà (òj. âåêòîð) çàïðàâî îäðå¢ójå ïîïóëàðíîñò ñòðàíèöà. Ó
ïðàêñè, ôèêñíà òà÷êà (êîjà èìà ñîïñòâåíó âðåäíîñò 1) ñå ïðèáëèæíî ðà÷óíà
êàî λAn çà n äîâî§íî âåëèêî (ãäå jå λ âåêòîð ïî÷åòíîã ñòà»à, à A ìàòðèöà).
Âèäåëè ñìî ïðåäíîñòè òåîðåìå î ôèêñíîj òà÷êè êîjà èìà äîíåêëå êîíñòðóêòè-
âíè äîêàç jåð òàäà ñàì äîêàç êàæå êàêî ñå ìîæå äî£è äî ôèêñíå òà÷êå ñà
îäðå¢åíîì òà÷íîø£ó. Êîíêðåòíî ó Áàíàõîâîj òåîðåìè, äî ôèêñíå òà÷êå ñå
äîëàçè ó ëèìåñó. Çàòî ñå îíà èñêîðèñòèëà ó òåõíîëîãèjè è çàñëóæíà jå çà
Ãóãëîâ óñïåõ.
Äà äîêàç ïîñòîjà»à ôèêñíå òà÷êå íèjå óâåê êîíñòðóêòèâàí, òj. äà ñå èç »åãà
íå ìîæå íà£è ôèêñíà òà÷êà, ïîêàçà£å íàì îñòàòàê îâîã ðàäà.
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4 ÐÈÑÎÂÀ ÅÐÃÎÄÈ×ÍÀ ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÑÐÅÄ�ÎJ ÂÐÅÄÍÎÑÒÈ

4

Ðèñîâà åðãîäè÷íà òåîðåìà î ñðåä»îj

âðåäíîñòè

Ëåïîòà îâå òåîðåìå ëåæè ó òîìå äà îíà íà íåêè íà÷èí óêðîòè jåäíó, íà
ïðâè ïîãëåä äèâ§ó, ñóìó. Òàêî¢å, òà ñóìà ñå èñïîñòàâ§à äà jå ïðîjåêöèjà, êîjå
èìàjó ïðèìåíó ó Õèëáåðòîâèì ïðîñòîðèìà.

Äåôèíèöèjà 4.1. Àêî ñó M è N ïîòïðîñòîðè âåêòîðñêîã ïðîñòoðà X òàêâè
äà ñå ñâàêî x ∈ X ìîæå çàïèñàòè êàî x = y + z, ãäå jå y ∈ M è z ∈ N , òàäà
êàæåìî äà jå X = M ⊕N äèðåêòíà ñóìà ïîòïðîñòîðà M è N . Òàêî¢å êàæåìî
äà jå N êîìïëåìåíòàðàí ïîòïðîñòîð ïîòïðîñòîðà M .

Ðàçëàãà»å âåêòîðà x = y + z, çà y ∈ M è z ∈ N jå jåäèíñòâåíî àêî è
ñàìî àêî M ∩ N = {0}. Çà ôèêñèðàíè ïîòïðîñòîð M ìîæå äà ïîñòîjè âèøå
êîìïëåìåíòàðíèõ ïîòïðîñòîðà. Íà ïðèìåð, àêî jå X = R3 è M ðàâàí êîjà
ïðîëàçè êðîç íóëó, òàäà jå áèëî êîjà ïðàâà êîjà ïðîëàçè êðîç êîîðäèíàòíè
ïî÷åòàê, à êîjà íå ëåæè íà M , êîìïëåìåíòàðíè ïîòïðîñòîð çà M . Òàêî¢å
ñâè êîìïëåìåíòàðíè ïîòïðîñòîðè ïîòïðîñòîðà M èìàjó èñòó äèìåíçèjó êîjà
ñå íàçèâà êîäèìåíçèjà îä M ó X.
Àêî jå X = M ⊕ N , îíäà äåôèíèøåìî ïðîjåêöèjó P : X → X ïðîñòîðà X
íà M íèç N ãäå jå x = y + z, y ∈ M è z ∈ N . Îâà ïðîjåêöèjà jå ëèíåàðíè
îïåðàòîð, ñà ran(P ) = M è ker(P ) = N è çàäîâî§àâà P 2 = P (ñà ran(P ) ñå
îçíà÷àâà êîäîìåí ëèíåàðíîã îïåðàòîðà P , à ñà ker(P ) ñå îçíà÷àâà jåçãðî, òj.
ïîäñêóï îä X òàêàâ äà ñå ñâàêè åëåìåíò òîã ïîäñêóïà ñëèêà ó 0).

Äåôèíèöèjà 4.2. Íåêà jåX âåêòîðñêè ïðîñòîð. Ëèíåàðíè îïåðàòîð P : X →
X ñå çîâå ïðîjåêöèjà àêî jå

PPx = Px çà ñâå x ∈ X.

Âàæè ker(P ) = ran(I − P ),ran(P ) = ker(I − P ) è ker(P ) ∩ ran(P ) = 0.
Òàêî¢å, ñâàêè åëåìåíò x ∈ X ñå ìîæå jåäèíñòâåíî íàïèñàòè êàî x = y+ z, ãäå
jå y = Px ∈ ran(P ) è z = (I− P )x ∈ ker(P ).
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4 ÐÈÑÎÂÀ ÅÐÃÎÄÈ×ÍÀ ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÑÐÅÄ�ÎJ ÂÐÅÄÍÎÑÒÈ

Òåîðåìà 4.1. Àêî jå X Áàíàõîâ ïðîñòîð, òàäà jå ïðîjåêöèjà P íåïðåêèäíà
àêî è ñàìî àêî jå X = ran(P )⊕ ker(P ).

Íîòàöèjà X = A⊕B çíà÷è äà ñó A è B çàòâîðåíè ïîòïðîñòîðè îä X òàêâè
äà A ∩B = {0} è A ∪B = X.

Äîêàç. Àêî jå P íåïðåêèäíà, îíäà jå è I−P , ïà ñó ker(P ) è ker(I−P ) = ran(P )
çàòâîðåíè.
Ñà äðóãå ñòðàíå, íåêà jå

(
xn
)
áèëî êîjè íèç èç X òàêàâ äà xn → x, è íåêà

Pxn → y. Ïîøòî jå ran(P ) çàòâîðåí, y ∈ ran(P ) ïà jå Py = y. Ïîøòî âàæè
xn−Pxn = (I−P )xn ∈ ran(I−P ) = ker(P ) è ker(P ) jå çàòâîðåí ïà x−y ∈ ker(P )
øòî çíà÷è äà jå Px = Py = y, òj. xn → x è Pxn → y = Px øòî çíà÷è äà jå P
íåïðåêèäíà.

Òåîðåìà 4.2. (Ðèñîâà5)Íåêà jå X óíèôîðìíî êîíâåêñíè Áàíàõîâ ïðîñòîð è
íåêà jå T : X → X ëèíåàðíè îïåðàòîð òàêàâ äà

‖Tx‖ 6 ‖x‖ , çà ñâàêî x ∈ X.

Òàäà çà ñâàêî x ∈ X ëèìåñ

px = lim
n→∞

x+ Tx+ · · ·+ T nx

n+ 1

ïîñòîjè. Òàêî¢å, îïåðàòîð P : X → X äåôèíèñàí ñà Px = px jå íåïðåêèäíà
ïðîjåêöèjà íà âåêòîðñêè ïðîñòîð M = {y ∈ X : Ty = y}.
Äîêàç. Ôèêñèðàjìî x ∈ X è íåêà jå

C = {α1x+ · · ·+ αmTmx : m ∈ N, αi > 0 è α1 + · · ·αm = 1}.

C jå çàòâîðåí íåïðàçàí êîíâåêñàí ñêóï, à èç óíèôîðìíå êîíâåêñíîñòè X
ïîñòîjè jåäèíñòâåíî px ∈ C òàêâî äà jå µ = ‖px‖ = inf{‖z‖ : z ∈ C}.
Óçìèìî ε > 0. Òàäà çà px ∈ C ïîñòîjè m ∈ N è íåíåãàòèâíå êîíñòàíòå
α0, α1, ..., αm òàêâå äà çà

∑m
j=0 αjT

jx âàæè ‖px − z‖ < ε (èç äåôèíèöèjå C).
Òàäà jå, çà ñâàêî n ∈ N ∥∥∥∥z + Tz + · · ·+ T nz

n+ 1

∥∥∥∥ 6 µ+ ε

Ïîøòî jå
z + Tz + · · · + T nz = (α0x + · · · + αmT

mx) + · · · + (α0T
nx + · · · + αmTm+nx),

îäàáèðîì n� m äîáèjàìî z + Tz + · · ·+ T n = x+ Tx+ · · ·+ T nx+ r ãäå jå

r =(α0 − 1)x+ · · ·+ (α0 + α1 + · · ·+ αm−1)Tm−1x

+(1− α0)T n+1x+ · · ·+ (1− α0 − α1 − · · · − αm−1)T n+mx.

5Frigyes Riesz (1880�1956), ìà¢àðñêè ìàòåìàòè÷àð, êîjè jå ïîñòàâèî îñíîâå ôóíêöèîíàëíå
àíàëèçå
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4 ÐÈÑÎÂÀ ÅÐÃÎÄÈ×ÍÀ ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÑÐÅÄ�ÎJ ÂÐÅÄÍÎÑÒÈ

Öè§ íàì jå äà

∥∥∥∥x+ Tx+ · · ·+ T nx

n+ 1

∥∥∥∥ îãðàíè÷èìî ñà îáå ñòðàíå è òàêî äîêàæåìî
äà ëèìåñ èç ôîðìóëàöèjå òåîðåìå ïîñòîjè. Íàèìå,

x+ Tx+ · · ·+ T nx

n+ 1
=
z + Tz + · · ·+ T nz

n+ 1
− r

n+ 1
,

à ïîøòî jå ∥∥∥∥ r

n+ 1

∥∥∥∥ 6
2m ‖x‖
n+ 1

,

îäàáèðîì n >
2m ‖x‖

ε
− 1 áè£å

∥∥∥∥ r

n+ 1

∥∥∥∥ < ε. Äàêëå

∥∥∥∥x+ Tx+ · · ·+ T nx

n+ 1

∥∥∥∥ 6 µ+ 2ε.

Ñà äðóãå ñòðàíå jå ∥∥∥∥x+ Tx+ · · ·+ T nx

n+ 1

∥∥∥∥ > µ,

(jåð
x+ Tx+ · · ·+ T nx

n+ 1
ïðèïàäà C), ïà âàæè

lim
n→∞

∥∥∥∥x+ Tx+ · · ·+ T nx

n+ 1

∥∥∥∥ = µ = px.

Jîø òðåáà äà äîêàæåìî äà jå Px = px íåïðåêèäíà ïðîjåêöèjà íà M . Ëàêî
âèäèìî äà àêî jå x ∈M (øòî çíà÷è äà jå Tx = x), îíäà jå Px = x. Òàêî¢å jå

Tpx = lim
n→∞

Tx+ T 2x+ · · ·+ T n+1x

n+ 1
= px + lim

n→∞

T n+1x− x
n+ 1

= px

jåð

∥∥∥∥T n+1x− x
n+ 1

∥∥∥∥ 6
‖T n+1x‖+ ‖x‖

n+ 1
6

2 ‖x‖
n+ 1

→ 0.

Êîíà÷íî, âàæè P 2x = PPx = Ppx = px = Px. Íåïðåêèäíîñò ñëåäè èç óñëîâà
‖px‖ 6 ‖x‖.
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5 ÁÐÀÓÅÐÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ

5

Áðàóåðîâà òåîðåìà î ôèêñíîj òà÷êè

Áðàóåðîâà òåîðåìà je èçóçåòíî áèòàí ìàòåìàòè÷êè ðåçóëòàò ñà ïðèìåíîì
ó ìíîãèì ïî§èìà ìàòåìàòèêå. Ïîðåä íàâåäåíèõ ïðèìåíà, îíà ñå êîðèñòè ó
òåîðèjè ãðàôîâà, ìîëåêóëàðíîj ôèçèöè, èòä.

Äåôèíèöèjà 5.1. Íåêà jå Dn = {x ∈ Rn : ‖x‖ 6 1}. Ïîäñêóï E ∩ Dn ñå çîâå
êîíòðàêöèjà ñêóïà Dn àêî ïîñòîjè íåïðåêèäíî ïðåñëèêàâà»å r : Dn → E òàêâî
äà jå r(x) = x çà ñâàêî x ∈ E.

Êîðèñòè£åìî jåäíó ëåìó êîjà ñå äîêàçójå ïðåêî àëãåáàðñêå òîïîëîãèjå, ÷èjè
äîêàç £åìî èçîñòàâèòè.

Ëåìà 5.1. Ñêóï Sn−1 = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1} íèjå êîíòðàêöèjà ñêóïà Dn.

Òåîðåìà 5.1. (Áðàóåðîâà6 òåîðåìà î ôèêñíîj òà÷êè) Íåêà jå f : Dn → Dn

íåïðåêèäíà ôóíêöèjà. Òàäà f èìà ôèêñíó òà÷êó x̄ ∈ Dn.

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî äà f íåìà ôèêñíó òà÷êó. Ôóíêöèjà r : Dn → Dn

äåôèíèñàíà ñà
r(x) = t(x)f(x) + (1− t(x))x,

ãäå jå

t(x) =
‖x‖2 − 〈x, f(x)〉 −

√
(‖x‖2 − 〈x, f(x)〉)2 + (1− ‖x‖2) ‖x− f(x)‖2

‖x− f(x)‖2 ,

ïðåäñòàâ§à ïðåñåê Sn−1 ñà ïðàâîì êîjó äîáèjàìî êàäà ñïîjèìî f(x) è x. Âèäèìî
äà jå r(x) êîíòðàêöèjà èç Dn íà Sn−1, øòî ïî ëåìè 5.1. íèjå ìîãó£å. Äàêëå f
èìà ôèêñíó òà÷êó.

Ïðèìåòèìî äà àêî jå f íåïðåêèäíà, ïî Ñòîóí7-Âàjåðøòðàñîâîj8 òåîðåìè,
ïîñòîjè íèç fj : Dn → Dn êîíâåðãåíòíèõ ôóíêöèjà êîjå óíèôîðìíî êîíâåðãè-
ðàjó êà f íà Dn. Àêî ñà x̄j ∈ Dn îçíà÷èìî ôèêñíó òà÷êó ôóíêöèjå fj, òàäà

6Luitzen Egbertus Jan Brouwer(1881�1966), õîëàíäñêè ìàòåìàòè÷àð è ôèëîçîô, ïîçíàò
ïî ñâîì äîïðèíîñó òîïîëîãèjè, òåîðèjè ñêóïîâà, òåîðèjè ìåðà è êîìïëåêñíîj àíàëèçè

7Marshall Harvey Stone (1903�1989), àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð, ïîçíàò ïî ñâîì äîïðèíîñó
ðåàëíîj àíàëèçè, ôóíêöèîíàëíîj àíàëèçè è òîïîëîãèjè.

8Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815�1897), íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð, ïîçíàò ïîä
íàçèâîì ½îòàö ìîäåðíå àíàëèçå". Íàjâèøå jå äîïðèíåî ðàçâîjó ðåàëíå àíàëèçå.
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5.1 Ôðîáåíèóñîâà òåîðåìà 5 ÁÐÀÓÅÐÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ

ïîñòîjè x̄ ∈ Dn òàêâî äà, äî íà ïîäíèç, x̄j → x̄. Äàêëå,

‖f(x̄)− x̄‖ 6 ‖f(x̄)− f(x̄j)‖+ ‖f(x̄j)− fj(x̄j)‖+ ‖x̄j − x̄‖ → 0 êàä j →∞,

èç ÷åãà ñëåäè f(x̄) = x̄. Ñàäà £åìî âèäåòè jåäíî áèòíî óîïøòå»å îâå òåîðåìå.

Ëåìà 5.2. Íåêà jåK íåïðàçàí êîìïàêòàí êîíâåêñàí ïîäñêóï êîíà÷íî-äèìåíçè-
îíîã ðåàëíîã Áàíàõîâîã ïðîñòîðà X. Òàäà ñâàêà íåïðåêèäíà ôóíêöèjà f :
K → K èìà ôèêñíó òà÷êó.

Äîêàç. Ïîøòî jå X õîìåîìîðôàí ñà Rn çà íåêî n ∈ N, áåç óìà»å»à îïøòîñòè
ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå X = Rn. Òàêî¢å, ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå
K ⊂ Dn. Çà ñâàêî x ∈ Dn, íåêà jå p(x) ∈ K jåäèíñòâåíà òà÷êà êîjà çàäîâî§àâà

‖p(x)‖ = inf
y∈x−K

‖y‖ .

Ìîæå ñå ðå£è äà jå çà x ∈ Dn, x 6∈ K, p(x) íàjáëèæà òà÷êà ñêóïà K òà÷êè x).
Âèäè ñå äà jå p(x) = x çà ñâàêî x ∈ K.
Ïðèìåòèìî äà jå p íåïðåêèäíà íà Dn. Íàèìå, çà xn, x ∈ Dn è xn → x âàæè

‖x− p(x)‖ 6 ‖x− p(xn)‖+ ‖x− xn‖+ inf
k∈K
‖xn − k‖ →n→∞ ‖x− p(x)‖ .

Äàêëå, çáîã jåäèíñòâåíîñòè òà÷êå p(x), p(xn) → p(x) êàä xn → x, ïà âèäèìî
äà jå p íåïðåêèäíà.
Äåôèíèøèìî ôóíêöèjó g : Dn → K ñà g(x) = f(p(x)). Îíà jå íåïðåêèäíà ïà èç
òåîðåìå 5.1. ïîñòîjè x̄ ∈ K òàêâî äà jå x̄ = g(x̄) ∈ K ïà âàæè x̄ = g(x̄) = f(x̄),
îíäîñíî x̄ jå ôèêñíà òà÷íà ôóíêöèjå f .

5.1 Ôðîáåíèóñîâà òåîðåìà

Jåäàí îä óñëîâà äà áè PageRank àëãîðèòàì ðàäèî jå, èçìå¢ó îñòàëîã, è
ðåçóëòàò îâå òåîðåìå. Ïîðåä PageRank àëãîðèòìà, îâà òåîðåìà ñå êîðèñòè
ó èíæå»åðñòâó, òåîðèjè ãðàôîâà, âåðîâàòíî£è, òåîðèjè äèíàìè÷êèõ ñèñòåìà,
åêîíîìèjè, äåìîãðàôèjè, ÷àê è ó ïîðå¢å»ó ôóäáàëñêè òèìîâà.

Òåîðåìà 5.2. (Ôðîáåíèóñîâà9)Íåêà jå A n × n ìàòðèöà ñà ïîçèòèâíèì
âðåäíîñòèìà. Òàäà A èìà ïîçèòèâíó ñîïñòâåíó âðåäíîñò.

Äîêàç. Ìàòðèöà A ñå ìîæå ïîñìàòðàòè êàî ëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å èç Rn ó
Rn. Ïîñìàòðàjìî êîìïàêòàí êîíâåêñàí ñêóï

K = {x ∈ Rn :
n∑
j=1

xj = 1, xj > 0 çà ñâàêî j = 1, ..., n}

9Ferdinand Georg Frobenius (1849�1917), íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð, ïîçíàò ïî ñâîì äîïðèíîñó
òåîðèjè åëèïòè÷êèõ ôóíêöèjà, äèôåðåíöèjàëíèì jåäíà÷èíàìà è òåîðèjè ãðóïà.
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5.2 Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðå 5 ÁÐÀÓÅÐÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ

è äåôèíèøèìî

f(x) =
Ax
‖Ax‖1

(ãäå jå ‖·‖1 åóêëèäñêà 1-íîðìà). Ïðèìåòèìî äà àêî jå x ∈ K, îíäà ñó ñâå
êîîðäèíàòå âåêòîðà x íåíåãàòèâíå è áàð jåäíà jå ïîçèòèâíà, ïà ñó ñâå êîîðäèíà-
òå âåêòîðà Ax ïîçèòèâíå. Äàêëå, f jå íåïðåêèäíà ôóíêöèjà êîjà ñëèêà K ó K,
ïà èç Ëåìå 5.2. ïîñòîjè x̄ ∈ K òàêâî äà x̄ = f(x̄) = Ax̄

‖Ax̄‖1
òj. Ax̄ = ‖Ax̄‖1 x̄.

5.2 Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðå

Çà òâð¢å»å îâå òåîðåìå ñå äîñòà äóãî ïðåòïîñòàâ§àëî äà âàæè, àëè îíà jå
äîêàçàíà ðåëàòèâíî êàñíî: ïî÷åòêîì 20. âåêà. Äîêàç íèjå îä íåêå íàðî÷èòå
êîðèñòè çà òðàæå»å íóëà ïîëèíîìà (êîjå ñe íàj÷åø£å íàëàçå íóìåðè÷êèì ìåòî-
äàìà), àëè jå ñâàêàêî äåî ìàòåìàòè÷êå ïóçëå êîjè jå ôàëèî.

Òåîðåìà 5.3. Íåêà jå p(z) = a0 + a1 + · · · + anz
n ïîëèíîì ñà êîìïëåêñíèì

êîåôèöèjåíòèìà ñòåïåíà n ≥ 1. Òàäà ïîñòîjè z0 ∈ C òàêâî äà jå p(z0) = 0.

Äîêàç. Íåêà jå, áåç óìà»å»à îïøòîñòè, an = 1 è íåêà jå r = 2+|a0|+· · ·+|an−1|.
Äåôèíèøèìî íåïðåêèäíó ôóíêöèjó g : C→ C íà ñëåäå£è íà÷èí:

g(z) =

{
z − p(z)

r
ei(1−n)θ , |z| 6 1,

z − p(z)
r
z1−n , |z| > 1,

(1)

ãäå jå z = ρeiθ çà θ ∈ [0, 2π). Ïîñìàòðàjìî êîìïàêòàí è êîíâåêñàí ñêóï C =
{z : |z| 6 r}. Äà áèñìî ïðèìåíèëè Áðàóåðîâó òåîðåìó, ìîðàìî äà ïîêàæåìî
äà jå g(C) ⊂ C. Çàèñòà, çà |z| 6 1

|g(z)| 6 |z|+ |p(z)|
r

6 1 +
1 + |a0|+ · · ·+ |an−1|

r
6 2 6 r

Ó ñóïðîòíîì, çà 1 < |z| 6 r, èìàìî

g(z) 6 |z − p(z)

rzn−1
| = |z − z

r
− a0 + a1z + · · ·+ an−1z

n−1

rzn−1
|

6 r − 1 +
|a0|+ · · ·+ |an−1|

r

6 r − 1 +
r − 2

r
6 r.

Äàêëå C jå èíâàðèjàíòàí çà g, ïà g èìà ôèêñíó òà÷êó z0 ∈ C çà êîjó âèäèìî
jå êîðåí ïîëèíîìà p. 2
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6 ØÅÔÅÐÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ

6

Øåôåðîâà òåîðåìà î ôèêñíîj òà÷êè

Øåôåðîâà òåîðåìà jå íåâåðîâàòíî jàêà. Íàèìå, îíà êàæå äà jåäíà îãðîìíà
êëàñà ôóíêöèjà èìà ôèêñíó òà÷êó. Äà áèñìî äîêàçàëè Øåôåðîâó òåîðåìó,
áè£å íàì ïîòðåáíî íåêîëèêî òâð¢å»à.

Ëåìà 6.1. Íåêà jå X íîðìàëàí òîïîëîøêè ïðîñòîð è íåêà A ⊂ U ⊂ X, ãäå
jå A çàòâîðåí ñêóï à U îòâîðåí. Òàäà ïîñòîjè îòâîðåí ñêóï V çà êîjè âàæè
A ⊂ U ⊂ U ⊂ X.

Äîêàç. Ïîøòî ñó A è X−U çàòâîðåíè è äèñjóíêòíè, à X jå íîðìàëàí, ïîñòîjå
V,W ⊂ X îòâîðåíè ñêóïîâè òàêâè äà A ⊂ V,X −U ⊂ W è V ∩W = ∅. Ïîøòî
jå V ⊂ X−W , à X−W jå çàòâîðåí, âàæè V ⊂ X−W ïà V çàäîâî§àâà óñëîâå
ëåìå.

Ëåìà 6.2 (Î ñìà»èâà»ó). Àêî jå U = {Ui : i = 1, ..., n} áèëî êîjè îòâîðåíè
ïîêðèâà÷ íîðìàëíîã ïðîñòîðà X, ïîñòîjè ïîêðèâà÷ V = {Vi : i = 1, ..., n} çà
êîjè âàæè

Vi ⊂ Ui, çà ñâå i = 1, ..., n.

Äîêàç. Íåêà jå W1 = X − U2 ∪ · · · ∪ Un. Ïðèìåòèìî äà jå W1 ⊂ U1 è W1 jå
çàòâîðåí, à U1 îòâîðåí, øòî çíà÷è äà ïî ëåìè 6.1. ïîñòîjè îòâîðåí V1 òàêàâ
äà W1 ⊂ V1 ⊂ V1 ⊂ U1. Ñàäà âèäèìî äà {V1, U2, ..., Un} ïðåäñòàâ§à ïðåêðèâà÷
ïðîñòîðà X, ïà àêî ïðèìåíèìî òî jîø n− 1 ïóòà, äîáè£åìî äà {V1, V2, ..., Vn}
ïðåäñòàâ§à ïðåêðèâà÷ ïðîñòîðà X(ãäå ñó V2, ..., Vn äåôèíèñàíè àíàëîãíî êàî
V1).

Ñëåäå£è ëåìó £åìî íàâåñòè áåç äîêàçà, jåð jå îí ÷èñòî òåõíè÷êå ïðèðîäå è
íåìà ïóíî êîíòàêòà ñà îâèì ðàäîì.

Ëåìà 6.3. (Óðèñîíîâà10) Òîïîëîøêè ïðîñòîð X jå íîðìàëàí àêî è ñàìî àêî
çà ñâàêà äâà »åãîâà çàòâîðåíà äèñjóíêòíà ïîäñêóïà A è B ïîñòîjè íåïðåêèäíà
ôóíêöèjà f : X → R òàêâà äà jå f(A) = 1 è f(B) = 0.

10Pavel Samuilovich Urysohn (1898�1924), ðóñêè ìàòåìàòè÷àð jåâðåjñêîã ïîðåêëà, ïîçíàò
ïî ñâîì äîïðèíîñó òåîðèjè äèìåíçèjà è ôóíäàìåíòàëíèì ðåçóëòàòèìà èç òîïîëîãèjå.
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6 ØÅÔÅÐÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ

Òåîðåìà 6.1 (Ïîäåëà jåäèíèöå). Íåêà ñó U1, ..., Un îòâîðåíè ïîäñêóïîâè ëî-
êàëíî êîìïàêòíîã Õàóñäîðôîâîã11 ïðîñòîðà X, è íåêà jå K ⊂ X êîìïàêòàí
è

K ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Un.

Òàäà çà ñâàêî j = 1, ..., n ïîñòîjè φj ∈ C(X), 0 6 φj 6 1, ïîäðæàíî íà Vj òàêâî
äà

ϕ1(x) + · · ·ϕn(x) = 1, ∀x ∈ K.

Äîêàç. Ïî ëåìè 6.2, ïîñòîjå V = {Vi : i = 1, ..., n} è W = {Wi : i = 1, ..., n}
îòâîðåíè ïîêðèâà÷è ñêóïà K òàêâè äà jå Wi ⊂ Wi ⊂ Vi ⊂ Vi ⊂ Ui çà ñâàêî
i = 1, ..., n. Ïîøòî ñó, çà ñâàêî i = 1, ..., n, Wi è X−Vi çàòâîðåíè è äèñjóíòêíè,
ïîñòîjè íåïðåêèäíà ôóíêöèjà fi òàêâà äà jå fi(Wi) = 1 è fi(X − Vi). Íåêà
jå f = f1 + · · · + fn. Çà ñâàêî x ∈ K, x ∈ Wk çà íåêî k ∈ {1, ..., n} ïà jå

fk(x) = 1 > 0 òj. f(x) > 0 çà ñâàêî x ∈ K. Äåôèíèøèìî ϕi =
fi
f

çà ñâàêî

i = 1, ..., n. Ïðèìåòèìî äà jå

ϕ1(x) + · · ·ϕn(x) = 1, çà ñâàêî x ∈ K

è supp(ϕi) = {x ∈ X : ϕi(x) > 0} ⊂ Vi ⊂ Ui ïà ñó ϕ1(x), ..., ϕn(x) òðàæåíå
ôóíêöèjå.

Ñàäà £åìî íàâåñòè jåäíó áèòíó ïîñëåäèöó îâîãà ÷èjè äîêàç íå£åìî èñïèñàòè.

Òåîðåìà 6.2. (Øàóäåð12-Òèêîíîâîâà13)Íåêà jå X ëîêàëíî êîíâåêñàí ïðî-
ñòîð, K ⊂ X íåïðàçàí è êîíâåêñàí, K0 ⊂ K, K0 êîìïàêòàí. Àêî jå f : K0 → K
íåïðåêèäíà ôóíêöèjà, îíäà ïîñòîjè x ∈ K0 òàêâî äà f(x) = x.

Òåîðåìà 6.3. (Øåôåðîâà14 òåîðåìà î ôèêñíîj òà÷êè)Íåêà jå X Áàíàõîâ
ïðîñòîð è f : X → X íåïðåêèäíà êîìïàêòíà ôóíêöèjà. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå
ñêóï

F = {x ∈ X : ïîñòîjè λ ∈ [0, 1], x = λf(x)}

îãðàíè÷åí. Òàäà f èìà ôèêñíó òà÷êó.

11Felix Hausdor� (1868�1942), íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð, ïîçíàò êàî jåäàí îä îñíèâà÷à ìîäåðíå
òîïîëîãèjå, êàî è ïî äîïðèíîñèìà òåîðèjè ñêóïîâà, òåîðèjè ìåðà è ôóíêöèîíàëíîj àíàëèçè.

12Juliusz Pawe l Schauder (1899-1943), ïî§ñêè ìàòåìàòè÷àð jåâðåjñêîã ïîðåêëà, ïîçíàò
ïî ñâîì äîïðèíîñó ôóíöêèîíàëíîj àíàëèçè, ïàðöèjàëíèì äèôåðåíöèjàëíèì jåäíà÷èíàìà
è ìàòåìàòè÷êîj ôèçèöè.

13Andrey Nikolayevich Tikhonov (1906�1993), ðóñêè ìàòåìàòè÷àð è ãåîôèçè÷àð, ïîçíàò ïî
ñâîì äîïðèíîñó òîïîëîãèjè, ôóíêöèîíàëíîj àíàëèçè è ìàòåìàòè÷êîj ôèçèöè.

14Helmut Heinrich Schaefer(1925-2005), íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð, ïîçíàò ïî ñâîì äîïðèíîñó
ôóíêöèîíàëíîj àíàëèçè.
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6 ØÅÔÅÐÎÂÀ ÒÅÎÐÅÌÀ

Äîêàç. Íåêà jå r > supx∈F ‖x‖. Äåôèíèøèìî ôóíêöèjó

g(x) =

{
f(x) , ‖f(x)‖ 6 2r,
2rf(x)
‖f(x)‖ , ‖f(x)‖ > 2r.

(2)

Ïðèìåòèìî äà âàæè ‖g(x)‖ 6 2r, ïà g : BX(0, 2r)→ BX(0, 2r) è g jå íåïðåêèäíà
è êîìïàêòíà, ïà ïî òåîðåìè 6.2. ïîñòîjè x0 òàêâî äà jå g(x0) = x0. Àêî áè áèëî

‖f(x0)‖ > 2r, îíäà áè ‖x0‖ =

∥∥∥∥2rf(x0)

‖f(x0)‖

∥∥∥∥ = 2r, øòî çíà÷è äà
2r

‖f(x0)‖
f(x0) =

x0 6∈ F øòî jå íåìîãó£å. Äàêëå ‖f(x0)‖ > 2r ïà x0 = g(x0) = x0.
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7

Ïðîáëåì èíâàðèjàíòíîã ïîòïðîñòîðà

Ïðîáëåì èíâàðèjàíòíîã ïîòïðîñòîðà jå ãëàâíè íåðåøåíè ïðîáëåì òåîðèjå
îïåðàòîðà. Îí jå ïðèâóêàî ïàæ»ó ìíîãèõ ìàòåìàòè÷àðà, à ôîðìóëàöèjà ìó jå
ïðèëè÷íî jåäíîñòàâíà: íåêà jå X Áàíàõîâ ïðîñòîð è T ∈ L(X) îïåðàòîð, íà£è
çàòâîðåí íåòðèâèjàëàí ïîòïðîñòîðM ïðîñòîðà X (M 6= X èM 6= {0}) çà êîjè
jå TM ⊂ M . Òàêâî M ñå çîâå èíâàðèjàíòàí ïîòïðîñòîð çà T . Ïîçíàòî jå
äà íåìàjó ñâå íåïðåêèäíè ëèíåàðíè îïåðàòîðè íàä Áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ñâîj
èíâàðèjàíòíè ïîòïðîñòîð. Ïðîáëåì jå jîø îòâîðåí çà Õèëáåðòîâå ïðîñòîðå.
Íàjâèøå ãåíåðàëèçîâàí è ó èñòî âðåìå íàjñïåêòàêóëàðíèjè ðåçóëòàò íà îâó
òåìó jå äîáèî Ëîìîíîñîâ. Íàèìå, òî òâð¢å»å êàæå äà ïîñòîjè õèïåðèíâàðè-
jàíòàí ïîòïðîñòîð çà âåëèêó êëàñó îïåðàòîðà. Ó äîêàçó òîã òâð¢å»à êðóöè-
jàëíó óëîãó èãðà Øàóäåð-Òèõîíîôîâà òåîðåìà. Äà áèñìî ãà äîêàçàëè, ìîðàìî
ïðâî äà äåôèíèøåìî õèïåðèíâàðèjàíòíè ïîòïðîñòîð.

Äåôèíèöèjà 7.1. Íåêà jå X Áàíàõîâ ïðîñòîð. Èíâàðèjàíòàí ïîòïðîñòîð M
çà T ∈ L(X) ñå çîâå õèïåðèíâàðèjàíòàí àêî jå èíâàðèjàíòàí çà ñâå îïåðàòîðå
êîjè êîìóòèðàjó ñà T .

Ëåìà 7.1. Àêî jå T ∈ L(H) íåñêàëàðàí, òj. íèjå óìîæàê èíäåíòè÷êå ôóíêöèjå,
ñà ñâîjñòâåíîì âðåäíîñòè λ, îíäà jå ñâîjñòâåíè ïðîñòîð M çà λ õèïåðèíâàðè-
jàíòàí çà T .

Äîêàç. Çàèñòà,àêî x ∈M è T êîìóòèðà ñà T , èìàìî äà

λT ′x = T ′λx = T ′Tx = TT ′x,

ïà T ′x ∈M .

Òåîðåìà 7.1. (Ëîìîíîñîâîâà15) Íåêà jå X Áàíàõîâ ïðîñòîð è T ∈ L(X)
íåñêàëàðíè ëèíåàðíè îïåðàòîð êîjè êîìóòèðà ñà íåíóëà êîìïàêòíèì îïåðàòî-
ðîì S ∈ L(X). Òàäà T èìà õèïåðèíâàðèjàíòíè ïîòïðîñòîð.

Ïðå ñàìîã äîêàçà, ïðèìåòèìî ñëåäå£å. Íåêà jå S ∈ L(X) êîìïàêòíè
îïåðàòîð. Àêî jå λ 6= 0 »åãîâà ñîïñòâåíà âðåäíîñò, îíäà ñîïñòâåíè ïðîñòîð

F = {x ∈ X : Sx = λx}
15V.I. Lomonosov, ðóñêè ìàòåìàòè÷àð 20. âåêà, ïîçíàò ïî ñâîì äîïðèíîñó òåîðèjè

îïåðàòîðà
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7 ÏÐÎÁËÅÌ ÈÍÂÀÐÈJÀÍÒÍÎÃ ÏÎÒÏÐÎÑÒÎÐÀ

èìà êîíà÷íó äèìåíçèjó. Çàèñòà, ðåñòðèêöèjà îïåðàòîðà S íà F jå (íåíóëà)
óìíîæèëàö èäåíòè÷êå ôóíêöèjå. Ñà äðóãå ñòðàíå, èäåíòè÷êà ôóíêöèjà jå
êîìïàêòíà àêî è ñàìî àêî jå ïðîñòîð êîíà÷íå äèìåíçèjå, äàêëå F ìîðà áèòè
êîíà÷íå äèìåíçèjå.

Äîêàç. Íåêà jà A àëãåáðà îïåðàòîðà êîjè êîìóòèðàjó ñà T . Àêî T íåìà
õèïåðèíâàðèjàíòíè ïîòïðîñòîð, îíäà Ax = X çà ñâàêî x ∈ X. Áåç óìà»å»à
îïøòîñòè, íåêà jå ‖S‖L(X) 6 1. Îäàáåðèìî x0 ∈ X òàêâî äà ‖Sx0‖ > 1 (øòî

èìïëèöèðà ‖x0‖ > 1) è ñêóï B = BX(x0, 1). Çà x ∈ SB (ïðèìåòèìî äà x 6= 0)
ïîñòîjè T ′ ∈ A òàêâî äà ‖T ′x− x0‖ < 1. Äàêëå ñâàêî x ∈ SB èìà îòâîðåíó
îêîëèíó Vx, òàêâó äà T ′Vx ⊂ B, çà íåêî T ′ ∈ A. Çáîã êîìïàêòíîñòè SB, îí
èìà ïðåêðèâà÷ V1, ..., Vn è T

′
1, ..., T

′
n ∈ A òàêâå äà

T ′jVj ⊂ B, ∀j = 1, ..., n

Íåêà ñó ϕ1, ..., ϕn ∈ C(SB) ïîäåëå jåäèíèöå çà SB çà ïîêðèâà÷ {Vj}. Çà x ∈ B,
äåôèíèøèìî,

f(x) =
n∑
j=1

ϕj(Sx)T ′jSx.

Òàäà jå f : B → B íåïðåêèäíà. Ïîøòî jå T ′jS êîìïàêòíî ïðåñëèêàâà»å çà
ñâàêî j, âèäèìî äà jå f(B) ðåëàòèâíî êîìïàêòàí. Äàêëå, ïî òåîðåìè 6.2,
ïîñòîjè x ∈ B òàêâî äà jå f(x) = x. Àêî äåôèíèøåìî îïåðàòîð T ∈ A êàî

T =
n∑
j=1

ϕj(Sx)T ′j ,

äîáèjàìî
TSx = x.

Àëè TS jå êîìïàêòàí îïåðàòîð, ïà »åãîâ ñîïñòâåíè ïðîñòîð F (ñà ñîïñòâåíîì
âðåäîñòè 1) èìà êîíà÷íó äèìåíçèjó. Ïîøòî TS êîìóòèðà ñà T , âèäèìî äà jå
F èíâàðèjàíòàí çà T , øòî çíà÷è äà T èìà ñâîjñòâåíó âðåäíîñò ïà ïî ëåìè 7.1.
èìà õèïåðèíâàðèjàíòàí ïîòïðîñòîð, øòî ñå ïðîòèâè íàøîj ïðåòïîñòàâöè.

21



8 ÇÀÊ�Ó×ÀÊ

8

Çàê§ó÷àê

Îâàj ðàä ñå áàâè îáëàñòèìà ìàòåìàòèêå êîjå ïðåâàçèëàçå ñðåä»îøêîëñêî
ãðàäèâî. Ïîêóøàî ñàì äà îâó çàíèì§èâó, ëåïó è çàõòåâíó òåìó øòî âèøå
ïðèáëèæèì ÷èòàîöó. Íàäàì ñå äà ñàì, áàð äîíåêëå, òî è óñïåî.
Äà áè ñå ðàä ó ïîòïóíîñòè ðàçóìåî, ïîòðåáíî jå ïîçíàâà»å ôàêóëòåòñêå ìàòåìà-
òèêå. Íàèìå, çàëàçèî ñàì ó îáëàñòè êàî øòî ñó ðåàëíà àíàëèçà, òîïîëîãèjà,
ôóíêöèîíàëíà àíàëèçà è ëèíåàðíà àëãåáðà. Jàñíî ìè jå äà £å ÷èòàëàö, îñèì
àêî ñå íèjå ðàíèjå áàâèî ãîðå ñïîìåíóòèì îáëàñòèìà, èìàòè ïîòåøêî£à ñà
ðàçóìåâà»åì ñâèõ äåôèíèöèjà è äîêàçà êîjå ñàì êîðèñòèî, àëè ïîåíòà ðàäà
jå äà ñå ÷èòàëàö óïóñòè ó ðàçìèø§à»å î àïñòðàêòíèì ñôåðàìà ìàòåìàòèêå.
Òàêî¢å, ðàä äàjå ïðåäñòàâó ìëàäèì §óäèìà î òîìå ÷èìå ñå ìîäåðíà ìàòåìàòèêà
áàâè è øòà èõ òî ìîæäà î÷åêójå àêî ñå ó áóäó£íîñòè áóäó áàâèëè »îìå.
Õòåî áèõ äà ñå çàõâàëèì ñâèì ïðîôåñîðèìà ìàòåìàòèêå êîjè ñó ìè ïðåäàâàëè,
à ïîñåáíî ìîì ïðåäìåòíîì ïðîôåñîðó è ìåíòîðó, äð Ñî»è ×óêè£. Áåç »å
íå áèõ ìîãàî äà ñàâëàäàì ãðàäèâî êîjå ìè jå áèëî ïîòðåáíî çà ïèñà»å îâîã
ðàäà. Íàèìå, îíà ìè jå ïàæ»èâî áèðàëà ôàêóëòåòñêó ëèòåðàòóðó êîjó ñàì
èø÷èòàâàî ó ïðîòåêëèõ ãîäèíó äàíà. Ïîðåä òîãà øòî ìè jå ñëóæèëî êàî jàê
îñëîíàö çà ïèñà»å îâîã ðàäà, ÷èòà»å ìå jå óâåëî ó ñâåò ìîäåðíå ìàòåìàòèêå
êîjîì ïëàíèðàì äà ñå áàâèì ó ïðåäñòîjå£åì ïåðèîäó.
Òåîðåìà î ôèêñíîj òà÷êè èìà ìíîãî, àëè jà ñàì ó îâîì ðàäó èçäâîjèî îíå
êîjå ñó ìè ñå íàjâèøå ñâèäåëå. Ìèñëèì äà ñàì, êðîç ðàçíå ïðèìåðå, äîêàçàî
÷èòàîöó êîëèêî ñó îíå âðåäíå èçó÷àâà»à.
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