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1 Увод

Математика, иако често доживљавана као краjње прецизна и формална, почи-
ње изненађуjуће jедноставним идеjама. Jедна од њих jе идеjа скупа — замисао да
можемо повезати неке обjекте и разматрати их као целину. Било да се ради о скупо-
вима броjева, тачака, функциjа или чак скуповима самих скупова, ова интуитивна
конструкциjа лежи у основи целокупне модерне математике.

Ипак, управо та интуитивност скупа довела jе до поjаве броjних логичких тешко-
ћа и парадокса коjи су краjем XIX и почетком XX века уздрмали темеље матема-
тичке мисли. Одговор на оваj изазов било jе аксиоматско заснивање теориjе скупова
— прелазак са наивног поимања на строго формализован систем, у коме се поjмови
као што су релациjа, функциjа, ординалност и кардиналност дефинишу прецизно и
унутар логички затвореног оквира.

У овом раду биће разматрани основни поjмови теориjе скупова, почевши од аксио-
ма и основних структура, преко трансфинитних броjева, па све до чувених парадокса
коjи су формирали границе математичког мишљења. Теориjа скупова ниjе само ап-
страктна област — она jе огледало саме математике, њених могућности, али и њених
граница.
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2 Основе и jезик теориjе скупова

Jезик теориjе скупова представља формални систем у коме се описуjу и анали-
зираjу скупови и односи између њих. Таj jезик се састоjи од основних симбола, коjи
укључуjу:

1. Променљиве: u, v, w, . . . , u1, v1, w1, . . .

2. Симболи: ∈ и =

3. (Исказни) везници: ⇒ (импликациjа), ∧ (конjункциjа), ∨ (дисjункциjа), ¬
(негациjа), и интерпункциjски знаци

4. Квантификатори: ∀ (универзални) и ∃ (егзистенциjални)

2.1 Формуле у теориjи скупова

У теориjи скупова, као и у другим областима математике заснованим на форма-
лизму, неопходно jе прецизно дефинисање израза коjи чине jезик теориjе како би се
постигла недвосмисленост тврдњи. Неопходно jе успоставити нека правила коjа гово-
ре како се граде те формуле. Такав приступ омогућава доследно извођење закључака
и постављање математичких теориjа на чврстим логичким темељима.

Формуле се састоjе из три дела:

• атомске формуле

• логички везници

• квантификатори

Можемо рећи да се формуле конструишу хиjерархиjски. За почетак, имамо атом-
ске формуле. Оне изражаваjу основне односе између обjеката: jеднакост и припадност

x ∈ y, x = y

Сложениjе формуле настаjу применом логичких везника, као што су коњункциjа
(∧), дисjункциjа (∨), импликациjа (→), еквиваленциjа (↔) и негациjа (¬).

α ∧ β, α ∨ β, ¬α, α → β, α ↔ β

Додатно, квантификатори (∀ и ∃) омогућаваjу изражавање универзалних и егзи-
стенциjалних тврдњи.

∀xα, ∃xα

Разликуjемо слободне и везане променљиве, где везаним називамо оне коjе се
поjављуjу унутар квантификатора. Погледаjмо следећи пример:

∀x (x ∈ y → ∃z (z ∈ x))

• x и z су везане променљиве

• y jе слободна променљива
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Када формула садржи слободне променљиве, она изражава неку особину или
однос коjи зависи од вредности тих променљивих – као да поставља услов коjи се
односи на конкретне елементе. С друге стране, ако су све променљиве у формули
везане квантификаторима, формула постаjе независна од конкретних вредности и
описуjе тврдњу коjа се односи на целокупну структуру у коjоj jе интерпретирамо.
Таква формула се назива реченица и има статус пуноправне изjаве унутар jезика.

2.2 Основни поjмови

Скуп jе основни ентитет теориjе скупова. Интуитивно га можемо посматрати као
колекциjу обjеката, али у формалном смислу се третира као примитиван поjам. То
значи да се његово понашање дефинише преко аксиома, а не преко конкретне дефи-
нициjе. Може се рећи да jе скуп нека множина (jер може имати већи броj елемената)
коjи посматрамо као jединку, односно целину. Главни проблем код дефинисања поjма
скупа jе таj што можемо приметити да нешто покушавамо да дефинишемо управо
преко тог нечега (у филозофиjи idem per idem). На срећу, сложићемо се да jе скуп
интуитиван поjам, те га за таквог и узимамо. Приметимо да однос између скупа и ње-
гових елемената има обострани карактер. Наиме, скуп jе одређен своjим елементима
(тзв. атомистичка структура скупа), али и елементи своjим припадањем дефинишу
скуп. На пример, кружница се може посматрати као скуп свих тачака у равни коjе
су на фиксном растоjању x од неке тачке A. Истовремено, можемо рећи и да све
тачке коjе испуњаваjу таj услов — удаљеност x од тачке A — заjедно образуjу jедан
jединствени скуп: кружницу.

Скупове можемо уочити свуда око нас. То су на пример скуп свих ученика jедног
одељења, скуп свих позитивних парних броjева мањих од 10. Ове скупове можемо
описати као коначне. То значи да они имаjу коначан броj елемената, те да се ти
елементи у теориjи могу сви исписати. Њима се може одредити броj елемената, а
то називамо кардинални броj. Са друге стране, постоjе скупови чиjи броj елемената
ниjе коначан. Између осталих, то су скуп природних броjева, скуп свих могућих
шаховских партиjа (сматрамо да се педесетопотезно правило изузима, па шахисти
не мораjу да брину о истинитости тврдње) и скуп свих тачака на некоj кружници.

Када говоримо о односу између елемента и скупа, уочавамо следеће: неки елемент
a може да припада или да не припада неком скупу A, а то обележавамо као a ∈ A,
односно a /∈ A, респективно.

Даћемо пар примера како то може да изгледа:

A = {a}, читамо: скуп A има jедан елемент a

B = {b, c}, читамо: скуп B има два елемента b и c

C = {2, 4, 6, . . . }, читамо: скуп C садржи све парне природне броjеве

На примеру скупа C можемо видети да некада нису излистани сви елементи,
већ да користимо три тачке да покажемо да се неки образац наставља (овде су то
сви природни броjеви дељиви са 2). Оваj начин записивања сме се користити са-
мо онда када jе правило недвосмислено и очигледно свима коjи читаjу. Скуп A =
{a, x, 17, w,✓, 1...} пример jе скупа у чиjем су запису искоришћене горепоменуте три
тачке, али образац ниjе уопште jасан. То jе пример лоше праксе и не треба се упра-
жњавати.

За два скупа кажемо да су jеднаки само ако сваки елемент из првог припада и
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другом, и сваки елемент из другог припада првом. За скупове A и B за коjе то важи
пишемо A=B.

Празан скуп (∅)
Празан (вакантан) скуп jе скуп без елемената, означава се са ∅.

Подскуп (⊆)
Кажемо да jе скуп A подскуп скупа B у ознаци A ⊆ B, ако сваки елемент скупа A
припада и скупу B:

∀x(x ∈ A → x ∈ B).

Када излиставамо све подскупове неког скупа A, ту укључуjемо и цео скуп A и
празан скуп. У пракси, то би изгледало овако:

A = {a, b, c}

Подскупови скупа A су: ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}

Ако бисмо хипотетички имали ситуациjу да постоjи неки скуп B коме припада
само празан скуп, скуп B не би био празан, већ би се сматрао скупом чиjи jе jедини
елемент празан скуп (B = {∅}).

Погледаjмо следеће: ако кажемо да a и b представљаjу елементе скупова A и B
редом, и да ћемо користити следеће 4 тврдње

• свако a ∈ B

• свако b ∈ A

• ниjе свако a ∈ B

• ниjе свако b ∈ A

разликуjемо следеће случаjеве:

1. Важи: свако a ∈ B и свако b ∈ A =⇒ A = B

2. Важи: свако a ∈ B, али ниjе свако b ∈ A =⇒ A ⊂ B

3. Важи: свако b ∈ A, али ниjе свако a ∈ B =⇒ B ⊂ A

4. Важи: ниjе свако a ∈ B и ниjе свако b ∈ A

Последњи случаj, за разлику од претходних, нема неки посебан назив и нотациjу
jер то jедноставно ниjе потребно.

Такође, битно jе напоменути да када говоримо о подскуповима, релациjа подскуп
jе транзитивна, односно:

∀A,B,C (A ⊆ B ∧B ⊆ C) =⇒ A ⊆ C

Прави подскуп (⊂)

Скуп A jе прави подскуп скупа B (A ⊂ B) ако важи A ⊆ B и постоjи бар jедан
елемент у B коjи ниjе у A.
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Партитивни скуп (P(A))
Партитивни скуп скупа A jе скуп свих подскупова скупа A:

P(A) = {X | X ⊆ A}.

Кардиналност партитивног скупа P(A) где A има n елемената jе 2n.

Униjа скупова (∪)
Униjа скупова A и B (A ∪ B) jе скуп коjи садржи све елементе из A и све елементе
из B:

A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

Пресек скупова (∩)
Пресек скупова A и B (A∩B) jе скуп свих елемената коjи су заjеднички за оба скупа:

A ∩B = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}.

За униjу и пресек скупова важе следеће особине:

• Комутативност:
A ∪B = B ∪ A, A ∩B = B ∩ A

• Асоциjативност:

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C), (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

• Дистрибутивност:

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

• Идемпотентност:
A ∪ A = A, A ∩ A = A

• Неутрални елементи:

A ∪ ∅ = A, A ∩ ∅ = ∅

• Услов подскупа (еквиваленциjа):

A ∪B = A ⇒ B ⊆ A

A ∩B = A ⇒ A ⊆ B

Разлика скупова (\)
Разлика скупова A и B (A \B) jе скуп свих елемената из A коjи нису у B:

A \B = {x | x ∈ A ∧ x /∈ B}.
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Комплемент скупа A у односу на скуп B означавамо са C(A), и дефинишемо га
као:

C(A) = B \ A

што значи да C(A) представља све елементе из B коjи нису у A.
За комплемент важе следеће особине:

• Комплемент комплемента скупа A jеднак jе самом скупу A.

C(C(A)) = A

• Комплемент празног скупа jе цео скуп B, док jе комплемент целог скупа B
празан скуп.

C(∅) = B, C(B) = ∅

• Ако jе скуп A подскуп од скупа B, онда jе комплемент скупа B подскуп ком-
племента скупа A.

C(B) ⊆ C(A) ако jе A ⊆ B

• Дистрибутивност комплемента:

C(A ∪B) = C(A) ∩ C(B)

Комплемент униjе два скупа jе jеднак пресеку њихових комплемената.

C(A ∩B) = C(A) ∪ C(B)

Комплемент пресека два скупа jе jеднак униjи њихових комплемената.

Симетрична разлика (△)
Симетрична разлика скупова A и B (A△B) садржи елементе коjи припадаjу тачно
jедном од скупова:

A△B = (A \B) ∪ (B \ A).

Декартов производ (×)
Декартов производ скупова A и B (A × B) jе скуп свих уређених парова (о њима
ћемо детаљниjе говорити у 2.3) чиjи jе први елемент из A, а други из B:

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Такође, важи да jе
A×B × C = (A×B)× C,

Односно, у општем облику

A1 × . . .× An+1 = (A1 × . . .× An)× An+1.

Ради лакшег и краћег записа, можемо користити и следећу нотациjу када jе то
потребно

An = A× . . .× A︸ ︷︷ ︸
n пута

.
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2.3 Поjам уређеног пара. Значаj

У класичноj теориjи скупова, концепт скупа jе инхерентно неуређен. То значи да
препознаjемо да редослед елемената скупа не утиче на његов идентитет. За свако a и
b, скуп {a,b} исти jе као скуп {b,a}. Такође, ако jе a = b, тада се поменути скуп своди
на jедночлани скуп {a}. Док ова особина одговара основним принципима теориjе
скупова, она представља изазов када покушавамо да формално дефинишемо уређени
пар, jедан од основних конструката у различитим гранама математике, посебно у
релациjама и функциjама.

Конструкциjу коjом се дефинишу уређени парови предложио jе пољски матема-
тичар Куратовски. Наиме, уређени пар (a, b) дефинишемо као скуп:

(a, b) = {{a}, {a, b}}

Овако, осигурава се да су уређени парови (a, b) и (b, a) различити у свим случа-
jевима, осим када важи a = b.

2.3.1 Jединственост уређеног пара

Сада ћемо проверити да ли, дефинисањем на гореописани начин, осигуравамо
jединственост, тj. да ли важи следеће:

(a, b) = (c, d) → a = c ∧ b = d

Случаj када jе a=b jе тривиjалан, те ћемо одмах прећи на случаj када то не важи.
За почетак, расписаћемо леву страну по дефинициjи:

{{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}

Из тога следи:
{a} = {c} ∧ {a, b} = {c, d}

Из чега се jедноставно долази до почетне тврдње.
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3 Аксиоматско заснивање теориjе скупова

Аксиоми играjу кључну улогу у математици, управо jер пружаjу чврсту основу:
можемо рећи и да представљаjу темељ на коме се касниjе гради целокупна логичка
структура неког математичког система. Без jасно дефинисаних почетних правила,
свака теориjа би била подложна неjасноћама, парадоксима и контрадикциjама. Уво-
ђењем аксиома, омогућавамо да се чак и сложени математички концепти развиjаjу
прецизно и доследно.

Теориjа скупова, као основа савремене математике, ниjе изузетак. Иако се она на
самом почетку развиjала интуитивно, управо jер jе описивала ствари коjе су биле
интуитивне, убрзо су се почели поjављивати парадокси и контрадикциjе (попут Ра-
селовог парадокса, о коме ће касниjе бити речи). То jе био jасан знак да jе неопходна
формализациjа у виду аксиома. Наиме, Џорџ Кантор увидео jе значаj функциjа из-
међу скупова и увео поjам кардиналних и ординалних броjева, те се на неки начин
сматра зачетником теориjе скупова. Када jе реч о самом сету аксиома, ту заслугу
добиjаjу два научника: Цермело (коjи jе формулисао већину аксиома) и Френкел
(схема-аксиом замене).

Георг Кантор (1845–1918) био jе немачки математичар и зачетник теориjе скупова.
Након што jе завршио гимназиjу 1860. године, образовање наставља на Универзитету
у Берлину, где 1867. стиче и докторат. Неко време радио jе као професор у гимназиjи.
Позната jе информациjа да jе био и професор Универзитета у Халеу.

Ернст Цермело (1871–1953) био jе немачки математичар и логичар. Био jе План-
ков и Канторов ученик и студирао jе математику, физику и филозофиjу. Његовим
наjвећим доприносима науци сматраjу се креирање аксиома избора и учешће у из-
ради ZF система аксиома. Бавио се и термодинамиком и формулисао jе Цермелов
парадокс иреверзибилности статистичке интерпретациjе термодинамике у расправи
са Лудвигом Болцманом. Напустио jе Немачку услед неслагања са Хитлеровим ре-
жимом.

Адолф Абрахам Френкел (1891–1965) рођен jе у Минхену у jевреjскоj породици.
Студирао jе математику на универзитетима у Минхену, Марбургу, Берлину и Бре-
слау, где jе докторирао 1914. Након служења у немачкоj воjсци током Првог светског
рата, предавао jе на универзитетима у Марбургу и Килу, али се због ционистич-
ких уверења преселио у Палестину 1929. године, где jе био професор на Хебреjском
универзитету у Jерусалиму. Био jе први декан Факултета математике и ректор уни-
верзитета (1938–1940). Френкел jе оставио значаjне радове о независности аксиома
избора и историjи математике, укључуjући Гаусову биографиjу. Активно се залагао
за ционизам и религиозно образовање, а након пензионисања наставио jе предавати
на Бар-Илан универзитету.

1. Аксиом о jеднакости скупова: Скупови X и Y су jеднаки ако и само ако се
састоjе од истих елемената

∀X ∀Y
(
X = Y ⇐⇒ ∀z (z ∈ X ⇐⇒ z ∈ Y )

)
.

односно

X = Y ⇐⇒ ∀t
(
(t ∈ X =⇒ t ∈ Y ) ∧ (t ∈ Y =⇒ t ∈ X)

)
.

2. Аксиом пара: За свако x и y постоjи скуп {x,y} коjи садржи тачно те елементе
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∀a ∀b∃c∀x (x ∈ c ↔ x = a ∨ x = b)

3. Схема-аксиом 1 сепарациjе: Ако jе P своjство (са параметром p), онда за свако
X и p постоjи скуп

Y = {u ∈ X : P (u, p)}

коjи садржи све оне елементе u ∈ X коjи поседуjу своjство P .

∀X∀p∃Y ∀u (u ∈ Y ↔ u ∈ X ∧ φ(u, p)) .

4. Аксиом униjе: За свако X постоjи скуп Y =
⋃
X, униjа свих елемената скупа

X

∀X∃Y ∀u (u ∈ Y ↔ ∃z (z ∈ X ∧ u ∈ z)) .

5. Аксиом партитивног скупа: За свако X постоjи скуп Y = P(X), коjи jе скуп
свих подскупова скупа X

(∀X)(∃Y )(∀z)(z ⊆ X =⇒ z ∈ Y )

6. Аксиом бесконачности: Постоjи бесконачан скуп

(∃X)(∅ ∈ X ∧ (∀y ∈ X)(y ∪ {y} ∈ X))

7. Схема-аксиом замене: Ако jе класа F функциjа, онда за свако X постоjи скуп
Y = F (X) = {F (x) : x ∈ X} односно за сваку функциjу коjа за домен има скуп
X постоjи скуп чиjи су елементи све вредности те функциjе

∀x∀y∀z (φ(x, y, p) ∧ φ(x, z, p) → y = z) → ∀X∃Y ∀y (y ∈ Y ↔ (∃x ∈ X)φ(x, y, p)) .

8. Аксиом добре заснованости: Сваки непразан скуп има ∈-минимални елемент
(то jе елемент коjи не садржи ниjедан други елемент датог скупа)

(∀X)(X ̸= ∅ ⇒ (∃y ∈ X)¬(∃z)(z ∈ X ∧ z ∈ y))

9. Аксиом избора (Axiom of Choice, скраћено AC): За сваки скуп X узаjамно дис-
jунктних непразних скупова (такозвана фамилиjа скупова) постоjи скуп Y коjи
садржи тачно jедан елемент из сваког скупа из X

1Назив „схема-аксиом“ користи се зато што се не ради о jедноj jединоj изjави, већ о потенциjално
бесконачно много инстанци аксиома — по jедна за сваку формулациjу своjства φ коjе задовољава
синтаксу теориjе скупова. Другим речима, ово ниjе аксиом у уобичаjеном смислу (као поjединач-
на тврдња), већ правило коjе омогућава формулисање многих аксиома истог типа. У Зермело-
Френкелoвоj теориjи скупова постоjе две такве схеме, сепарациjе и заменe.
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3.1 Дебата о аксиоми избора

Интригантно jе, заиста, осврнути се на суштинске контроверзе коjе окружуjу Ак-
сиому избора (AC). Унутар математичке заjеднице, дебата о томе да ли теориjу ску-
пова треба утемељити на Зермело-Френкеловим аксиомама без Аксиоме избора (ZF)
или jе пак неопходна теориjа ZFC (ZF са AC), представља jедну од наjфундаментал-
ниjих дилема савремене математике. Ова дилема ниjе само техничке природе; она
задире у саму срж нашег разумевања постоjања математичких обjеката, природе
доказа и граница интуициjе.

Заговорници ZFC теориjе истичу не само да се AC не може извести из преосталих
аксиома, већ и да jе њена присутност кључна за развоj и конзистентност многих
виталних грана математике. Погледаjмо неке од њених наjзначаjниjих импликациjа:

• Анализа и топологиjа: Без AC, многе кључне теореме из анализе и топологи-
jе, попут Тихоновљеве теореме (коjа тврди да jе производ произвољне колекциjе
компактних тополошких простора компактан у Тихоновљевоj топологиjи) или
постоjања неких мера на одређеним просторима, не би могле бити доказане.
Ово би озбиљно угрозило темеље функционалне анализе.

• Линеарна алгебра: Аксиома избора гарантуjе постоjање базе за сваки век-
торски простор. Иако за коначно-димензионалне просторе ово ниjе проблем, за
бесконачно-димензионалне просторе без AC нема гаранциjе да таква база по-
стоjи. Ово има далекосежне последице на теориjу оператора и сродне области.

• Апстрактна алгебра и теориjа редова: Зорнова лема, еквивалентна AC,
jе моћно средство за доказивање постоjања максималних елемената у парци-
jално уређеним скуповима. Ово се користи у доказима као што су постоjање
максималних идеала у прстену, или постоjање алгебарског затворења поља.

• Теориjа Скупова: У самоj теориjи скупова, AC jе неопходна за успостављање
еквиваленциjе између неких дефинициjа бесконачности (нпр. између бесконач-
них скупова и оних коjи садрже преброjив бесконачан подскуп).

Укратко, одрицање од AC би нас приморало да редефинишемо велики део постоjеће
математике или да прихватимо да многи интуитивно "постоjећи"обjекти заправо не
постоjе.

Са друге стране, постоjање дубоко контра-интуитивних резултата, попут Банах-
Тарски парадокса (коjи гласи: лопта у R3 се може разложити на коначан броj делова,
коjи се затим могу преуредити тако да формираjу две идентичне лопте, свака исте
запремине као оригинална) или Виталиjеве теореме о неизмерљивим скуповима (коjа
показуjе постоjање подскупова интервала [0,1] коjи нису Лебеговски измерљиви),
тера нас на дубоко промишљање о импликациjама прихватања AC.

Ови "парадокси" не указуjу на логичку контрадикциjу у ZFC теориjи, већ пре на
то да AC дозвољава конструкциjе коjе су супротстављена нашоj геометриjскоj инту-
ициjи, физичком разумевању материjе и поjму „мере" коjи обично везуjемо за сва-

кодневни живот. Суштина проблема jе у томе што AC омогућава „неконструктивне"

доказе постоjања, односно, доказуjе постоjање неког обjекта, али не даjе експлицитну
методу за његову конструкциjу.
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Филозофске импликациjе и алтернативни приступи

Дебата о Аксиоми избора ниjе само техничка, већ дубоко задире у филозофске
теме:

• Постоjање математичких обjеката: Да ли математички обjекти постоjе не-
зависно од наших конструкциjа (платонизам), или су они само менталне кон-
струкциjе (интуиционизам)? AC фаворизуjе платонистички приступ, док њено
одбацивање води ка конструктивистичким и финитистичким погледима.

• Природа доказа: Да ли jе доказ само гаранциjа непротивречности, или мора
пружити и експлицитну конструкциjу?

Неки математичари истражуjу математику без AC, док други истражуjу слабиjе
форме AC (нпр. Аксиома преброjивог избора, ACω), коjе не воде до "парадокса"попут
Банах-Тарског. Постоjе и предлози да се AC замени другим аксиомама коjе би могле
бити интуитивниjе, а да и даље омогуће развоj већег дела потребне математике.

У овом раду нећемо се упуштати у дубље анализе свих ових аспеката, али снажно
охрабруjемо читаоца да самостално истражи ову фасцинантну област. Литература
коjу посебно препоручуjемо су књига Томаса Jеха "The Axiom of Choice", а они коjе
занима и филозофска страна ове приче могу погледати "Foundations of Set Theory"од
Френкела, Бар-Хилела и Левиjа.
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4 Релациjе и функциjе кроз теориjу скупова

Поjмови релациjа и функциjа од фундаменталног су значаjа за целу математику,
па самим тим исто важи и за теориjу скупова. У наставку ћемо приказати како се
они дефинишу помоћу скупова и уређених парова.

4.1 Бинарне релациjа

Прво ћемо се подсетити тога шта су релациjе и коjе особине оне могу да имаjу.
Ово нам jе потребно зато што ћемо касниjе функциjе дефинисати као посебан тип
бинарних релациjа.

Нека су A и B два непразна скупа. Бинарна релациjа ρ из скупа A у скуп B jе
подскуп Декартовог производа A×B, тj.

ρ ⊆ A×B.

Елемент (a, b) ∈ ρ чита се као "a jе у релациjи ρ са b"и означава се записом

a ρ b.

У супротном, ако (a, b) /∈ ρ, пишемо a ̸ ρ b. У посебном случаjу када важи да jе A = B,
кажемо да jе ρ бинарна релациjа на скупу A.

Погледаjмо неке важне дефинициjе:

• Домен релациjе ρ jе скуп

dom(ρ) = {a ∈ A | ∃b ∈ B, (a, b) ∈ ρ}.

• Кодомен релациjе ρ jе скуп B.

• Опсег (односно слика) релациjе ρ jе скуп

ran(ρ) = {b ∈ B | ∃a ∈ A, (a, b) ∈ ρ}.

4.1.1 Особине бинарних релациjа

Неопходно jе напоменути да бинарне релациjе могу поседовати нека своjства.
Сада ћемо их навести и рећи нешто више о њима.

• Рефлексивност: Релациjа ρ jе рефлексивна ако важи

∀a ∈ A, (a, a) ∈ ρ.

• Ирефлексивност: ρ jе ирефлексивна ако важи

∀a ∈ A, (a, a) /∈ ρ.

• Симетричност: ρ jе симетрична ако важи

∀a, b ∈ A, (a, b) ∈ ρ =⇒ (b, a) ∈ ρ.
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• Антисиметричност: ρ jе антисиметрична ако важи

∀a, b ∈ A, (a, b) ∈ ρ ∧ (b, a) ∈ ρ =⇒ a = b.

• Транзитивност: ρ jе транзитивна ако важи

∀a, b, c ∈ A, (a, b) ∈ ρ ∧ (b, c) ∈ ρ =⇒ (a, c) ∈ ρ.

Такође, поседовање поjединих особина релациjу може сврстати у неку од следећих
класа

• Релациjа еквиваленциjе jе бинарна релациjа коjа jе рефлексивна, симетрична и
транзитивна.

• Парциjално уређење jе бинарна релациjа коjа jе рефлексивна, антисиметрична
и транзитивна.

• Строго парциjално уређење jе бинарна релациjа коjа jе ирефлексивна и тран-
зитивна.

4.1.2 Компоновање релациjа

Нека су ρ ⊆ A×B и S ⊆ B ×C бинарне релациjе. Композициjа релациjа S ◦ ρ ⊆
A× C дефинише се правилом:

(a, c) ∈ S ◦ ρ ако и само ако ∃b ∈ B такав да (a, b) ∈ ρ и (b, c) ∈ S.

Занимљиво jе да jе компоновање релациjа асоциjативно, тj. за релациjе ρ ⊆ A×B,
S ⊆ B × C и T ⊆ C ×D важи:

T ◦ (S ◦ ρ) = (T ◦ S) ◦ ρ.

4.1.3 Инверзна релациjа

За бинарну релациjу ρ ⊆ A×B дефинишемо инверзну релациjу ρ−1 ⊆ B ×A као

ρ−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ ρ}.

Другим речима, важи:

a ρ b ако и само ако b ρ−1 a.

4.2 Функциjе

Главна поента функциjа у теориjи скупова jесте у чињеници да њихово постоjање
одговара на питање: Да ли скуп може бити добро дефинисан чак и ако не наведемо
све његовве елеменате? Одговор jе потврдан.
Пресликавање (или трансформациjа) скупа A jесте сваки поступак f коjим сваком
елементу x ∈ A придружуjемо неки скуп, што се означава као f(x). У случаjу да jе
то пресликавање jеднозначно, кажемо да jе f(x) функциjа.
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Пресликавање f додељуjе сваком елементу из скупа A по jедан елемент из скупа
B, при чему се каже да jе слика (или трансформат) скупа A под пресликавањем
f скуп f(A) ⊆ B. У општем случаjу, та слика може бити прави подскуп скупа B.
Међутим, ако важи f(A) = B, тада кажемо да пресликавање f пресликава цео
скуп A на цео скуп B, тj. да jе f сурjективно (особина "на").

Ипак, очигледно jе да не задовољава свако пресликавање ову особину. На пример,
размотримо функциjу f : R → R дефинисану као f(x) = x4. У овом случаjу, иако jе
дефинисана на целом скупу реалних броjева, њена слика jе f(R) = [0,∞), што значи
да негативни броjеви из скупа R нису достигнути ни за jедну вредност улаза x ∈ R.
Дакле, f у овом случаjу ниjе сурjективна, jер f(R) ⊊ R.

Ова разлика jе од кључног значаjа у теориjи функциjа, jер говори о томе колико
„достижно“ пресликавање покрива своj кодомен.

Теорема 4.1 (О монотоности пресликавања) Нека jе f пресликавање скупа A у
неки скуп D. Ако важи C ⊆ B ⊆ A, тада следи:

f(C) ⊆ f(B) ⊆ f(A)

.

Другим речима, пресликавање чува инклузиjу. То значи да jе слика подскупа
подскуп слике већег скупа.

Сада ћемо напоменути неколико интуитивних и основних чињеница. Наjпре, уко-
лико за свако x ∈ A важи f(x) = x, тада говоримо о идентичком пресликавању.
Насупрот томе, ако jе f(x) = ∅, онда f не представља валидно пресликавање скупа
A, jер ниjе сваком елементу додељен тачно jедан елемент (скуп).

Пресликавање се назива jеднозначним ако за свако x ∈ A важи да jе скуп f(x)
jедночлан, тj. садржи тачно jедан елемент.

Да бисмо додатно осветлили поjам функциjе као jеднозначног пресликавања, ко-
рисно jе осврнути се на jедан класичан пример из анализе — Дирихлеову функци-
jу. Ова функциjа jе дефинисана на скупу реалних броjева R, и формално jе задана
овако:

f(x) =

{
1, ако x ∈ Q (x jе рационалан броj)
0, ако x ∈ R \Q (x jе ирационалан броj)

Ово пресликавање jесте функциjа jер сваком x ∈ R додељуjе тачно jедну вредност
(она може бити 0 или 1, у зависности од тога коjи услов задовољава улаз) и тиме
испуњава основни критериjум jеднозначности.

За два пресликавања f и g кажемо да су идентички jеднака акко су дефинисана
на истом скупу А, кодомен им jе исти и задовољаваjу услов:

f(x) = g(x) за свако x ∈ A.

За два пресликавања f и g, композициjа функциjа jе дефинисано као:

(g ◦ f)(x) = g(f(x))
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односно:
(g ◦ f)(x) =

⋃
y⊆f(x)

g(y)

Важно jе напоменути да, иако постоjе случаjеви када то важи, компоновање функ-
циjа ниjе увек комутативно, односно следеће ниjе увек тачно:

f ◦ g(x) = g ◦ f(x)

Контрапример био би следећи: Ако jе f(x) = 2x и g(x) = x+ 3, онда:

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x+ 3) = 2(x+ 3) = 2x+ 6

а
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(2x) = 2x+ 3

Сада, нека су f , g, и h пресликавања таква да jе f : A → B, g: B → C и h: C → D.
За ова пресликавања важи асоциjативност компоновања функциjа:

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

Ово значи да редослед компоновања функциjа ниjе битан и да добиjамо исти
резултат, без обзира на то да ли прво компонуjемо g и f , па затим h, или прво
компонуjемо h и g, па затим f .

Доказ:
Ако jе x ∈ A, имамо:
1. Са леве стране прво примењуjемо f , затим g, и на краjу h:

h ◦ (g ◦ f)(x) = h ◦ (g(f(x))) = h(g(f(x))).

2. Са десне стране прво примењуjемо f , затим g, и на краjу h:

(h ◦ g) ◦ f(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))).

Као што се види, у оба случаjа добиjамо исти резултат, што jе требало доказати.

Инверзно пресликавање
За дато пресликавање f : A → B, дефинишемо инверзно пресликавање као

пресликавање коjе сваком елементу y ∈ f(A) придружуjе скуп свих елемената x ∈ A
за коjе важи f(x) = y. Ово пресликавање означавамо са f−1, и дефинишемо га као:

f−1(y) = {x ∈ A | f(x) = y}.

Ако jе f биjекциjа, тада за свако y ∈ B постоjи тачно jедан x ∈ A такав да важи:

f(x) = y ⇐⇒ f−1(y) = x.

У том случаjу, важе следеће фундаменталне особине:

f−1(f(x)) = x, за свако x ∈ A,
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f(f−1(y)) = y, за свако y ∈ B.

Брза напомена о нотациjи и интерпретациjи: Ознака f−1 се користи искључиво
за означавање инверзног пресликавања, и никако се не сме бркати са нотациjом за
реципрочну вредност, тj. (f(x))−1, коjа означава реципрочну вредност броjа f(x) (ако
jе она дефинисана).

Такође jе важно истаћи да инверзно пресликавање има значаjну улогу када гово-
римо о композициjи функциjа. На пример, ако су f : A → B и f−1 : B → A међусобно
инверзна пресликавања, тада композициjе даjу идентичка пресликавања:

f−1 ◦ f = idA, f ◦ f−1 = idB.

Овим се потврђуjе да jе функциjа f реверзибилна, а пресликавање f−1 служи као
њен математички "повратак уназад".

Поставља се природно питање: када функциjа нема инверзну функциjу? Иако
смо дефинисали инверзно пресликавање као релациjу коjа свакоj вредности y ∈ f(A)
придружуjе скуп свих x ∈ A за коjе jе f(x) = y, то не значи да jе f−1 нужно функциjа
у строгом смислу. Да би инверзно пресликавање било права функциjа — тj. да би
свака вредност y имала тачно jедног претечу x — потребно jе да оригинална функциjа
f буде биjективна.

Размотримо jедноставан, али изузетно поучан пример:

Нека jе дата функциjа f : R → R дефинисана формулом:

f(x) = x2.

Ова функциjа сваком реалном броjу додељуjе његов квадрат. На први поглед, све
изгледа у реду: функциjа jе jасно дефинисана и сваком x придружуjе тачно jедно y.
Међутим, запитаjмо се: може ли ова функциjа имати инверзну функциjу?

Погледаjмо конкретан случаj:

f(2) = 4 , а такође f(−2) = 4.

Дакле:
f(2) = f(−2),

иако jе очигледно 2 ̸= −2. Ово нам говори да jе функциjа f неинjективна, jер по-
стоjе различити елементи у домену коjи се пресликаваjу у исту вредност у кодомену.
Тиме jе доведена у питање jеднозначност инверзног пресликавања.

Ако покушамо да конструишемо f−1, добиjамо:

f−1(4) = {2,−2},

што више ниjе функциjа — jер за jедно y постоjи више могућих x. Дакле, функциjа
f у овом облику нема инверзну функциjу, већ инверзну релациjу.

Како решити проблем?
Jедно од наjчешћих решења у теориjи функциjа jесте ограничавање домена

функциjе на скуп на коjем она постаjе инjективна. У нашем примеру, функциjа
f(x) = x2 jе инjективна ако jе посматрамо само на ненегативним броjевима, тj. на
интервалу:

[0,∞).
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На овом интервалу, сваки броj има jединствени квадрат, и важи:

f : [0,∞) → [0,∞), f(x) = x2,

са инверзном функциjом:
f−1(y) =

√
y.

У овом ограниченом контексту, сада jе испуњен услов jеднозначности и f−1 jесте
права функциjа. На таj начин функциjа постаjе реверзибилна.

Дакле, да би пресликавање имало инверзну функциjу, оно мора бити инjективно
(да различити елементи имаjу различите слике) и сурjективно (да свака вредност
у кодомену буде досегнута). Ограничавање домена представља занимљиву и важну
технику у теориjи скупова и анализи уопште, коjом омогућавамо да функциjе коjе
иначе нису инверзибилне то ипак постану, наравно у одговараjућем, пажљиво иза-
браном контексту.

Ако за неко инверзно пресликавање f−1 важи да jе оно jеднозначно, онда за
трансформациjу f кажемо да jе jеднолисна. Пресликавања коjа су и jеднозначна
и jеднолисна имаjу посебан назив: обострано jеднозначна пресликавања. Зани-
мљиво jе то да се из тога може извући jош jедна дефинициjа еквиваленциjе скупова.
Наиме, скупови A и B су еквивалентни ако постоjи обострано jеднозначна трансфор-
мациjа f таква да jе f(A)=B.
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5 Ординални броjеви

Да бисмо разумели поjам ординалних броjева, наjпре jе неопходно упознати се
са основним поjмовима из теориjе редоследа. Теориjа редоследа проучава структуре
коjе су опремљене бинарном релациjом "мање од" или општим поређењем, и коjе на

таj начин омогућаваjу упоређивање елемената.

5.1 Увод у теориjу поретка

5.1.1 Парциjални поредак

Нека jе A непразан скуп и нека jе < бинарна релациjа дефинисана на скупу A.
Кажемо да jе < парциjални поредак на скупу A ако су испуњена следећа два
услова:

1. Ирефлексивност: Важи a ≮ a за свако a ∈ A

2. Транзитивност: Ако jе a < b и b < c, тада следи a < c за свако a, b, c ∈ A

Релациjа коjа задовољава ове услове омогућава постављање хиjерархиjе или струк-
туре међу елементима скупа, али не мора дозвољавати да се свака два елемента
упореде.

Ако бинарна релациjа < задовољава само услове рефлексивности и транзитивно-
сти онда за њу кажемо да jе квазиуређење (или предпоредак) на скупу A.

5.1.2 Линеарни (тотални) редослед

Парциjални редослед постаjе линеаран односно тоталан ако додатно важи и
следећи услов:

3. Комплетност: За свака два елемента a, b ∈ A, важи искључиво jедно своjство
од следећих: a < b, a = b или b < a.

Другим речима, у линеарном редоследу сваки пар елемената jе упоредив, што jе
из самог назива негде и очигледно.

У оквиру парциjално или линеарно уређених скупова, разликуjу се специфични
елементи коjи играjу значаjну улогу у анализирању структуре скупа.

• Елемент a ∈ A jе минимални елемент ако не постоjи ниjедан елемент b ∈ A
такав да b < a.

• Елемент a ∈ A jе максимални елемент ако не постоjи ниjедан b ∈ A такав да
a < b.

Важно jе нагласити да минимални и максимални елементи не мораjу бити jедин-
ствени.

• Наjмањи елемент скупа A jе елемент a ∈ A такав да за сваки b ∈ A важи
a < b.

• Наjвећи елемент jе елемент a ∈ A такав да за сваки b ∈ A важи b < a.
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За разлику од минималног, наjмањи елемент jе увек jединствен (ако постоjи на-
равно).

Нека jе B ⊆ A подскуп уређеног скупа A.

• Елемент a ∈ A jе горња граница за B ако за свако b ∈ B важи b ≤ a.

• Елемент a ∈ A jе доња граница за B ако за свако b ∈ B важи a ≤ b.

• Супремум (наjмања горња граница) jе наjмањи елемент међу свим горњим
границама скупа B, ако постоjи.

• Инфимум (наjвећа доња граница) jе наjвећи елемент међу свим доњим гра-
ницама скупа B, ако постоjи.

У литератури наjчешће се могу срести следеће ознаке: sup A (за супремум скупа
А) и inf A (за инфимум скупа А).

Нека су (A,<) и (B,<) два парциjално уређена скупа, и нека постоjи преслика-
вање за коjе важи f : A → B. Кажемо да функциjа f чува редослед ако:

∀a, b ∈ A, a < b ⇒ f(a) < f(b).

Такве функциjе играjу значаjну улогу у проучавању структуре уређених скупова,
jер обезбеђуjу да се релациjе међу елементима чуваjу и у сликама функциjе.

Нека су (A,<) и (B,<) два уређена скупа. Функциjа f : A → B jе изоморфизам
ако испуњава следеће услове:

• Функциjа f jе биjекциjа (1-1 и на).

• Функциjа f чува редослед:

a < b ⇒ f(a) < f(b).

• Инверзна функциjа f−1 : B → A такође чува редослед

Уколико скуп A има изоморфизам на самог себе, тj. постоjи биjективна функциjа
f : A → A коjа jе изоморфизам, кажемо да jе f аутоморфизам скупа A.

Линеаран редослед < на скупу A назива се добро уређење ако сваки непразан
подскуп скупа A има наjмањи елемент.

То jест, за свако B ⊆ A, B ̸= ∅, постоjи b0 ∈ B такав да за све b ∈ B важи b0 ≤ b.
Како то у пракси изгледа? За скуп природних броjева N кажемо да jе пример

доброг уређења, jер jе очигледно да има ту особину. Са друге стране подскуп скупа
целих броjева {...− 3,−2,−1, 0} нема наjмањи елемент, те скуп Z ниjе добро уређен.

Лема. Нека jе (A,<) добро уређен скуп и нека jе f : A → A строго растућа
функциjа (монотона), тj. за све a < b важи f(a) < f(b). Тада за свако a ∈ A важи:

a < f(a).
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Доказ: Претпоставимо супротно, да постоjи a ∈ A такав да f(a) < a. Посматраjмо
скуп:

B = {x ∈ A : f(x) < x}.

Пошто jе A добро уређен, скуп B има наjмањи елемент, рецимо a0. Тада jе:

f(a0) < a0.

Али како jе f строго растућа, имамо:

f(f(a0)) < f(a0) < a0,

из првог дела следи да f(a0) ∈ B, па f(a0) < a0 противречи да jе a0 наjмањи елемент.
■

5.2 Ординални броjеви

Ординални броjеви се конструишу као специjалне врсте скупова. Поређење међу
њима ослања се на релациjу припадања: кажемо да jе ординал α < β ако и само ако
α ∈ β. Такође, ординал α jе управо скуп свих ординала строго мањих од њега, што
записуjемо као:

α = {β | β < α}.

Они генерализуjу идеjу броjања на бесконачне, добро уређене скупове, омогућа-
ваjући нам да прецизно класификуjемо и упоређуjемо различите типове уређења.

Формална дефинициjа
Кажемо да jе скуп α ординални броj (или ординал) ако важе следећи услови:

• α jе транзитиван скуп: сваки елемент скупа α jе такође и подскуп скупа α,

• Скуп α, са релациjом припадања ∈, jе добро уређен.

Другим речима, ординални броjеви су они скупови коjи су и транзитивни и добро
уређени релациjом ∈.

За означавање ординалних броjева наjчешће се користи мала грчка слова: α, β, γ, . . ..
Неки основни ординали су:

0 = ∅
1 = {0} = {∅}
2 = {0, 1} = {∅, {∅}}
3 = {0, 1, 2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}
...

Као што видимо, сваки ординал jе скуп коjи садржи све претходне ординале, тj.
α + 1 = α ∪ {α}

Кључне леме о ординалима

(i) Скуп ∅ jе ординал.

(ii) Ако jе α ординал и β ∈ α, тада jе и β ординал.
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(iii) Ако α ̸= β и оба су ординали, и ако jе α ⊂ β, тада важи α ∈ β.

(iv) За свака два ординала α и β, важи тачно jедно: α ⊆ β или β ⊆ α. Другим
речима, ординали су линеарно уређени релациjом ∈.

Наjинтуитивниjи начин да посматрамо ординале jе следећи: ординали су изгра-
ђени тако да сваки садржи све мање ординале као своjе чланове. Ова конструкциjа
омогућава да ординали не само мере „дужину" редоследа, већ и чуваjу његову струк-

туру. Сваки ординал jе jединствени представник jедног типа добро уређеног скупа
до на изоморфизам. Помоћу њих можемо класификовати све могуће добро уређене
скупове до изоморфизма.

Теорема: Сваки добро уређен скуп jе изоморфан jедном и само jедном ординалу.
Ова теорема представља темељну мотивациjу за увођење ординалних броjева.

Добро уређени скупови не само да се могу идентификовати помоћу ординала, већ им
ординали пружаjу канонску форму — сваки тип доброг уређења може да се представи
jединственим ординалом.

За ординал β, дефинишемо следбенички ординал као:

α = β + 1 := β ∪ {β}.

Ординал α jе следбеник ако постоjи β такав да jе α = β + 1.
Ако ординал ниjе jеднак ни jедном следбенику, тj. ниjе облика β + 1, онда се

назива гранични ординал.
Наjмањи гранични ординал обележавамо са ω, и он представља скуп свих

коначних ординала, тj. природних броjева:

ω = {0, 1, 2, . . . }.

5.2.1 Коначни и бесконачни ординали

Скуп A jе коначан ако постоjи биjективна функциjа између A и неког скупа
облика {0, 1, . . . , n− 1} ⊂ N. Иначе, A jе бесконачан.

Ординал ω jе први бесконачни ординал и садржи све коначне ординалне броjеве.
Сваки ординал већи од ω jе такође бесконачан.

5.2.2 Ординална аритметика

Операциjе сабирања, множења и степеновања се могу дефинисати над ординали-
ма. Међутим, важно jе нагласити да ове операциjе нису уопштено комутативне (за
разлику од аритметике природних броjева), али jесу асоциjативне.

Сабирање
Дефинишемо сабирање ординала рекурзивно по другом аргументу:

• α + 0 = α

• α + (β + 1) = (α + β) + 1

• Ако jе λ гранични ординал, онда:

α + λ = sup{α + β : β < λ}
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Множење
Дефинишемо множење на следећи начин:

• α · 0 = 0

• α · (β + 1) = (α · β) + α

• За гранични ординал λ:

α · λ = sup{α · β : β < λ}

Пример: ω · 2 = ω + ω, што jе ординал дужине два пута по ω.
Степеновање
Степеновање ординала се дефинише рекурзивно:

• α0 = 1

• αβ+1 = αβ · α

• Ако jе λ гранични ординал:

αλ = sup{αβ : β < λ}

Ординално степеновање се понаша другачиjе од стандардног степеновања у N,
али задржава основне рекурзивне особине.

Важно: Ни сабирање, ни множење ординала нису комутативне операциjе. На
пример:

1 + ω = ω али ω + 1 > ω,

док:
2 · ω = ω али ω · 2 > ω.

Са друге стране, обе операциjе су асоциjативне:

(α + β) + γ = α + (β + γ)

(α · β) · γ = α · (β · γ).

Нека су (A,<A) и (B,<B) два дисjунктна линеарно уређена скупа.
Збир скупова A и B, означен са A+B, дефинише се као униjа скупова A∪B, уз

следећу релациjу:
За x, y ∈ A ∪B, дефинишемо x < y ако и само ако важи нешто од следећег:

(i) x, y ∈ A и x <A y;

(ii) x, y ∈ B и x <B y;

(iii) x ∈ A, y ∈ B.

Ова конструкциjа ставља све елементе скупа A пре свих елемената скупа B, за-
државаjући редоследе унутар сваког поjединачног скупа.

За скупове A и B, дефинишемо уређење на производу A×B релациjом:

(a1, b1) < (a2, b2) ⇐⇒ b1 <B b2 ∨ (b1 = b2 ∧ a1 <A a2).
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Дакле, главни критериjум поређења jе вредност у B, а вредности у A се користе
само када су вредности у B jеднаке. Ова конструкциjа има кључну улогу у дефини-
сању ординалног множења.

Лема. За свака два ординала α и β, збир α + β jе изоморфан са збиром α и β
као уређених скупова, а производ α · β jе изоморфан са њиховим лексикографским
производом.

Канторова нормална форма. Сваки ординал α коjи ниjе jеднак 0 може се
jеднозначно записати у облику:

α = ωβ1 · c1 + ωβ2 · c2 + · · ·+ ωβn · cn,

где су β1 > β2 > · · · > βn ординали, а ci ∈ N \ {0} за сваки i.
Оваj запис се назива Канторов нормални облик ординала α. Он изражава

сваки ординал као коначну суму степена ω, што нам омогућава ефикасно извођење
аритметике и класификациjу ординала.

Доказ: Доказ се заснива на индукциjи. Ако jе α = 0, очигледно jе да тврђење
важи. Претпоставимо онда да важи за све ординале мање од α. Нека jе α > 0. Тада
постоjи наjвећи ординал β такав да ωβ ≤ α. Нека jе c максималан природан броj
такав да ωβ · c ≤ α. Тада дефинишемо:

α′ = α− ωβ · c.

По индуктивноj претпоставци, α′ се може представити у Канторовом облику, па тако
и α можемо. Jединственост следи из своjстава ординалне аритметике.

Наjмањи ординал коjи задовољава следећу формулу:

ωα = α

назива се ε0. Другим речима, ε0 jе наjмања фиксна тачка функциjе α 7→ ωα. Оваj ор-
динал не може се достићи коначним или трансфинитним броjем итерациjа функциjе
ωα почевши од 0, што га чини првом границом таквог процеса.

Такође, ординали већи од ω омогућили су нам формализациjу методе трансфи-
нитне индукциjе, коjа генерализуjе класичну математичку индукциjу на бесконач-
не добро уређене скупове.
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6 Кардинални броjеви

Интуитивно, за два скупа кажемо да имаjу „исту величину" ако можемо да ус-

поставимо савршену кореспонденциjу између њихових елемената, тако да ниjедан
елемент не остане без пара ни у jедном од скупова.

• Скупови: A = {1, 2, 3}, B = {a, b, c}

|A| = |B| = 3

Постоjи биjекциjа између A и B: нпр. 1 7→ a, 2 7→ b, 3 7→ c

• Скупови: C = {♡,♠}, D = {0, 1}

|C| = |D| = 2

За два скупа A и B, кажемо да имаjу исту кардиналност, односно да jе |A| =
|B|, ако и само ако постоjи биjективно пресликавање скупа A на скуп B.

Идеjа jе заправо да скуповима можемо доделити кардиналне броjеве као ознаке
њихове величине. То значи да два скупа имаjу исти кардинални броj jедино ако
задовољаваjу дату дефинициjу. Као што смо на почетку и поменули, скупове делимо
на коначне и бесконачне. Сада ћемо те поjмове дефинисати уз употребу кардиналних
броjева. За скуп A кажемо да jе коначан ако |A| = n, за неко n ∈ N. Тако смо коначне
кардинале практично дефинисали преко природних броjева. Поставља се логично
питање, да ли, попут природних броjева, и кардиналности можемо упоређивати?

За скупове A и B, дефинишемо релациjу:

|A| ≤ |B|

ако постоjи инjективна функциjа f : A → B. Ако додатно |A| ≠ |B|, тада пишемо:

|A| < |B|.

Релациjа jе транзитивна: ако |A| ≤ |B| и |B| ≤ |C|, тада |A| ≤ |C|.
Канторова теорема За сваки скуп A важи:

|A| < |P(A)|,

где jе P(A) паритивни скуп.
Доказ: Претпоставимо супротно, односцно да постоjи биjективна функциjа f ,

где f : A → P(A). Посматраjмо следећи скуп:

B = {a ∈ A | a /∈ f(a)}.

Пошто jе B ⊆ A, мора постоjати b ∈ A такво да jе f(b) = B. Питамо се: да ли b ∈ B?

• Ако b ∈ B, по дефинициjи B, следи да b /∈ f(b) = B — контрадикциjа.

• Ако b /∈ B, следи да b ∈ f(b) = B — опет контрадикциjа.
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Дакле, такво f не постоjи, те закључуjемо |A| < |P(A)|. ■

Кантор-Бернштаjн Теорема: За било коjа два скупа A и B, ако важи |A| ≤ |B|
и |B| ≤ |A|, тада jе |A| = |B|.

Ординал α jе кардинални броj ако за свако β < α важи |α| ≠ |β|.

Наjмањи бесконачни кардинал

Ординал ω (наjмањи бесконачни ординал) такође jе и први бесконачни кардинал.
Он одговара кардиналности скупа природних броjева, и често се означава са ℵ0 (чи-
тамо алеф нула). Уобичаjено jе да се мала грчка слова, попут κ, λ, µ, користе за
означавање кардиналних броjева.

Алеф броjеви су ординали коjи су кардинални и бесконачни. Ознака за први
такав броj jе:

ℵ0 = |N| = ω.

Скупови коjи имаjу кардиналност ℵ0 називаjу се преброjиво бесконачни или
jедноставно преброjиви.

Сада ћемо приказати jедну корисну лему:

1. За сваки ординал α постоjи кардинални броj κ такав да κ > α.

2. Ако jе A скуп кардиналних броjева, тада jе supA такође кардинални броj.

Ова лема нам заправо говори да увек постоjи већи кардинал од неког датог кар-
динала. Оно што нам она додатно омогућава, jесте такозвана енумерациjа карди-
нала.

ℵ0 < ℵ1 < ℵ2 < · · · < ℵα < ℵα+1 < · · ·

где jе функциjа α 7→ ℵα растућа и пресликава сваки ординал у jединствени кардинал.

ℵ0 = ω, ℵα+1 = ωα+1 = ℵ+
α , ℵα = ωα = sup{ωβ : β < α} за α гранични ординал.

За кардинал κ кажемо да jе наследни кардинал ако постоjи кардинал λ такав
да jе κ = λ+, тj. наjмањи кардинал већи од λ. Кардинал коjи ниjе наследник ниjедног
кардинала назива се гранични кардинал.

Прва jеднакост ℵ0 = ω означава да jе наjмања бесконачна кардиналност jедна-
ка кардиналности скупа природних броjева, односно свих преброjиво бесконачних
скупова. Следећи алефи добиjаjу се сукцесивно: ℵα+1 jе први кардинал већи од ℵα,
означен са ℵ+

α . У случаjу када jе α гранични ординал, тада jе ℵα супремум свих прет-
ходних кардинала, што значи да се ради о наjмањоj кардиналности већоj од свих ℵβ

за β < α, али коjа ниjе непосредни наследник ниjедног од њих.
Ова хиjерархиjска конструкциjа омогућава прецизно индексирање свих бесконач-

них кардиналности и jасно разликовање између различитих нивоа бесконачности. На
пример, ℵ1 jе наjмањи кардинал већи од ℵ0.

Скуп A jе преброjив ако jе |A| = ℵ0. То су сви скупови коjи се могу довести у
биjекциjу са N, попут Z, Q.

Лема Кардинални броj скупа N jе већи од сваког природног броjа, односно ℵ0 > n
за свако n ∈ N.
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ℵ0 + 1 = ℵ0

ℵ0 + n = ℵ0 за свако коначно n ∈ N
ℵ0 + ℵ0 = ℵ0

ℵ0 · n = ℵ0 за свако коначно n ∈ N
ℵ0 · ℵ0 = ℵ0

ℵn
0 = ℵ0 за свако коначно n ≥ 1

За ℵ0 можемо рећи да jе такозвани апсорбуjући елемент за сабирање, множење и
степеновање природним броjевима, односно резултираjућа кардиналност остаjе ℵ0.

Теорема За неке кардналне броjеве m и n, m ≤ n и m jе наjвише преброjив
(тj. коначан или преброjив), а n−m jе бесконачно, следи да jе n−m = n.

6.1 Кардинална аритметика

У оквиру теориjе кардиналности, могуће jе дефинисати основне аритметичке опе-
рациjе над кардиналним броjевима: сабирање, множење и степеновање. За разлику
од ординалне аритметике, кардинална аритметика jе много "питомиjа": операциjе
сабирања и множења су у потпуности комутативне, асоциjативне и дистрибутивне у
оба смера.

6.1.1 Сабирање кардиналних броjева

Нека су κ и λ кардинални броjеви. Тада jе кардинална сума κ + λ дефинисана
као кардиналност дисjунктне униjе два скупа A и B такве да |A| = κ, |B| = λ, и
A ∩B = ∅.

κ+ λ = |A ∪B| при чему jе A ∩B = ∅

Сабирање кардиналних броjева jе:

• Комутативно: κ+ λ = λ+ κ

• Асоциjативно: (κ+ λ) + µ = κ+ (λ+ µ)

6.1.2 Множење кардиналних броjева

Множење се дефинише преко Декартовог производа:

κ · λ = |A×B| где jе |A| = κ, |B| = λ

Такође, важе следеће особине:

• Комутативност: κ · λ = λ · κ

• Асоциjативност: (κ · λ) · µ = κ · (λ · µ)

Поред тога, као што смо већ и поменули, сабирање и множење кардиналних бро-
jева задовољаваjу закон дистрибутивности у оба смера:

κ · (λ+ µ) = κ · λ+ κ · µ и (κ+ λ) · µ = κ · µ+ λ · µ
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6.1.3 Степеновање

Пре него што уведемо степеновање кардиналних броjева, поставимо основне вред-
ности:

κ0 = 1 (за свако κ ̸= 0)
0κ = 0 (за κ > 0)
1κ = 1 (за свако κ)
κ1 = κ

κλ = броj функциjа из скупа кардиналности λ у скуп кардиналности κ

Степеновање кардиналних броjева се дефинише као кардиналност скупа свих
функциjа из jедног скупа у други:

κλ = |{f : λ → κ}|

Степеновање задовољава следеће алгебарске законе:

• (κ · λ)µ = κµ · λµ

• κλ+µ = κλ · κµ

• (κλ)µ = κλ·µ

• Ако jе λ < µ и κ > 1, тада jе κλ < κµ

• Ако су κ < λ и µ > 0, тада jе κµ < λµ
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7 Парадокси

Иако jе Георг Кантор поставио темеље модерне теориjе скупова краjем XIX века,
убрзо након тога су откривени парадокси коjи су довели у питање доследност ње-
гове теориjе. Ови парадокси играли су кључну улогу у развоjу аксиоматске теориjе
скупова и у коначном напуштању наивног схватања скупа као „колекциjе обjеката са
неком особином”.

У овом поглављу ћемо приказати неке од наjпознатиjих парадокса коjи су указали
на границе наивне 2 теориjе скупова.

7.1 Канторов парадокс (1899.)

Кантор jе показао да за сваки скуп A важи неjеднакост

card(A) < card(P(A)),

где jе P(A) скуп свих подскупова скупа A. Међутим, ако се узме у обзир скуп свих
скупова, U , онда P(U) мора бити подскуп U (jер су елементи P(U) такође скупови),
што доводи до контрадикциjе:

card(U) < card(P(U)) ≤ card(U).

Оваj парадокс указуjе на то да не може постоjати скуп свих скупова, jер такав обjекат
доводи до логичке недоследности.

7.2 Раселов парадокс (1901.)

Jедан од наjпознатиjих логичких парадокса формулисао jе Бертран Расел. Ако
за свако своjство постоjи скуп свих обjеката коjи задовољаваjу то своjство, онда то
важи и за своjство „скуп не припада сам себи“. Посматраjмо скуп

R = {x | x /∈ x}.

Поставља се питање: да ли R ∈ R? Ако важи R ∈ R, онда по дефинициjи скупа R
мора важити R /∈ R. Са друге стране, ако R /∈ R, онда по дефинициjи R ∈ R. У оба
случаjа долазимо до контрадикциjе.

Оваj парадокс показуjе да ниjе могуће формирати скуп свих скупова коjи не
садрже сами себе као елементе, чиме се директно нарушава наивна употреба аксиома
издваjања.

7.3 Бурали-Фортиjев парадокс (1897.)

Према Канторовоj теориjи, за сваки скуп ординалних броjева постоjи ординал
већи од свих њих. Ако бисмо покушали да формирамо скуп свих ординалних броjева
Ω, онда би по Канторовоj конструкциjи ординал Ω морао бити и сам ординал и већи
од сваког ординала у Ω. Али то значи да би Ω < Ω, што jе немогуће. Оваj парадокс
указуjе да скуп свих ординала не може постоjати унутар теориjе скупова.

2Назив потиче од чињенице да на самом почетку развоjа теориjе она ниjе била аксиоматски
заснована
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Сви ови парадокси имаjу заjедничко исходиште: претпоставку да за сваку особину
постоjи скуп свих обjеката коjи ту особину имаjу. Као реакциjа на ове проблеме разви-
jене су аксиоматске теориjе скупова, попут Зермело-Френкелове теориjе са аксиомом
избора (ZFC), коjе строго ограничаваjу начине формирања скупова.
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8 Закључак

Теориjа скупова представља темељ савремене математике, пружаjући формални
jезик и структуру за изграђивање свих осталих математичких дисциплина. Почев од
наивне интуициjе о скупу као збирци обjеката, развоj теориjе jе наишао на броjне
логичке потешкоће, што jе резултовало потребом за прецизним аксиоматским засни-
вањем.

Кроз анализу Зермело–Френкеловог система аксиома, коjи уз аксиом избора чини
основу ZFC теориjе, увидели смо како се пажљиво дефинисаним правилима избега-
ваjу парадокси попут Раселовог и Бурали-Фортиjевог. Оваj формализам омогућава
доследно дефинисање основних концепата као што су елементарне релациjе и функ-
циjе, коjе чине основе математичке логике, теориjе категориjа и структура.

Проучавање ординалних броjева пружа увид у уређене типове и трансфинитне
индукциjе, док кардинални броjеви омогућаваjу прецизно мерење „величине“ беско-
начних скупова. Разликовање између ових поjмова jе кључно за разумевање дубљих
нивоа апстракциjе у математици и за рад у областима као што су топологиjа, анализа
и теориjа модела.

На краjу, парадокси коjи су историjски довели до преиспитивања основа матема-
тике подсећаjу нас да формалне теориjе мораjу бити пажљиво конструисане. Они не
само да имаjу историjску вредност, већ и данас служе као полазна тачка за развоj
нових логичких система и алтернативних теориjа скупова.

Теориjа скупова остаjе jедна од наjдубљих и наjапстрактниjих области матема-
тике, не само због свог фундаменталног карактера, већ и због своjе способности
да поставља границе онога што можемо формално описати, доказати и разумети у
оквиру самог математичког jезика.
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Захвалност

Изражавам искрену и дубоку захвалност мом ментору, др Бориславу Гаjићу, на
стручном вођењу, стрпљивом читању и драгоценим сугестиjама током свих фаза из-
раде овог рада. Његова подршка, методолошко усмеравање и прецизно око за детаље
били су од непроцењивог значаjа у формирању и уобличавању тема обрађених у овом
истраживању.

Захваљуjем и свим колегама и приjатељима коjи су прочитали рад у различитим
фазама и своjим коментарима, питањима и предлозима помогли да формулациjе буду
jасниjе, а аргументациjа прецизниjа. Посебно бих истакла Павла Ивановића, чиjа jе
пажљива и темељна анализа била кључна у провери логичке jасноће и унутрашње
повезаности изложених идеjа. Искрено се захваљуjем Данилу Груjићу, коjи jе, иако
ниjе био у обавези, издвоjио време да детаљно прочита рад и подели своjе корисне
коментаре и сугестиjе, чиме jе значаjно допринео квалитету коначне верзиjе.

Искрену захвалност дугуjем и Марини Гавриловић, коjа jе своjом стручном лек-
туром и коректуром допринела да текст буде jезички исправан, стилски уjедначен
и приjемчив за читаоца, без губитка научне прецизности. Такође се захваљуjем и
Саши и Алекси, чиjи jе скептицизам одиграо важну улогу у овом раду – да ниjе
било њихових сумњи, можда бисмо остали у свету лепих и лаких идеjа, а не озбиљне
аргументациjе!

Сви коjи су на било коjи начин учествовали у настанку овог рада имаjу моjу
захвалност, иако их ниjе могуће све поименице навести. Њихов допринос се огледа у
квалитету, jасноћи и заокружености овог истраживања.
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