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1 VYBona

MaremaTnka, nakKo 9eCcTO JIOKUB/baBaHa Kao Kpajie Mpenu3Ha u (GpopMaJiHa, MOUU-
e n3HeHahyjyhe jeqHocraBHUM miejama. JeHa O BUX je Hjeja CKylla — 3aMUCAO 14
MOKEMO TIOBe3aT! HeKe 00jeKTe U pasMaTpaTd MX Kao IeJInHy. Buiio Jia ce pajii o CKymo-
BUMa OpojeBa, Tavaka, (DYHKIMja WK YaK CKYyHOBHMa CAMUX CKYIIOBa, OBA MHTYUTHUBHA
KOHCTPYKIIHja JIe?KU Y OCHOBH TIEJIOKYIIHE MOJIEpHE MaTeMaTHuKe.

Nnak, ympaBo Ta MHTYUTHBHOCT CKYIIa JIOBEJIA je JI0 TojaBe OPOJHUX JIOTMIKUX TEITKO-
ha un mapajiokca koju cy kpajeM XIX um mouerkom XX Beka y3jpMaJjii TeMe/be MaTeMa-
trake mucsu. OIroBop Ha OBaj M3a30B OUJIO je aKCMOMATCKO 3aCHUBAIbE TEOPHUje CKYIoBa
— mpejia3ak ca HAWMBHOI MOMMarba Ha CcTPOro (hopMaju30BaH CHCTEM, Y KOME Ce IMOjMOBU
Kao IITO Cy pesaiuja, PyHKIMja, OPAUHAIHOCT U KAPJAUHATHOCT JIe(hUHUIITY TPEIU3HO U
YHYTap JIOTUYKN 3aTBOPEHOI' OKBHUPA.

Y oBoM pajty 6uhe pazMaTpaHyu OCHOBHH II0jMOBH T€OPHj€e CKYTIOBA, MOYEBIIN 0] AKCHO-
Ma M OCHOBHUX CTPYKTYPa, IPEKO TpaHC(UHUTHUX OPojeBa, Ia CBe JI0 1yBEHUX apaoKca
Koju cy hopMHPaJIU I'PAHUIE MATEMATHIKOI MUIILbeha. Teopuja CKyloBa HUje CAMO all-
CcTpakTHa 00JIaCT — OHA je OrJIeJIaIo caMe MaTeMaTHUKe, lheHnX MOI'YNHOCTH, aIu U HBeHuX
rpaHulla.



2 OcHoBe 1 je3UK Teopuje CKyHoBa

Je3nk Teopmje CKymnoBa IpejicTaB/ba (POPMATHI CUCTEM y KOME Ce ONUCY]y W aHaJIu-
3Upajy CKYIOBHU U OJHOCH n3Mehy muX. Taj je3uk ce cacToju oJ 0CHOGHUT CUMOOAW, KOJU

YKIBYdy]y:
1. IIpomensbuBe: U, v, W, ..., UL, V1, W],...
2. Cumbosm: € u =

3. (Mcka3um) Besuunm: = (uMmummkanuja), A (KOHjyHKIHja), V (IHCjyHKIjA), —
(Heramuja), U MHTEPILYHKIIMJCKU 3HAIIN

4. KBantudurkaropu: V (yHuBep3aann) u 3 (€r3ucTeHInjaTHN )

2.1 ®PopmyJsie y Teopuju CKymnoBa

Y Teopuju cKyrmoBa, Kao U y JpyruM 00JIaCTUMa MaTeMaTHKe 3aCHOBAHUM Ha (popMa-
JIN3MY, HEOIIXO/IHO je Mperu3Ho JeduHucamke n3pasa KOju YnHe Je3UK Teopuje Kako Ou ce
IIOCTHIJIa HEJBOCMUCIEHOCT TBP/Ibu. Heolrxo Ho je ycriocTaBuTH HeKa IpaBuia Koja ToBO-
pe Kako ce rpajie Te hopmyiie. Takas mpuctyi oMoryhasa JIocjieIHo n3Boheme 3aK/by daKa
U TIOCTaB/bahbe MATEMATUIKUX TEOPHja Ha IBPCTUM JIOTHIKUM TeMebUMA.

QopmyJie ce cacToje U3 TPU JIesa:

e aTtomMmcke dpopmyie
® JIO'MYKHM BE3HUIIN
e KBaHTH(MUKATOPHU

Mozxkemo pehu j1a ce hopmysie KOHCTPYHIIY XUjepapXujcKu. 3a MoveTak, UMaMO aTOM-
cke popmyste. OHe n3pazkapajy OCHOBHE OJIHOCE n3Mely objekara: je JHAKOCT U ITPHUIIATHOCT

rey, T=yY

Cuioxkenuje dgpopMysie HACTajy TPUMEHOM JIOTHIKHUX BE3HHMKA, KAO ITO Cy KOHYHKIH]a
(A), mucjyaknuja (V), nmimmkanuja (— ), ekBuBajenmja (<») u Heranuja ().

aANB, aVp, -—-a a—p, a<f

Honarno, keaurudukaropu (V u 3) omoryhasajy uspazkaBarme yHUBEP3AJIHUX U €I3H-
CTEHIN]aJTHUX TBP/IIHU.

Vea, dra

Paszmmkyjemo ciobosHe m Be3aHe MPOMEHJbHBE, TJie BE3aHUM Ha3WMBAMO OHE KOje ce
nojassbyjy yuyrap kpantudukaropa. [lorrenajmo cienehu npumep:

Ve (x €y — 32 (2 € 1))

® I 1 2 Cy Be3aHe IIPOMEH/bUBE

® Yy je ci1060/1HA TPOMEHTbUBA



Kama dopmyna cagpxku ciiobojiHe IpOMEH/bUBE, OHA M3pakaBa HEKY OCOOMHY WJIH
OJIHOC KOjU 3aBHUCH OJ] BPEJHOCTH THUX IIPOMEHJ/BUBUX — Kao Jla IIOCTaBJ/ba YCJIOB KOJU CE
o/iHOCH Ha KOHKpeTHe ejeMenTe. C jipyre cTpane, ako €y CBe IpOMeH/buBe y (hopmysin
Be3aHe KBaHTH(hUKATOpUMA, (hOpMyJIa MOCTaje He3aBUCHA OJI KOHKPETHUX BPEJIHOCTU U
olucyje TBPAY KOja ce OJHOCU Ha IEJOKYIIHY CTPYKTYDPY Y KOjOj je MHTepIpeTUpaMo.
TakBa dopmysa ce HA3UBA peveHUYa U UMa CTATYC IIyHOIIDaBHE M3jaBe yHyTap je3ukKa.

2.2 OcHOBHU TTIOjMOBU

CKyn je OCHOBHU €HTHUTET TeopHje cKyrnoBa. IHTynTuBHO ra MOXKeMo ocMaTpaTu Kao
KOJIEKITH]jy o0jekara, ajin y (pOPMAJTHOM CMUCIY Ce TPETUpa Kao MPUMHUTUBAH mojam. To
3HAYM JIa Ce FHeroBO MOHAIAE JIePUHUIIE TTPEKO aKCUOMa, a He TPEKO KOHKpeTHe jiedu-
auije. Moxe ce pehu 11a je ckyn Heka MHOXKHHa (jep Mozke nMaTu Belin 6poj esieMenara)
KOjH ITOCMATPaMO Kao jeJMHKY, OJTHOCHO TeuHy. [ taBan nmpobseM Ko, geduHUCamba ojMa,
CKYIIa je Taj IITO MOYKEMO IPUMETUTH Ja HEIITO MOKYIIABaMO Jia JePUHUAIIEMO YIIPABO
npeko tor Heuera (y ¢unozoduju idem per idem). Ha cpehy, cioxuhenmo ce ja je ckyn
UHTYUTHBAH [I0jaM, Te r'a 3a TAKBOT U y3uMamo. [Ipumernmo f1a ogHOC n3Mely cKyrtia u me-
rOBUX eJleMeHaTa nMa obocTpanu Kapakrep. Haume, cKyIr je ojpehen cBojuM ejileMeHTuMa,
(T3B. ATOMHUCTHYKA CTPYKTYpPa CKYIIA), aJli U €JIeMEHTH CBOJUM MpUIaIameM JeUHUIITY
ckyn. Ha npumep, KpyKHHUIA ce MOKe TTOCMATPATH Kao CKYI CBUX TadaKa y PaBHU KOje
cy Ha (UKCHOM pacTojamy X o Heke Tadke A. VcroBpemeno, moxkemo pehu u jia cBe
TavKe KOje UCIYIbaBajy Taj YCJIOB — YIaJbeHOCT X O Tadke A — 3ajeaHo obpasyjy jeman
jeIMHCTBEHU CKYIL: KPYKHUILY.

CxyTioBe MOXKEMO YOUUTH CBY/a OKO Hac. To cy Ha mpuMep CKyT CBUX yIeHUKa e/ THOT
oJle/berba, CKYIl CBUX MO3UTHUBHUX HapHUX OpojeBa Mamux oj 10. OBe cKymoBe MOXKEMO
ornucaTn Kao KoHadHe. To 3Ha4YM Jla OHU MMAajy KOHA4YaH OPOj ejieMeHAaTa, Te Jia ce THU
eJIEMEeHTHU Y Teopuju Mory cBu ucrmcaru. Fbuma ce moxke ojpenutn 6poj eneMenara, a
TO HasmBaMO KapauHaJ Hu Opoj. Ca apyre cTpaHe, IIOCTOje CKYIIOBH UHju OPOj eeMeHaTa
HUje KoHadaH. II3mehy ocrtammx, To cy ckKym mpupoiHux OpojeBa, CKyI CBUX MOTyhmx
IMAXOBCKUX MapTHja (CMaTpaMo Jla ce MeJeCeTONOTe3HO MPABUIIO U3y3UMa, Ta IMaXUCTh
He MOpajy Jia OpUHY O UCTHHUTOCTH TBPJIIbE) U CKYI CBUX TAYaKa Ha HEKOj KDY KHUIIH.

Kasa rosopumo o ojHocy u3mely esiemenTa u ckyria, youaBamo cjejehe: HeKu eJieMeHT
a MOKe Ja IIPHUIajIa WK J1a He IPUIaga HeKOM CKYIy A, a To obejexkaBaMo Kao a € A,
OJTHOCHO a ¢ A, PeCIleKTUBHO.

Jlahemo nap mpumepa Kako TO MOXKe J1a U3IJIejia:

A = {a}, quTaMo: CKyIl A mMa jejlaH eJleMeHT a
B = {b, c}, quTaMo: CKyll B uma 1Ba ejgemenTa b u ¢
C=1{2,4,6,...}, quramo: ckyn C' caJp:Ku cBe IapHe IpUpoIHe Opojese

Ha mnpumepy ckyna C mMokeMO BUJETH Jia HEKaJla HUCY W3JIMCTaHU CBU €JIEMEHTH,
Beh Jla KopueTuMO TpH Tadke Jla MOKAsKeMo Jla ce HeKH obpasall HacTaB/ba (OBJE Cy TO
CBU TIpUpOJHU OpojeBu jesblBu ca 2). OBaj HAYMH 3allNCHBama CMe ce KOPHCTUTH Ca-
MO OHJIa KaJa je MpaBUJIO HEJIBOCMUCEHO W OYMIJIETHO cBUMa Koju dntajy. Crym A =
{a,2,17,w,v',1...} npumep je ckyna y 4dujem cy 3amucy uckopuiiliene roperoMenyTe Tpu
Tavke, aju obpasal Huje yorrrre jacan. 1o je mpumep Jiolie 1mpakce u He Tpeba ce yipa-
JKIHABATH.

3a JBa CKyIla KaykKeMo Ja Cy jeJIHAKM caMO aKO CBAKU €JIeMEHT M3 IIPBOT MPUIaja 1



JIPYTOM, U CBaKM €JIeMeHT U3 APYTor Mpuiaga mpBoM. 3a ckymoBe A n B 3a Koje 10 Baxkn
mmumemo A=B.

IIpazan ckymn ()
[Tpasan (BakaHTaH) CKyII je CKyIl Ge3 ejieMeHara, o3HauaBa ce ca ().

IMoackym (C)
Kaxkemo 1a je ckyn A nojckyn ckyna By osnamu A C B, ako CBaku ejieMeHT cKyta A
IPUIIAJIA U CKyIy B:
Ve(r € A— z € B).

Kaja nznucraBamo cBe mMoJICKyIIoBe HEKOT cKymna A, Ty yK/BydyjeMo H 1e0 cKym A u
npa3aH CKyI. ¥ IpakKcu, TO OU U3IJIeIAI0 OBAKO:

A={a,b,c}
Honcxynosn ckyna A cy: 0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {bc}, {ab.c}

Ako OucMO XUIIOTETUYKU UMAaJIU CUTYAIUjy Ja MOCTOju HeKu cKyn B kome mpurmaia
caMmo Tpa3aH cKyI, ckyn B me 6u 6wo npasan, Beh 6u ce cMaTpao CKyInom 4uju je jeJImHI
eseMent Tipazan ckyn (B = {0}).

[Mornemajmo cienehe: ako Kaxkemo Jia a u b npejcrasbajy enemente ckynosa A u B
pesom, u ja hemo kopuctutu ciejiehe 4 TBpiimbe

e cBako @ € B
e cgako b€ A
e Huje cBako a € B
e Huje cBako b € A
pasjimKyjeMo ciejehe cirydajese:
1. Baxu: cegakoa € Buceakobe A — A=5B
2. Baxu: cBako a € B, anu Huje ceako b€ A =— A C B
3. Baxu: cBako b € A, anu nuje cBgako a € B =— B C A
4. Baxu: auje cBako a € B u Huje cBako b € A

[Tocnenmmu ciydaj, 3a pa3uKky oJ1 MPETXOJIHUX, HeMa HEKH 1ocebaH HA3UB U HOTAIU]y
jep TO jeJHOCTABHO HHUje HOTPEOHO.

Takobhe, 6uTHO je HAIIOMEHYTH J1a KaJia FTOBOPUMO O TOJICKYIIOBUMA, PEJIAIja MOJICKYII
je TpPaH3UTUBHA, OTHOCHO:

VA,B,C (ACBABCC) — ACC
IIpasu noackyn (C)

Ckyn A je mpasu nojackyn ckyna B (A C B) ako Baxu A C B u mocroju 6ap jenan
enemMenT y B koju mHuje y A.



ITapruruuu ckyn (P(A))
[TapruTuBHE cKyn cKyna A je cKyIl ¢BUX MOJCKYIOBa CKyIa A:

P(A)={X|X C A}.
Kapaunannoct naprurusaor ckyna P(A) rae A nma n ejemenara je 2"

Vuuja ckynosa (U)
Yunja ckynoa A u B (AU B) je ckyIl KOju caJip:Ku CBe eJieMeHTe U3 A 1 CBe eJleMeHTe
u3 B:
AUB={x|x€ AVzx e B}.

IIpecek ckymnoBa (N)
[Tpecek ckynoBa A u B (AN B) je cKyIll cBUX eJleMeHaTa KOju Cy 3ajeJHUIKN 3a 00a CKyIa:

ANB={x|x€ ANz € B}.
3a yHHUjy U IpeceK CKyIloBa BaxKe ciejiehe ocobuHe:

¢ KomyraruBHOCT:

AUB=BUA, ANB=BnA

AcornjaTuBHOCT:

(AUB)UC =AU(BUC), (ANB)NC=AN(BNC)

ucTtpnbyTnBHOCT:
AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

[ ] I/I,D;eMl'IOTeHTHOCTZ
AUA=A, AnA=A4A

[ HeyTpaJIHI/I eJIieMeHnTu:

0

AUD=A, AN
e VcioB noacKymna (eKBUBAJIEHIIAjA):

AUB=A=BCA

ANB=A=ACB

Pasznuka ckynosa (\)
Pazmuka ckymoa A u B (A\ B) je ckyn cux enemenara u3 A koju Hucy y B:

A\B={x|xz € ANz ¢ B}.



Kommutement ckyna A y ogaocy Ha ckyn B osnadaBamo ca C'(A), u nedunuiemo ra
Kao:

C(A) =B\ A

mro 3uaqn ga C'(A) npeicrasiba cBe ejleMenTe u3 B Koju Hucy y A.
3a KoMmIuieMeHT Bazke ciienehe ocobume:

e KomiiemenT koMmIinieMenTa ckyma A jegHak je caMom ckyiy A.

C(C(A)) = A

e KomMIuteMeHT mpas3HOT CKyIla je 1eo CKyl [, JOK je KOMILUIEMEHT IieJior ckKyna B
npa3aH CKYII.

C0)y=B, C(B)=10

Axko je ckyn A mojckytn of ckyma B, oHjia je KOMILUIEMEHT CKyra B MOJCKYyIl KOM-
mieMeHTa ckyma A.

C(B)CC(A) akoje ACB

JucTpuOyTHBHOCT KOMILJIEMEHTA
C(AUB)=C(A)NC(B)

KomiiemenT yHuje /iBa cKyna je jeJHaK IpeceKy HhUXOBUX KOMILIEMEHATA.
C(ANB)=C(A)UC(B)

KommzemenT mpeceka JiBa cKyna je jeHaK yHUJU HBUXOBUX KOMILJIEMEHATA.

CumerpuyHa pazsmka (A)
Cumerpuuna pasiuka ckynosa A u B (AAB) caapxu ejeMenTe KOjU IIPHUIIA/IA]y TaaHO
jEeJTHOM OJT CKYTIOBA:
AAB = (A\ B)U(B\ A).

HekaproB npousBos, (X)
Hexapros npoussoj, ckynoBa A u B (A X B) je ckyn cBux ypehenux maposa (o muma
hemo nerasbHuje roBopuTH y 2.3) Unju je npBu eseMeHT u3 A, a npyru us B:

Ax B={(a,b) |a€ Abe B}.

Taxkobe, Baxku ja je
AxBxC=(AxB)x(C,

OjiHocHo, y orrreM 00JIUKY
Al X oo X Appr = (A X oo X Ay) X Apy.

Paju nakmer u kpaher 3ammca, MOXKeMO KOPUCTUTH U Cjiejiehy HOTAIMjy KaJa je TO

OTpPeOHO
A"=Ax...x A.
—_——

n IyTa
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2.3 Ilojam ypehenor mapa. 3uauaj

V KJIaCHYIHOj TEOPHjU CKYIIOBA, KOHIIENT CKYyIIa je nuxepeHTHO Heypehen. To 3naqun ga
IIPEIIO3HAJeMO J1a PeJIOC/Ie]] eJleMeHaTa CKyIa He yTHde Ha IeroB UJICHTUTET. 38 CBAKO @ U
b, ckym {a,b} ucru je kao ckym {b,a}. Takobe, ako je a = b, Taja ce IOMEHYTH CKYTI CBOJIN
Ha jepnowranu ckyn {a}. Jlok oBa ocobuna ofroBapa OCHOBHUM MPUHIIUIIAMA TEOPHje
CKYIIOBa, OHA IIPEJICTaB/ba M3a30B Ka/la MOKYyIIaBaMo Jia (popMaJsiHo jgedunuiiemMo ypeheru
nap, jeJlaH oJ OCHOBHHX KOHCTPYKATa y Pa3IUIUTHM I'paHaMa MaTeMaTHKe, TOCeOHO Yy
penarjama u yHKITjaMa.

Koncrpyxkiujy kojom ce pecdunuiny ypeheHn napoBu IpejIoKKIO je MOJbCKA MaTeMa-
tnaap Kyparoscku. Hanme, ypehenu nap (a,b) nedunuiemo kao ckyi:

(a’v b) = {{a}7 {CL, b}}

Osako, ocurypasa ce Ja cy ypeheru naposu (a,b) u (b, a) pa3auduTu y CBUM CJIyda-
jeBuUMa, OCHUM KaJa BaxKu a = b.
2.3.1 JenumncrBeHocT ypehenor mapa

Cana hemo mpoBepuTu ma Jn, JedUHUCAHEM Ha TOPEONHMCAaHU HAYUH, OCHTYPaBaMO
jeJIMHCTBEHOCT, Tj. Ja JIn BaxKu cjejiehe:

(a,b) = (c,d) =a=cNb=d

Cnyuaj Kaza je a=b je TpuBmjasamn, Te hemo oamax npehn Ha cirydaj Kaja TO HE BaXKW.
3a noyerak, pacrnucahemo JieBy cTpaHy 10 JieUHUITIjU:

{{a}.{a,b}} = {{c}, {c.d}}
W3 Tora coemu:
{a} ={c} AM{a, b} = {c,d}

U3 dgera ce jemnocTtaBHO J10/1a37 JI0 TIOYETHE TBP/IIHE.



3 AKcmoMaTcko 3aCHHUBa€ TeopHje CKYIoBa

AkcumoMu urpajy K/bydHY YOIy y MaTeMAaTHIU, YIIPABO jep HpyKajy IBPCTY OCHOBY:
MoOzKeMO pehn U j1a TpejicTaB/bajy TeMesb Ha KOMe ce KacHHje I'paJii MEeJOKYITHA JIOTMIKa,
CTPYKTypa HEKOI' MaTeMaTU4KOr cucreMma. be3 jacHo jneduHMCAHUX MOYETHUX IPAaBUIIA,
cBakKa Teopuja 6u Omjia moJyIozKHa HejacHOhaMa, rmapaJIoKCuMa U KOHTPAJIMKITjaMma. Y BO-
Demem akcmoma, omMoryhaBaMo Ja ce JaK U CJIOXKEHH MaTeMaTHYIKU KOHIICITH Pa3BUjajy
MIPEIU3HO U JIOCJIE THO.

Teopnja ckymnoBa, Ka0 OCHOBa caBpeMeHe MaTeMaTHKe, Hije n3y3eTak. llako ce ona Ha
caMoOM II0YEeTKY pa3BHjaJia MHTYUTUBHO, YIIPABO jep je OIMCHBaJja CTBApU Koje Cy Oumse
UHTYUTHBHE, yOP30 Cy ce MOYe/In M0jaB/bUBATH TapaJIOKCH U KOHTpa uKImje (momyT Pa-
CeJIOBOT TTapaJIokca, o Kome he kacuuje 6uru peun). To je 6uo jacan 3HAK Jia je HEONXOTHA
dopmasnuzanuja y Buiy akcuoma. Hanme, [Topnn KanTop yBuiaeo je 3nadaj pyHKIMja 13-
Mely CKyIoBa M yBeo T0jaM KapINHAJIHUX U OPJAWHAIHUX OpojeBa, Te ce Ha HeKW HaIWH
cMaTpa 3a4eTHUKOM TeopHuje CKyrnoBa. Kaja je ped o caMOM ceTy aKCHOMAa, Ty 3ac/Iyry
nobujajy npa mayunuka: Llepmesno (koju je dopmysnucao sehuny akcmoma) u @penkes
(cxema-aKCHOM 3aMeHe).

Teopr KanTop (1845-1918) 6uo je HeMauky MaTeMaTHIap U 329€THUK TeOPUje CKYIIOBA.
Hakon mito je 3aBpimo rumuasujy 1860. rogune, oOpaszoBarbe HACTaB/ba Ha Y HUBEP3UTETY
y Bepuny, rie 1867. crude u okropat. Heko Bpeme pajino je Kao rmpodecop y TiMHA3H]jH.
[Toznara je nndopmanuja ja je 6uo u npodecop YHuuepsurera y Xasey.

Epucr Hepmero (1871-1953) 6uo je memaukn maremarudap u jorudap. buo je Tlian-
KOB 1 KaHTOPOB y4eHUK W CTyupao je MareMaTuky, ¢pusuky u dpunozodujy. Fberosum
HajBeNUM JIONPUHOCKMa HAYI CMaTpajy ce Kpemparme akcnoma m30bopa u yderthe y ms-
pagu ZF cucrema akcuoma. Basuo ce m tepmogunamukom u ¢dopmyiucao je Ilepmeson
apajioOKC UPEBEP3UOMIHOCTU CTATHCTUIKE WHTEPIPeTaIlnje TePMOIUHAMUKE Y PACIPABU
ca Jlynsurom Bosmmanom. Hamyctno je Hemauky ycien neciiarama ca XuT/IEpOBUM pe-
JKUMOM.

Anond Abpaxam Ppenken (1891-1965) polen je y Munxeny y jeBpejcKoj MOpPOIUIIH.
Crymupao je maremaruky Ha yHusepsureruma y Munxeny, Mapoypry, Bepiauny n Bpe-
cnay, rie je mtoktopupao 1914. Hakon cimykema y Hemadkoj Bojciin TokoM [IpBor cBerckor
pata, npejasao je Ha yuuBepsureruma y MapOypry u Kuiy, ammu ce 360r muoHucTud-
KuX yBepema mupecenno y [lamecruny 1929. romgune, e je 6mo mpodecop Ha XedpejcKom
yuuBepaurery y Jepycamumy. Buo je npeu nekan @axyiarera MaTeMaTHKe U PEKTOD YHU-
Bepsurera (1938-1940). Openkesn je ocTaBhO 3HaYajHE PAJIOBE O HE3ABHCHOCTH aKCHOMA
n360pa M UCTOpUju MareMaTuke, yK/bydyjyhu ['aycoBy 6uorpadmujy. AKTUBHO ce 3a/1arao
3a IMOHM3aM UM PEJINTHO3HO 00pa3oBarbe, a HAaKOH IEeH3MOHUCAIba HACTABUO je IIpe/iaBaTu
na bap-Unan yausepsurery.

1. Akcumom o jeanakoctu ckymopa: CkymoBu X u Y Cy jeJHaKH akO W CaMO aKo Ce
cacToje oJ] UICTUX eJleMeHaTa

VXVY (X =Y <= Vz(z € X < z€Y)).
OJIHOCHO

X=Y <= Vi(te X = teY)A(teY = tecX)).
2. Akcnom mapa: 3a ¢BaKO X M y MOCTOJU CKYTI {X,y} KOjU CaJp:Ku TaIHO Te eJIeMEeHTe
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VaVb3cVr (r €c+rx=aVar=0»>)

3. Cxema-akcuoM ! cenapanuje: Ako je P cBojcTBo (ca IIapaMeTpoM p), OHJa 3a CBAKO
X © p mocToju CKyM
Y={ueX:Pup)}

KOJU CaJIpyKI CBe OHe ejleMeHTe u € X KOju mocemyjy cBojcTBO P.

VXVpIYVu(u €Y <> u e X Ap(u,p)).

4. Axkcuom yumje: 3a cBako X mocroju ckyn Y = (J X, yHuja cBUX elleMeHaTa CKyIa
X

VXIYVu(ueY < Jz(z€ X ANu € 2)).

5. Axkcmom mapruTuBHOr cKyna: 3a cBako X mocroju ckyn Y = P(X), koju je ckyn
CBUX TOJICKYTIOBa CKyTa X

VX)EYV)(V2)(: C X = z€Y)

6. Akcuom Geckonaunoctu: [Tocroju Geckonadan cKyIr

FX)0 e X A (Vy € X)(yU{y} € X))
7. Cxema-akcuom 3amene: Ako je kjaca F' dyHkinja, onia 3a cBako X IOCTOjU CKYII

Y = F(X)={F(x):x € X} ogrocro 3a cBaky (DYHKIH]y KOja 3a JJOMEH UMa CKYII
X TIOCTOjU CKYII YMjU CYy €JIEMEHTHU CBE BPEJIHOCTH Te (DYHKIIH]e

VaVyVz (p(z,y,p) ANp(z,2,p) = y=2) > VXIYVy(y €Y + (Fz € X) p(z,y,p)) .

8. Axkcmom m00pe 3acHoBaHOCTH: CBaKM HeEIpasaH CKYI MMa E-MUHUMAJHHA €JIEMEHT
(TO je esleMeHT KOju He CaJpKi HUjeJaH JIPYTH eJIeMEHT JIATOr CKYIIA)

VX)X #D= (Fye X)~(F2)(z € X Nz €y))

9. Akcnom mzbopa (Axiom of Choice, ckpalieno AC): 3a cBaku ckyn X y3ajaMHO JuC-
JYHKTHUX HENpPa3HUX CKyMoBa (Tako3BaHa (GaMuinja CKynoBa) MoCToju CKym Y KOju
CaJIPYKU TAYHO jeJIlaH eJIeMEHT U3 CBAKOI CKyma mu3 X

'Hasus ,cxema-akcHoM* KOPHCTH Ce 3aTO IITO ce He PAIH O jelHO] jeJrHOj n3jaBsH, Bell 0 IOTeHIIHjaIHo
GECKOHAYHO MHOI'O MHCTAHIM aKCHOMa — II0 jelHA 3a CBaKy (bOPMyJIaIfjy CBOjCTBA ( KOje 3a0BOJbABA
CHHTAKCy Teopuje CKynoBa. JIpyrum pednmma, OBO HUje aKCHOM y yoOH4ajeHOM cMuciy (Kao I0je [iMHat-
Ha TBpjma), Beli npasmiio kKoje omoryhapa dopmyimcame MHOTHX akcuoma UCTOr Tuna. ¥ 3epmesio-
DpeHKeJIOBO] TEOPUjU CKYTIOBa MOCTOj€ JBE TaKBE CXeMe, Cerapaliyje U 3aMeHe.
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3.1 lebara o akcmomu m3bopa

WuTpuranTHo je, 3amcra, OCBPHYTH Ce Ha CYIITHHCKE KOHTPOBEP3e KOje OKPYXKYjy AK-
cuomy u3bopa (AC). YayTrap MaTeMarudke 3aje/iHuIle, gebara 0 TOMe JIa JIH TEOPUjy CKy-
noBa Tpeba yremespuTu Ha 3epmeso-DPpenkenoBuM akcnomama 6e3 Akcrome nzbopa (ZF)
i je nak veonxoua reopuja ZFC (ZF ca AC), npescrasiba jeay on HajdyHIaMeHTAT-
HUjUX JujaeMa caBpemene Matemaruke. OBa jmjieMa HEje caMO TEXHUYKE MPUPOJIE; OHA
3aJIUpe y CaMy Cp:K Halllel pa3yMeBarba I0CTOjarba MaTeMaTHIKnX objekaTa, MpPUPOJEe
JIOKa3a U I'PAHUIA UHTYUII]E.

Barosopuuiiu ZFC teopuje uctuay ue camo ja ce AC He MOZKe U3BECTU U3 MPEOCTATNX
akcmoma, Bell M J1a je WeHa NMPUCYTHOCT KJ/bYYHA 38 Pa3BOj M KOH3MCTEHTHOCT MHOTUX
BUTAJHUX I'paHa MaTeMaTuke. [lormemajMo Heke oJ1 IheHUX Haj3HAYAJHUJUX UMILTAKAI]ja!

e Amnasm3a u tomnoJioruja: bes AC, MHOTE K/byUHE TeOpeMe U3 aHAJM3€E U TOITOJIOTH-
je, momyT TuxonoB/beBe TeOpeMe (Koja TBP/IH JIa je TIPOU3BO/I IPOU3BO/bHE KOJIEKIIUje
KOMIIAKTHUX TOIOJIONIKUX TIPOCTOPA KOMITAKTaH Y THXOHOB/LEBO] TOIOJIOTH]H) I
[IOCTOjahba HEKMX Mepa Ha oipeheHuM IpocTopuMa, He OM Morjie OUTH JOKa3aHe.
OBo 61 036M/BHO YIPO3UIO TeMesbe (PYHKIIMOHAHE aHAIN3E.

e JIluneapna asrebpa: Akcroma m3b6opa rapaHTtyje IMOCTOjarbe Oa3e 3a CBAKHU BEK-
Topcku npoctop. Mako 3a KoHaAYHO-TMMEH3MOHAJIHE IIPOCTOPE OBO HUje MpodJieM, 3a
OeckoHAaTHO-IMMeH3noHa/IHe 1pocTope 6e3 AC Hema rapaniuje ja TakBa 0Oas3a I10-
croju. OBO nMa JIAJIEKOCEZKHE TTOCJIEUIE HA TEOPUjy OIepaTopa U CPojIHe 00IaCTH.

e ArncrpakTHa ajirebpa u Teopuja pemoBa: 3opHoBa Jema, ekBupasieHTHa AC,
je MONHO cpejicTBO 3a JIOKa3uBambe MOCTOjarba MAKCHMAJIHUX eJIeMeHaTa y HapIii-
jamHO ypehermm ckymoBuMma. OBO ce KOPHUCTH y JIOKa3WMa Kao IIMTO CYy MOCTOjarhe
MAKCUMAJHUX Ujeasa y IPCTeHy, WK IOCTOjambe aaredapcKor 3aTBOPEba MoJba.

e Teopmuja CkymnoBa: ¥ camoj Teopuju ckymnoBa, AC je HEOIIXO/IHa 38 YCIIOCTABIhAE
ekBuBaJieHInje u3Melly Hekux nedunnimja 6eckonadnoctu (Hiup. u3amelhy GeckoHad-
HIUX CKYTIOBa U OHUX KOJU CaJIp:Ke MpeOpOjuB GeCKOHAYAH MOJCKYII).

Ykpartko, ofapuriame o7 AC 61 HAC TPUMOPAJIO Jia pelepUHATIIEMO BeIUKN J1e0 moctojehe
MaTeMaTHuKe WIN Ja IMPUXBATHMO Ja MHOTH HHTYUTHBHO "moctojehn"objekTn 3ampaso He
IIOCTOj€E.

Ca apyre crpane, 1ocTojame J1yOOKO KOHTPa-UHTYUTUBHUX Pe3yJsTara, nonyT banax-
Tapcku napajiokca (koju riiacu: jonra y R? ce Moxke paz/ioKuTn Ha KoHadaH 6poj J1e/10Ba,
KOJU Ce 3aTUM MOT'Y NPEYyPEJIUTH Tako Jjia (GOPMUPAjy JBE MJICHTUYIHE JIONTE, CBaKa UCTE
3alpeMuHe Kao OpUTHHAJHA ) Wi Buraaujese Teopeme 0 Hen3Mep/bIUBUM CKYTIOBUMA (KOja
nokasyje nocrojame 1ojckynosa unrepsaia |0,1] koju nucy Jleberopcku usmepsbuBm),
Tepa Hac Ha JIyDOKO MPOMUIIJbAIe O UMILIHKaIjama npuxsarama AC.

Osu "nmapajokcu" He ykasyjy Ha jorudky KoHTpaaukimjy y ZFC teopuju, Beh mnpe na
to sa AC /103BO/baBa KOHCTPYKIIHje KOje Cy CYIPOTCTaB/beHA HAIO] TeOMETPH)CKOj MHTY-
uIuju, (pU3HIKOM pasyMeBarby MaTepuje W MojMy ,Mepe'" Koju 0OMTIHO Be3yjeMo 3a CBa-

kojHeBHN KUBOT. Cyrnruna mpobsema je y Tome 1mro AC omoryhasa ,HeKOHCTpyKTUBHE"

JIOKa3e MO0CTojarba, OJHOCHO, JJOKa3yje IOCTOjahe HEKOT 00jeKTa, ajii He JIaje eKCILTUITUTHY
METOJTy 3a HeroBYy KOHCTPYKIIH]Y.
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®dunozodcKke UMILUINKAINAje U AJITEPHATUBHUA MPUCTYIIA

Jlebara o Akcrmomu m3bopa HEUje camMo TexHW4IKa, Beh j1yboko 3ajaupe y purozodeke
TeMe:

e IlocTrojame maTemaTmukux objekara: /la i MareMaTuydku 00jeKTH ITOCTOje He-
3aBHCHO O] HAIIMX KOHCTPYKIHja (IIJIATOHU3aM), WM Cy OHH CAMO MEHTAJHEe KOH-
crpykimje (uarynrnuonusam)? AC dpaBopusyje MIATOHUCTUYKA TPUCTYII, JOK HEHO
oJibaImBambe BOJU Ka KOHCTPYKTUBUCTUIKUM ¥ (DUHUTUCTUIKUM ITOTJIEIUMA.

e Ilpupona nokasza: /la qin je q0Ka3 camMo rapaHIiiija HEIIPOTUBPEYHOCTHU, WU MOPa
HPY>KATU U eKCIUIUITUTHY KOHCTPYKIU]y !

Heku maremarnyapu mcrpaxyjy marematuky 0e3 AC, 0K JApyru uCTpaxKyjy ciaabuje
dbopme AC (amp. Akcnoma mipebpojusor uzbopa, AC,, ), koje He Boge 110 "napasiokca oyt
Banax-Tapckor. [Tocroje u ipeyiosn jga ce AC 3amenn 1pyrum akcuomama Koje Ou Moriie
OuTU UHTYUTUBHU]jE, a Jia 1 Ja/be oMoryhe pa3soj Beher jesa morpebHe MaTeMaTUKe.

Y oBoMm pajty Hehemo ce yrymTaTn y ayb/be aHaIu3e CBUX OBUX aclieKaTa, aJIu CHaXKHO
oxpabpyjeMo YuTaoria jia caMOCTAJTHO UCTPazKu OBy aciuHaHTHy obJacT. JluTeparypa
KOjy mocebno mpernopyuyjemo cy kmbura Tomaca Jexa "The Axiom of Choice", a onn koje
zannMa u umozodceka crpana ope npude mMory norsegaru "Foundations of Set Theory"os
Openkena, bap-Xunena u Jlesuja.
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4 Penanuje nm dyHKIMje KPO3 TEOPHU]y CKYIIOBa

[TojmoBm penanuja u dpyHKIUja 011 PYHITAMEHTAJHOT Cy 3HaYaja 3a 1eJly MaTeMaTUKY,
a caMUM THUM HCTO BaKU U 3a TEOPH]Y CKyIOBa. Y HACTaBKY heMo MPHUKa3aTH KaKO ce
oun jecbunuiny mmomohy ckymnoBa n ypeheHux maposa.

4.1 DbwunapHe peJjamnmja

[IpBo hemo ce mojceTuTn TOra IMITA Cy pejalyje U Koje 0coOOMHEe OHE MOTY Jia UMAajy.
OBo HaMm je morpebHO 3aT0 1MITO hemo KacHuje GyHKIWje gedUHICATH Kao 1mocebaH THIl
OUHAPHUX peJIallfja.

Heka cy A u B jBa HenpasHa ckyna. bunapha pesayuja p w3 ckyma A y ckyn B je
nojickyn Jlekaprosor mpoussoga A x B, Tj.

p CAxB.
Enement (a,b) € p aura ce kao "a je y pesayuju p ca b"u 03HAUABA Ce 3aUCOM
apb.
Y cyuporHoMm, ako (a, b) ¢ p, mumemo a p b. Y nocebroMm ciaydajy Kaja Baxku na je A = B,

KaykKeMo JIa je p Ounapha pesayuja Ha cKymy A.
[Tornenajmo Heke BakHe JiepUHUIT]E:

o Jlomen penanmje p je CKyIl
dom(p) ={a € A| b€ B, (a,b) € p}.
e Kodomen penaruje p je ckyn B.

e Oncez (OJJHOCHO cauka) pejanuje p je CKyI

ran(p) ={b€ B |3Ja € A, (a,b) € p}.

4.1.1 Ocobune OMHApPHUX peJaluja

Heomxonino je mamomenyTu jia OunapHe pesalidje MOTY IIOCE/IOBATH HEKA CBOjCTBA.
Casia hemo ux HaBecTn u pehiut HEIITO BUIIE O bUMA.

e PedunekcuBHocT: Penamuja p je pedaexcusha ako Baku

Va € A, (a,a) € p.

e UpediiekcuBHOCT: p je upedaercusha ako BaKu

Va € A, (a,a) ¢ p.

¢ CUMETPUYHOCT: p je CUMEMPUYHG aKO BAXKH

Va,be A, (a,b) € p = (b,a) € p.
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¢ AHTUCUMETPUYHOCT: P je& AHMUCUMEMPUYHG aKO BAXKH

Va,b e A, (a,b) € pA(bya) €p = a=0b.

e TpaH3UTUBHOCT: p je MpaH3uMuUEeHa aKo BayKn

Va,b,c € A, (a,b) € pA(b,c) € p = (a,c) € p.

Taxkobe, moceroBame moje MHUX 0COOMHA PeJIallijy MOYKe CBPCTATH y HEKY o1 cienehnx
KJ1aca

o Peaayuja exsusanenyuje je OMHAPHA pesaluja Koja je pedieKCUBHA, CUMETPUYIHA 1
TpPaH3UTUBHA.

o [lapuujasro ypeherve je buHapHa peJanyja Koja je pedeKCuBHA, AaHTUCHMETPUIHA
U TpaH3UTHUBHA.

o Cmpoeo napuujasro ypehere je bunapHa penainja Koja je nupedeKCUBHA U TPaH-

3UTHUBHA.

4.1.2 KomrioHOBame peJaruja

Heka cy p C Ax Bu S C B x C bunapue penanuje. Komnozuyuja penaruja S o p C
A x C' nedunniie ce mpaBuioM:

(a,c) € Sop akou camo ako b € B takas na (a,b) € pu (b,c) € S.

SaHUM/BUBO je JIa je KOMIIOHOBalhe peslallija acoIllnjaTuBHO, Tj. 3a pearuje p C AX B,
SCBxCuTCCxD Baxmn:

To(Sop)=(ToS)op.

4.1.3 WuBep3Ha peJanuja

3a 6unapny penarujy p C A x B nedunnmemo unsepsny pesayujy p- - C B x A Kao

pt={(b.a) | (a,b) € p}.
Hpyrum peunma, BayKu:

apb akowucamo ako bp ' a.

4.2 OPyHKIHjE

['naBHa moenTa (GyHKIMja y TEOPHUjU CKYIIOBa jeCTe Y YUIHEHUIN JIa IbUXOBO TIOCTOjabe
oJiroBapa Ha MuTame: Ja au ckyn mooce bumu dobpo dehurucan 4ak u axo ne nasedemo
cee wezosse enemename? OnroBop je MOTBPIAH.

IIpecimkaBame (win rpancdopmanuja) ckyna A jecre CBaKi NOCTYTAK f KOJUM CBAKOM
eJleMeHTy * € A npuapy:KyjeMo HEeKH CKYII, IITO ce o3HadaBa Kao f(z). Y ciydajy ma je
TO TIpeC/IMKaBambe jeTHO3HATHO, KazxkeMo Ja je f(x) dynkuuja.
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[IpecnukaBame f mojesbyje CBAKOM €JIeMEHTY U3 CKylia A 110 jeJaH eJIeMeHT U3 CKyIa
B, nipu demy ce Kaxke ja je camka (mam tpaHcdopmar) ckyna A 1oj mpeciarKaBambeM
f exyn f(A) C B. Y ommreM ciydajy, Ta CIUKa MOyKe OUTH MpaBH MOJACKYI CKyma B.
Mebhyrum, ako Baxku f(A) = B, Taja KaxkeMo Ja OpecjiKaBame [ MpecjauKaBa Ieo
ckyn A Ha neo ckyn B, T1j. na je f cypjekTuBHO (ocobuna "na").

Nnak, ouurseHo je jga He 33/10BO/baBa CBAKO Ipec/imKaBambe oBy ocodbuny. Ha mpumep,
pazmorpumo dyukiujy f: R — R nedunncany xao f(x) = z*. V osom ciyuajy, nako je
JebuHICaHA HA TIEJIOM CKYIly peajiHux 6pojesa, mwena ciauka je f(R) = [0, 00), mro 3uaun
Jla HeraTuBHU OpojeBu u3 ckyna R HUCY JOCTUTHYTH HU 3a jeJHy BpeJaHOCT yiasa r € R.
Hakie, f y oBom ciryuajy Huje cypjektuBHa, jep f(R) C R.

OBa pazimka je oJ1 K/by4IHOT 3Ha4aja y Teopuju (YHKIIH]a, jep TOBOPU O TOME KOJIUKO
,»JJOCTH2KHO™ TIPECIMKAaBAhEe IOKPUBA CBOj KOJIOMEH.

Teopema 4.1 (O moHOTOHOCTH TIpecauKaBama) Heka je [ npecauxasarve cxkyna A y
nexu ckyn D. Axo saorcu C C B C A, mada caedu:

f(C) € [(B) € f(A)

JpyrnM pednma, mpecanKaBame TyBa WHKIY3M)y. 10 3HaUM 7@ je CIMKa TOJCKYIIa
MOJICKYT CJIMKe Beher ckyra.

Cagia hemo namoMeny T HEKOJIMKO MHTYUTHBHUX U OCHOBHUX unibenunia. Hajmpe, yko-
JIIKO 3a cBako x € A Baxku f(xr) = z, Tajia TOBOPUMO O UJAEHTUYIKOM MPECIUKABAIDY .
Hacyupor Tome, ako je f(x) = (), onna f He 1pejcraBba BaJIUJIHO NPECIUKABAE CKYIIA
A, jep HUje CBAKOM €JIEMEHTY JI0JIeJheH TAYHO jeJlaH eJIeMeHT (CKyTI).

[IpeciinkaBare ce Ha3WBa jeJTHOSHAYHUM aKo 3a CcBako x € A Baxu ja je ckyn f(x)
jeJIHOYJIaH, Tj. CaJIpKU Ta4HO jeJaH eJeMeHT.

Ila 6ucmo 107aTHO ocBeT/IMIN TT0jaM (DYHKITMje KAO je/IHO3HAYHOL IIPEC/INKaBambha, KO-
PUCHO je OCBPHYTH Ce Ha jeJiaH KJacu4yaH nmpuMep us anamse — dupuxiaeoBy pyukim-
jy. OBa dyuknuja je nedunncana zHa cKyiy peasnnx Opojea R, n dpopmasHo je 3a1ana
OBAKO:

1, ako z € Q (x je pamumonasan 6poj)
flx) =

0, ako z € R\ Q (x je uparmonasan 6poj)

OBo npecsmkaBame jecte hyHKIMja jep cBakoM = € R j0/1e/byje TaaHo jeHy BPeIHOCT
(ona mozke 6utn 0 miam 1, y 3aBUCHOCTH OJ] TOra KOJU YCJOB 3aJ[0BO/bABA YJIa3) U THME
WCITyHhaBa OCHOBHU KPUTEPHUjYM JeJIHO3HAYHOCTH.

3a /1Ba mpec/mKaBama f 1 g KayKeMo Jia ¢y UAeHTUIKHU jeJHAKA aKKO cy jjebuHucana
HAa HCTOM CKYyIy A, KOJIOMEH MM je UCTH U 3aJI0BOJbaBajy yCJIOB:

f(z) =g(x) 3acBako x € A.

3a nBa mpec/mKaBama f u g, Komno3unmja pyHkKuja je neduHUCaHO Kao:

(go f)x) = g(f(x))
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OIHOCHO:

(go =)= | 9

yCf(x)

BaxkHo je HanomMenyTH Jia, HaKo IOCTOje CJIyUuajeBU Kala TO BaXKi, KOMIIOHOBaHe (pyHK-
11ja HUje YBEeK KOMYTAaTUBHO, OJIHOCHO cJiejiehe HUje yBeK TavqHo:

fog(x)=go f(z)

Konrpanpumep 6uo 6u crenehn: Ako je f(x) =2z u g(z) = x + 3, onga:

(fog)(x)=f(9(x)=f(z+3)=2(x+3)=22+6

(9o f)(x) =g(f(z)) = 9(22) = 2z +3

Cana, mHeka cy f, g, u h npeciukaBama TakBa jgaje f: A — B, g B—Cuh: C — D.
3a oBa IpecnKaBama BayKi acoOIjaTUBHOCT KOMOOHOBamwka (pyHKIHja:

ho(gof)=(hog)of.

OBo 3HAUM Ja pejnocye]] KOMIOHOBaba (DyHKIMja HEje OUTaH U Jia JI00UjaMo MCTU
pesyJirar, 6e3 003upa Ha TO Jia JIK IPBO KOMIIOHyjeMO ¢ u f, ma 3aTum h, WId IIPBO
KOMITOHYjeMO h u g, 1ma 3atum f.

Jlokas:
Axo je x € A, umamo:
1. Ca JieBe cTpane mpBO NMpUMebyjeMo f, 3aTuM ¢, U Ha Kpajy h:

ho(go f)(x) =ho(g(f(x)) = h(g(f(x))).
2. Ca mecHe cTpane IpBO MpUMeEyjeMo f, 3aTuM ¢, 1 Ha Kpajy h:
(hog)o f(z) = (hog)(f(x)) =h(g(f(2)))
Kao mrro ce Bumau, y oba ciaydaja go0ujaMo UCTH Pe3y/ITar, IITO je TpedasIo JT0Ka3aTH.

NuaBep3HO mTpeciimKaBame

Ba maro upecnukaBame f : A — B, nedunHmHIIEMO MHBEP3HO IIPECINKABAIbE KAO
IpecIrKaBambe Koje CBakKoM ejieMeHTy y € f(A) npuapyKyje cKyll cBUX eJeMeHaTta r € A
3a Koje Baxku f(x) = y. OBo npec/iMKaBame o3HaYaBaMo ca 1, u JedbUHHUIIeMO ra Kao:

Ty ={z € Al f(z) =y}
Axko je f 6ujekmuja, Tajia 3a cBako y € B 1mocToju TavHo jegaH r € A TakaB J1a BarxKu:

flo)y=y = [y ==
Y tom cityuajy, Baxke cienehe dpyHIaMeHTAIHE OCOOUHE:

fY(f(z)) ==, s3acsakoz € A,
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f(f "y)) =y, 3acsakoy € B.

Bpsa nanomena o HoTtanuju u unrepuperanujn: O3naka f ! ce KOPHCTH HCKJBYIHBO
3a O3HAYABaI-€ MHBEP3HOT IIPEC/INKaBamba, U HUKAKO ce He CMe OpKaTH ca HOTAIMjOM 34
penunpouny Bpearoct, Tj. (f(x)) ™!, koja osHauasa permupouny speanoct 6poja f(x) (ako
je oHa siedbuHEICAHA).

Takobje je Baxkno ncrahu ja HHBEP3HO MIPEC/INKABAILE UMa 3HAUAJHY YJIOI'Y KaJla NOBO-
puMo o Kommnozunuju ¢pyaxnuja. Ha npumep, akocy f : A — Bu f~': B — A mehycobno
MHBEP3HA, [IPEC/INKaBaba, Taga KOMIOZUINJE /18]y HACHTUIKA IIPECINKABAIbA:

flof=ids, fof '=idp.

OsuM ce norsphyje n1a je GyHKIMja f peBep3uOMIHa, a IpecInKaBame f 1 CIIysKH Kao
IeH MaTeMaTHIKu 'ToBparak yHasam".

[TocraB/ba ce mpupojHO nuTame: kada Gynryuja nema uneepany dyrxuujy? Naxo
cMO JiechMHUCAIN MHBEP3HO TPEC/INKAaBabhe Kao pesalujy Koja cBakoj speguoctu y € f(A)
npuIpyKyje cky ceux r € A 3a koje je f(x) = y, To ne 3naum na je f! myxkno dyukiumja
y cTporoM cMmuciy. [la 6u mHBep3HO TpecinKaBarme OmMJIo mpaBa (GpyHKIHja — Tj. Jia On
CBaKa BPEIHOCT Y MMAaJIa TATHO je/IHOT IIpeTedy T — HOTPEOHO je 1a opurunHaHa pyHKIHja
f Oyne bmjekTUBHA.

Pasmorpumo jegHocTaBaH, ain W3y3eTHO MTOYUYaH IPUMEp:

Heka je nara pynkmmja f : R — R nedurucana dpopmystom:
fla) =2

OBa dyHKIMja cBaKOM peaJTHOM Opojy J10/e/byje meros KBaapar. Ha mpBu morte, cee
usrieaa y peay: pyHKI#ja je jacHo JeduHUCAHa U CBAKOM T MPHUIAPYKYje TAUHO jeTHO Y.
MebyTum, 3anmuTajmMo ce: MOxKe Jit OBa (PYHKIIMja UMATH UHBEP3HY (DyHKIH]jy?

[TornenajMo KOHKpeTaH ciydaj:

f(2)=4 ,arakobe f(—2)=4.

Jlaxe:
f(2) = f(=2),

nako je ounryiegHo 2 # —2. OBo Ham rosopm ja je dyHkiuja f HEMHjeKTUBHA, jep I10-
CTOje Pa3JINYNTH eJIEMEHTH Y JIOMeHY KOjU ce IPECINKaBajy Y UCTY BPEJHOCT y KOJIOMEHY.
Tume je noBeseHa y nurame jeJHO3HATHOCT MHBEP3HOL IIPECTMKABAHA.

AKo nokymamo ga Koucrpyuiemo f 1, gobujamo:

f_1(4) = {27 _2}7

mITo Builie HUje pyHKIMja — jep 3a jeqaHo y mnoctoju Buiie moryhux x. Jlakie, dpyuknuja
f y oBoM 00JIUKY Hema uneep3ny Gyrkuujy, Beh NHBEP3HY peJIaliujy.

Kako penmaru mmpobiem?

Jenno on majuernthux perrema y Teopuju QpyHKIMja jecTe OrpaHUYABaEKE€ JOMEHAa
dyHKIMje HA CKyIl Ha KOjeM OHa II0CTaje MHjeKTHUBHA. Y HaIleM IpuMepy, (PYyHKIIHTja
f(x) = 2% je uHjeKTHBHA aKO je MOCMATPaMO CaMO Ha HEeHeraTHBHUM OpojeBHMa, Tj. Ha
UHTepBaJy:

[0, 00).
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Ha oBom mnTepBaty, cBaku OpPoj MMa jeMHCTBEHU KBaJIPAT, U BaXKU:
2
f:]0,00) = [0,00), f(x)=2z",

ca MHBEP3HOM (DYHKITHJOM:
~1
) =V
VY 0BOM OrpaHEYEHOM KOHTEKCTY, cajia je HCIyIheH yCIoB jeanosHaunoct u f- ! jecre
npasa ¢dyuknuja. Ha taj naunn dyaKImja nocraje pesep3nOuIHa.

Jlaxkse, na O6u mpecanKaBambe NMaJIo UHBEP3HY (DYHKII]Y, OHO MOpa OUTH UHJeKMUGHO
(la pasIMIuTH eJIeMEHTH HUMajy pas/IuduTe CJIUKe) U cypjekmueno (J1a CBaKa BPEIHOCT
y KoJloMeHy Oyjie jocertyTa). OrpaHnyaBarbe JOMEHa PeJICTaB/ba 3aHUM/BUBY U BaXKHY
TeXHUKY y TEOPUjU CKYIIOBa U aHAJU3HU YOIIITe, KojoM omoryhaBamo Jia (pyHKIMje Koje
nHave HUCY WHBEP3UOWIHE TO MIAK IIOCTaHy, HApaBHO y OAroBapajyheM, MarK/bUBO H3a-
OpaHOM KOHTEKCTY.

AKo 3a HEKO MHBEp3HO Ipec/uKaBaibe [ 1 BayKy Jla je OHO jeJHO3HA4HO, OHJA 3a
Tpanchopmaljy f Kaxkemo Ja je jeaHoJiucHAa. [IpecinkaBama Koja cy W jeJHO3HATHA
U jeHOJINCHA UMajy rmocebaH HAa3UB: OOOCTPAHO je JHO3HAYHA NMPeCINKABamKbAa. 3aHlU-
MJBUBO je TO Jia ce M3 Tora MoxKe M3ByNu joIn je/iHa AeduHAIN]ja eKBUBAJIEHIIIje CKYyIIoBa.
Hanwme, ckymoBun A u B cy ekBuBajieHTHI aKO TIOCTOjI 0OOCTPAHO jeTHO3HATHA TPaHCHOpP-
manuja f Taksa jga je f(A)=B.
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5 Opamaajgnu OpojeBu

la 6ucmo paszymesn 1ojaM OpJAUHATHUX OpojeBa, HajIpe je HEOIXOHO YIIO3HATHU Ce
ca OCHOBHHM II0jJMOBUMa, U3 TeOpHje pejociiesia. Teopuja pegociie/ia mpoydaBa CTPYKTyPe
KOje Cy ollpeMJbeHe OMHAPHOM pesarjoM "mMame oa" mian ommmruM nopehemeM, 1 Koje Ha

Taj HaUMH oMoryhasajy yrnopehusame ejremenara.

5.1 VYBoja y Teopujy IopeTKa

5.1.1 ITapumjasam nopesak

Heka je A mempasan ckym u Heka je < OmHapHa penanuja jgedpuHucaHa Ha cKymy A.
Kaxemo fa je < mapumjajiHu mopegak Ha cKyny A ako cy uciymbena ciejieha asa
ycJIoBa:

1. NpedaekcuBHocT: Baxku a £ a 3a cBako a € A

2. TpansutuBHOCT: AKO je a < bu b < ¢, Tazma ciaeau a < ¢ 3a CBaKo a,b,c € A

Penanmja xoja 3a/10Bo/baBa 0Be ycioBe oMoryhasa ocraB/bame Xujepapxuje Uil CTPYK-
Type Mely elemeHTMMa CKyIia, ajJii He MOpa J03BOJ/ABATH Jl@ Ce CBaKa J[Ba €JeMEHTa
ylopej/e.

Axko 6unapna penaryja < 3a70BOJbaBa CaMO YCJI0Be pedIEKCUBHOCTH M TPAH3UTUBHO-
CTH OHJIA 3a by KaxKeMo Ja je KBasuypebheme (wim mpeamopenak) ua ckyiy A.

5.1.2 JIuneapHu (TOTasHU) peaocien

[Taprmjaaau pesocses mocraje JJMHeAPAH OJHOCHO TOTAJIAH aKO JIOJATHO BayKU U
caenehu ycios:

3. Kommiernoct: 3a cBaka jiBa ejieMeHnTa a,b € A, BaxKy UCKJbYIUBO JeHO CBOjCTBO
oxn crenehux: a < b, a =bnmu b < a.

pyrum peunma, y JITHEAPHOM PEJIOC/IeTy CBaKU AP eJIeMeHaTa je YIIOPEJIUB, IITO je
13 caMOT' Ha3WBa HETJE W OYUIJIETHO.

Y okBHpY HapIHjaJHO WM JMHEeapHO ypeheHNX CKYyTOoBa, PA3JINKYjy ce CIernudmIHn
eJIEMEHTH KOjU UT'Pajy 3Ha4UajHy yJOTY Y aHAJM3UPamy CTPYKType CKyIa.

e Fjement a € A je MUHMMAJIHA €JIEMEHT aKO He IOCTOjU HUjeJaH eleMeHT b € A
TakaB Ja b < a.

e Ejement a € A je MAaKCMMaJIHU €JIEMEHT aKo He TI0CToju Hujeran b € A Takas ja
a < b.

BaykHo je HarylacuTu J1a MUHUMAJIHU ¥ MAaKCUMAaJHU eJleMEeHTH He MOpajy OuTH jeInH-
CTBEHH.

e Hajmamwu esemeHT ckyma A je enemenT a € A takas ja 3a cBaku b € A Baxn
a < b.

e Hajsehu esemenr je enement a € A takas ja 3a cBaku b € A Baxu b < a.
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3a pas/mKy 0/ MUHIUMAJIHOT, HAjMAU €JIEMEHT je YBEK jeJIMHCTBEH (aKO MOCTOjU Ha-
PaBHO).
Heka je B C A nojckyn ypehenor ckymna A.

e Ejement a € A je ropma rpaHuiia 3a B ako 3a cBako b € B Baxu b < a.
e Ejement a € A je momwa rpanuria 3a B ako 3a cBako b € B Baxku a < b.

e Cympemym (HajMama rOpiha TPAHWIA) je HajMarmu ejeMeHT Melly cBuM ropemum
rpanuramMa ckymna B, ako mocToju.

e Nndumym (majseha joma rpanuina) je Hajsehu emement melhy CBUM JIOBMM I'pa-
HUIIaMa CKyIia 3, ako 1ocToju.

Y smreparypu Hajuernilie ce Mory cpectu ciesiehie o3Hake: sup A (3a cympemyM cKyIia
A) n inf A (3a nadumym cxyma A).

Heka cy (A, <) u (B, <) nBa napiujajiHo ypeheHa cKymna, u HeKa [MOCTOjU IIPECInKa-
Bambe 3a Koje Baxku f : A — B. Kaxemo na dyHKuja f dyBa pejociies ako:

Va,be A, a<b= f(a) < f(b).
TakBe dyHKIMje Urpajy 3HAYAjHY YIOTY y IPOyYaBamby CTPYKType ypeheHnx cKyrosa,
jep o0b6e36eDhyjy s1a ce pesaryje Mehy eleMeHTUMA UyBajy Uy cAuKama QyHKIHA]jeE.
Heka cy (A, <) u (B, <) nBa ypehena ckyna. ®yuknuja f : A — B je usomopduszam
aKo HcIymaBa ciejiehe yciose:
e Oyuknuja [ je oujeknumja (1-1 u Ha).

o Oyuxmmja f ayBa pemocier:

a<b= f(a) < f(b).

e Unusepsna dbyuxnuja f~!: B — A Taxobe uysa pemocien

Ykoymko ckyn A mma nzomMopdusam Ha caMor cede, Tj. ocToju OnjeKTuBHA (DyHKIH]ja
f A — A xoja je mzomopduzam, kaxkemo ja je f ayromopdusam ckyma A.

JIuneapan pemocien < Ha cKyny A HazuBa ce 0OpO ypeheme ako cBakKM HellpasaH
MOJICKYTI CKyIla A mMa HajMarbl €JIeMEHT.

To jecr, 3a cBako B C A, B # (), nocroju by € B Takas na 3a cse b € B Baxku by < b.

Kako To y mpakcn msriega? 3a ckyn npupognux OpojeBa N KarKemo Ja je mpumep
nobpor ypehema, jep je ounriaeaHo ja uma Ty ocobuny. Ca apyre cTpaHe MOJACKYI CKYIIa
nesnx 6pojesa {... — 3, -2, —1,0} HeMa HajMamu eJleMeHT, Te CKyTl Z Huje 106po ypelen.

JIema. Heka je (A, <) mobpo ypeben ckyn u meka je f : A — A crporo pacryha
dbyukimja (Mmonorona), Tj. 3a cBe a < b Baxku f(a) < f(b). Taga 3a cBako a € A Baxu:

a< f(a).
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Jloxas: IlpernioctaBumo cympoTHO, Ja mocroju a € A takas na f(a) < a. [Tocmarpajmo
CKYTI:

B={zeA: f(x) <z}

[Tomrro je A mobpo ypebhen, ckyn B mMa HajMambHu €IeMEHT, PEIuMO ag. Laaa je:

f(ao) < ap.

A xako je f crporo pacryha, mvamo:

f(f(ao)) < f(ao) < ao,

u3 npBor Jesa ciemn Ja f(ag) € B, na f(ap) < ap IpoTUBpeYn Ja je ap HajMarbu eJIEMEHT.

5.2 OpauHaaHu OpojeBu

Opaunraan 6pojeBr ce KOHCTPYHUINY Kao clienujaaHe Bpere ckymosa. [lopeheme mehy
IbIIMa, OC/Iaba Ce Ha PeJIalln]jy IMPHUIaIarma: KakeMo Jia je OpJAnHAI o < [J aKO M CaMO aKO
a € . Takobhe, opuHa (v je yIpaBo CKYII CBUX OPJIMHAJA CTPOTO MAmUX O] Hhera, MITo
3aIMCyjeMO Kao:

a={0]8<a}.

Onu renepannsyjy ujejy Opojama Ha OecKoHadHE, 100po ypeheHe cKymope, oMoryha-
Bajyhm HaMm Jia npenusHo Kjaacudukyjemo u ynopehyjemo pasimaunre Tunose ypehema.

dopmasHa geduHUIAja

Kaxkemo 51a je ckyn o opaumHaiiHu 6poj (wim opamHast) ako Baxe ciejelin yciosu:

e (v je TPAH3UTUBAH CKYII: CBAKH €JIEMEHT CKyIla (v je TakKohe M MOJCKYI CKyIla «,
e Ckyn «, ca pejalujoM mpumajama €, je 106po ypeben.

Jpyrum pednma, opJinHaaHu OPOjeBr Cy OHU CKYIIOBU KOjU CY U TPAH3UTUBHU U J00PO
ypebenn penamumjom €.

3a o3HavaBambe OpAMHAIHIX OpojeBa Hajuenihe ce KOPUCTH MaJia IPUKa CJIoBa: a, 3,7, . . ..

Heku ocnoBHu opuHam Cy:

0=10

1={0} = {0}

2={0,1} ={0,{0}}
3=1{0,1,2} = {@7 {(Z)}v {(Z)v {@}}}

Kao 1mro BujmMo, cBaKM OpJMHAJ je CKYIl KOjH CAJPXKU CBE HPETXOJHE OPJMHAJE, Tj.
a+1l=aU{a}

Kibyune siemMe 0 opauHaimma
(i) Ckyu 0 je opmunadt.

(ii) Ako je a opaunan u § € a, Taja je u [ opIuHAI.
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(iii) Axo o # B m oba cy opauHam, 1 ako je o C 3, Tajia Baxu o € f.

(iv) 3a cBaka jBa opjumHasa o u [, Baxku tadHo jegauo: o C f wm f C «a. pyrum
pedunMa, OpArHAJNA Cy JUHEApHO ypeheHu peranujom €.

HajuaTyntuBaujn HayuH j1a mocMaTpaMo OpJIMHAJIE je cjaejehu: opJuHa I Cy U3rpa-
Denn Tako Jla CBAKM CAJIPKU CBE Marbe OpjiHaJje Kao cBoje wianoBe. OBa KOHCTPYKIIHja
omoryhasa j1a OpIMHAJIN He caMo Mepe ,, iyKuHy " peocieia, Beh n 1yBajy mHeroBy cTpyK-

typy. CBaku opjMHAJ je je MHCTBEHU IIPEJICTABHUK jeTHOr Tuiia J100po ypeheHor ckyma
10 Ha m3omopduzam. [Tomohy mux moxkemo KjaacudukoBatu cse moryhe mobpo ypehene
CKYTIOBE J10 n30Mopdusma.

Teopema: CBaku 100po ypehen ckyt je m3oMopdat jeHOM U CaMO jeTHOM OPJIMHAILY.

OBa Teopema IpejicTaB/ba TeMeJ/bHY MOTHBAIU]y 3a yBoheme OopJnHaIHUX OpojeBa.
Jlobpo ypehenn ckymoBu He caMmo Jia ce MOI'y HAeHTH(MUKOBATH IIOMONY opauHaJa, Beh um
Op/INHAJIH MIPY?KAajy KAaHOHCKY (hOPMY — CBAKM TUII JJOOPOT ypehema MoxKe J1a ¢e IPEICTABI
jETMHCTBEHNM OPJIMHAJIOM.

3a opaunasn (3, neduHAIEMO CJIEA0EHUYKNA OPIAMHAJ Kao:

a=8+1:=8U{B).

Opaunan « je cjiendeHUK ako nocroju [ takas fa je a = [+ 1.

Ako opjuHAT HEje jeJlHAK HU jeJIHOM CIeJ0eHUKY, Tj. Huje obiuka [ + 1, oHga ce
Ha3WBa 'PAHUYHU OPJAMHAJI.

Hajmamu rpaHMYHU OpAMHAJI 00e/Ie’KaBaMO Ca W, U OH IMPEJCTaB/ba CKYI CBUX
KOHAYHUX OpJINHAJIA, Tj. IPUPOIHUX OpojeBa:

w=1{0,1,2,...}.

5.2.1 KoHayHu 1 6€CKOHAYHU OPANHAJINA

Ckyn A je koHayaH ako mnoctoju OmjektuBHa dyHKImja n3dMehy A u HeKor cKyma
obmmka {0,1,...,n — 1} C N. lnaue, A je 6eckoHauaH.

Opaunas w je mpBu OECKOHAYHU OPJIMHAJ U CAJP:KU CBe KOHAYHE Op/MHAJIHE OpojeBe.
Csaku opannan Behn o1 w je Takohe GecKoHaYaH.

5.2.2 OpauHaaHa apuTMeTnKa

Omnepanyje cabupama, MHOXKEHa U CTEIIeHOBarha ce MOTy JIeUHUCATH HaJl OP/IMHAJII-
ma. MebhyTuM, Ba)KHO je HArJIACUTH Jla OBe Olepallije HUCY YOIIITeHO KOMyTaTHBHE (3a
Pas3/IMKy OJI apUTMETHKe IIPUPOJIHUX OpPOjeBa), ajll jecy acolujaTUBHE.

Cabupame

Hedunumemo cabupare opJiHaIa PEKYP3UBHO 110 JIPYTOM apryMeHTY:

o o+0=q«
ea+(f+1)=(a+p)+1

e AKo je \ rpaHWYHM OpJIMHAJ, OHJIA!

a+A=sup{a+5: 0 <A}
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Muoxkeme
Jedunuiemo MHOXKeH€e Ha, ciaejgehn HauMH:

e a-0=0
ea-(f+1l)=(a-pf)+a

e 3a rpaHWIHU OPJMHAT A:
a-A=sup{a-f: 0 <A}

Ilpumep: w - 2 = w + w, MITO je OpJIMHAJI JIy?KUHE JIBA IIyTa 10 W.
CreneHoBambe
CrerteHoBatbe op/iHaJa ce JiepUHUIIE PEKYP3UBHO:

e ' =1
e AKO je \ rpaHMYHI OP/IHHA:

o =sup{a’ : B < A}

OpuHAJIHO CTelleHOBae ce IOHAIla JAPyradnje Ol CTaHIapJIHOI CTelleHOBama y N,
aJIi 3aJIprKaBa OCHOBHE PEKYP3UBHE 0COOMHE.
Baykno: Hu cabupame, HU MHOXKEHE OpJWHAJa HUCY KOMyTaTwBHe oreparuje. Ha
HpuMep:
l4w=w am w+1>w,

JIOK:
2'w=w amm w-2>w.

Ca apyre cTpane, 0be orepailije cy acolujaTuBHE:
(@a+p)+rv=a+(8+7)

(a-B)-y=a-(B-7).

Heka cy (A, <4) u (B, <p) [Ba IuCjyHKTHA JuHeapHO ypeheHa cKyra.

36up ckynosa A u B, oznaden ca A+ B, nedwunniie ce Kao yauja ckynosa AU B, y3
caenehy penarnujy:

Bax,y € AU B, nedunuiiemo r < i ako ¥ caMO aKO BayKd HEIITO o ciejeher:

(i) v,ye Aux<avy;
(ii) z,ye Buzx <puy;
(i) x € A,y € B.

OBa KOHCTpYKIMja cTaB/ba CBe eJieMeHTe cKyma A npe cBUX eneMeHara cKyna B, 3a-
npzxaBajyhn pemociieie yHyTap CBAKOr MOjeIMHATHOT CKYIIA.
3a ckymore A u B, nedunumiemo ypeheme Ha mponsBoay A X B pemammjom:

(al,b1> < (CL27b2) < b1 <pB bg V (bl = bQ Nap <a CLQ).
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Hakie, rmaBuu Kpurepujym nopebhema je Bpegnoct y B, a Bpeanoctu y A ce kopucre
caMo KaJia cy BpegHoctn y B jegrake. OBa KOHCTPYKIja UMa KJBYUIHY YJIOTY YV JeduHU-
camy OPJIMHAJIHOT MHOXKEIHa.

Jlema. 3a cBaka jiBa opjauHaJia « u (3, 30up « + ( je uzomopdan ca 30upom « u 3
Kao ypeheHnX cKymoBa, a mpousBoj « - [ je nzoMopdan ca BUXOBUM JIEKCUKOIPADCKIM
IIPOU3BO/IOM.

KaunTopoBa HopmasHa ¢dpopma. Ceaku opjuHal « Koju Huje jeqnak (0 Moxke ce
jeTHO3HAYHO 3amucaT y OOJINKY:

a=w o W gt W ey,

riae cy 1 > fPo > -+ > (3, opmunanu, a ¢; € N\ {0} 3a caku i.

OBaj zammc ce HasuBa KaHTOpoB HOpMasiHM OOJUK opanHaia «. OH m3paxkaBa
CBaKM OPJIMHAJ Kao KOHAYHY CyMy CTelleHa w, IMTO HaM oMoryhaBa edukacHO U3BOheHe
apUTMeTHKe U KJIaCUu(UKAIN]Y OPIANHATIA.

Hoxka3: Jlokas ce 3acHuBa Ha mHAyKIHju. AKo je a = 0, oumryieHo je j1a TBpheme
Bazku. [IperrnocTaBumo oHjla Jla BaxKu 3a CBe opjimHaJje Mame o «. Heka je a > 0. Tasa
nocrojn Hajsehu opmunan B Takas ja w” < «. Heka je ¢ MakcummasaH mpupojiaH 6poj
takas 12 w’ - ¢ < a. Taza gedunumenmo:

o =a—-u’-c
[To uHIYyKTUBHO] IIpeTIIOcTaBu, o ce MoXKe npeacraBuT y KanTopoBoM 06JIMKY, 118 TaKo
U (v MOXKeMO. JEeJIMHCTBEHOCT CJIEJIN U3 CBOjCTaBa OPAUHAIHE apUTMETHKE.

Hajmamu opimHa I Koju 3a10BosbaBa, ciejiehy dhopmysty:

W =«

Ha3UBa ce £y. pyrum peunma, £y je Hajmama puKcHa Tavdka QyHKIHje o — w*. OBaj op-
JIMHAJT HE MOYKe ce JIOCTUNM KOHAYHUM WM TPaHC(PUHUTHUM OpojeM ureparuja pyHKII]je
w® moveBm o (), MTO ra YUHUA TPBOM I'PDAHHUIIOM TAKBOT ITPOIIECA.

Taxkobe, opaunaau Behu ox w omoryhmim cy HaMm popMaIu3alyjy MeToje TpaHcdm-
HUTHE WHIYKIHje, Koja reHepasn3yje KJIaCuiHy MaTeMaTuIKy WHIYKIN]Y Ha OeCKoHad-
He J100po ypehene ckymoge.
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6 Kapaunaanu 6pojeBu

NuTynTnBHO, 3a JIBa CKyIa KaykKeMo Ja MUMajy ,JACTY BeJIUIHHY' aKOo MOXKEMO Ja yC-

[IOCTABUMO CaBPINEHY KOPECIOHJIEHIN]y u3MeDy IUXOBUX eJieMeHATa, TaKO Ja HUje/iaH
eJIeMeHT He ocTaHe 0e3 mapa HHU y JeJHOM O/ CKYIIOBA.

e Ckynoem: A =1{1,2,3}, B={a,b,c}

Al = |B| =3
[TocToju 6bujexrmja namehy A u B: vup. 1 — a, 2+— b, 3 — ¢

e Ckynosm: C = {Q, &}, D ={0,1}

|Cl =D =2

3a nBa ckyna A u B, KaxKeMo Jia MMajy UCTY KapAWHAIHOCT, OJHOCHO Ja je |A| =
|B|, ako 1 caMo ako MocToju OMjeKTUBHO IpecinKaBambe ckyna A Ha ckyn B.

Nneja je 3ampaBo jia CKyNIOBAUMa MOYKEMO JIOJIEJIUTH Kap/mHaJHe OpojeBe Kao O3HaKe
IbUXOBE BeJMIrHe. 10 3HA4YM Jla JBa CKylla UMajy UCTH KapAWHAJIHU OpOj jeMHO ako
3aJI0BOJbaBA]jy naty Jedununnjy. Kao mro cMo Ha MOYeTKY U IIOMEHY/IN, CKYIIOBE JIeJIMMO
Ha KoHadHe 1 Oeckonadre. Casta hemo Te mojMose jedunncaTn y3 ynorpedy KapmHaATHIX
6pojea. 3a ckym A KaxKeMo Jia je KOHa4aH ako |A| = n, 3a veko n € N. Tako cmo KoHadHe
Kap/IMHaJIe TPAKTUYIHO JiepuHUCATN TIPEeKO TpUpojHux Opojesa. lloctasima ce jlormaHO
UTAbE, JIa JIM, TOIYT MPUPOIHIX OpojeBa, U KapJAUHAJIHOCTH MOXKEMO yropehuBaru?

Ba ckynose A u B, neduHUIIEMO pesalujy:

|Al < [B]
ako 1ocToju uHjekTuBHa dyuknuja f : A — B. Ako gomarHo |A| # | B|, Taga nummmemo:
Al < [B].

Penannja je rpausutuBHa: ako |A| < |B| u |B| < |C], raga |[A| < |C|.
KanTropoBa Teopema 3a cBaku ckyn A BaxKu:

4] < [P(A)],
rie je P(A) napuTuBHU CKYIL.
Hoka3z: [IpermoctaBuMo CympoTHO, OJHOCITHO Jia TOCTOju OujeKTuBHaA (byHKIHja f,
riae f: A — P(A). Ilocmarpajmo cienehu cky:
B={acAla¢ f(a)}.
[Tomrro je B C A, mopa niocrojaru b € A takso ja je f(b) = B. Iluramo ce: ga s b € B?
e Axo b € B, no nedununuju B, ciequ qa b ¢ f(b) = B — KOHTpaIuKIMja.

e Ako b ¢ B, cienn 1a b € f(b) = B — oner KOHTpaUKIHja.
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[akie, TakBo f He mocToju, Te 3akmbyayjemo |A| < [P(A)|. [ |

Kanrop-Bepumraju Teopema: 3a 6uio koja nBa ckyna A u B, ako Baxu |A| < | B|
u |B| < |A|, rana je |A| = |B|.
Opaunan o je kapauHagaau 6poj ako 3a cako [ < « Baxu |af # |5].

Hajmamu 6eckoHaYHN KapAWHAJ

Opaunan w (HajMamu OecKOHAYHE OpJMHAJ) Takohe je n npBU GECKOHATHH Kap IIHAIL.
OH ojroBapa KapJMHAJIHOCTH CKyTIa MPUPOJHUX O6pojeBa, U 9ecTo ce o3HavaBa ca Ng (dqu-
tamo ajed Hysa). YobudajeHo je Ja ce Majia IPUYKa CJIOBA, HOMYT K, A, [, KOPUCTe 3a
o3HavaBarbe Kap/InHaIHuX OpojeBa.

Aned OpojeBu cy opaunHaau Koju cy KapJuHajaau u OeckonadHu. O3HaKa 3a MPBU
TakaB Opoj je:

CKymnoBu Koju mMajy KapJHMHAJTHOCT N) HA3UBajy ce MpeOpojuBO OECKOHAYHU WU
jeJIHOCTaBHO MPEOPOjUBH.
Cagia hemo npukaszaTu jeaHy KOPUCHY JIEMY:

1. 3a cBaku opjuHaJ (v IOCTOjU KapJIWHAJIHA OPOj Kk TakaB Ja Kk > Q.

2. Axo je A ckyn kapamHaJHEX OpojeBa, Taja je sup A Takohe KapauHaHU OPO].

OBa Jjiema HaM 3aIlpaBO TOBOPH Ja YBEK MMOCTOjU Behm KapmHAJ 01 HEKOT JIaTOr Kap-
guHasia. OHO MITO HAM OHA JI0/IATHO OMOoryhaBa, jecTe Tako3BaHa eHyMeparuja KapIu-
HaJIa.

N0<N1<N2<"‘<NQ<NO[+1<"'

r7e je pyHKnja o — N, pacryha u npecinkaBa CBaKW OP/IMHAJ Y jeIMHCTBEHN Kap/IMHAJ.

_ _ _ Wt
No =w, Vo1 =wap1 =N

o)

N, =w, =sup{ws : f < a} 3a a rpaHudHN OpJMHAL

3a Kap/auHa Kk KaXKeMo Jia je HacJIeAHW KapJAWHAJ aKo MOCTOjU Kap/IMHAJI A TaKaB
naje k = AT, 1j. Hajmamu KapauHaa sehn ox A, Kapaunas koju Huje HaC/IeIHUK HIjeHOT
Kap/InHaJIa Ha3uBa ce TPAHUYHU KapIUuHAJI.

[IpBa jemmaxoct Ny = w O3Ha4YaBa Ja je HajMama OeCKOHAYHA Kap IMHAJIHOCT je IHa-
Ka Kap/JMHAJHOCTH CKYIa MPUPOJHUX OPOojeBa, OJHOCHO CBUX HPEOPOjUBO OECKOHATHUX
ckynosa. Cnenehu anedu odujajy ce cykinecuBno: N, 1 je npsu Kapauaaia sehu om N,
oszHaueH ca N1,V ciayuajy Kajia je o TpaHUYHE OPJMHAI, Taja je N, CYyIpPeMyM CBUX IIPET-
XOJIHNX KapJHMHaJa, IITO 3HAYH Ja ce PaJd O HajMamoj KapauHajaHocTa Behoj ox cBux Ng
3a [0 < «, aJIi KOja HHje HeIOCPEIHN HACACIHUK HUjeTHOD O/l IbHX.

OBa xujepapxujcka KOHCTPYKIIHja oMoryhaBa Mpern3Ho WHIEKCHPamhe CBUX OeCKOHAI-
HUX KapJAWHAJTHOCTH U JaCHO Pa3/IMKOBamme m3Mely paznmantux HuBoa beckonaunoctu. Ha
npuMep, N; je HajMamu Kapaunasa Behu o Ng.

Ckyn A je npebpojus ako je |A| = Ng. To cy cBu cKymmoBu Koju ce MOry JOBECTH Y
oujexnujy ca N, momyt Z, Q.

Jlema Kapaunannu 6poj ckyma N je Behu o1 cBakor nnpupojinor 6poja, oHocHo Ny > n
3a cBako n € N.
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No+1=2Ng

Ng+n =Ny 3acBako koHadHo n € N

No + No = R
Ng-n =Ny 3acBako KoHauHo n € N
Ny - Ny =Ny

Nj =Ny 3a cBako KoHa4HO 1 > 1

Ba Ny moxkemo pehn 1a je Tako3Bauu amcopOyjyhn eeMeHT 3a cabuparme, MHOXKEHhe 1
CTEIEHOBaIbE NIPUPOIHUM OPOjeBUMA, OJIHOCHO pe3ysTupajyha KapIuHAJTHOCT ocTaje Ng.

Teopema 3a Heke kapjHajaHe OpojeBe m u n, m < n U M je HajBUIlle NMIPeOPOjUB
(Tj. KOHAYAH WM PEOPOJUB), a N — M je GECKOHATHO, CJICJIN JIa je 1. — m = M.

6.1 KapauHajiHa apuTMeTHuKa

Y oKBHUPY TeOpHje Kap/IMHAJIHOCTH, Moryhe je jiebuHucaTi OCHOBHE APUTMETUYKE OTIe-
paluje HaJl KapJnHAJTHIM OpojeBUMa: cabupare, MHOXKEIhE U CTEIeHOBamhe. 3a Pa3/nKy
0J1 OpJIMHAJIHE apUTMETHKe, KapIuHaJlHa apuTMeTuKa je MHoro "muromuja': omeparuje
cabupara 1 MHOKEha Cy Y HMOTIYHOCTH KOMYyTaTHBHE, acOllijaTUBHE U JUCTPUOYTUBHE Y
oba cmepa.

6.1.1 Cabuparme KapAMHAIHUX OpojeBa

Heka cy k u A\ xkapaunaianu OpojeBu. Taja je xkapaunaina cyma k + A jgeduHucana
Ka0 Kap/MHAJTHOCT JIHCjyHKTHe yHUje J1Ba cKyma A u B rtakse ga |A| = k, |B| = A\, n
ANB=0.

k+A=|AUB| upuuemyje ANB=0
Cabupame KapjauHaIHuX OpojeBa je:

e KomyratuBHO: K + A = A+ K

e AcorujatuBHo: (k+ \) + =K+ (A + p)

6.1.2 MHuoxKee KapJIuHAJIHUX OpojeBa

Muoxkeme ce pedununiie npeko JlekapToBor mpon3Boia:
K- A=]|AxB| rtuneje |Al =k, |Bl=AX
Taxkobe, Baxke ciejiehe ocobune:
e KomyraruBHOCT: k- A =\ K
e AcorujatuBHOCT: (K- A) - =K+ (A p)

[Topest Tora, kao mrTo cmo Beh u moMmenysu, cabuparme 1 MHOYXKEHhe KapAuHAJTHUX Opo-
jeBa 3a/10BOJbaBajy 3aKOH JIMCTPUOYTUBHOCTHU Y 00a cMepa:

E-A+p)=r-A4+r-p u (k+AN) -p=r-p+Ap
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6.1.3 CremnenoBame

[Ipe HETO 1ITO YBEIEMO CTEIIEHOBaHE KApIMHAJIHIX OPOjeBa, TOCTaBIMO OCHOBHE BPE/I-
HOCTU:

(3a cBako Kk # 0)
0 (3ak>0)

1
1"=1 (3a cBako k)
K

=
|

K" = 6poj dyHKIINja U3 CKyIa KapANHAJTHOCTA A\ y CKYII KapIUHAJIHOCTH K

CrenenoBame KapJAuHAJIHUX OpojeBa ce jeduHUIle Kao KapJAUHAJTHOCT CKYIa CBUX
dyHKIM]ja U3 jeTHOr CKyla y JAPYTH:

A .
K ={f: A=k}
CrenenoBame 3aJ10B0JbaBa ciejehe agrebapcke 3aKoHe:
o MH =N kM

(K)\yt — K}\'M

Akoje A < pu k> 1, taza je kN < K

e Akocy kK < A u p >0, Tama je k* < A\
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7 Ilapamokcm

Nako je I'eopr KanTop mocraBuo Temesbe MojiepHe Teopuje ckymnoBa kpajeMm XIX Beka,
yOpP30 HAKOH TOr'a Cy OTKPHUBEHU HApPaJIOKCH KOJU CY JIOBEJU Y HUTAe JOC/IEIHOCT Hhe-
roe Teopuje. OBH MapajJoKCHU UTPAJIU Cy KJ/BYUHY YJIOTY Y Pa3B0jy aKCHOMATCKE TEOpHje
CKYyIIOBa M y KOHAYHOM HaIIyIITamky HAUBHOI CXBaTarmba CKYIla Kao ,,KOJIeKInje objekaTa ca
HEKOM O0COOMHOM .

Y oBOM moriaB/by hemo mpukasaTu HeKe 0] HajlIO3HATH]UX IIapaJIoKca KOju Cy YKa3aJju
Ha TpaHuIle HamBHe 2 TeopHhje CKyToBa.

7.1 Kanropos napajiokc (1899.)

KanTop je mokazao ja 3a cBakm ckyn A Ba)Ku HejeTHAKOCT
card(A) < card(P(A)),

rie je P(A) ckyn cBux mozckynosa ckyna A. MehyTum, ako ce y3me y 003up CKyIl CBIX
ckymnosa, U, ouna P(U) mopa 6utu nogckyn U (jep cy erementu P(U) takobe ckymosn),
IITO JIOBOJM JI0 KOHTPAIUKIIH]E:

card(U) < card(P(U)) < card(U).

Ogaj mapa/ioKkc yKasyje Ha TO Jia He MOXKe [TOCTOjaTH CKYII CBUX CKYIIOBA, jep Takas o0jekar
JOBOJIM /10 JIOTUYKE HEeT0CICTHOCTH.

7.2 PacesoB napanokc (1901.)

Jeman o HajIIO3HATHjUX JIOTUYKUX IMapajiokca gopmyancao je beprpan Pacen. Axo
3a CBAKO CBOjCTBO IMOCTOjU CKYIl CBUX OOjeKaTa KOju 3aJI0BOJbaBajy TO CBOjCTBO, OHJIA TO
BaykKU U 3a CBOjCTBO ,CKyI He mpunasa cam cedbu’. [locmarpajmo ckyn

R={z|z ¢ x}.

[Tocrapma ce nurame: ga m R € R? Ako Baxku R € R, onya no geduHunmjn ckyna R
mopa Baxkutu R ¢ R. Ca npyre crpane, ako R ¢ R, onja no gedunnrnuju R € R. Y oba
caydaja J0Ja3uMO 710 KOHTPAIUKITA]E.

OBaj mapajiokc mokasyje ja uuje moryhe dbopmuparn CKyl CBUX CKYIIOBa KOjU He
caJipyke caMu cebe Kao eJleMeHTe, YiMe ce IMPEKTHO HapylllaBa HauBHA YIIOTpeba aKCuoMa,
n3/iBajama.

7.3 DBypanu-PoprujeB napagokc (1897.)

[Ipema KanTopoBoj Teopuju, 3a cBaku CKYyIl OPJMHAJHEX OpojeBa IMOCTOjU OPJIHHAJ
Behn o1 cBux mux. AKO 61CcMO TOKyIIaIn 1a (GopMUPaMO CKYII CBUX OPAMHAJIHAX OpojeBa
Q, onga 6u o KanTopoBoj KoHCTpyKIMju opauHa {2 Mopao 6uTu u cam opAauHaj u Behn
o1 cBakor opamuasa y ). Anum o 3naum ja 6m €2 < ), mro je memoryhe. OBaj mapaokc
yKa3yje Jla CKyll CBUX OpJINHAJIA He MOYKe TIOCTOjaTH YHyTap TeopHuje CKYyIoBa.

’Hasup moTude oJ YHILEHHUIE Ja Ha CAMOM IOYETKY Pa3Boja TeopHje OHa Huje OHJIa AKCHOMATCKH
3aCHOBaHA
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CBu OBH ITapaJOKCH MMAjy 3ajeIHHYIKO MUCXOAMINTE: IIPETIOCTABKY Ja 3a CBaKy OCOOMHY
IIOCTOjH CKYII CBUX OoDjeKaTa Koju Ty ocoOnHy nmajy. Kao peakiuja Ha oBe mpobJjiemMe pa3Bu-
jeHe cy aKCMOMATCKe TeopHje CKYIoBa, momyT 3epMmesio-OpeHKesoBe Teopuje ca aKCHOMOM
usbopa (ZFC), koje crporo orpanndasajy Haunue hopMuparma CKyIoBa.

30



8 3akipydak

Teopuja ckyroBa npejicTaB/ba TeMesb caBpeMeHe MaTeMaTHKe, MpyxKajyhu dpopmasinm
jE3WK M CTPYKTYPY 3a n3rpahjuBarme CBUX OCTAINX MAaTEMATHIKUX JucHUIINHA. [lovueB o
HaWBHE MHTYHIMje O CKYIly Kao 30UpIu objekaTa, pa3Boj TeopHje je Haumao Ha OpojHe
JIOTHYKE MTOTENTKONe, TITO je Pe3yITOBAJIO MOTPEOOM 3a IIPEIU3HUM aKCHOMATCKUM 3aCHU-
BarbeM.

Kpos anamzy 3epmesio-PpeHKesI0BOT CHCTEMA aKCHOMa, KOjU ¥3 aKCHOM M300pa IHHH
ocuoBy ZFC Teopmuje, yBumen cMo Kako ce MakK/bUBO JIe(pUHUCAHNM TTPABUINMa n3bera-
Bajy mapagokcn oyt Pacenosor u Bypamu-®oprujeor. OBaj dopmaimzam omoryhasa
JIocsIeTHO JiebUHICAabe OCHOBHIX KOHIIEIIaTa Kao IITO Cy eJIeMeHTapHe pesialyje u OyHK-
11je, Koje YuHe OCHOBE MaTeMaTHYKe JIOTHKe, TeOpHje KaTeropuja u CTpyKTypa.

[IpoyuaBame opjunaanux OpojeBa mpyzka yBuj y ypehene turose m TpanchuHuTHE
WHJIYKIIFje, JTOK KapuHaHu OpojeBu omoryhaBajy Mperu3HO Meperbe ,BeTnInHe’” 6ecKo-
HAYHUX CKyNoBa. PazimkoBame n3mMehy OBUX MOjMOBa je KJ/BYUIHO 3a pa3yMeBaibe JTy0/bux
HUBOA AICTPAKIINje y MATeMaTUIIN U 33 P/l y 00JIACTUMA Kao IITO Cy TOIOJIOTH]ja, aHAII3a
1 Teopuja MoJIeJIa.

Ha xpajy, mapaJiokcu Koju cy UCTOPHUjCKU JOBEJIHU JIO IIPEUCITUTHBAA OCHOBA MaTeMa-
tuKe mojcehajy Hac jma ¢popMasHe Teopuje Mopajy OUTH MaK/buBO KoHCTpyncane. OHu He
caMo Jia MMajy UCTOPHUjCKY BpEIHOCT, Beh u jlaHac ciayzKe Kao IoJia3Ha TadKa 3a Pa3Boj
HOBUX JIOTUYKHUX CHCTEMa M aJTePHATUBHUX TEOPUja CKYIOBA.

Teopuja ckynosa octaje jejHa oj HAjIyO/bUX W HAJAICTPAKTHUJUX ODJIACTU MaTeMa-
TUKe, He caMO 300r' CBOI' (pyH/IaMEHTAJIHOT KapakTepa, Beh m 300r cBoje criocobHoCTH
Jla TIOCTaB/ba IPAHUIE OHOTA IITO MOXKEMO (DOPMAJIHO OIMUCATHU, JOKA3ATH U PA3yMETH Y
OKBHPY CaMOI' MATEMATHIKOL je3MKA.
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3aXBaJIHOCT

NspazkaBam uCKpeHy u JIyOOKY 3aXBaJHOCT MOM MeHTOpY, Ap Bopucnasy lajuhy, ma
CTPYYHOM BODemby, CTPILJBUBOM YHTANY U JIPArOIEHUM CyrecTHjaMa TOKOM CBUX (ra3a 13-
paJie oBor pajia. Hberosa mopinka, MeTO0JIONIKO YCMEPABAhe U IPEIIU3HO OKO 33 JIeTAJhE
oW Cy OJ1 HEIIPOIEHUBOT 3HaYaja y (hbopMupamy 1 yobIudaBamy TeMa obpaheHux y oBom
UCTPAKUBAIbY.

BaxBasbyjeM U CBUM KoOJieraMa ¢ IpujaTe/buMa KOji Cy MPOYUTAIN PAJL Y PA3THINTIM
dazama 1 CBOjUM KOMEHTapuMa, IUTAbIMa U IIPEeI03MMa ITIOMOTJIN J1a (hopMyJialiije OyLy
jacHuje, a apryMeHTaruja npernusnuja. [locebno 6ux ucrakia [lapna Banosuha, unja je
MayK/bWBa W TeMe/bHA aHajn3a Ouia K/bydHa y IMPOBEPH JIOTUYIKE jaCHONe W yHYTpaIllhe
MOBE3AHOCTH M3J10KeHuX ujeja. Vckperno ce 3axBasbyjeM [lanminy ['pyjuhy, Koju je, nako
Huje 6o y obaBe3u, M3/IBOjUO BpeMe Jia JETa/bHO IIPOTUTA PaJI U IMOJE/H CBOje KOPUCHE
KOMEHTape U CyrecTuje, YnMe je 3Ha9ajHO JOIMPUHEO KBAJIUTETY KOHAUHE Bep3uje.

Uckpeny 3axBasinoct ayryjem n Mapunu [aBpuiosuh, Koja je cBOjoM CTpyYIHOM JI€K-
TYPOM U KOPEKTYyPOM JIOIPUHE A Ja TeKCT Oy/e je3UIKN UCIPaBaH, CTUJICKU yjeIHATEH
U IPUjeMYUB 3a YATAOIA, 0e3 T'yOMTKa HaydHe Ipernu3HocTH. Takohe ce 3axBasbyjeM
Cammm u AJjtekcn, 9nju je CKENTHUIIA3aM OIUIPAO BayKHY YJIOTY Y OBOM Pajy — Jia HUje
OWMJI0 FHUXOBUX CYMIbU, MOXKIa OMCMO OCTAJIN Y CBETY JIEIIHX U JIAKUX Ujieja, a He 030n/bHe
aprymenraruje!

CBu Koju cy Ha OWJIO0 KOju HAYMH yIeCTBOBAJIN y HACTAHKY OBOI paja MMajy MOjy
3aXBaJIHOCT, NAKO UX HUje Moryhe cBe monMenurie HaBecTn. FbuxoB gonpuHOC ce orea y
KBaJIUTETY, jaCHONHW M 3a0KPY2KEHOCTU OBOT' UCTPAXKUBAIHa.
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