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YBOI

CwMernTarme BeJIMKe KOJUIUHE MoJaTaKa Y OrpaHudIeH:n MEMOPHUjCKH ITPOCTOP je
9eCT MPOOJIEM Y CBAKOIHEBHO] yIOTPEdHN padyHApPCKUX CUCTEMA.

[TocmaTpajmo mo3HaATy cuTyalujy npaB/beiba HaJlora 3a cajT. Hezaobunazan Ko-
pax je u Kpenparbe mudpe. 300T 9ecTO OrPOMHOT OPOja KOPUCHUKA, KAO U IN/ba 11,
mudpa Oyie jeJMHCTBeHa, OPOj PAsIMIUTHX IUdPHU je uly3eTrHo Beauk. CTpyk-
Type y KOje YKeJMMO JIa CMECTHMO CBe Te TOJIaTKe (HIp. BEKTOP), HEMAjy JI0OBOJHHO
MEMOPHjCKOI IIPoCcTOopa Ja Ou ce mudpe dyBaje y OOJHKY y KOM HX KOPHCHUK
yHOCH (HIIp. CTPUHT). 3aTO HAM je /b J1a TpOoHa)eMo HauUH KAKO JIa 3aIllaMTUMO
mudpe, TAKO Jla Ce IbIUX0BA je/ITHCTBEHOCT OUyBa U OMOTYhH jeTHOCTaBHU IPHUCTYTT
cadyBaHUM TIOJIAIAMA.

Xermmmpame HaM oMOryhyje Jia JJaKo HPUCTYIIaMO CTPUHTOBUMA U e€(pUKACHO
ux mopemumo. Ilopeheme crpunrosa je moryhe ojpajuTu moMohy aJjiropurama
rpyde cmiie, mopehemeM CBAKOr KapakTepa IOjeIMHAIHO, U3 jeJHOT CTPHUHTA, Ca
KapaKTepoM KOjU Ce HaJa3W Ha WCTOj] MO3WUIUju y JApyrom cTtpuHry. CokeHOCT
oBakBor perema je O(n), rie je n myxuHa Kpaher crpuHra. XelmpameM OUCMO
JIOJIEJIAJIA CBAKOM CTPUHTY BpeanocT (Opoj) Ha yHampes oapehen nauwH, ma ou
nopeheme gBa crpunra Morsio sa ce oxpaju y cuaoxkenoctu O(1), jemHoctaBHUM
yropehuBameM J10/1e/bEHUX BPETHOCTH.

Y oBoM pajy mpejacTtaBuheMo ujiejy TeXHUKE XeInparma, Kao U MPUMEHY KpPO3
IpuMepe 3a/laTaka TAKMUYIAPCKOT ITPOrpaMUPaba.
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OcHOBHHU IOjMOBHU

Hedbunaunuja 2.1. [IpernocraBumo 1a nMaMo CKyI mnojataka Bejaudune M u ma
HaM je JIaTo M HEerOBUX YJjlaHOBa. XeHl TadeJjia je Tadesia BeJIMYUHE N Y KOJy Ce
10 yHaIIpeJ1 oJipeheHnM mpaBuImMa CMeEIITa M 10/IaTaKa, TaKO JIa je IbiMa KacHHje
morylie nmpucrynuru y BpeMeHckoj caoxkernoctu O(1).

Hedbununnuja 2.2. Xenr pyHKOHja Mammpa I0JaTKe U3 CKyla IoJaTaka Ha
nozuruje 0,...,n — 1 y xem Tadenu. BpegHoct kojy dyHKIMja JT0/I€/H TOAATKY
je Imeropa Xelrl BpPeaHOCT, Ha OCHOBY Koje oapehyjemo oarosapajyhy mosurujy y
Tabesn.

XeI
Tabena
CKyT XeIm
nojaraka GyHKIIja 00

ovo ><
je >< 18
19

maturski

rad

\ 35

Cauka 2.1. Ilpumep xemmparba

Hedbunnnmja 2.3. Kaja xem dynkiuja manupa JBa pa3jinduTa M0JIaTKa Ha, HC-
Ty JIOKAIAjy y Xel Tadesu J0/1a3% 10 KOJIU3HUje.
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[Mum je ma xemn dyHKIEja Oy/ae TaKBa Jia XEIl BPEIHOCT CBAKOT IOJATKA Oy/1e
jeTmHCTBEHa, BepoBaTHONA J1a J10 Ko/n3uja ohe HajMama Moryha u J1a paBHOMEPHO
paricriopehyje nomarke y xern tadesiu.

[IpernocraBumo ja nmamo xerr tadesay ca 100 mospa, nymepucanux ca 00,01,
...,99 u ma y 10j KeJIMMO Ja I9yBaMo OpojeBe TejedoHa rpyle KopucHuka. Heka
HaMm xernn (yHKIHja Bpaha rocienme 2 nudpe cBakor opoja. Ha ocnoBy 2 mudpe
Koje (pyHKIMja 10/esbyje, ToIaTKe CMEITaMO y OJiroBapajyhe moJjbe Xer Tadese,
nymepucano tuM nudpama. OBa dyHKIMja je jeHOCTAaBHA, Al OU 300T BEJHKOT
Opoja TestecpboHCKEX OpojeBa, JOIIIO J0 OIPOMHOI OpOja KOJIM3HUja, KAKO ce MHOTO
OpojeBa 3aBpIllaBa ca UCTe JBe Iudpe.
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TexHuKke xenmupama

Xermmmpare 1o/IaTaKka MpeCcTaB/ba MPOIEC 10/Ie/bUBaHha BPEIHOCTH MTOJATKY V3
moMoh xerr (pyHKIHje. Y OBOM MOTJIaB/by onncaheMo HEKOJIMKO HAYMHA XEITUPATHa,
CTPUHIOBa, HU30BAa U MATPUIA, YHjy TPUMEHYy heMO NpHuKaszaThu KpO3 IIPUMEpPe
33JaTaKa y HACTaBKy paJa.

3.1 Xenmmmpame CTPUHTOBA

Jerman oj HauMHA XeIIUpama CTPUHIOBA jecTe KOpuCTehn MOJIMHOMUjAIHY
xern PYyHKIHjy:

h(s) = (s[0] +s[1] - p+...+s[n—1]-p" ") mod M,

rJie je S CTPUHI KOju Xermupamo, h(s) meroBa Xell BPeJHOCT, 1 HeroBa JIyKUHA,
sli] 3a i € {0,1,...,n — 1} komoBu Kapakrepa y crpunry (Hup. ASCII komoBu
WJIM TTO3WIINja CJI0Ba y eHriieckoM asdadery), a dpojesu p u M yuanpen oapehenu
IMO3UTUBHU OPOjEBH.

VKOIUKO Cy Xell BPEIHOCTU [IBa CTPUHTA PA3JIMIUTE, TaJa Ce OHU CUTYPHO
pasmKyjy. AKO cy UM Xelll BPEJIHOCTU jeJHAaKe, OHU CY 6epo6ailiHO jeJTHAKU, a
BepoBaTHOhA /1a jecy 3aBUCH OJ BPEJIHOCTH KOHCTaHTU p 1 M.

Xemr BpegHOCTH je Moryhe m3padynaru y3 nmomoh HEH3a :

qlil|=p', i=0,...,n—1.
Ykosmmko je H nmomohnm HU3 3a padyHaIbe XeIl BPEJIHOCTU CTPUHTA S, TaJa je:
H[0] = s[0],
Hlil|=H[i—1] +q[i]-s[i], i=1,...,n—1.

Tana je cBaku estemenT Husa H [i] jenak xemnn BpeHocTr ofropapajyher npedukca
CTPUHTA.
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Jor je,ZLaH Ha9MH padyHalba X€ll BPEIHOCTH IeJIOI' CTPpHUHTIA:

Hn—1] =s[n—1],
Hli)|=H[i+ 1] -p+si], i=0,...,n—2.

Xerr BpeJIHOCT IIeJIOT CTPHUHTA jeiHaKa je ejemenTy Huza H[0].

IIpodaem 3.1. Jlatu cy Ham crpunrosu s u t. OJapeuTH cBe MO3UIKje Ha KOjUMa,
ce CTPUHT § II0jaBJbyje y OKBUPY CTPHHTA .

OgBaj ipodJiem je moryhe permmmru nomohy Padun-Kapn anropurma, u3 1987.
rojune. V3padynaMo Xemn BpeTHOCT CTPHHTA S, KO0 U CBe MPedUKCHE XeIl BPe/I-
Hoctu crpunra t. [Ipoa3zumo Kpo3 cBe mo3uiyje cTpuHra ¢ U IIpoBepaBaMo Ja Jn
je moryhe j1a moswuruja Oyjie movueTHa 3a CTPUHT § Tj. JAa Jin je titiiy ...t 1 = S,
| = |s|, kopucrehu uspadyHaTe XeIr BpeJHOCTH.

3a moveTHy MO3UIMjy OpeanMo ojaroBapajyhu mpedurc crpunra t ca h, h je
XeIll BPEJIHOCTHU TIEJIOT CTPUHTA §. 3a CBAKO cJiejsiehe moMeparhe ToYeTHE MTO3UIMje
KOjy IIpoBepaBaMoO, HEOIIXO/THO je ypajauTu ciiegehu kopak: h = h-p. Ha oaj nadyun
CMO 00€e30eMJIH J1a TTOYETHU CTEIeH OJT KOI' padyHaMO XeIll BPEIHOCTH HEKOr JeJa
cTpuHra t W CTpPUHTa S OYyJy jeJlHaKW U Ja je ynopehuBame moryhe ompajauTiu.
VKOINKO CMO HAIJIM MECTO Ha KOM Ce CTPHHI S II0jaBJbyje, HEOIIXOJIHO je Ja
BaXKU:

Hli+1—1=h, i=0,
Hli+1—1—H[li—1]=h, i=1,...,n—1,

rie je h m3padyHATO Ha ONMCAHU HAYWH. AJITOpUTAM je BPEMEHCKe CJIOKEHOCTHU
O(n), rue je n = |t| u u3berasa ce cropo MpoBepaBambe TPYOOM CHIIOM Y CJIOZKEHO-
cru O(n?).

Beposatnoha sa jmohe mo konm3suje 3aBucu o1 BpeIHOCTH mapamerapa p u M.
Ykonuko cy p u M pazaunduTu IPOCTH OPOjeBH, IOCTOJU MOJLyJIapHU MHBEP3 Opoja
p 1o Mojysry M, Koju je moTpedaH ja O ce m3padyHaJia HOBA XeIll BPEJHOCT HEKOT
CTPHUHTa YKOJIUKO MY OOPHUIIIEMO HEKOJIMKO IIPBUX KapaKTepa.

IIpumep 3.1. YKOINKO IIOCMATPaMO JIBa CTPHHTa ¢ U b W CMaTpaMo Ja Cy CBe
Moryhe XeI BpeHOCTH TOJIjeHAKO BepoBaTHe, BepoBaTHOha ja iohe /10 KoJmsuje
je - xana Mehycodro mopequmo a u b. 3a M = 10° + 7 wm M = 10° 4+ 9, koje cy
JecTe BPEJHOCTH KOje ce KOpHCTe, Ta BepoBaTHONA je BeoMa MaJia.

IIpumep 3.2. Kajia mopeiumo cTpuHT @ ca cTpuHroBuMa by, by, ..., b, BepoBaTnoha

Ja ce necu dap jeana kommsmja je 1 — (1 — 7)™
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IIpumep 3.3. lImamo cKyIl CTPUHTOBA A1, A2, ..., A, U IIOPEIIMO CBAKa JIBa Mel)yCOOHO.
B . o M(M—=1)..(M—n+1)
epoBaTHOha s1a Jiohe /10 KoIu3nje y OBOM CJIy4ajy je 1 — VD . Y oBa-
KBUM CHUTYyalljaMa JI0JIa3u JI0 PODEHJaHCKOT IMapaJgoKca - y IIPOCTopuju ca 23
ocode, BepoBaTHONA je % Ja dap 2 ocobe mmajy uctu gatym pobema. Ilocemuma
OBOT' TIAPAJIOKCA je Jla je Y OBAKBUM cuTyarujamMa Heonxomuo ga M Oyre Besnku

Opoj kako du Opoj Kosm3uja Ono 3aHeMapsbuB [2].

3a MOJIMHOMUJAJTHO XeITupamke CTPUHTOBA, KOjU CAJIp:Ke CaMO MaJja CJI0Ba €H-
rieckor ajichabera, p = 31 maje j100pe pesyJiraTe.

3.2 XOR xemmupame

ITpodisiem 3.2. /lar Ham je Hu3 a jayxkunae n u () ymura odonuka [ r, [ < r. 3a
CBaKMU YIUT IOTPEDHO je ojpenuTu jaa Jju je noguus all], all + 1], ..., alr] nepmyra-
yja Tj. Ja JIK ce CBakKu oj opojesa 1,2,...,r — [ + 1 mojaBjbyje Ta4HO jeIIHOM.

Texnnka XOR xemmparma je jejian o/ HadnHa peniaBamba OBOT IIPOdJIeMa.

Hedununmja 3.1. Jloruuka onepamuja XOR (ekckiay3uBHA AuUCjyHKIMja)
HaJ| 1Ba duta Bpalia pesyarar tadno (tj. 1) ako je Tauno jeman out 1. O3HauaBa
ce ca @, " mm V.

albladd
00 0
01 1
110 1
111 0

Tabena 3.1: Hedururja XOR-a

Exckimy3uBHa jJucjyHkImja aBa 1ej1a Opoja jecte Opoj Koju ce JI0d0Hje KaJia ce
orepariija MpUMeHN Ha CBUM OUTOBUMA.

CBakoj BpeIHOCTH ¥ KOja ce IojaB/byje y HU3Y JIOAEJINMO HACYMUYIHY BPETHOCT
val[v] m cBakM eleMeHT HU3a MpecauKaMo y HOBY BpeaHocT Tj. Ali] = val[A[i]]. Ha
6u moguus all], all + 1],. .., a[r] 6uo nepmyranuja HEOIXOIHO je U JOBOJBHO JIA:

all] @all +1]®...®ar]=1®2® ... (r—1+1).

Hecny crpany jeiHaKOCTH MOTyhe je m3padyHATH MpeJl 00paJly yIUTa U 9IyBaTH
cBe BpeaHocT 1 2@ ... P ¢ 3acBe ¢ = 1,...,n. 3a JIeBy cTpaHy KOpHUCTHheMO
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aus preflil = al0] @ a[l] & ... ®ali],3ai=0,...,n — 1.

pref[0] = a[0],
preflil = prefli —1] ®ali], i=1,...,n—1.

Taza je:

alll] @all +1]® ... ®a[r] = (al0] ® a[l] ® ..a[l — 1]) ® (a[0] ® a[l] B ... B a[r])
= prefll — 1] @ pref[r],

jep 3a cBako x Baxku x @ x = 0.

[TocmaTpajmo jeman out. BepoBaraoha Jia johe 10 Konmsuje usmehy 2 duta je
%. AKo cMO 3a HacyMHUYHE BPEIHOCTH y KOje IIPecIuKaBaMO OpojeBe KOPUCTUIHN b
ourosa, BeposaTHoha je 277, jep je omepanuja XOR HezasucHa 3a cse outose [5].

3.3 /IBoaMMEH3MOHAJIHO XeUINpamhe

[Tomohy mBOAMMEH3MOHAITHOT MOJIMHOMMjAJTHOT XeHInpama Moryhe je xe-
[UIpambe MaTPUIIA:
h(i,j) = alil[j] - p*- ¢’ mod M
rze je h(i,7) Xem BPeJHOCT MOJba Yy -TOM PeIy U j-TOj KOJOHU YHja je BPEIHOCT
alt][j], a p, ¢ u M mo3uTuBHE 1eJI00POjHE KOHCTAHTE. XeIl BPEJIHOCTH TI0IMATPHUIIA
MOXKEMO JIOOUTH JIBOIUMEH3UOHATHUM MTPE(OUKCHIM CyMaMa.

Beposarnoha ma jiobe 710 Koyim3uje padyHa ce aHAJIOTHO KAO IPH XEITHPAILY
crpunrosa. Oyuknuja he dutn KBayTeTHHja, Tj. OpOj Koau3uja he OUTH Mambw,
YKOJIUKO Cy p, ¢ u M paznuautu npoctu OpojeBu u p # q.
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O0paga koamusuja

Casperiene xernn ¢GpyHKIje HaM 00e30ehyjy Jla TpUIMKOM 4dyBamba MoJaTaKka y
xerr Tadesin He JI0J1a3% JI0 Kotu3uja. TakBe pyHKIUje Cy U BPJIO KOMILIMKOBAaHE
TN 3aXTEBAjy BEJIMKY KOJUYNHY MEMOPHjCKOI IPOCTOpa. 300r TOra, KOJIU3Uje Cy
yIJIABHOM Hem3dexkHe u 1nmoTrpedHo je nHahu edpukacan ajaropuraM mHUXOBE 00paJIe.

JemnocraBuuMm nosehaBamem Opoja mosba y Tabesm, Opoj Koamsuja Om OMO
cmamen. Kako To Huje yBek Moryhe 300 MEeMOPHjCKOT OrpaHUYErba, KOJU3U]je
odpabyjemo kopucrehu osBOojeHO HU3aME Ui OTBOPEHO ajipecupamme. OTBo-
PEHO ajipecuparbe MoIpa3yMeBa TPaXKeme JPYTror CJIOOOIHOT T0/ha Yy Tade I Kaia,
je mosbe oxpeheno xemn dgyukujom 3ay3eto. [locToje Tpu HAUMHA OTBOPEHOT a/Ipe-
cupama: AUHEAPHO TOTUYHasare, K6agpatliHo TPOSEPABAtbE U §BOCTUPYKO TEULUPAHHE.

4.1 OpaBojeHO HU3AHE

Y oaBojeHOM HU3aIY, KA0 jeJHOM OJI HAUYMHA 00pajie KOJIU3HUja, CBAKO IOJbe
xelr TadeJie Ca/IPXKU IMOKA3WBAY HA yJIAHYAHY JIUCTY Y KOjOj Ce 4yBajy CBU IOJIAIN
KOju Tpeda Jia Oy/Iy CMEITeHN Y TO MOJ/be HA OCHOBY HUXOBE XEIll BPEJIHOCTH (CJIMKA
1),

Ha ocHoBy m3patdynare Xel BpPeJIHOCT MOJAaTKa KOju Tpeda Jia OyJie ynucaH y
xern Tadery, HAJa3uMOo ojroBapajyhe mosbe. Kako Ou ce u3deryio ynucuBarme UCTe
BPEJIHOCTH JIBa IIyTa, JUHEAPHO Ce IpeTpaxKyje JIMCTa Ha KOJy I0J/be NMa IOKa3U-
Bau. [lomarak he Outu ynmcan camMo YKOJUKO UCTa BPEJIHOCT HUje Beh cadyBaHa y
JIUCTH.

OBakaB HaYnH 00pa/ie KOJU3MUja je jeTHOCTAaBaH U Ipenn3aH. JeaHa oj1 NJIaBHUX
MaHa OB€ TEXHUKE je ITO YKOJIMKO JINCTEe Y Xelll Tabesn caJprKe BeJIMKU OpOj eje-
MeHaTa, IbUXOBO ITPETPaKNUBambe je 3HaYajHO CIOpHUje, & CAMUM TUM U YITUCUBAIHE
nojarka. /lo oBakBe curyaruje 107a3u KaJja je Opoj mojiaTaka KOju ce 9yBajy BeJIu-
KU WK je ojadpaHa Jolia Xell (yHKIMja Koja decTo cTBapa Kojusnje. JlomarHo,
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0/IBOjEHO HU3albe 3aXTeBa U JOCTa MEMOPHjCKOI IIPOCTOpa 300T IMOKa3uBada, KOju
ce 1yBajy.

aaa

aba
1 > aba > cab
cab
2 > aaa » abc » bbb
abc
/ 3 > cbe
bbb /

/|

Cauka 4.1. IIpumep oaBojeHOr HU3aMbHA

cbe

4.2 JIuHeapHO HOITyHaBamkbe

YKOJIMKO TOflaTaK T KeJIMMO Jia CMECTHMO y Xell Tadexy Ha mosurujy h(z)
Koja je Beh 3ayzera, JUHEAPHUM MOILyHABAIBEM I0/IATAK CMEIITAMO HA IMPBY
crenehy ciodonny mozunujy xerr tadene 1. f(x,i) = h(z) +i mod n, tae je n
BeJIMYMHA XeIl Tadesie, ¢ HajMabu Opoj 3a KOjH je ojroBapajyhe mosbe cJI000/IHO, a
h(z) xem dyHKIHja.

OBakaB HaunMH 00paJie KoJu3uja je edpuKacaH yKOJUKO je Tadesjaa PEeTKO Io-
IyIbeHa, jep Ou y CYIPOTHOM JIOJIA3UJI0 JI0 CEKYHGapgrux Koausuja. 1lpuimkom
CEeKYHJIAPIHUX KOJU3Uja JI0Ja3u 10 Kojau3uja m3Mely momaraka ca pa3inauTUM
BpennocTuMa xern dbyHknuje h(z). Hakon Besmkor dpoja ceKyHmapHUX KOJIHU3H]ja
Ha HEKOM OJIC€UKYy TadeJie, Taj Jieo Tadejie MOCTaje ryCTo MOMYHeH U J0JIA3H [0
edexttia TpyuuCcara, MTo KaCHUje Jerhe JTOBOJN JI0 CeKYHIAPHUX KOJIH3H]a.

Jenan on HaumHa J1a ce yostaxku edekar rpynucama jecte IpoMeHa BPEIHOCTU
KOPaKa KOju Ce IMPaBU IPUIHKOM TPaXKeHha IIPBOT CJIOOOHOT T0Jba. Y i-TOM KOPaKy
pOBEpaBaMo Jia JIM je CJI0DO0IHO moJbe ca uHpekcoM f(z,i) = h(x) +i-c¢ mod n.
a du ce curypno obdurnuia csa 1osba tadese, dpoj ¢ ce dupa Tako na je (¢,n) = 1.
VYKouKo ce He du odmiasmuIa cBa IoJba Tadese, Moryhe je ja mMebhy mosbuma Koja
ce odubhy He TOCTOjU CJODOTHO, AJM je HEKO OJ 10J/ba KOja HUCMO IIPOBEPUIIN
CJI0DOIHO.

Kama Tabesa Buille Huje peTKO MOIyHEHA, TPaXKEIhe CJIODOJHUX I0Jba Tabdesre
je criopuje u odaBba ce y JUHEAPHO] BPEMEHCKO] CJIO?KEHOCTH.
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4.3 KBaBaJpaTHO IIpoBepaBaibe

Jor jesan o HaunHa 00paJie KoJn3uje je KBaAPaTHO IIpOBepaBame. Y BOJIH-
Mo byHKIUjy p(r,i) = coi’ + c1i + co. YKOIMKO je mosbe h(x) 3ay3eTo U nojatak
ce He MOYKEe CMECTUTHU Y TO IOJbe, TPaXKUMO IpBO ciiejiehe ciodomHo mospe unju je
ungekc h(z)+p(z,i) mod n3ai € {1,2,...,n}, n je Besmunna tadbese. OBaKBUM
AJITOPUTMOM He JI0J1a31 70 edeKTa IPyIucama, Kao P JUHEAPHOM IOy FhbaBaIby.

Kaga ynucyjemo HOBU mojaTak, Ipy KBaJ[paTHOM IIPOBEpABaIby Ce HE ITPOBe-
paBajy cBa moJsba y Tadesin M IMOCTOju MOTYHHOCT Jla CBa CJIODOJHA TOJba OYIy
npeckodena. [TocmaTpajMo cuTyanujy y Kojoj je omadpana dyuxmmja p(w,) = 2,
a XeIll Tadejia je BeJIUYWHEe 3 Tj. IbeHa MoJba Cy WHJeKcupana OpojeBuma 0, 1 u
2. YKOJMKO HEKM TojaTak Tpeda Jia Oyze ynucan Ha nosbe 0, Koje je 3aysero, Ha
ocHoBy dyHKIwmje p(z, i) dulie mpoBepaBana camo nosba 0 u 1, 0K MoJbe ca MHIEK-
com 2 mukaja Hehe dwtu ommuja 3a HOBH mojaTak. Jlo oBakBux mpodsiema Moxke
qmohu u y Behum xerr Tabestama, yKOJIMKO HEje m3adpana j1odpa dyHKuja p(x,).

4.4 JIBOCTPYKO Xelllupambhe

Hexka je h(x) xem dbyukimja u yBeaumo jorn jeany nomohny h/(z). Kama mobe
10 Kostn3uje 3a BpeHocT h(x), mpoBepasajy ce pejom nosba h(x)+i-h'(x) mod n,
rie je n BeamdanHa Tabese, a i € {1,2,...,n}. [logarak ce ymucyje Ha IpBO CJI0-
SoaHo 1osbe. OBaKkaB HAUYMH 00paJie KOJIM3KUja HA3UBA Ce JBOCTPYKO XEIINPAHE
u edpukacHuje perrasa edpekaT rpynnucama of KBaJIPATHOT IIPOBEPABAIbA.

Heonxonuo je na 3a dyukuujy h'(r) aukana we Baxku h'(xz) = 0. Kako ou ce
IpOBEpHJIa CBa I0J/ba Xelll Tadese, dyHKImja h'(x) ce dupa Tako ja BPeIHOCTH
KOja Ta (yHKIMja y3uMa Oy/Iy y3ajaMHO MPOCTe Ca BEJIMIHHOM Tadese (9ecTo ce
3a BEJIMYUHY Tadesie 1 OUpa MpoCcT Opoj).
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IIpumene xemnmupama

Xemupame nMa BeOMa IMIUPOKY MPUMEHY, & Y OBOM IIOIJIaBJbY heMO yKpaTKO
OINUICATHA HEKOJNKO HAJBAXKHUJUX.

Jenna on majuenthux mpuMeHa Xeluparba jecTe NMPUJIUKOM YyBarba JIO3WHKU.
CBaka JIO3UHKA Ce XeIlnpa 1 9yBa ce ImeHa Xelll BpeanocT. Ha taj nadnn cy Jjro3un-
Ke De30ejHUje cadyBame, jep je caMo Ol Xelll BPEJHOCTH TEeNIKO JoNhu JI0 ToveTHe
JIO3UHKE.

Xemuparme MOXKe J1a ¢ KOPUCTH KaJIa jeé HEOIXOIHO A MOJATKEe TyBaMO U OMO-
ryhumMo Op3 HpHUCTYI HBUMa KacHUje, Kao HIIP. Yy Pa3JIMIUTUM Oa3aMa I10JaTaKa.
HonarHo, XemupaHa BPeIHOCT I0JlaTaKa je 9eCTO MEMOPHU]CKHA Marbe 3aXTEeBHA O]T
caMUX ITOJaTaKa.

Xermuparme ce KOPUCTH U 3a UMILIEMEHTAIN]y yrpaheHux CTpyKTypa mojara-
ka kao mro cy unordered set m unordered map y mporpamckom je3uxky C-+-.
Ha oBaj mauun je omoryheno ma ce jomaBaibe, Oprcambe U TpaXKerme ejleMeHaTa y
CTpyKTypama 00aBjba y BpeMeHCKO]j cioxkenoctu O(1).

Kpunrorpaduja je Hayka Koja ce 0aBU HAUYNHUMA IyBama U U3MEHe JOCTYII-
HUX II0JIaTaKa TaKo Jia ce MPUKpPHUje HUxoB caypxkaj. [locroje kpunrorpadcke
xern (PyHKIIHUje Koje ce KOPUCTE 3a XelTuparbe MOpyKa MPUINKOM IIPOBEPE HUX0-
Be ayreHTudHOCTH. Heke mosHaruje kpunrorpadceke xem dynknuje cy SHA-1,

SHA-3, SHA-256, MD5...

JAurnutajiHu NOTIIMC ce KOPUCTHU MPUJINKOM CJlaiha MOPYKa Kao JI0Ka3 Ja U3a,
opykKe Koja je cruryia ocoou B croju mommbaiar A. [Topyka koja ce masbe ce
[IPBO XeIupa ¥ JIOJENH joj ce IpUBaTaH KJbyd Koju je gocryran camo ocoon A. Io-
MONy Xelll BPEJHOCTH MOPYKE U IMPUBATHOT KJbydYa, J00UjaMO JUTUTAJHUA TTOTIIUC.

11



5. llpumene xemmuparma 12

JururaaHu OTHHUC U TOPYKa CTUXKY JI0 0code B. Y3 cBaKu nIpuBaTaH KJbYd IOCTO-
ju m oxrosapajyhm jaBHU KJbyd. PazmuauTu ajaropuTMu y3 MOMON jaBHOT KJbyda
U JIUTATAJTHOT MOTIIUCA N3PATIYHA]Y XeIll BPeTHOCT MOpykKe KopucHuka A u mopese
je ca xemn BpeJHOIINY KOjy M3padyHajy 3a ucriopydeHy nopyky. Ha Taj nauun ce
[IPOBEPaBa ayTEHTUIHOCT MTOPYKE.

Jornr jesan HauuMH ayTeHTUdUKAIMje TOPYKA U TPOBEPE MHTETPUTETA HHUXOBOT
cajgpxkaja, je y3 momoh crangapia Hash-based Message Authentication Co-
des (HMAC). Kopucuuk A y3 oMol eI BpeJIHOCTH U IPUBATHOT KJby4a IPaBH
ko1 opyke. KopucHuk B, Koju mpuMma MOpyKy, UMa IPUCTYI UCTOM IIPUBATHOM
KJbydy, PadyHa XeIl BPEeIHOCT MCTe MOpYKe M JI00Mja KOJ KOjU MOPead Ca OHUM
Koju je oouo o A. [Ipuctyn npuBaTHOM KJ/bydy UMajy camo ocodbe A u B Kako ou
ce TIOpyKe 0e30eTHO IIPeHOCHUIe, jep CBAKO KO MMa IMPUBATAH KJbYyd MOXKE ITPABUTHU
KOJIOBE TTOPYKA.

KOPHCHHK KOPHCHHK
A B
30paso!  [-mrmmmmmsomsssmmososoooS »  30paso!
\ v
TIpHBaTaH Xenr Xem TIpHBaTaH
Kbyd ($yHK1Hja ¢dyHkMja Kbyd
; nopeheme i

"""""" »  nobujennx  [€-momoooooes
HMAC xonoBa

Cauka 5.1. [lpukas kpeupama un nopeherba HMAC komosa
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IIpumepu 3agaTaka

Kpoz napennux nap 3ajaraka ca pasHuxX MWHAOPMATUYIKAX TaKMUUeHHa, onhe
IIpUKa3aH HAYUH KAKO Jla Ce 3aJ[aTaK Pl YIoTPeODOM TEXWHKE XeITnparba. 3a
HEKe 3aJaTKe MOCToje W JApyTra pelrema. 3a CBe 33/IaTKe MOpa3yMeBajy ce CTaH-
Jap/JHa BPpEMEHCKAa W MEMOPHjCKa OrpaHUYIEHA.

6.1 3agarak 1 [§]

(Codeforces)

Hat je crpunr s. CBako CJI0BO eHIJIeCKOT ajdadera je uau godopo uau sowe. 1lo-
TpedHOo je Hahu Opoj pa3IMYUTUX IOJCTPUHIOBA CTPUHIA S KOjU HE CaprKe BUIIE
ol k saowux cosa.

Yias

VY 1pBOj JUHUjU CTAHIAP/IHOT yjia3a YHOCH Ce CTPUHT S. Y JPYyroj JIMHUJU Ce YHOCU
OMHApPHU CTPUHI KOjU ce cacToju oj 26 KapakTepa. Y KOJIUKO je i-Tu Kapakrep 0,
1-TO CJIOBO €HIJIECKOT aJjipadeTa je sowie, & y CyIpOTHOM je goopo. ¥ TOCIIeIH0j
JIMHUjU yJiaa3a ce Hajasu opoj k,0 < k < |s|.

N3na3

[TorpedHo je y jemHOM pejly MCIHCATH OPOj PA3ININTUX TPAKEHUX TOJICTPUHTOBA.

Orpanunyemna

1< |s| < 1500

13
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Ananmza perniema

3a cBaky MO3UIM]y MaMTHNEMO KOJHMKO WMa A0WUL KapakTepa y mpedurcy
cTpuHra Jio Te nosuiuje. Takohe, mamTuheMo mpedukcHe Xenr BPEIHOCTH 33 CBE
Mo3uIifje Ha 2 Ha4YWHA, Tj. padyHahemo mx Kopucrehmu 2 pasziaumanra dakTopa. 3a
CBe TIOJICTPUHIOBE CTPHUHra S IpoBepaBaheMo Jla Jin cajip:Ke HajBHUINe Kk A0wWux
cioBa Kopuctehu mHdOpMaIuje 0 ToMe KOJUKO UX MMa Yy IpeUKCUMA CTPUHTA.
VKOJIUKO TOJACTPUHT WCIYEaBa YCJIO0B, Y BEKTOPY MMaMTUMO Tap HErOBUX XeIl
BpeaHocTu. AKo je p hakTop ca KOjJUM padyHaAMO Xelll BPEIHOCT, ¢ IMO3UIHAja Ha,
KOjOj TIOYHUIbe ITOCMATPAHU HOJICTPUHT, & N Jy>KWHA CTPUHTA S, XeIll BPEJIHOCT KOjy
gyBaMo heMmo Jja TOMHOKHMO ca p" . HakoH Tora, MoXeMo Jia HOPEIIMO Xelll
BPEIHOCTHU 2 pa3jnduTa HOJACTpuHTa, candHo Padbun-Kapmn amropurmy. BekTop y
KOME CMO IaMTHUJIN IAapOBe XeIl BPEeIHOCTU 3a CBe ojroBapajyhe moacTpuHTOBE
COPTHPAMO M HAJA3UMO KOJUKO PA3IUIUTHX ITapOBa CAJIPIKH.

Bpemencka cioxenoct: O(n?logn).

6.2 3amarak 2 [9]

(Codeforces)

Hat je rpad ca n auBopoBa u m rpana. I[lorpedno je oapeautu Opoj napoBa YBOpoBa
i m j Koju ucmymasajy ciegehu ycios: cBaku uBop k (k # i,k # j) je nnm cycen u
9BOPY ¢ U YBOPY j WM HUje CyCeJlaH HU ¢ HU j.

N3mebhy cBaka JiBa pas3jnyduTa YBOpa IOCTOjU HAJBUIIE je/IHA T'PaHA U HE ITOCTOjU
rpaHa 4muja cy 00a Kpaja y UCTOM YBOpY.

Yias

VY npBOj IMHUJU CTAHIAP/IHOT YIa3a JAaTU Cy OPOjeBH 1 U M. Y HAPEIHUX 1M PEIOBa
J1aTo je 1o JiBa Opoja u, v KOjU IIPeJICTaB/bajy rpany u3Mehy Ta JBa 4BOpA.

N3naa3

[ToTpedHo je ucniucaru TpakeHu OPOj MApOBA.

Orpanudema

1<n<10%0<m<108
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Ananmza perniema

CsakoM 4Bopy i hemo mojesntn Hacymudan 6poj afi]. 3a ceaku uBop hemo uz-
padyHaTH U BpeJIHOCT val[i] Koja mpejcTaBiba OpOj KOjU ce J100uje IPUMEHUBAKEM
onepanuje XOR maj cBuMm BpejgnocTuMa alj] cBux cycena j usopa i. la du nap
gBOpOBa (1, j) UCIyEHaBaO yCJIOB 3ajaTKa, HEOIIXOHO je Jia BarKu:

valli] © a[j] = val[j] ® ali],

YKOJINKO IIOCTOJM IpaHa u3Mely Ta 1Ba 4Bopa. YKOJIUKO He IIOCTOju I'paHa u3Mehy
BUX, OHJa MOpa BaxkuTH val[i| = val[j]. Illomohy crpykrypa nomaraka Kao mro je
HIIp. Mara, Moryhe je Hahu 6poj oBux maposa.

Bpewmencka cioxkenoct: O(nlogn + m).

6.3 3agarak 3 [10]

(Pymynckn macrep u3 undopmaruke 2017)

JlaTo je n crpuHroBa jy:KuHe k. 3a CBaKU OJ1 IbUX, ITOTPEOHO je OJIPEeIUTH Jia JIN
TIOCTOjU HEKW CTPUHT O] OCTAJIMX N — 1, KOju ce pa3jmKyje 3a HajBUIle 2 KapaKTepa
oJ1, TperyTHOT. /[aTo je t HE3aBUCHUX TECT MpPUMEPA.

Yiaas

Y 1IpBOj JIMHUjU CTAHIAP/IHOT yJia3a YHOCH ce OpOj t KOju IpeJicTaB/ba OPOj pa3jin-
YUTHX TECT IpUMepa. 3a CBaKH TECT IIPUMEP ce IIPBO YHOCe OpojeBu n 1 k peoM.
Y Hape HUX N PeJoBa JAT je IO jeJIaH CTPUHT, JTyKuHe k.

N3na3

3a cBakHM TeCT UPUMED, UCIUCATU y jeTHOM peJIy OMHADHU CTPHUHT JIyKUHE 1. Y
CBAaKOM OJ] t CTPUHIOBA, i-TU KapakKTep UMa BPEJIHOCT 1 YKOJIMKO IOCTOjU HEKHU
JPYTH CTPUHT KOJH Ce Pa3juKyje oJ1 -TOT CTPUHTA 3a HajBUIle 2 KapakTepa, a 0y
CYIIPOTHOM.

Orpanuyemna

1<t<10
1<n-k<3-10*
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Ananmza perniema

Bamarak hemo permaBaTu 0iBojeHO 3a 2 ciy4aja. [IpBo hemo mocmarparu ciry-
Jaj Kajga je n < k, y KOM 3aJlaTaK MOXKEMO PEIIUTH TEeXHUKOM TI'pyde cmire. 3a
CBaKa 2 pa3juduTa CTPUHTA, IpoheMo KPOo3 CBUX k MO3UIHja 1 OPOJUMO Ha KOJIUKO
IBbUX Ce CTPUHIOBU PA3JIMKYjy. 3a CBAKU CTPUHT ITAMTHUMO JIa JIK CMO HAILIN HEKN
KOjU ce pa3JinKyje Ha HajBUINE 2 MMO3UIH]e.

Kaxko je n < k, 3namo 1a je n? < n - k. Oxatie ciemn ga je n < v/n - k.

Bpemencka cjiozkeHocT 3a jegan Tect npumep: O(n?k).

Y apyrom ciygajy je n > k. Moxkemo ynamnpen dbukcuparn 2 mMo3uiidje Kao
jemHe Ha KojuMma he ce CTPUHIOBU Pa3JIMKOBATHU, aKO PA3JIUKE MOCTOje. Y KOJIUKO
Cy TIO3UIFje 3a KOje TPEHYTHO MPOBEpaBaMO YCJIOB, [ U T, a KapaKTepPU y CTPUH-
ropuMa Ha nozunujama 0, ...,k — 1, cBaku cTpuHT heMo 1oJie/TuTH Ha 3 Jiejia Koju
cajipxke yzacronue nozunyje: {0,... -1} {l+1,....r—1}u{r+1,... k—1}.
3a jBa cTpuHra HOTPEdHO je /1a ce TMOKJIAIA]y Xelll BPEJIHOCTH 3a CBa 3 CKyIla y3a-
CTOITHUX TO3UIINja KAKO O yCJIOB OMO UCIYH-EH. 3a CBAKU CTPUHT MPABUMO TPOjKe
HaBeJIEHUX XeIll BPETHOCTHA U YyBAMO UX Yy BEKTOPY, 3aj€/IHO Ca MHJIEKCOM CTPHUHTA.
Y BEKTOpPY, COPTUPAHOM II0 TPOjKaMa XeIl BPEIHOCTH, IIPOBEPABAMO KOJUKO UMa
y3aCTOIHUX YJIaHOBa Ca jeJJHAaKUM TPOjKaMa BPEITHOCTU. YKOJHMKO je HeKa TPOj-
Ka jeJNHCTBEHA, 338 CTPUHI' ca WHIAEKCOM ind; KOju uje y3 Ty TPOjKy He IOCTOju
CTPUHI KOjU Ce pa3jiuKyje caMo Ha mo3urujama [ u r. Y CynpOTHOM, YKOJIUKO UMa,
BUIllE MHJIEKCA 1Ndy, . . ., 1Nnd,, ca jeJHAKUM BPEJIHOCTUMA OJI'OBapajyhmux TpPOjKu,
3HaMO Jla Ce CBH TH CTPHHIOBH MelycoOHO paszimKyjy Ha HajBHUINE 2 TO3UIHjE.
CauvaHO Kao y IMPBOM CJIydajy, oBie je k < vn - k.

Bpemencka ciioxkeHocT 3a jegan tect npumep: O(nk?logn).

6.4 3amarak 4 [11]

(Bantnuka ommmnmjana n3 nadopmarnke 2018)

3 3 I A1 ! !/ !/ !
Jaro je n crpuHroBa Jy:KIHE M U CBaKU KapakTep crpunra je us ckyma {'A"/ C"/ G/ T'}.
[Torpedno je nahu MHAEKC CTPUHTA KOJU CE OJI CBAKOT OJ IIPeoCcTanx n — 1 paziu-

Kyje Ha TavHO Kk MTO3UIHja.

Yiaas

Y 1pBOj JUHUjU CTAHJAPJHOr yJa3a yHOce ce OpojeBH n,m u k. Y CBaKOM O]
HAPEJHUX N PEJOBA JAT je CTPUHT JyKUHE M.
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N3na3

[TorpedHo je y jeHOM pejly MCIUCATH WHJIEKC TPayKEeHOT CTPHUHTA.

Orpanundema

3 < n,m < 4100

Anasmmsa pemniema

CBakoM 0J] N CTPUHIOBa JojenlieMo jeInHCTBeny, xem Bpeanoct val[l],val[2],
..., val[n], koja he duru Hacymmaan 6poj. CBaku cTpuHr hemMo mocedHO MpoBepuTH
& u je TpaxkeHu. [IposiasumMo Kpo3 CBHUX m IMO3UIMja Y CTPUHIY W HEKa Ce
TPEHYTHO HaJa3uMo Ha nosunuju i. Ha ykyman 30up s hemo momatu BpeaHOCT
CBAKOI' CTPUHTA KOJU HA 1-TO] MO3UIIAJA UMa KAPAKTEP PA3IUIUT O/ OHOI' y CTPUHTY
KOju TpeHyTHO nposepaBamo. OBy mposepy je morylie ompamutu rpyboM cuiom
y BpeMeHCKOj cioxkeroctu O(n) 3a cBaky MO3UIM]Y, ajid je TO HPEBHUIIE CHOPO.
YMecTo Tora, Ha caMOM TI0YeTKY, IIPeJI IPOBEPY CTPUHIOBA, HAIIPABUIEMO MaTPUILY
sum[m][4], tne sumli][j] npencraBiba 36up BPEHOCTH CTPUHIOBA KOjU Ha MO3UIH]U
i umajy Kapakrep ca kKogoMm j (ump. kox ‘A’ je 0, kox 'C’ je 1, kox 'G’ je 2 u xox
"T" je 3). Y3 nomoh oBe marpurie TpaxkeHy cyMmy s je moryhie Hahu y BpeMeHCKO]
cioxkenoctn O(1) 3a cBaky HO3UIH]Y.

VKOJIMKO je TpPeHYTHHU CTPUHT ¢ TPAXKEHH Tj. OJI CBAKOT' OJI IpeocTaymx n — 1 ce
pa3jmKyje Ha Ta4HO Kk MO3UIUja, HEOIIXOJIHO je 1a BayKU:

5= Zk cvallj] = k- (S —valli]), =" wvalli.
i

Kako cBu cTpuHroBM MMajy HACYMUYHE BPEJIHOCTH OBaj YCJIOB je W JOBOJbAH JIa
Ou CTPUHT 7 OMO M TParkeHWu, jep je y CYIPOTHOM BepoBaTHOhAa Jia 0Baj ycJI0OB Oy/ie
UCITYIeH MaJia.

Bpewmencka cioxenoct: O(nm)

6.5 3amarak 5 [12]

(Hrvatsko otvoreno natjecange u informatici 2020/21)

Jlara je Marpuma aMMeH3Hja M X M KOja Ce€ CACTOju caMo o, Kapakrepa '. u
's'. TlorpedHo je oapeauTn JeKCHKOrpadCKu HajMarmy MaTPHUILy Koja ce J00uja
IUKJIUIHAM TTIOMEPAhIMa CBUX PEI0Ba U KOJIOHA MAaTPUIlE TPON3BO/baH OPOj Iy Ta.
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Yiaas

Y 1pBOj JIMHUjU CTAHJIAP/IHOL yjia3a JIATh Cy OPOjeBU n U m. Y HapeIHUX N PeJioBa
JIATO je 1O m Kapakrepa U cBaku je u3 ckyna {'.")*'}.

N3na3

[ToTpedHo je y n pemoBa mcCIuCaTH IO M KapakKTepa KOjU MPEJICTAB/ba]y TParKeHy
MaTPHILY.

Orpanuyemna

1 < n,m < 1000

Ananmza perrema

Cse MaTpurle Koje ce JI00Mjajy MUKJINIHIM ITOMEPAHEeM JIaTe MaTPHIE Cy IO/~
MaTpHUIle MaTPUIlEe ¢ JUMeH3Huja 2n X 2m, Koja ce Jo0uje Kaja CIojuMo 4 Komuje
[IOYETHE MATPUIIE Tj. KaJa:

cli]lj] = cli +nllj] = clilli + m] = cli+n][j +m], 1<i<n, 1<j<m,

rze je cli][j] kapakTep mar Ha ynasy y i-ToM pejy u j-10j Kosonu. zpaaynahemo
XeIll BPEIHOCTH MATPHIlA IIOMONY JIBOJIMMEH3UOHAHOT XEIIHPAarha.

[IpoBepaBamo cBe MOAMATPUIE AUMEH3UjA 7 X 1M U TAMTUMO IO3UIH]Y JIEK-
cukorpadCK HajMame MaTpuIe 10 caga. Kama »KeamMo 1a IPOBEPUMO J1a JIH je
TpeHyTHa MaTPUIA JIEKCUKOIPadCKU Marha 0l TPEHYTHO HajMarhe, TPasKUMO IIPBH
peJl y KOM ce MaTpHIle pa3jiMKyjy oMoy OMHApHE Iperpare U U3padyHaTuX Xelll
Bpeanoctu. Hakon Tora, Ha cIndaH HaYUH IpoHaheMo Koja je mpBa KOJIOHA Y KOjOj
ce MaTpUIle PA3IUKyjy ¥ yIOPEeIUMO KapakKTepe y oAroapajynum mospuma.

Bpewmencka cioxenoct: O(nm log(nm)).

JInHk| Ka KOJOBUMa 3a PENI€iba 3a/laTaKa.


https://github.com/sofijache/Maturski-rad-Sofija-Cebasek
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3akJbydak

Y oBoM pajly je OIHCAHO HEKOJUKO TEeXHUKA Xelnparbha 3ajeHO Ca YECTUM
npodseMuMa y mHMOpMaTUI Koje pemraBajy. Hajuemhu mpodisiem oBe TexHUKe
jecy memzbdexkHe kosmsuje. [Ipukazana cy derupu HajIO3HATH]A HAYUHA FHUXOBE
o0OpaJie U perraBarmba, Kao U IJIaBHE MPEIHOCTH U MaHe TUX HAYNHA.

Xemuparme nMa U3y3eTHO MUPOKY MPUMEHY U jeTHa je 0] HAjKOPUCHUjUX TeX-
HUKa KOja ce KOPDHUCTHU Y CaBPEMEHHM padyHapckuM cucrtemuMma. [lomohy paziu-
YUTUX AJTOPUTAMA, IyBajy Ce MOJAIi KOju Cy HAM CBAKOIHEBHO noTpedHu. OBOoM
MeToJIoM omoryheHa je 0e30eHa KOMYHUKAIIAja, IIPU KOjOj ce dyBajy MHTEIPUTET
U ayTEeHTUYIHOCT MHMOpMaIlFja Koje ce TpeHoce. ¥ PajLy je U3J/IBOjeHO W yKPATKO
OTMCAHO HEKOJIMKO HajYelTNuX MPUMeHa METOJ/E XEeIINPaba.

Kpos npumepe 3ajaraka TaKMHYIApCKOT MIPOrpaMUparba MPUKA3aHU Cy HAYIHU-
HI KaKO Jia ce 1odospinajy xern ¢gyuknuje u moseha BepoBarHOoha j1a je perierne
3a/[aTKa TATHO.

Venen yop3aHor pa3Boja HOBUX TEXHOJIOTH]ja, MOJAINM KOPUCHUKA ITOCTAjy Jia-
KO JIOCTYIIHU U 9ecTO KopuiitheHu 0e3 mUXOBOT 3Hama. Pa3Boj oBe TeXHUKE OU y
OyanyhHocTH MOrao Jia jornpuHece 0€30€IHOCTU JUYHHUX IT0JaTaKa, K0joj cBe Behn
OpOoj JbY/ U TEXKU.

Opom mnpumkoM ce 3axBajbyjeM mpodecopy Musornry Apcuhy, nmpodecopku
Hurn Amuvnuh un cBuMm ocraium npodecopuMa 3a CBe IITO Cy Me HaydWJIn, & IITO
HE MOK€ CTaTH Y 0Baj MATyPCKHU Pa.
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