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1 VYBona

Y oBom paay npoyumhemo nosse Q, Koje HazmBaMO IIOJbeM p-aJicKux Opojesa. Ilouehemo
0JI, allCOJIyTHUX BPEJIHOCTH, W IMPUMETHTHU Jla Ha IOJbY PaIlMOHAJHUX OpojeBa IOCTOje HeKe
HeOOWIHEe allCoJIyTHE BPEIHOCTHU, Ca OCOOMHA ca KOjuMa ce He cycpeheMo y cpeboj IIKO-
au. Onjga hemo, MOYeBIM o/ TUX aICOIYTHUX BPETHOCTH (DOPMUPATH HAIIE TI0JHE P-aJICKUX
OpojeBa, U pa3zMaTpaTH TeopeMe Koje HaM Jiajy HyJie HeKHUX IOJIMHOMa y OBOM I0Jby. J/loka-
zahemo XeHcesoBy JjieMy, jeJlHy OJI HajBayKHUjUX TeopeMa y MojiepHoj teopuju Opojesa. Ha
Kpajy hemo BujieTn Kako oBe OpojeBe MOXKEMO UCKOPUCTUTH 33 PellaBamhe HEKUX eJIeMeHTap-
HO opmysncanux mpobJiema mpobiiema, Meljy KojuMma, cy IpeJcTaBibaibe IPUPOTHOT Opoja y
00JIUKY 30Mpa KBaJipaTa IMPUPOJHUX OPOjeBa.
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2  OcHosBe

Hedbunumuja 2.1. Ancoaymma epednocm ua nosby F je dyHKImja
|| :F— Ry
KOja 3a/i0BoJbaBa cjejieha cBojcTBa:
(i) |[z|=0 <= =0
(ii) |zy| = |=| - |y| 3a cBe z,y € F
(ili) |z +y| <|z|+|y|3acBe z,y € F

Ucnocrasiba ce j1a mocroje JiBa BaxKHa THUIIA allCOJYTHUX BPEJIHOCTHU, a pasjmkoBahe ce
o ciesehoj pedununmju:

Hedununnmja 2.2. 3a amcoiaytHy BpegHocT | - | Ha momy F kaxkemo na je neaprumedcka
aKO 3aJI0BOJbaBa JIOJIATHH YCJIOB:

(iv) |z + y| < max{|z|, |y|} 3a cBe x,y € F.

Y CympOTHOM, aIcoJlyTHa BPEIHOCT j€ apruMedcka.

Jenan mpuMep arncosiyTHe BPETHOCTH je KJIACHYIHA AIICOJYTHA BPEAHOCT | - | Ha moby Q,
neduHICAHA Ca
T x>0
|z =
—xr <0

OunryiefHO je Ja je oBa alcoJIyTHA BPEIHOCT apXUME/ICKA.
Jorr jeqan mpumep je TpuBHjasiHA AIICOJIYTHA BPEIHOCT, JaTa Ca

1 x#0
|| = g
0 =0

Omna je medunncana Ha CBAKOM TIOJbY, M HEAPXUME/ICKA je.

2.1 AricosyTHe BpeJIHOCTH HA IIOJbY

Caza hemo nrecdbunncaTn ancosyTHe BPEJHOCTH Koje Cy HajOMTHHje 3a OBaj paji, U Ha KOjuMa
ce caMU p-aJIcKu OpOjeBU 3aCHUBA]Y.

Heka je p dukcupan mpoct 6poj, u Heka je n € Z upousBosbaH. bpoj v € N, takap ja je
n =p'n u (p,n’) =1 je jemuncreeno oapehen. Takobe, ako je 7 € Q meku pazomak, 6poj

!/
. a ..
v € 7 TakaB 1a je 5= pvy u (p,a’t) =1 je jemuncreen. Bogehu ce oBum, nedunumemo:
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Hedunumnuja 2.1.1. Heka je p € Z dpurcupan npoct 6poj. Taga je p-adcka saryavyuja va
Q dynxumja
v, : Q\ {0} = Z

nedumucana ca: 3a n € Z \ {0}, v,(n) je jemuncrsen npupogan 6poj Takas ga
n = pvp(n)n/

a
rie p 1 n'. Ba parponanau 6poj © = 3 JepUHATIIEMO

vp() = vy(a) — vy(b).

Yecro je morogno gedunncarn u v,(0) = 400, mTo je u Joru4Ho, jep ce 0 GecKoHATHO
MHOT'O IIyTa MOXKe JIeJTUTH Ca P.
N3 nedunumyje p-ajcke Bajlyanuje ce BUIN 12 je Up,(r) jeauHcTBen eo 6poj Takas Ja je

TakaB Jia p{ ab, Al Kako CMO XTeJIH.

ITpumep 1. V¥V osom npumepy hemo ojipe/inTu HeKe p-ajCKe BaJiyalluje, ja OMCMO CTEKJIH
yTUCAK O HhUMa

1. vy <%) — 0r(5) — vr(147) = 0 — vy (3 - 72) = —2;

2. 5(1000) = vs(8 - 5%) = 3;

5324
3. V11 (ﬁ) = ’011(5324) - U11<165) = U11(4 . 1]_3) - 011(15 . 11) =3-1=2.

Creneha sema faje HeKa OCHOBHA CBOjCTBa p-aJiCKe BaJlyallje, Koja he KacHuje ouTw
KOPHCHA.
Jlema 2.1.1. 3a cse x,y € Q saoice:
(i) vp(xy) = vp(x) + vp(y),
(ii) vp(x +y) = min {v,(2), v,(1)}
Jloxas. [lokas ce 3acHUBa Ha McHUCHBaIy (bakrtopusanuja OpojeBa T u y:
(i) Kaxo je zy = pr@g’ - p»Wy/ = pre@+uW) . o/y/ crenn na v,(xy) = vy(x) + v,(y).

(ii) Hexa je v,(z) > v,(y). Tama x +y = p»@a’ + prWy’ = po®) . (po@ =Wy’ 4 o/) 11a
crenn vy(x+y) > min {v,(7), v,(y)}, Te ce jemmakocT mocTmke ako p  pUr =Wy’ 4y,

]
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Buygumo Jia ¢y oBa cBOjcTBa jako cindHa yciaoBuMa (i) u (iv) y aeduHUIUjI ancoryTHe
BPEJIHOCTH, OCUM IITO je IIPOU3BOJL IIPETBOPEH y 30up, a Hejeanakoct obpHyTa. Hejeamakoct
MOZKEMO BPATHTH MEIharheM 3HaKa, a 30U IPEBECTH Y IPOU3BO/ CTaB/bAIbeM I'a, Y eKCIIOHEHT.
OBo cyrepurre cienehy, K/byany aeduHumjy:

ebunuimja 2.1.2. 3a z € Q, meduHUIIEMO P-aJICKY AICOIYTHY BPEIHOCT | - |, 01 T ca:
] Yy yTHY p
||, = pivp(m)
3ax #0,u 0], =0.

Yecto, HE3aBUCHO 01 OBe JIe(PUHUIIH]E, KAXKEMO J1a Hallla, yoOrdajeHa arco/yTHa BPEJHOCT
| - | oroBapa arncosyTHOj BPEAHOCTH KOJI 6ECKOHAYHOT MPOCTOr Gpoja p = 00.

[Tposepumo jga oBo 3amcra jecre arncoyyTaa BpeaHoCT. CBOjCTBO (7) CIeu JIUPEKTHO U3
nedurnmmje, jep p~»® £ 0. JIpyro cBojcTBO Ciemm M3 IpeTxoHe jeme, a tpehe ciean u3
YeTBPTOT, Koje Takohe cienu u3 jeme. Jlakse, 0BO jecTe aIcoyiyTHa BPEIHOCT, U TO HEAPXU-
Me/ICKA.

3a pa3/mKy oJl p-aJiCKe BaJlyallije, p-aJiCKa aIllCcoJIyTHa BPEJIHOCT je MaJja 3a OpojeBe Koju
CY jaKo JIeJbUBU Ca p, JIPYTUM PEYUMa, OHA je Mepa JIeJbUBOCTH HEKOr Opoja ca Opojem p.

ITpumep 2. Casa hiemo oapeauTn p-ajicke arco/iyTHe BPEJIHOCTH HEKUX OpojeBa, U MOTBP-
JINTU TIPETXO/IHO TBpheme:

1. [99]5 = (32 115 = 372,
2. |201684); = [22-3 - 7°|; = 7°%;

64

——| =]26.574. 7|, = 54
375, | 5

5

Bammcyjemo aa je nh_g)lo Ip"[, =0, jep je |p™|, =p~ "
2.2 OcHOBHAa CBOjCTBa
CaJta hemo BujieTH OCHOBHA CBOjCTBa allCOJIyTHUX BPEJIHOCTH, jdaTa y cienehoj jmemu:
JIema 2.2.1. Hexa je dama ancoaymma epedrnocm | - | na nory F. Tada:
(1) 1] =1

(it) |2"|=1=|z| =1

(iii) | — 1] = 1
(w) | — x| = |z|
Jokas. (i) Umamo gaje 1| = [1%| = |1]?, na kako je |1| € R, u jeuHO HO3UTUBHO pellerbe

jennavune t2 =t je t = 1, cienn |1| = 1.
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(ii) Cnmuno kao (i), Baxkn 1 = |z"| = |z|", u jexuno MO3UTHBHO perneme jenHadunne t" = 1
jet =1, cneqn |z| = 1.

(i) [(=1)?*=[1=1ma|—-1f=1.

(iv) [—af=[(=1) 2] =[=1]|z] = |2].
O
Cneneha teopema jgahe 60/b1 yBUI Y HeapXUMEJICKE AIICOIYTHE BPEIHOCTH, jep hemo Bu-

JleTH moTpedbaH W JI0BOJbAH YCJIOB Jia je alcoJlyTHa BPeTHOCT HeapxuMmescKa. IIpe Tora, 3a
naro nosbe F pedununcahemo npecimkapame Z — [ ca

(1+1+---+1 n >0
————

n

0 n=>0

—(I4+1+---+1) n<0

~~
\ n

OBze je 1 3ampaBo jeaunuiia u3 mosba. Buaumo ga je, Ha npumep, 3a F = Q oo camo ckyi
neJimx Opojena.

Teopema 2.2.1. Hexa je A C F cauxa Z yF. Ancoaymna epednocm || na F je neaprumedcra
axo u camo axo |a| <1 3a cee a € A.

Jlokas. =: Buamo na je | + 1| = 1, na, 3a HeapxumecKy | - | ciaeau
la + 1| < max{|al,1} .

Osajie uHAyKIUjoM ciean Ja je 3a a € A 3aucra |a| < 1.

<: IIpernocraBumo Ja je |a| < 1 3a cee a € A. Tpeba jokazaru ja 3a cBaka jpa z,y € F
Baxkn |z + y| < max{|z|,|y|}. Axo je y = 0, oBie Baxu jeJHAKOCT. Y CYNPOTHOM, JICJbEHEM
u3pasa ca |y|, Buaumo j1a Tpeba 0Ka3aTH eKBUBAJIEHTHY HEjeHAKOCT:

F%—l‘ Smax{‘z‘,l},
Y Y

X .
a KaKO — MOKe y3eTHu cBe BpejiHocTH u3 [, 10Bo/bHO je joKazaTu ja 3a x € [F :

|z + 1] <max{|z|,1}.
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Heka je cama m € N. Taza

= lal* <
< (m+ 1) max {L]a|"}

Kopumniheno je ‘(’g)! <1 jep (T]:) € A, xao u To 71a je, ako je x > 1, majsehu on |z|* jemmax
|z|™, a 1y cynpornom. Cajia, y3uMameM m-Tor KopeHa obe crpaHe, J00HjaMo Jia je

lz+ 1| < ¥m+ Imax {|z],1}.
OgBa jegHakocT 3ampaBo Baxkn 3a c¢Be m € N, a 3HaMoO J1a je

lim Vm+1=1

m——+00
Jlakjie, ako IyCTHMO Jia m — 00, J00ujaMo Jia
|z + 1| < max {|z|,1},

IIITO je »KeJbeHa HejeTHaKOCT. O]

Oga Teopema saje 60/bU yBUJ y Pa3iuky usmely apXuMeICKUX U HeAPXUMEICKUX alco-
JIYTHUX BPETHOCTU. APXUME/ICKe aIcolyTHe BpeIHoCTH uMajy caenehie cojerro: Aprumedcko
ceojemso: Axo cy x,y € F,x # 0, nocmoju n € N makas da |nz| > |y|. OO Bazku 3a yobu-
JajeHy arrcoiyTHy BpegHocT Ha Q, n R.

OBO CBOJCTBO TBPAM Ja MOCTOj€ MPOM3BO/LHO BEIUKHU e OPOjeBU, OJHOCHO 114 je

sup{|n|:n € Z} = 4o0.
akie, mpeTxoHa TeopeMa TBPJIU:
IMocaenuna 2.2.1.1. Ancoaymma epednocm | - | je neaprumedcka axo u camo axo

sup{|n|:ne€Z} =1.
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2.3 Tomoaoruja

AticostyTHa BpeIHOCT ce Ha TOJbYy YBOIM Jjia Om ce crekao ocehaj Besmdamue GpojeBa y TOM
nosey. Jla 6ucmo npudasin o pacrojamuma u3Mely OpojeBa, IOTPeOHO je YBECTH METPUKY.

Hedbnaunuja 2.3.1. Mempura na nowy F je dpynxmumja
d:FxF—R,
3a KOjy BaxKe:
(i) Baz,y € F,d(z,y) > 0und(z,y) =0 < z =y;
(ii) Baz,y € F, d(x,y) = d(y, x);
(ili) Ba z,y,z € F, d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2).

[Tocneamu j1e0 TeopeMe Ha3UBa ce HEjeTHAKOCT TPOYTJIa, MOIITO KaxKe J1a je HajMarbu Iy T
u3mely nBe Tauke (6poja), mpaBa JIMHUja, OJJHOCHO IHXOBO pacTojame. [Ipocrop Has Kojum
je meduHMCcaHA METPHUKA j& Mempuuku npocmop. AKO MMaMO MO3HATY AIICOJIYTHY BPEIHOCT
Ha I10JbY, JJAKO MOYKEMO HAIIPABUTH METPHKY.

Teopema 2.3.1. Heka je F nowe ca ancosymmom spednowhy |-|. Pacmojarve d(x,y) usmehy
dsa 6poja z,y € F dedpuruwemo ca

d(z,y) = |z —yl.
Qynryuja d(x,y) je mada mempura uHOYKO8aAHA ancosymmom epednowhy | - |
Jloxas. Tpeba mpoBepuTn ma pyHKIMja d 3a70BO/baBa yCJIOBE U3 JePUHAIN]E METPUKE.
(i) Baz,y e F,d(z,y) =z —y|>0ud(z,y) =z —y| =0 < z =y,
(ii) Ba z,y € F, d(z,y) = |z —y| = |y — 2| = d(y, z);
(iif) Baz,y,z € F,d(z,2) = [r—2| = |(z=y)+(y—2)| < [z—yl+|y—2| = d(z,y)+d(y,2). O

Takobe, ynmeHnIry ja je alco/iyTHa BPEJIHOCT HeapxXuMeJCKa JIaKO IIPEBOINMO Ha je3UK
MeTpHUKe, TIPEKO cjejiehe jeme.

JIema 2.3.1. Hexa je |-| ancoaymmna epednocm degpurucana na nowvy F, ca mempurom d(-,-).
Onda je | - | neaprumedcka aro u camo axo, 3a ceée x,y,z € F saorcu

d(z,y) < max{d(z,z),d(z,y)}
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Jloxas. =: IlpumeHoM HeapXUMeJICKOT' CBOjCTBA Ha, jeIHAKOCT
(r—y)=(r—2)+(z2-y)
<: Y 3a71aT0j HEjeIHAKOCTH, CTaBUMO y = —y; 1 2 = O
[z + | = [z —y| = d(z,y) < max{d(z, 2),d(z,y)} = max{d(z,0),d(0, —y1)} =

= max {|z|, [p[} = max {|z], [y}
]

OBa HejeTHAKOCT ce 30BE YAmpamempuuka Hejednarxocm, a MeTpuKa 3a KOjy je TadHa ce
HasuBa yampamempura. IIpocTop Koju ona medunuIe Ha3uBa ce YAMPAMEMPUIKY NPOCMOD,
4qnjy hemo reomeTpujy cajga Majo UCTPAXKHUTH.

Teopema 2.3.2. Hexka je | - | neaprumedcka ancorymna epednocm depurucana wa nosy F.
Axo x,y € F u |x| # |y|, onda

|z +y| = max {[z], [y]} .
Jloxas. Moxkemo npernoctaButu Ja je |z| > |y|. Onna je
|z +y| < [z = max {|z], |y[} .
Takobe, kako je x = (z + y) — y, ©UMaMO
|z < max {|z +yl, [y[},
aJm Kako || > |y|, mpeTxo/Ha HejeTHAKOCT MOXKe J1a BazXKU CaMoO aKo
max {|z +yl, [y|} = |z +y.

Opnasre je
|z +yl = |,
na caeau na je |zl = |x + yl. O

OBo J1aje HEOUCKUBAHY U 3aHUMJBUBY MOCJIC/IHILY:
Ilocnemuna 2.3.2.1. V yampamempuyukom npocmopy, c6u mpoyziosu cy jeonaxoxparu.

Joxas. Heka cy x,y, z Tpu eJeMenTa Haler npocropa. JyzKune cTpanuna Tpoyria ca OBUM
remernMa cy |z —y|, |y — z|, |z — x|, a 3namo xa je (x —y) + (y — 2) = (x — z), omakie, axo je
|z —y| # |y — 2|, mo nperxonHoj Teopemu ciaean na je | — z| jennax Behem of Ta sBa 6poja.
Y cBakKOM ciiy4ajy, JIBe CTPAHUIIE Cy jeTHAKE. O]
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IIpumep 3. ITocmarpajMo IPETXOMHNA PE3YIITAT HA IPUMEDY P-aJICKe AllCOTyTHE BPEJIHOCTH,

3a 1ieste 6pojese x,y. Heka je v,(z) = a u v,(y) = b. 3namo 1a je ouga x = p*a’ ny = p’y/,
u ga pta'y. dobujamo na je x| = p~@ u |y| = p~°. Hexka je |x| > |y| (Moxemo yzern 6Ges
YMarbeba OIIITOCTH, Y CyIpoTHOM je |z| = |y|) u Heka b = a + ¢. Tazna

a-+tc, /

z+y=pa +py =pa’ +p%Y).

[Tomrro p 1 &, 3mamo ma p 1 &’ + p°y', omakie v,(x +y) = a, na | +y| = p~* = |z|.
Y cBakOM CJydajy, JIBe OJ] TPU alcoIyTHE Bpeanoctu |z, |y| u |z + y| cy jennake.

2
IIpumep 4. [locmarpajmo 7-ascky metpuky Ha Q) m Tpoyrao ca TemMeHUMa T = Y=
1 1 2] |1 1 3] |2 2 3 |1
AR St e AT B EVE '7 7‘ 717 " 21 7‘ ‘3

Taxobe, BaxKaH €0 METPUIKUX ITPOCTOPA CY JIOITE.

Hedbununmja 2.3.2. Heka je F merpuuxn mpocrop ca merpukom d(-,-). Heka je a € F
eJleMeHT no/ba 1 1 € Ry jeman ejlemMeHT.
Omeopena Aonma TOJIYIPEIHUKA I je CKYTI

B(a,r) ={x € F:d(z,a) <r}.

3ameopena aonma TMOJIYIPEIHUKA T je CKYTI

B(a,r)={x € F:d(z,a) <a}.
[Ipe Hero mro BHIMMO CBOjCTBa JIONTH, JIe(DUHUIITUMO OTBOPEHE M 3aTBOPEHE CKYIOBE:

Hedbunumnuja 2.3.3. Cxyn U je omsopen ako cBaka Tadka 3 U mpumaga OTBOPEHO] JIOITH
Koja je cagpxkana y U. CKyn je 3ameopen ako je HeroB KOMILIEMEHT OTBOPEH.

Cazia hemo BujieTH Jla u JIoNTe MOKa3yjy HeKa HEOUEeKMBaHa CBOJCTBA Y YITPAMETPUIKUIM
[IPOCTOPHUMA.

Teopema 2.3.3. Hexa je F nowe ca neaprumedcrom ancorymrom epednowhy.
(i) Axo b € B(a,r) onda B(a,r) = B(b,1).

(ii) Axo b € B(a,r) onda B(a,r) = B(b,7).

(111) Crxyn B(a,r) je u 3ameopen u omeopen.

(iv) Cwxyn B(a,r) je u 3ameopen u omeopen, axo r # 0.

Osjie hemo jokazaTu 3a HAC HajBayKHUja MIPBA J[BAa CBOjCTBA, aJl OCTAJa CBOjCTBA Ce HE
JIOKa3yjy TeIIKO.
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Joxas. (i) Ilo nedununuju je b € B(a,r) <= |b—a| < r. Heka je cana © € B(a,r).
Heapxume icko cBOjCTBO KaxKe Jia je

|z — b < max{|z —al,|b—al} <,

na x € B(b,r), onakie je B(a,r) C B(b,r). Ciauano je, 3a © € B(b, )
|z — a| < max{|z —b|,|b—al} <,

caenu x € B(a,r), nau B(b,r) C B(a,r). Hakne, B(a,r) = B(b,r)

(ii) Mcrm mokas xkao u (i), 3amenom < ca <. O
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3 p-aacku 6pojeBu

3.1 ArmncoayrHe BpeaHoctn Ha
Buyienmn cmo meke mnpumepe arcosryTHux Bpeanoctu Ha Q 1o caja:
1. TpuBnujasiHy arcoyTHy BPEIHOCT

2. Krnacu4ny arcoJsiyTHy BPeHOCT, KOjy heMo 3BaTH jOIII U aIlCcOJIyTHA BPETHOCT KO Oec-
KOHAYHOCTHU

3. p-aJICKy allCOIyTHY BPEJHOCT

Caemxehom gemom heMo BIIeTH KOje alcoIyTHE BPEIHOCTH MOKEMO CMATPATH €KBUBAJIECHTHM,
aJIu Ipe Tora HaM Tpeba cama JieUHUINja eKBUBAJICHITN]e ATICOJIYTHUX BPEIHOCTH.

Hedununuja 3.1.1. AncosyrHe BpeJHOCTH | - |1 U | - |3 ¢y exsusasenmne Ha oy F ako
JeUHUITY UCTY TOMOJIOTH]Y HA TOM IOJBY, TO JeCT CBAKH OTBOPEHU CKYII ¥ TOIOJIOTHH | - |
je oTBOpeH U y TomnoJoruju JeduHUCAHO] ca | - |9, 1 06pHYTO.

Jlema 3.1.1. Hexa cy |- |1 u |- |2 ancoaymmue epednocmu na nowy F. Caedehie mepdrwe cy
mada eK6UBANEHIMHE:

(1) |- |1 u|-l|2 cy exsusarenmmue
(i1) 3a cearo x € F je |z|; <1 <= |z|]2 <1
(111) nocmoju nosumusan peanar 6poj o maxas da 3a ceéaxo x € F saorcu

|I|1 = |~”U’2a‘

Jlokas. Jlokas crpoBOAMMO y TPHU Jiesia, TaKo IITO JOKa3yjeMo Kpyr UMILIMKanuja (i) =
(i1) = (i) = (i).

(i) = (it) : Ako ¢y | - |1 u | - |2 ekBUBaAJIEHTHE, CBAKM HU3 KOJU KOHBEPIUPA y OJHOCY HA | - |
KOHBEPIUpPa U y OJHOCY Ha | - |2, I1a Taja:

|z[; <1 <= lim |[2"]; =0 < lim [2"s =0 < |z]o < 1.
n—o0 n—oo

(17) = (i77) : Jlako ce Bujm Ja ako je |-|; TpuBmjaiHa, oOHIA je U |- | TpuBHjaaHa (1 0OPHYTO),
na (407) TPUBHUjAJIHO BaxKH.

Heka je cana | - |; HerpuBnjasna ancoytaa spegnoct Ha F. Heka je g € F ca xg # 0 TakBo
na |zo|; < 1. To npernocrasiu je u |z|s < 1, ma nocroju o > 0 taxo 1a je |zg|1 = |zol2”. Heka
je x € F uexn esiement nosba. Venuraliemo pBo Heke ciiydajeBe Koju O KaCHUje CMeTaJIu:
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x x
e ako |z|; = |xo|1, onma je u |x|s = |79|§ (wHAue je wim |—| < 1 wam )—O) < 1,
Zo 2 T 12

KOHTpajmKImnja ca |x|; = |xgly 360r (i7)). Cuemu |x]; = |xol1 = |xol2™ = |x]2”.
e axo |r|; = 1 u3 (i7) ommax cienu 1a je x| =1 na je |z, = 1 = 1% = |z[,".
e ako je v = xy, 3a n € N onna je u |z|; = |z|g.

[IpernocraBumo cama na je |z|; # 1 u |x|; # |zoli, 38 ¢ = 1,2. Heka je § € R TakBo 1a je
lzly = |z],”. Ba n € Z je |z"|; = |2"|,", na moxemo yzeru na je |z]; < 1 (y cymporaom
samennMo ca x ). W3 (i7) je onja u |x]y < 1. Y3MUMO HeKu map IpUpOJHuX Gpojesa m,n.
3a mux je:

n

lz)" < |zt <= <1l < <1 <= |z|s" < |zo]2™.
Zo™ |4 o™ |4
OtaB/ie JJorapuTMOBambEM CJIe/IH J1a je
n _ loglzoi n_ log|wzols
m ~ Tog [zl m " Toglels

Kako cy panmonaiaun OpojeBu I'yCTH y peajlHiM, U3 OBe eKBUBAJICHIUjE CJIEIN JIa je

log |ZEO|1 log |£L’0|2

log |z, loglz|y

OnaBre je un
B log |xo|1  log|z|y B

~loglxzole  loglzls
(i1) = (i) : Hexa je r € Ry, u a € F. Onna je:

e — T E B|.|2(a,r1/a).

€ Bi(a,1) <= |z—a <1 <= |z —a)," <17 <= |z—ap <7
JlakJie, cBaka OTBOpEHa JIONITa Y OJHOCY Ha |- |1 je OTBOpEHa U y OJHOCY Ha |- |5, T1a Cy HUXOBE
TOTIOJIOTHj€e UCTE. O]

Cunenieha Teopema kazke Jia jejune arcosryTHe Bpegnoctu Ha (Q jecy ymnpaBo oHe Koje ¢MO
BHUJIEJIM KPO3 IIPUMeEDE:

Teopema 3.1.1 (Ocrposckn). Ceaka nempusujasra ancorymua epednocm na Q je exeu-
sasenmna nekoj 00 | - |,, p < oo.

Joxas. Hokazahiemo TeopeMy 3a HaMa BaXKHUJU CJIy4aj HEAPXUMEJICKe AlICOIyTHE BPETHOCTH.
Heka je | -| meka amcosyTHa BpenHoct Ha Q Koja je Heapxumescka. [lokaszau cMmo, a 3a nese
n, umamo |n| < 1. Heka je ng najmamu npupojan 6poj Takas ja je ng < 1 (Mopa mocrojarn
Takas jep je |- | HerpuBujasiHa).
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[Ipumerumo Jia je ng mpoct 6poj, y CYNPOTHOM, HAIUIITUMO ng = ab, TJie ¢y a,b mpupo
OpojeBu Mamu OJ Ng. IlomTo je my HajMambu IPUPOJaH Opoj ca alcoJyTHOM BpPEIHOUINY
MamoM o7 1, ciaean |a] = |[b] = 1, amu Ttama 1 > |ng| = |ab| = |a||b| = 1, kouTpasukuja.
CraBumo cajia p = nyg.

Heka je n € Z makas na p f n. Hamummmo n = rp + s, rae 0 < s < p. 3601 MUHAMAJIHOCTH P
je onma |s| =1, a 36or |r| <1 jewu |rp| < 1. Kako je | - | Heapxumescka, u mo Teopemn 2.3.2.
je [n] = 1.

Harmmmmimvo casia ipousBosbHO 1 € Z kao n = p'n’, tae pn'. Tanga

v

|p|U =c -,

In| = |p|"In| =

rie Mo crapmwm ¢ = [p~ 1| > 1. Kako 0Bo BazKu 3a CBe IeJie n, JIAKO ce J00uja Jla BaxKy 1 32
cBe parponasae 6pojese. Ciiesin Jia je | - | eKBUBaJIeHTHA P-aJICKO]j allCoJIyTHO] BpeTHOCTH. [

Teopema 3.1.2 (Popmyna npoussona). 3a ceaxo x € Q \ {0} umamo

H 2], =1,

p<oo
2de ce npouseod Yamua no C8UM NPoCmuM OPOJesUMa.

Jloxas. /IoBOJbHO je J0Ka3aTu TeopeMy 3a MpUupojiHe OpojeBe, 3amcTa, ako (popMysa BaxKu
_ Hpgoo |CL|p

3a a,b € N, onna
a
4+ = =
pl;o[o ‘ b p Hpgoo |b’p

Heka je caga n € N ca KaHOHCKOM (haKTOPHU3AIAjOM 1 = Hle p;%. Tana je

1.

Infy =1 q # pi
In|p, =pi~ " 1=1,2,...,k
Infoo = Hf:l i
Qopmysta JUPEKTHO CJIEIIN. 0]

Buaunmo na, kajga 6ucMo mMman mHGOPMAIA]y 0 HEKOM Opojy KPO3 CBe allCOJIyTHE BPEJI-
HOCTH CeM jeJiHe, MOIJIH OMCMO JIa OJPEINMO U IIPEOCTAIY.

3.2 Kommterupama Q

Konauno cMo crnpemMHEH ja TpUYaMO O p-aJICKUM OpojeBHMa, TadHUje O P-aJICKUM ITOJbUMa
Q,. Ilpe cBera cernhemo ce kako cMo Koncrpyucamn ckyn R ox Q u | - |w. IIpumernan cmo
Jla Y BeMy IoCToje ,,pyie’, To jecT OpojeBu Koju Ou Tpedaso jia Oy/y JTUMECH HEKUX HU30Ba
KOju KOHBeprupajy, aau aucy mnocrojaan y Q. @opmasiHo, mpaBuim ¢cMo HI3 OpojeBa KOju je
KOHBEPIMPAO Y OHOCY HA |- |, aJii theros jimMec Huje moctojao y Q. Ciamdano ToMe, yBOANMO
nosse Q, koje he momynutu pyne y Q, anu y oxmocy Ha | - [,

Caenehom nedunuimjom popmaninzoBaheMo 3HaUYECHE ITPETXOIHOT TaCyca.
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Hedununuja 3.2.1. Heka je F nosbe u | - | amncoyTHa BPeJHOCT Ha HEMY.
(i) Hus (z,),—, € F je Kowujes ako

(Ve > 0)3M e N)(m,n> M = |z, —x,| <e€).

(ii) Tomwe F je xomnaemmno y ommocy Ha | - | ako csaku Komujes nusz enemenara uz F
kouBeprupa y F.

(iii) Momckyn S C F je eyem y F ako
(Ve > 0)(Vx € F)B(z,e) NS # 0.

Cajia BUJIMMO TIPAaBO 3HAYEIHE TMOYETHOr Iacyca, mosbe Q Huje KOMILIETHO Y OJIHOCY HAa
| - |, ma ra Hagorpabyjemo mossem R, u jorr Baxku ma je Q rycr y R. Kaxkewmo ga je R
KOMILTeTupame 1moba Q.

[ToenTa oBor morjassba je Jia BHIMMO Jia HUIITA OJf OBOTa HHUje CHENUjaJuHO 3a | - |,
3aIpaBo, 3a CBaKy allCOJIYTHY BPEIHOCT |- |,, mocToju KoMmiuteTuparbe no/ka Q mosem Q,. 3a
nodetak hemo Bujiern jia KomujeBn HU30BU y OJTHOCY Ha HEAPXUMEJCKE AIlCOIyTHE BEJTMINHE
[IOKAa3yjy jeJIHy KOPUCHY OCOOMHY:

Jlema 3.2.1. Hus (x,)22, je Kowujes y odnocy na neaprumedcky ancorymmuy epednocm | - |
axo U camo axo je

nl_lgloo |21 — x| = 0.

Jlokas. Axo je nuz Kommjes, oHa crierujasno Baxku u |, — x,| — 0 3a n — oo.

3a japyru cmep, Heka je m = n + r. Taza je

n+r—1
T — ] = D (21 — 2)| < max{|@nir — Tl [T — 2]},
k=n
ma cjaeqan Jia je nu3 Kormmjes. O]

IIpumep 5. Jlako je BujeTn Jia OBO HE BayKW 3a HAIY |+ |o. 3HAMO Ja pejl
>
k
k=1

JIMBEPTUPA, jep HU3 HapIujaganx cyMa (S,)0° | auBeprupa, auu |S, 1 — Sy| = ‘ ‘ — 0

Kaja n — 00.

Cama moxkemo mpehn Ha ciemehy jemy Kojom hemo mokasaTu ja palmoHajine 6pojene
3ancra Tpeda KOMILIETHPATH:
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Jlema 3.2.2. Ilowe Q nuje xomnaemno y 00HOCY HU HA JEOHY HEMPUBUJAAHY GNCOAYMHY
epednocm depunucany Had ruMm.

/loxas. 3namo na Q HEje KOMIIJIETHO y OHOCY Ha | - |, a iemo mokazatn ma, 3a |- | = ||,
nocroju Kormujes Hu3 Koju Huje KoHBeprenTaH. Bujgehemo j1a Tpeba pa3uKoBaTu CiiydajeBe

p=2up#2.
e p # 2: Heka je a € Z Takas ;ia

— a auje kBajpar y Q;
- pia
— @ je KBaJ[paTHU OCTaTaK 110 MOJYJIY P.
Jedunummmo, aHaIorHO Kao Ka/ia mokasyjemo na Q Huje KOMILIETHO y OJTHOCY Ha |- | oo,

HI3 KOju Texku Kopeny u3 a. (OmHOCHO Kajla 01 JimMec mocTojao, 6uo 61 KBaIpaTHU KO-
PeH U3 a, ajau 1o yeaoBy Taj 6poj Huje esement Q.)

— Heka je 22 = a (mod p);

— Hexka je x,, TakBoO 12

2
n

n+1)

Ty = Tp_q (mod p") mx; =a (mod p

Jlokaxkumo J1a je moryhe nHahu oBakaB HU3, IIPETIIOCTABUMO Jia MOXKeMO Hahu cBe TakBe

x;3a1=1,2,...,n—1 1 HOKaXX1MO J1a TIOCTOju 3a10Bo/baBajyhe x,,. Ako 6u mocrojaJio,
Mor/I GHCMO JIa HAIUIIEMO Ty, = T,_1 + p"c, mTo 61 ybanusameM y x> = a (mod p™*1)
JIAJIO

22 |+ 2z, 1p"c+p*c? =a (mod pt),

1 kako je p"c? =0 (mod p"*™),, cienn

22 |+ 2z, 1p"c=a (mod p"th).
Bnamo ja je 22, = a (mod p") ogakxiie 3HaMoO Ja je u 2, = a + p"d mro spahamem
aaje

p"d + 2x,_1p"c =0 (mod p"tt),

u ckpahusamem p"

d+ 2cx,—1 =0 (mod p).

Onasrie, 3a garo d, mocroju oxrosapajyhe ¢ jep p 1 ,,_1 Koje onja oapebyje u x,,. (OBae
je OIIJIO HeOIXO/HO Jia je p HelapaH MpOCT. )

[Iposepumo cajia j1a KoHCTpyHcanu Hu3 3aucta jecre Kormmjes, rye hemo uckopucturu
nperxoany Jiemy. [lo koncTpyknuju je

g1 — | = |hp" T < pm T 0,
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oakye x, jecre Kommjes. Asu, 3namo 1a
|xi . CL| _ |bpn+1| < p—(n+1) N 0’

IIITO 3HAYM Ja aKO JIMMEC IIOCTOjH, jeJIHaK je Kopeny u3 a. MehyTum, a cmo m3abpasin
Tako Jia Huje kBajapar y Q, ma simMec He noctoju, onHocHO, Q HEje KOMILIETHO.

e p=2: [locmarpajyhu npBu ciydaj, BUJIMMO Ja ako je d HelmapHo, ojrobapajyhe ¢ ne
mocroju. 3aTo heMo TMOKYINATH Jia KOe@UIMjeHT y3 ¢ MPOMEHUMO y HEKHU HEeNapHH.
Bugyiesn cmo s 2 motude o 22, ma hiemo cajia MogudukosaTu 10Ka3 TaKo J1a UMaMo T .

To pajumo Tako mTo JeduHAIEMO C/IMYaH HU3, cTaB/bajyhu a = 3, u KoHCTpyurryhn

HU3 9uju Ou JiuMec 6o KyOHU KOPEH U3 a.

— Heka je 23 = 3 (mod 2) (ommax ciequ xop = 1 (mod 2));

— Heka je x,, TakBO j1a
T, = T, 1 (mod 2") m 22 =3 (mod 2").

Kao magonpe mobujamo (3a camano jgedunucane ¢ u d, OJHOCHO T, = Z,_1 + 2"c u

13 | = a+2"d) na mopa 6utu d = —22_,c (mod 2), a ojrosapajylie ¢ caja ouurieHO

n—1
IIOCTOjH.
[Torryno anajorHO TPBOM CJIydYajy BUJIUMO J1a je oBaj Hu3 Kommjes, n 10/1a3UMO /10
KOHTPaIUKIIN]e.

Cnenn na (Q 3ancra Huje KOMILIETHO y OJIHOCY Ha OWMJIO KOjY HETPUBHjAJIHY aIlCOJIyTHY BpEJI-
HOCT JiebUHUCAHY HAJI IHUM. UJ

Yupaso cmo Buzenn Ja Q Huje KOMILIETHO y ofHOCY Ha | - |,. Taxo, amasorao kao mro
kominterupamo Q y oaHocy Ha yobudajeHy allCcoayTHY BpeaHocT u jgobujamo R, KomiaeTn-
pamo Q n y oxnocy Ha | - |, n gobujamo Q,. 113 oBor pasziora hiemo gecto R obesemasarn ca
Qo (peksu cMo J1a yobudajeHy alcoyTHY BPEIHOCT 06esiexkaBaMo ca |+ |oo).

3.3 Ocobune Q,

Ho cana cmo Buzesmu camo na QQ, mocroju, caga iemo cucremMaTH30BaTH HAIlla 3HAHa O OBOM
nosby. [lo/razumMo oj1 HEeKUX OCHOBHUX YUIHEHUIIA!

e Ilocroju amcosyria Bpeatoct |- | = |- |, xa Q, u Q, je KOMITIETHO Yy OAHOCY HA LY.

e [locroju npeciukasame Q — Q, 1nja je camka rycra y Q,, n ancosyTHa BpeJIHOCT HaJl
OBOM CJIMKOM Ce IIOKJIalla Ca P-aJICKOM.

e Cxymnosu Moryhux amncosyTHUX BpeaHocTH ejieMeHaTa u3 Q u Q, cy ucru:

freRe: (@A eQ o=} ={reR: (A e Q) v =|A,}
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Ox caja hemo momenyTy cauky mosba (Q ypaBo MouCTOBETUTH Ca CAMHUM IMOJbEM. A JIpyTHUM
peunmMa, Tpehe cBOjCcTBO KaxKe:

Jlema 3.3.1. 3a ceaxo v € Q, \ {0} nocmoju ueo 6poj v,(x) maxas da je |v|, = p~r@,
odnocro p-adeka earyavyuja ce npowupyje Ha Q.

Caenehe mTo paanmo je yBoherme p-aJcKux Ieanx OpojeBa U OCHOBHU IIPEryie] IbUXOBUX
CBOjCTaBA.

Hedbunannuja 3.3.1. [Ipcren p-ajckux negnx 6pojeBa je CKyIl
Z,=B(0,1) ={x € Q, : |z|, < 1}.

Teopema 3.3.1. 3a Z, sasice caedehe wurvenuye:
. a
() QNZ,=Zy) = {7 €Q:p1b}

(11) Ilpecaurasare Z — 7Z, uma 2ycmy cauky. 3anpaso, 3a © € Z, u n > 1 nocmoju
jeduncmeerno o € Z ca 0 < a<p"—1ulz—al, <p™™

(111) 3a ceaxo x € Z, nocmoju jedurncmeenu Hu3 ()52, “Wuju je AUMEC T U 34 KOJU
e 0, €Zul0<aq,<p"—1;

e 3a céen €N jea,, = a,,_1 (mod p").

>1
P

a
oxas. (i) 3a ckpahene pazmomke — ca p | b je
J

b

a
b
a
(ii) Hexka je x € Z, u n € N. Kako je Q rycr y Q,, nocroju 7 € Q xoju je joBoBHO OIIUZY
X, OJTHOCHO
a
r——| <p "<l
‘ b’ =P

Tpeba moKazaTH g2 3aIIPaBO MOXKEMO Jia U3abepeMo JI0BOJHHO OJIM3aK 11e0 OPOj yMecTo
a

a }Sl
p

parmonaJiHor Opoja. 3a oBako JiepUHUCAHO 7 je

’ a
b

a
IITO 3HAYM Jia je — € Zy), To jecr p { b. [axne, nocroju V' € 7Z Takap ja je bb' =

€x — —

b

< max{|w]p,
p

1 (mod p"™). Onasze 3HaMO 118 je

%—ab’

a —-n —n
= |3] -, <1 =
p p
u abl € Z. Ocraje jorm ja jgokazkemo Ja Moxkemo Hahu 1eo 6poj mamehy 0 u p" — 1.

Nzabepumo jeTMHCTBEHO (v 3a KOje je

0<a<p'—lua=a (modp").
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Tana je |ab’ — af, = |ep"|, < p~", u nobujamo na je

|x—a|p§max{‘x—% : %—ab’ ,|ab’—a|p} <p™

p p

iii) ITomoBuMmo meo (i¢) 3a 6pojeBe n = 1,2, ... O
(iii) POj 2,

Creneha yema 6uhe HeomxomHa 3a KACHHjE TOKA3€:
JIema 3.3.2. 3a cearo v € Q, nocmoju n € Ny maxeo da p"x € Zj,.

Joxas. Heka x € Q. 3HAMO 18 MOKEMO U3patyHaTU IEroBy p-aJICKy Bastyalujy v,(x). Axo
je v,(x) >0, Beh x € Z,,. Y cynpornom

Up(p_vp(x)m) = —up(x) + vp(x) = 0,
na p~r@y € 7, O

3a cama caku onuc no/ba (Q, 610 je moMasio ancTpaxkTaH, a cala ieMo BHIETH KaKO J1a
3aIICyjeMO eJIeMeHTe OBOT I10Jba Ha JOHEKJIe CJINYaH HaYUH HAIler JeINMaJIHOT 3aliCUBambha
enemenara R.

[Tohumo oz p-azckor 1estor 6poja . Ilokazanu cmo f1a mocToju Hu3 mnesmx 6pojesa (ay, )92,
KOjU KOHBepI'upa Ka & TakKaB Jla

e o, =z (mod p");
® i1 = ay, (mod ph);
e 0<a, <p"—1.

[TocmaTpajmo eemenTe oBor Hu3a y 6asu p. OBO paauMo jep je 6poj 1o MOIY/Iy p" UCTH Kao
6poj mobujeH o1 IeroBux mocaenmux n mudapa. Ciaean ga Ipyru o OBUX YCI0BA 3HATH 14
je mocemux n mudapa 6pojeBa oy, 1 1 @, UCTO. 3aK/bydyjeMO OH/Ia Ja ITOCTOju HI3 OpojeBa

(€n)52, TakaB Ja je
n

ap = Z Ckpk

k=0
u 1a cy bpojesu ci 1nieau opojesu usmehy 0 u p — 1. [akie, jsioruano 6u 6uio craBuTu Ja je

[e.9]

T = Z crp”.

k=0

Jla 6ucMo MOIJIH JIa & TTIOMCTOBETUMO Ca OBUM PeJIOM, Tpeba JI0Ka3aTH Jia OH KOHBeprupa Oar
Ka .

JIema 3.3.3. 3a ceaxo v € Z,, ped
>’
k=0

dedpunucuan xao 20pe, KOHBEP2UPA KA, X .
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Jloxas. Pes Texkn Ka r ako HU3 MapPIHjaTHIX CyMa TEXKHU Ka T, a TAPIHjaJHe CyMe CY Y OBOM
caydajy Oarr ay,. ]

Haxkite, Baxxku u ciejzeha jemas:
JIema 3.3.4. Csakxo x € Z, ce modice jeduncmeeno sanucamu y 00AuKy

o0

k=0
20e 0 < ¢, <p-—1.

Joxas. [Jokazaaum cMO CBe, OCHM jeIUHCTBEHOCTH. AJin, 3HAMO Ja Cy (v, jeJUHCTBEHH, LITO
HOBJIAYH JIa Cy ¢, jemHcTBeHn (1udpe o, v 6a3u p). O

ITocnenuna 3.3.4.1. Csaxo x € Q, ce mooce jeduncmeeno sanucamu Yy o0bAUKY

[e.9]

k=—ng
2de 0 < ¢ <p—1 uuvy(r) =—ny.

Alokas. 1lo JIemu 3.3.3. 3namo 1a 3a cBako x € Q, mocroju ny € Ny TakBo ma je p™x € Z,,.
(IIraBumme, gema Kayke 1 Jla ce MOXKe y3eTn —ng = vy(x).) [Jakie MoxkeMo jequmcTBeHo

3allcaTm
oo
prr = E cppt e,
k=—ng
Jlememem 0be cTpane ca p® m00MjaMO Pe3yJITar. ]

Ha oy temy Ouhe Buiite peun y ciejehem moriasiby.

3.4 XeHnceJsioBa JiemMa

Jlomazumo 10 HajBakHHje aarebapcke ocobmHe p-aJcKux OpojeBa, Xencesmose Jjieme. Ona he
HaM JIaTU /13 Y BEJIMKOM OpOjy CiIydajeBa JIAKO BHJIUMO Ja JII IOJMHOM HMa Hyise y Z,. lIpe
TOra JIOKAyKNMO JejTHY JIEMY.

Jlema 3.4.1. 3a damu nosunom F(X) € Z,[X] nocmoju noaunom G(X,Y) € Z,[X,Y]
maxas da 6axicy

F(X+Y)=FX)+ F(X)Y +G(X, Y)Y
Joxas. Hexa je F(X) = ¢ . X*. Ona

d d
FIX+Y)=) aX+Y)F=co+ Y X"+ kXY + G(X,Y)Y?,

k=0 k=1
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rae cy mommuomu Gi(X,Y) € Z,[X, Y] na ocnoBy 6unomue dhopmyre. Caza je

d d d
P(X+Y) =) aX"+) kaX" 'Y +)  aqGi(X,Y)Y? = F(X)+ F(X)Y +G(X,Y)Y?,

k=0 k=1 k=1

re evo savenmin G(X,Y) = Y20 ,Gr(X,Y) € Z,[X,Y]. O

OBom JieMoM cMO BHJIe/In IIPpaKTH4IHO npommuperse Tejiopose dopmyite na Z,. Cana mnpe-
JIa3UMO Ha, X€EHCEJIOBY JIEMY:

Jlema 3.4.2 (Xencen). Hexa je F(X) € Z,[X] noaurnom. Axo nocmoju oy € Z, makso da

Je
F(ay) =0 (mod p) u F'(a;) # 0 (mod p),

nocmoju o € Z,, maxas 0a
F(a)=0 u a3 =a (mod p).

Jlokas. da 6ucmo jokasaau OBy JieMy, MHAYKIHjoM hemMo KOHCTpymucaTh HU3 (v, )00, qmujn
he ymmmec 6utn TpaxkeHo «. AKo mmamo OpojeBe i, g, . . . , vy, Hahu hiemo Opoj a,11 3a Koju

o F(ans1) =0 (mod p™t)
® v, 1 = a, (mod p")
Basy usykIimje cMo 3aa1d y yeJIoBUMa JieMe. 3a JaTo (v, TOTPAKUMO (v, 11 Y OOJIHUKY
Qpi1 = o, + D", THE ), € 7).
XoheMo TaxkBo t,, J1a BaxKu
F(ay, +p"t,) =0 (mod p™™h).
[To JIemu 3.3.1 3namo Ja je
F(ay, +p"tn) = Fay) + F'(an)t,p™ + G(am, p"t,)p* 2 = Fay,) + F'(an)t,p™ (mod p"*),

jep je 2n > n+1. Hanummwmo F'(qy,) = p"x, mro MozkeMmo 300r uHyKTuBHe xumnorese. Takobe,
daxropu F'(a,)p"t, Hac 3anMMajy camo 1o Moayay p" ! ma kako je a, = o (mod p) onma
je u F'(a,)p™t, = F'(ay)p™t, (mod p"*'). Konauno nobujamo na je

F(oy, +p'tn) = F(ow) + F'(apn)t,p™ = p"x + F'(oy)t,p™ (mod p"™)
mro ckpahuBameMm ca p” maje ja Tpedba Hahu t, TakBo Ja je

x+ F'(ap)t, =0 (mod p).
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Kako je F'(a) # 0 (mod p), oBakso t,, Moxkemo Halin, na nmamo jnedunucan Konmjes Hus
()02 ;. (Kommjes 36or mpsor ycsoBa Koju 3azoBosbasa.) [lomro je Q, komiieTHO I0JBE,
0Baj HU3 UMa I'panndny BpegHocT y (Q,, 1 CBU IberoBH 4JaHOBH HMAajy allCOIyTHE BPEJHOCTU
HajBuiie 1, 1ma je To ciy4aj U ca IbeIOBHM JIIMeCOM, 1 3aTo he ocratu y Z,, TO jecT o =
lim,, o0, € Zy,.

JlokazKMMO Jla OBaKBO (v 3aJI0BOJbaBa yCJIOBE JieMe. 3a m > n je |y, — ayl, < p~" e
y3UMaIbeM JIMMeca Kaja m — 00 J100ujaMo |a — ay), < p~" na je o = a, (mod p™). Jaxie

F(a) = F(ay,) (mod p"), ommocuo |F(a)| < p™".
Kaxko oBo Baxu 3a ce n > 1, ciequ F(a) = 0. O
[TocToju cneneha, jaua Bapujaruja XeHceJ0Be JieMe, KOjy OBJIE jajeMo 0e3 JIoKa3a.

Jlema 3.4.3 (Xencen). Heka 3a noaunom F(X) € Z,[X| nocmoju eanemenm oy € Z,, makas
da je
Plan)ly < [F/(),

Onda nocmogu jeduncmeeno o € Z,, maxeo da je
Fla)=0 u |a—a, < |[F'(a1)lp-

V3 mo easrce u

F(ay)
F'(ay)

< |F'(en)l w [F'(@)lp = [F'(ca)lp-

p

|a—a1\:‘

Bpenu namomenyTu 1a je joka3 MpakTUYHO UMILIeMeHTalnja FbyTnose meroe u3 myme-
pUYKe aHAJINA3E.

Xencesoy Jjiemy hemo cajia Bujyiern y npumenu. [Tocmarpahemo Koju KopeHu u3 jeuHUIE
HOCTOje Y L.

Hedbnannuja 3.4.1. Jeqununa y npcreny F je cBakM WHBEPTUOWIHU €JIEMEHT U Yy TOM
IIPCTeHY, OJHOCHO 3a mera noctoju v € F takBo 1a je uv = vu = 1.

['pyny ceux jeaummia nperena Z, obenexapahemo ca Z) (1a je CKyT jeMHAIA CTBAPHO
rpyna je jako Bumern). Aju Mu 3HAMO Ja je 3a & € ZX C Z, ouja x~" € 2 ma je |z], >
—1 1 _ _ _ : _
Il= o7, <1=lz7 Y, =1= |z|, = 1. Haxne, Z; = {v € Q, : |z, = 1}.
CeTmMO ce mTa Cy 3aIpaBo KOPEHHW U3 jeINHAIIE.

Hedunumnuja 3.4.2. Heka je F nome. 3a ¢ € F xaxemo na je m-mu xopen u3 jedunuue
ako ("™ = 1. Kaxkemo 71a je { npumumusHu m-mu xoper u3 jedunuye ako jorr Baxku u (" # 1
za 0 <n<m.

XeHceJioBa JjieMa Jiaje caejiehe pe3yarar:

Teopema 3.4.1. 3a npocm 6poj p u m € N xoju Huje dewvus ca p nOCMoju NPUMUMUESHU
m-mu kopen us jedunuye y Q, axo u camo axo m | p— 1.
Taxobe, cxyn ceuz (p — 1)-ux xopena uz jedunuye “wunu yurauny nodepyny L.
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Jlokas. <: Tlpernocrasumo ma m | p — 1. Ako (™ = 1 onga n (P! = 1, ma nocmarpajmo
nosimHom F(X) = XP~1 — 1. Heka je a € Z C 7Z, takas ga 0 < a < p — 1. Ha ocHoBy maJe
PepmaoBe TeopeMe je OHJIa

Fla)=a ~1=0 (modp) u F'(a) = (p—Da"> = a”" (mod p),

Ila Ha OCHOBY XEHCeJIOBe JieMe 3HaMo Jia 3a cBako a € {1,...,p — 1} mocroju 1o pereme
Ca € Z, jemmaumue XP~1 — 1 = 0 rakso na (, = a (mod p). dakse wammm cmo p — 1 KopeHa
jenuanne y npcreny 7Z, C Q,. Ca apyre crpane, 3HaMO J1a je 6poj KOpeHa IOJIMHOMA y OHIIO
KOM II0J/by HajBUIIE jeJIHaK CTEelleHy IOJMHOMA, I1a 0Baj IOJMHOM MMa HajBHIle p — 1 KopeHa
y Qp, ma cy (1,C2,...,(p—1 YUPaBO CBU IbeHH KopeHu. Jlako ce BUAM Ja OHU YUHE IIOAIDPYILY
Z,, a Kako je KOHauHa IOJArPyla MyJITUIUIMKATHBHE IDyIe IUKIMYHA, CJIeIU J]a je rpyma
(p — 1)-ux KopeHna jepunuie mukarnaHa, pejga p — 1. Craeau u jna 3a ceako m | p — 1 mocroju
IPUMUTUBHU M-TH KOpeH u3 jegunute y Q,.

=: Hexa je m € N y3ajamso npoct ca p u Heka je ( € (Q, HeKM IPUMUTHBHHA M-TU KOPEH U3
jemunune, To ject ¢ = 1. Onpma je [¢[7" = [¢™|, = |1], = 1 ommocuo |(|, = 1 ma camum TuM
(€Z, Hexka je 0 < ag <p—1wu (= ag (mod p). Y nokazy apyror cMepa BHIEIA CMO [a
LOCTOjU jeuHcTBenu (p—1)-1u KopeH u3 jeaunutie C,, € Z, ca (4, = ag (mod p). [Tocmarpajmo
cama nomnom F(X) = X~ _ 1 Opaj nosunom ncmymasa yciose XeHcesiose jeMe 3a dg,
I1a UMa je/IMHCTBEHU KOPeH y Z, KOHI'DYyeHTaH ¢ 10 MOIy/Iy p. Amm

F(C) = (Cm)p—l -1=0= (Cp_l)m —-1= F(Cao) u C =ap = gao (mOd p)

Hakme mopa 6utn ( = (), na je ¢ Heku ox (p — 1)-MX KOpeHOBa jeJMHHIE, W AKO je OH
OpUMUTHBaH, oHga m | p — 1. O

Jomr jegna BakHa mpuMeHa XeHceJIOBe JieMe je y Hajaxkemy Ksajaparta y Q,. IIpso hemo
BHUJIETU KOj€ p—aJICKe jeIMHUIIE CY KBaJPATH.

Teopema 3.4.2. Hexa je p # 2 npocm u nexa je b jedunuya y Z,. Axo nocmoju a maxo da
a® = b (mod p) onda je b keadpam y Z,,.

Joxas. Tlocmarpajmo nomuaom F(X) = X? — b. Mmamo na je F(a) =0 (mod p) u F'(a) =
2a # 0 (mod p) (jep 3bor p # 2 u b € Z; nmamo b Z 0 (mod p) na u a # 0 (mod p)). ITo
XeHcen0B0j JIeMu CJIen Ja IocToju o € Z, tako 1a je F(a) = 0. ]

[pumernvo s1a ce ceako = € Q, Moxe 3armcatu y ob/mky = = p»@a’ re je 2/ p-ancka
jemuuunia. Ocraje jorn jga BUIUMO TIITa ce JerraBa 3a p = 2. MopaMo Jja HCKOPUCTHMO jady
Bepaujy XeHcesoBe Jieme, ¢ 003upoM na je F'(a) = 2« o je yBeK Je/bHBO ca 2.

Teopema 3.4.3. Bpoj b € Z5 je keadpam y Z; axo u camo axo je b =1 (mod 8).

2

Jlokas. <=: Heka F(X) = X? — b u neka je b= 1 (mod 8). Taza, 3a a; = 1 Baxku F(a)
0 (mod 8), ma |F(aj)ls < 273 Takobe, F'(ay) = 2a; = 2 na |[F'(a)]3 = |4y = 2
Jaxkiie, ycioBu 3a ynoTpedy jatue Bep3uje XeHCeJIOBe JieMe CYy HUCIYHeHH, 11a IOCTOjU (v TaKO
na F(a) = 0.

=: Ako je b = a?, onja je u a jemununa y Zso. To snauu ja je a = 1+ 2z (jep a =1 mod 2)
nab=1+4r+42> =1+4x(r+1) =1 (mod 8). O
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Teopema 3.4.4. Hexa je p npocm. Eaemenm x € Q, je xeadpam axo u camo axo modice
bumu 3anucan y obauxy v = p*y? 2de je y € Ly

Joxas. Jacuo je ma je 6poj p*™y* ksagpar y Q,. Ca apyre cTpane, ako je T KBajpaT, HOCTOjH
z tako ga x = z2. CraBumo z = p"y, y € Z,.Ounna je v = p? My ]

3.5 JlokaJsHO-T/iI00aJ HU TTPUHITATT

[Ipumemyjyhn XencesoBy jeMy 0OOMYHO HUje TENTKO BUAETH Ja JIM HEKU MTOJMHOM NMa KOpeHe
Y Zy,. Comano je Tauno u 3a R rie y 3aBucHOCTH 0J1 3HaKa, II0JIMTHOMA 33KJby1yjeMO O IerOBUM
KOpEeHUMa.

A, mra ako xeaumo KopeHose Koju cy u3 Q7 Jlako je BumeTH, Ja ako IOCTOjH KOPEH
m3 Q onma nocroju u y cBakoMm Q,, p < oo. [Hakxie, ca curypromhy MoXKeMO Ja TBPAUMO
Jla paImoHaHU KOPEeH He IMOCTOjH YKOJUKO IMOCTOJH HEKO p < 00 TaKO Jia HeMa p-aJICKUX
KOPEHOBA.

JlakJjte, OHO IITO TBP/IUMO je Jia aKO MOCTOjU IJIODATHU KOPEH, MOCTOjU U JIOKAJIHU KOPEH
3a cBako @, p < oo. Ilusb oBOr HOTJIaB/bA je Ja BUIUMO J1a JIX HEKaJl MOXKEMO J1a 3aKJbyIIMO
0OpHYTO, TO jecT, aKO IIOCTOj1 JIOKAJIHI KOpeH 3a cBako (9, Ta /i, 1 Kaja To 3HAYH J[a I0CTOj1
riobaaHn KopeH (To ject koper y Q).

HazkastocT, mocroje MHOIM ciIydajeBu y KOjuma OBO HHje TadHo. To mokasyje ciejehn
jeHocTaBaH puMep.

IIpumep 6. Jeanaumna
(X2 —2)(X2—17)(X*-34) =0

uMa KopeH 3a cse Q,, p < 00, a Hema Kopen y Q.

Jla mema xkopene y Q je ounrieano, kao u ja ux uma y R. 3a p = 2, umamo ga je 17 =1+8-2
1a nocToju mweros Koper y Q. 3a p = 17, 2 = 62 (mod 17) je KBajpaTHU OCTATAK 10 MOJLYJTY
p. Kona4uno, ako je p HEKH Jpyru mpoct 6poj, u 2 u 17 HUCY KBaJpaTHU OCTAIU MOJLYJIO P,
ouza 34 = 17 - 2 jecre.

Nnax, oBoMm TeMOM ce He OucMo OaBUJIM Jia He IIOCTOje IPUMepH Ka/la JOKaJHO-TJI00aIHN
MIPUHITATT YCIIEBA.

Teopema 3.5.1 (Xace-Mumnkoscku). Hexa je
F(X1,X,,...,X,) € QXy, Xo, ..., X,)]
TOMOEHU NOAUHOM OpPY202 CMENENE NO N NPOMEHSUCUT. Jednaruuma
F(X1,X0,...,X,)=0

uma nempusujanro pewere y Q axo u camo axo uma nempusujarrno pewerse y ceaxom Qy,
p < o0.
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4 ApurmMmerndke omnepalmje ca p-aJcKuM OpojeBuMa

Y oBoMm moryiaB/by BujeheMo Kako padyHaTH y I0JbY p-aJcKuX OpojeBa. Kao 1mospe Koje KoM-
wierupa Q, y memy cy geduHncane oneparyje cabuparma 1 MHOXKemba. Jla 6ucMo TeXHIIKI TO
ypaauian, p-ajicke OpojeBe heMo 3ammcuBaTi IpeKo crereHnx peaoBa. Cabupame 1 MHOKEHE
(GYHKIIMOHWIITY UCTO Kao W KOJI PEAJTHHX OpojeBa, ca THM IITO IPEHOIIemhe (DYHIIKHOHUIIE C
JIeBa Ha JiecHo. Kpo3 HEeKOJIMKO Hape HuX IpuMepa BujeheMo Kako TO paJiMoO y IPAKCH.

ITpumep 7. Y oBOoM mpuMepy BHIUMO KaKO ce MHOXKK u oxy3uma y Q7.

3 x 72 4+ 6 x 7V 4+ 1 x 70 4+...
+ 5 x 72 4+ 0 x 7' 4+ 4 x 0 4...
1 x 72 + 0 x 71 + 6 x 7 +
2 x 7V 4+ 0 x ™ 4+ 3 x 78 4.
— 4 x 7TV 4+ 6 x 7 4+ 5 x TV 4.
5 x 7V + 0 x 7 4+ 4 x 7V 4.
3 x T 4+ 6 x ™ 4+ 2 x T 4.
X 4 x ™ 4+ 5 x 704+ 1 x T 4.
5 x 7% + 4 x TV 4+ 4 x T 4+ -
1 x 7+ 4 x 7 +-.
3 x T 4.
5 x T + 5 x TV 4+ 4 x T 4+ -

IIpumep 8. Bugenn cmo na 6poj v/a rie a € N nocroju y Q, ako je a KBaJpaTHI OCTaTaK
Moo p, 3a memapai p. Haljumo omma v6 v Q. Tpeba mam mus co, ¢1, Ca, ..., 0 < ¢ < 4
TaKaB J1a

(co+cr xb+cgxb52+---)2=1+1xb5.

VYuopehusamenm koedurmjenara uctpen 5° Buganmo ga tpeba ¢g = 1 (mod 5) ma ¢ = 1
win 4. Yamumo ¢y = 1. Onga ynopebyjemo koedbunujente ucnpen 5 u gobujamo 2¢; X 5 =
1 x 5 (mod 5%) ommocuo 2¢; = 1 (mod 5) omakie ¢; = 3. HacrasmameM oBor mporeca
JIoOMjaMoO CBe ocTasie ¢ KOjH Cy CBHU jeJMHCTBEHO OJpeheHu NMpEeTXOMHUM UJIaHOBUMA HU3A.
Y oBoMm ciydajy je ¢ = 0, ¢3 = 4,... Aum, mrra O ce TPOMEHUJIO Jia CMO y3enin ¢y = 47
SampaBo ce JemraBa ucto mro u y R, 3a cBaku Opoj mocToje jBe BPETHOCTH KOje JTUTHYTE
Ha KBaJIpar jajy Taj 6poj, u oBuM GHCMO JOOWIM JIPYTY OJ TUX BpeJHOCTH (Koja je jejHaka
HEraTUBHO] BPETHOCTH IPBE BPETHOCTH).

ITpumep 9. Hahumo cajsia neke BpemHOCTH p-aJIcKux Opojena:
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(1) —1 y @p

—1=0-1=(0xp’+0xp' +...)—(Ixp’+0xp'+...) = (p—1) xp°+(p—1)xp' +...

rJe ce moHaBsba nudpa p — 1 10 6eCKOHATHOCTH.

(i) —5 v O

Heka a = 5 ousia 6cv = —1, 11a 3aMEHOM (v FbeT'OBUM CTEIIEHUM PeJIOM Tpeda J1a

X T coxTHerx T +exT?+...)=6xT+6xT" +6xT7T*+....

Cayta mako HasmasznMo jaje o = 1 x 704+ 1 x 71 +1 x 724+ ... rre ce jeuHATIA TOHABILA,
0 OECKOHAYHOCTH.

1
(iii) Tooo ¥ Qs:

Heka a = ouja 1000 = 1, ma 3aMeHOM (v FbeI'OBUM CTEIIeHIM PeJIoM Tpeda J1a

1000’
(Bx 53+ 1x5N(cig x5+ axb2+c x5 +...)=1x5"

Cayta ynopehusamemo koedburmjenaTa y3 50 mobujamo c_3 = 2, ynopehusamem Koe-
dbunmjenara y3 5! nobujamo 1+ 3c_o + c_3 = 0 (mod 5) omakie je c_y = 4, cBe 0K
He gobujemo o = 2 x 53 + 4 x 524+ 1 x5 4+ ... auudpe 4 u 1 ce nonasmbajy 10
OECKOHAYHOCTH.

ITpumep 10. Cana hemo ncnmrarn KapauHaianocT Zj,. Koncrpyucahemo dynkmujy f : Z, —
0, 1] koja je na. Jedbunumenmo f Ha crepehn Haunu

¢ c c

fleoteptep’+...)=—+—+—=+....

p D p
Osga dyukiuja noralja cse 6pojese u3 [0, 1] jep 3ampaBo o p-aJIcKor 1esor J001jaMo peaiHu
6poj y [0,1] y ocroBu p, ma 6pojesa y Z, uma HenpeOPOjHBO MHOIO, jep peasHux GpojeBa y
0, 1] mma Henmpe6GpOjuBO MHOTO.
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5 IIpumena p-ajackux 6GpojeBa

Y oBoMm moryiaBby OGaBuhemo ce KBaJpaTHEM ¢opmaMa. V3BeauMo IPBO jeJIHY OCJIETUILY
Teopeme Xace-MMUHKOBCKOT.

Teopema 5.1. Hexa je
F(X1,Xs,...,X,) € QXy, Xo, ..., X,
TOMOZEHU NOAUHOM OpY202 CMENEHA NO N NPOMEHDSUBUT. JedHawura
F(X1,Xs,...,X,) =a,

ede a € Q uma pewere y Q axo u camo axo uma nempusujasno peweroe y cearom Q,,
p < 00.

N cnenehy Teopemy maBojmmMo 6e3 g0Ka3a:

Teopema 5.2 (/[dasennopr-Kacenc). Hexa je F(Xq,...,X,) xeadpammua gopma ca ueaum
koedpuyujenmuma. IIpemnocmasumo da 6axicu:

3a ceako (x1,...,x,) € Q" nocmoju (yi,...,Yn) € Z"™ maxo da F(xy —y1,. .., Tn — Yp) < 1.
Axo, san € Z, F(X1,...,X,) =n uma pewerve y Q, uma pewere u y Z.

Heka cy a, b, c € Q u mocmaTpajMo jeIHaqamHy
aX®+bY? +cZ% = 0.

Xohemo ja KopucTuMo Teopemy Xace-MUHKOBCKOI Jia OMCMO BHJIE/IN KaJjla OHA MMa HEeTpPH-
BHjaJIHa PAIMOHAJIHA pelierba. BUAuMO 1a MOXKEMO IIPETIOCTABATH Ja HUjelaH o1 a, b, ¢ auje
Hysa (y CympoTHOM WMMa pelewme Kaja cy jse npovensbuse 0 a rtpeha menysa). Moxkemo
IPETIIOCTABUTH U Ja a, b, ¢ € Z, nHade MOXKeMO IIOMHOXKITH UMEHHOIUMa pasjoMaka. Jlasbe,
mozkemo y3eru (a,b,c) = 1, y cynporHOM cKpaTuMmo 3ajeqauuke dakrope. ITokazxkumo ja
MOYKEMO y3eTu GecKBaJpaTHe a,b, ¢, U 1a MOKeMO OTHNM KOpak Jajbe U IPETIOCTABUTH I
Cy Yy IMapoBUMa y3ajaMHO TPOCTH.

Ako a = a/n? onjga ce nama jeanaunna Tpancdopmuiie y @' (nX)? + bY? + cZ% = 0 na axo
OHA MMa pelllerhe, UMa I'a U II0JIa3Ha, 1 OOPHYTO.

Axo (a,b) = k,, ciequ na je k 6eckBajparuu u (k,c) = 1. CraBumo a = a’k u b = V'k. Onma
ce jennaunna Tpancdopmumie y a’kX? + V'kY? + ¢Z?, na sugumo na k | ¢Z?, onakne k | Z2,
na k | Z (jep k nuje nespus kBagparom ocum 1). Crapumo Z = kZ' na ce jeHauMHA TPAHC-
dbopyvmme v a' X2 +0'Y? 4+ ckZ". Cneqm 1a MoyKeMo TIPETIOCTaBHUTH /1 CY a, b, ¢ y TTapoBUMa
y3ajamMuo npoctu. 2KeguMo penremna

aX?+bY?+ 7% =0.

rje cy a,b, c € Z y napoBuma 1pocTu, U HUCY Jie/buBu KBajiparom ocuM 1. [To reopemu Xace-
MunKoBCKOT, JOBOJBHO je Jla BUIAMMO ITa ce Jemasa y Q, 3a p < 0o. Ako je p = 0o, nocroju
HETPUBUjATHO PEIerhe aKo U caMO aKO HUCY CBH @, b, ¢ MCTOT 3HaKA.

Heka je cajsa p npoct Opoju Koju He jeu HujemaH o Opojesa a, b, c. IIpoyunmo perierma
MOJLYJIO P.
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Teopema 5.3. Hexa je p nenaparn npocm 6poj, u nexa cy a,b,c € Z y naposuma y3ajammo
npocmu yeau bpojesu koju nucy dewusu ca p. Onda nocmoje xo, Yo, 20 € Ly KOJU HUCY CEU
denpusu ca p maxeu da

axy + bys + ¢z = 0 (mod p).

Jlokas. Kaxo x,y, z nposnaze kpo3 0,...,p — 1 umamo p® pasmuuurux tpojku (z,y, 2). ITo-
KyIIajMo Jia IpeOpojuMO OHE Koje Cy Pelenha

aX?4+bY? 4+ ¢cZ% =0 (mod p).
[Tpumernumo j1a je oHjia

(az? + by? + e22)p = 1 (mod p) (z,y,z) Huje permeme
0 (mod p) (z,y,z) peieme

Jlakne, ako je N yKyran 6poj TPOjKH KOje HUCY pelllerhe, OHJIa
N = Z (az® + by + cz*)P~! (mod p).
(z.y,2)
PacunucuBamem n3pasa ca jiecHe cTpane Jo0uja ce cyMa m3pasa 0bJIMKa
Z az?iy? 22k
(,9,2)

e a € Zui+j+k = p—1. Jokazahemo ja je cBaka oj1 opux cyma 0 o moyiy p. [Ipumernnmo
1l je HeKu og 1, J, k Mamu o p — 1 (ako cy cBu 6ap p— 1 onna 20425+ 2k > 3(p—1)). Heka
To Baxku 3a 1. OHIa HAITY CyMy MOXKEMO Jia IIPENUIIeMO Kao

Z (aijzzk Zx21> '
(y,2) z

Mebhyrnm, ZZ;E 2™ =0 (mod p), na je u nama cyma 0 mozyso p, mro gaje N =0 (mod p),
na je u 6poj TPOjKH Koje jecy pelerbe Jebus ca p (jep nma p> tpojku). MehyTum, snamo 1a
je pojka (0,0, 0) pereme. Kombunujyhu jiBe nociesme qumbeHnIie o0ujaMo Jia moCToju joII
Oap jeJHO peremne. O

N3 oBe Teopeme Jrako n3BoauMO cJiejiehe:

IMocaenuna 5.3.1. Axo je p nenapan npocm 6poj xoju ne deau abe, onda jednayvuna
F(X,Y,Z)=aX?+bY*+cZ*=0

uma nempusujanrio peweroe y Q.
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Jlokas. Bumenn cmo @ octoju Tpojka (o, Yo, 20), TJe HUCY CBU Zg, Yo, 2o JI€/BUBHU Ca D TAKBA
na je F(xg,90,20) = 0 (mod p). [Ipernocrasumo na p t a, u crasumo G(X) = aX?+by2 +cz3.
Ounga je G(xg) = 0 (mod p) u G'(xg) = 2x¢ Z 0 (mod p) ma npumenom XeHceIOBE JieMe Ha
G(X), mocroju x tako 1a je G(z) = 0. Taga je (z,yo, 20) HETPUBUJATHO PeIlEEbE jeTHATINHE
F(X,Y,Z) = 0. O
Ocraje mam jomr ciydaj p = 2 u p | abe.
Teopema 5.4. Heka cy a,b, c ceu nenapru. Tada jednayvuna
aX?+bY?+cZ=0
uma nempusujasro peweroe y Qo axo u camo axo je 36up nexa dea 0d a,b,c demus ca 4.

/loxas. Ako nocroju permerse (x,y, z) € Qa, MozkeMo npernocTaBuTi 1a max{|z|s, |yl2, |2]2} =
1 (Ao mMamMoO TPOjKY KOja je pellere, IOMHOKIMO OJIroBapajyhinM cremeHoMm JBOjKe j1a J10-
6ujemo oBakBO perere). Kako cy cBu a,b, ¢ HemapHu, pasMaTpambeM MOJYJIO 2, BUJIUMO Ja
Cy TavdHO JBa O]l T, Yy, 2 2—aJICKe JeJMHUIle, a jeJiaH je jebuB ca 2. [IpermocraBumo ja cy vy, 2
jemuuure. To 3Ha4n na cy mwuxoBu KBajapatu 1 momysio 4, a kBajgpar x je 0 mosysio 4. Cremn
a je

b+ c=0 (mod 4).

Heka cana 4 | b+c. Ako b+c = 0 (mod 8), onya je, 3a w9 = 0,49 = 1,20 = 1, 23 +by2 +cz2 =
0 (mod 8), a ako b+ ¢ = 4 (mod 8), ouga je, 3a xg = 2,90 = 1,20 = 1, 23 + byd + c22 =
0 (mod 8). Cakako MMaMoO yCJIOBe 3a jady XeHCeJIOBY JIeMy YHjoOM HIPUMEHOM J00HjaMo Jia
nara jeaHadnHa uMa pememne y Q.

O

Teopema 5.5. Hexa je jedan 00 a,b, c napan. Tada jednavuna
aX?+bY? +cZ% =0

uma Hempuesujasro pewerve y Qo axo u camo axo je 36up nexa dsa 0d a,b, c denus ca 8, uru
36up cea mpu denus ca 8.

C 063upoM Jia ce JI0Ka3 U3BOJM FOTOBO aHAJIOIHO Kao J0Ka3 MPETXOJIHe TeopeMe, OBJIe T'a
IIpecKavdeMo.

Teopema 5.6. Hexa je p nenapar npocm 6poj xoju deau a. Tada jednavuma
aX?+bY*+cZ* =0
uma nempusujaaro pewerve y Q, axo u camo axo je —b/c xweadpammuu ocmamar Modyao p.

Jloxas. TlpermocraBumo Jia jejHadnHa MMa pemieme (z,y, z). MoxkeMo Jia mpeTnocTaBuMo
na max{|y|,, |2[,} = 1 (y cynpoTHOM mHOEIMMO MM MOMHOXKHMO ca oirosapajyhum pF).
Kako p | a, cienn 1a je by? + cz* = 0 (mod p), na caemu 1a |yl, = |z|, = 1. Ouga nperxommy
KOHIDYEHIUjy MozKeMo 3armcaTu Kao b+ (z/y)%c = 0 (mod p) na je —b/c KBaJpaTHU OCTATAK.
Ako je —b/c KBajipaTHH ocTaTak MOJYJO p, cTaBuMo —b/c = r? (mod p), u ysmMumo yy =
1,20 = r,zo = 1 Tama je axd + byg + cz2 = 0 (mod p). Kaxo je jom yo # 0 umamo ycyiose 3a
XeHcesoBy JieMy, 9MjoM IPUMEHOM JI0OHjaMo Jia Jarta jeiHadnna nMa pererse y Q. O
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JlakJe, mporuin cMo cBe ciydajeBe mpoctux Opojesa p. CrajameM MOCTIEIIBIX HEKOJIUKO
Teopema y jesiny, gobujamo ciejsiehe TBphemse.

Teopema 5.7. Hexa cy a, b, c y naposuma yaajamno npocmu beckeadpamui ueiu bpojesu.
Jednavuna
aX?+bY? +cZ% =0

uma Hempusujarna pewera y Q axo u camo axo cy 3adosomernu caedehu ycrosu:

(1) a,b,c nucy céu ucmoz snaka;

(ii) 3a ceaxu nenapar npocm 6poj xoju deau a, nocmojur € Z maxas da b+r*c = 0 (mod p),
U CAUNHO 3G HenapHe npocme kKoju deae b, ¢;

(111) axo cy a,b,c céu nenaphu, 36up Heka deéa 00 wux je denus ca 4;

(iv) axo je a napan, onda je nexu 00 b+ c,a+ b+ ¢ dewus ca 8, u cauwno axo je Hexu 0d
dpyea 0ea napan.

Caza mocmarpamo Opojese Koju cy 36up nBa kBajpata u3 (Q,. OBe 6pojese mocMaTpamo
upBo y Z,, a Ha Kpajy IPUMEHOM IIPETXOJIHE TeopeMe TpaxKuMo Takse Opojese ny N.

Teopema 5.8. 3ap =1 (mod 4), ceaxo t € Z, ce modxnce sanucamu xao 36up dsa keadpama

us Q.

Jlokxas. 3namo na je —1 KBaJpaTHU OCTAaTaK IO MOJIYJY p, Ila XeHCeJoBa JieMa KaxKe JIa
nocroju s € Q, rakso ma je s + 1 = 0. Ouga je

I+t +(s(t—1) =142t +1° — (£ =2t + 1) = 4¢,

() (45
1+t  s(1—1t)

u OpojeBn 5 1 5 cy y Q, jep p # 2. ]

mna je

Teopema 5.9. 3a p =3 (mod 4), 6poj t € Z, je 36up déa xeadpama usz Q, axo u camo axo
2 | vp().

oxa3. Hammmmmo ¢ = pvt/ cat € Z* nv > 0. JJokazknmo Ja je Moryhe t' manmmcaru Kao
D J
36I/Ip JABa KBaJpaTa. HOCManajMO CKYIIOBE

A={y? (modp):0<y<p—1}, B={'—2*> (modp):0<z<p—1}.

Bnamo na je |A| = |B| = (p+1)/2 (jep je y* = (p—y)? (mod p)) na xaxo |A|+|B| =p+1 >
p=1{0,1,...,p—1}| onma nocroje nexu g, yo € {0,1,...,p—1} Taxsu na y3 = t'—z3 (mod p)

na je t’ = 23+ y2 (mod p) u Gap jemaun o T, yo Huje 0 O MOJYITY p, HEKa je TO 6e3 yMarbera
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ommmroct Tg. dedunnmumo onga F(X) = X2 + (y2 — ). Kako je F(zy) = 0 (mod p) u
F'(zg) = 2z9 # 0 (mod p) mo Xencesosoj Jjiemu mnocroju x € 7Z, takso aa je F(zg) = 0,
ofHocHO 22 + Y3 = 1.

Axo je v mapno, To ject v = 2k, ouga t = p*t’ = p?* (22 +4?) = (pFx)? + (pty)*.

Axko je v HenmapHo, mpeTnocTaBuMo Ja noctoje r,y € Q, Taksu ma je t = x? 4+ y2. [lomro je
v HemapHo, HUjelaH oJ x,y He Moxke 6utu 0 (jep 6u onja no Teopemu 3.4.3. v 6uo mapan).
Takobe, mopa 6urn v,(x) = v,(y) (jep 6u y cympornom 6mio v,(t) = max{2v,(x),2v,(y)}
urro je mapuo). Crasumo x = p"z uy = p"w e n > 0 u z,w € Z). Onja

t = ZE2 +y2 :p2n(z2 +w2)

ITomo je v,(t) menapuo, 2° +w? ¢ ZX ma z* +w? = 0 (mod p). Cremn (z/w)? = —1 (mod p).
pyrum peunma, —1 je KBajpaTHU OCTATAK MOJYJIO P, &Iu TO je MOryhie ako m camo ako
p =1 (mod 4), KOHTpaUKIH]a. ]

Teopema 5.10. Henyaa 2—adcku yeo bpoj t = 2t ca t' € 75 je 36up dea xeadpama uz Qo
ako u camo axo t' =1 (mod 4).

Jloxas. Ako je t' =1 (mod 4), ouna je wim ¢’ =1 (mod 8) wm ' =5 (mod 8).

Ako t' =1 (mod 8), onyia je no Teopemu 3.4.4. t' = 5% = s + 02 3a nexo s € Q.

Axko t' = 5 (mod 8), onya je (#'/5) = 1 (mod 8) na no Teopemu 3.4.4. t'/5 = 5%, onna
t' = 5s? = 52 + (25)2

Axo je t' = 3 (mod 4), npermocraBumo n1a je t 36up nBa kBajgpara y Q. ITormro je 1/2 =
(1/2)? + (1/2)? 36up ma kBagpara y Q, ¢ = t(1/2)" je Takohe 36up 1Ba KBajpara y Q.
(jep ce mpomsBoj aBa Gpoja Koja ce MOTY HAIMCATH Kao 30Up JiBa KBaJpaTa Takohe Moike
HanmcaTn Kao 36up asa ksajpara). Crasumo ' = 22+ y?. Ako cy T u y 2—aJicKu 1em, onjia
t' = 22 +y* (mod 4). Ksagparnu ocramu momyso 4 cy 0 u 1, na je 36up jgBa KBaJpaTa MOJLYJIO
4 win 0 w1 witm 2, asm cmo npernocrasuim ja je t = 3 (mod 4), kourpaukimja. Coemn 1a
HeKW ol T U y Huje y Zy, Ha npumep z. Onna |22y = [z]3 > 1 = |t/|s na je |y?r = |t/ — 2?]s =
|22 > 1 mo ynrpamerpuukoj mejemnakoctu. Crapumo |z]y = 27, onakie u |yls = 2". Heka
jeomma x = z/2" mwy = w/2" e z,w € Z;. Umamo 2% + w? = 4"’ = 0 (mod 4). Amm
TOMITO ¢y 2, w 2—ayjicke jegunure uMamo 22, w? = 1 (mod 4) mrro suaun 22 +w? = 2 (mod 4),
KOHTPaIUKIIN]a. O]

[Ipehumo cajsta Ha npupoiHe 6pojese:

Teopema 5.11. Bpojn € N je 36up dea xeadpama u3 Z axo u camo axo je 3a C8aKU NPOCM,
6poj p | n, 3a xoju je p =3 (mod 4), 6poj v,(n) napan.

/loxas. Ako 6poj m MOKeMO IpeJicTaBUTH Kao 30up jaBa kBagpara y Q, u R, onzna je no Teo-
pemu 5.1. n 36up a8a kBagparta y Q. Cama y Hasennopr-KacecoBoj Teopemn, 3a KBaapaTHy
bopmy F (X, Xy) = X? + X7 Baxu xunoresa (jep 3a garo (r1,z2) nocroje nen (y;,y2) 3a
Koje |x1 — 1| < 1/2 m oo — yo| < 1/2, ma F(xy — y1,22 — y2) < 1/2), na je n 36up j1sa
kBajipaTa v Z. CByJa 3alpaBo BaXKu U JAPYTHA CMep, OJIHOCHO akKo je Opoj 30up JiBa KBajpara
u3 Z onja je n 36up JBa kBajapata y Q, u R.
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Kombunyjyhu mperxojine Tpu Teopeme, BHIUMO Jia Cy OpPOjeBH OIUCAHU TEOPEMOM TaIHO
OpojeBu Koju ce MOry IPeJICTaBUTH Kao 30Mp KBajpaTa y cBakoM (Q,, 1ok Ham ycios 3a R
naje n > 0. (]

Cmaro hemo mpuctynuTn u mpobseMy 30upa Tpu KBaJjpaTa. Bupenn cMo Ja je cBakn
6poj ¥ Z, ca p =1 (mod 4) 36up asa kBagpara u3 Q,, a caMum THM 1 30Up TPU KBaJIpaTa.

Teopema 5.12. 3a npocm p = 3 (mod 4), ceako t € Z, je 36up mpu xeadpama uz Q,.

Joxas. Hexat = p’t' tie v,(t') = 0. Ilo Teopemu 5.9. ako 2 | v omza je t 36up aBa KBapara.
Axo je v HenapHo, oHzia je 6ap 1, ciaeqm ga p | t. Husb je ga ocrBapumo yeose 3a XeHCeTOBY
JileMy, 3aTo je norpebHO ja HalleMo jejny TpojKy (Zo, Yo, 20) TAKBY Ja je x5 + Yo + 250 — t =
0 (mod p), a onga npumennmo Xencenosy Jjemy Ha FI(X) = X2 + 42 + 22 — t. Coryzkumo ce
HCTHM TPUKOM Kao Kaja cMo y Teopemu 5.9. jjokazanm jia v Mopa 6uru napao. Pukcupamo
xo = 1 u nocmMaTpamo CKyIoBe

A:{y2 (mod p): 0 <y <p-—1}, B:{—l—z2 (mod p):0< z<p-—1}.

Baxu na je |A| = |B| = (p+ 1)/2 na nocroje 4y, 2o Taxo na je yg = —1 — 22 (mod p), na je
F(1) = F(zg) =23 +y5 + 22 —t =0 (mod p) u F'(1) = 2 # 0 (mod p) na no Xencejiosoj
JIEMH TIOCTOjU & Tako ja je F(x) = 0, omakse je t 30up Tpu KBajpara. ]

Teopema 5.13. Bpojt € Zy je 36up mpu keadpama us Qq axo u camo axo —t nuje xeadpam

y Q.

Jlokas. Axo je —t xBagpar y Qy, onma je —t = 22%¢ rae t' = 1 (mod 8). Axo 6m 6mi0
t=a*+y?+ 22 onma je u —t' = (x/2%)% + (y/2%)* + (2/2%)?. Taxobe, 6pojesu z,y, 2 Mopajy
6utn 2-ajcku 1esn (ako Ha npuMep T & Zo, oHjla je umenusian z2 6ap 4, na y?, 2% ne mory n1a
ckpate Taj umenmiai). Mehyrum, kBaaparau ocramnu moyo 8 cy 0, 1,4, ma 36up 3 KBagpara
naje cee Moryhe ocrarke Mosyno 8, ocum 7, amu —t' = 7 (mod 8), kourpaaukimja. Heka cana
—t muje xkBagpar y Qy. Bumenu cmo ga ako je t 30up 3 KBajparta, OHJIA je TO U t/4’“, mna
MOXKEeMO TiperiocTaBuT Ja vo(t) € {0,1}. OBae npunpemMamMo ycioBe Jia UCKOPUCTHMO jady
Xencenosy Jsiemy Ha nojmuaoM F(X) = X? + y2 + 22 — t, 3a noroano uzabpame 4, z9. Kako ¢
Jaje HeKU oJ1 octataka 1,2,3,5,6 Momaysio 8, Koju pejioM oiroBapajy 30upoBuMa 3 KBajpara
0+0+1,0+14+1,1+1+1,4+1+0,4+ 1+ 1, y3amumo 3a jgaro t u3 ojaronapajyher
36upa OHO T( 3a Koje je vy(zg) = 0, a mpyra nBa 0beIeKUMO ca Yo, 2. OBako je |F(xg)|s =
|22 +y2 + 22—t < 273 u |F'(20)|3 = 4232 = 272, na upumenom Xencesose Jieme 0CTOjU
x 3a koje F'(x) = 0. O

Teopema 5.14. Bpojn € N ce wmooice 3anucamu xao 36up mpu keadpama ako U camo aKo
n # 4*(8k + 7) sa nexe a, k € N.

/loxas. Ilpumennmo nppo Teopemy 5.1. jga OGucMmo Bujie/In Jia je JJOBOJBHO Jia pa3MaTpaMo
n y nopuMa Q, n R. Bunenn cmo na je n 36up 3 kBagpara y Q, 3a cBe Henapre p, a'y Qg
axo —n mmje xkBaapaT y Qp. Am, —n je kBagpar y Qo axo u camo ako je n = 22°(8¢ — 1),
mTo je TadHo yciaoB u3 teopeme. Caja, ciayzkehu ce CIMYHUM apryMeHTOM Kao y CJIydajy
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30Mpa JBa KBaJpaTa MoxkeMo npumenuTu u Jlasennopr-KaceicoBy Teopemy Ha KBaJpaTHy
bopmy F (X1, Xo, X3) = X7 + X2 + X2 (3a maro (x1,2,73), ysMumo (Y1, Y2, y3) TAko Ja
lz; — yi| < 1/2, omakie F(x1 — y1, o — Yo, x3 — y3) < 3/4), na kako umamo periewme y Q,
UMAaMO DeIIerhe U Y Z. O]

Iocneanna 5.14.1. Cesaxu npupodan 6poj je 36up 4 xeadpama u3 7.

Jlokas. Ako je n # 4%(8k — 1), onga je n 36up 3 kBajpara, ma camuM TuM u 4. Ako
n = 48k — 1), ouga je n = 4% - (8k — 2) + (2%)? a 6poj 4*(8k — 2) je 36up 3 KBagpara MO
IIPETXOJIHO] TEOPEMH. 0

IMocneauna 5.14.2. Csaxu npupodan 6poj je 36up 3 mpoyzaora 6poja.

/loxas. Heka je n mosutuBaH 11eo 06poj. IIpumenom Teopeme Ha 8n + 3, mocroje xq, To, T3
TaKBU JIa je
o]+ 73 + 23 = 8n + 3.

[To momyny 4 cnean jia cy cBU X1, To, T3 HENApHH, HeKa x; = 2m; + 1. [laxie,

3

sz%<Z<2mz~+1>2—3>:%<8n+3_3>:n.

=1 =1

Hagemumo caja npumep rie xunoresa /laBermnopr-KaceicoBe TeopemMe He BaxKu.

IIpumep 11. Pasmorpumo jemnaunny 2 + 11y? = 3. Ona ouuriegno Hema peemna y Z,
1 uMa pememe y R. Axo je p # 2,11, kourpyennuja 22 = 3 — 11y? (mod p) uma pererse
(Koje ce HaJIA3M CIAMIHO Kao y jokazy Teopeme 5.9.), a oHjia IpuMeHOM XeHCeJIOBe JieMe U
OJIA3HA jeHATHHA UMa pellee ¥ Z,. 3a p = 2, uMamo 1a je 3/11 = 1 (mod 8) xBagparHu
ocTaTak MOJyJIo 2 Ia MoykeMo Ja pemmmo 11y% = 3y Zy. Ba p = 11, mmamo 52 = 3 (mod 11),
Ha MozKeMo pemuTs o2 = 3y Zq;.

3a Kpaj, baBuhemo ce kBajipaTHUM dopmama peja dap 5. 3HaAMO U3 HYMEpUUKe aHaJIM-
3e Jla CBaKy KBaJIpaTHY (DOPMYy MOXKEMO CBECTH Ha JIMjarOHAJM30BaHY O] €KBHUBAJIEHTHY
KBajipaTHy (bOpMY, TO jecT OHy KOJ| KOje Cy HeHyJsla KOepUIUjeHTH caMo y3 diaHose X 2.

Teopema 5.15. Hexa je F(X1, Xo, ..., X,,) weadpamna dopma y Z, can > 5. Tada nocmoju
(1, 22,...,2,) € Q,p, 2de je bap jedan x; # 0, maxo da je F(x1,xq,...,12,) = 0.

Jlokas. Bujiem cMo Jla MOzKeMo TpeTrocTaBuTu Ja je F' = ay X2 + -+ + a, X?2. Bamenama
X, — p*X; moxemo m3Byhm cBe daxTope p m3 6poja a;, ocuM Hajsume jexHor. Takobe,
MOKEMO TIpeTriocTaBuTu ja 6ap 3 mehy a; Huje je/buBo ca p (y CynpoTHOM HOMHOYKHMO IEJTY
jeJTHaYIMHY ca p U ypaJuMO IMOHOBO OHO IITO CMO ypaJuin Ha noderky). OHma pesynrar 3a
p # 2 cnequn o Ilociaeauiiu 5.3.1.. Heka je cama p = 2. OHga je T0BO/BHO Pa3MOTPUTH
caeqeha JiBa ciydaja, Yy €Bakoj JIPyroj KBajpaTHO] (opMu, MPBO yPaJIUMO OHO IITO CMO
yPaIuIi Ha TIOYETKY, & 3aTUM cTaBuMoO ojaroapajyhe X; = 0.



p-adcku bpojesu 33

1. Ako F = a1 X? + ax X3 + a3X32 + 2a4X 72, T7ie cy a; HemapHu, UMaMo Ja ce F anyampa
no mouyiy 8 3a (1, %2, x3,x4) = (1,1,2,1). [Hocmarpajmo onma F' Kao mosmHOM 110
X1, samenuBum X; = z; 3a i > 1, omga je F'(r1) = 227 # 0 (mod 4), nma no jauoj
XeHcestoBoj Jiemu ocToju & Tako na F(z) = 0.

2. Ako F = a1 X} + ax X3 + a3X§ + as X3 + a5X52, re cy a; HemapHu, umMamo ja ce F
aHyIupa no Moaymny 8 3a (xq, o, o3, 24, 25) = (1,1,1,1,2). Ilocmarpajmo onga F' kao
nosimHOM 110 X1, 3aMenuBIn X; = x; 3a ¢ > 1, onna je F'(x1) = 2z1 # 0 (mod 4), ma
1o jadoj XeHces0Boj jieMu mocToju x Tako aa F(x) = 0. O

IIpumep 12. Jegnadmna 2014x% + 201523 + 201623 + 201723 = 20182% 10 MpeTXoIHO]
TeopeMH IMa perrerbe y cBakoM (Q,,, y R TpuBnjamao mMa pememe, na no Teopemu 5.1 nma
perema n y Q.
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6 3ak/pbydak

Y oBOM pajly cMO Havesu p-aJicke OpojeBe, U BUJE/H Jia Y BEJIMKOM OpOjy 3ajiaraka U3 Teo-
puje 6pojeBa y KOjuMa TParxKUMO IeJI00POjHA U PalMOHAIHA Pellerha HeKe jeJHadInHe, NMa,
CMHCJIa TparaTi IpBo 3a pememnma y Q, n R, n y muMa je decTo JIakiie permTy jeJHATIHY
mero y Q. U jomr, maxk/puBuje kopumiheme XeHCeTOBe JleMe HaM Jlaje YHUBep3aJIaH HAduH J1a
Hal)eMO eKCITMIIUTHO pererse y cBakoM (Qp,, JOK HOCTyIaK HaJlazKerba pelema y Q yriasnom
3aBHUCH OJI jeJIHAYNHE.

2Keneo 6ux j1a ce 3axBasium Mmentopuma Creany ['ajosuhy u Musonty Dopuhy na npyxe-
HOj BEJIMKOj TOMOhM y M300py JIUTEPaTypu U MPUKA3AHOM CTPILBEHY U MOJPIIIT TPUIUKOM

u3pajae paia.
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