MATEMATHUYKA TUMHA3UJA

MATYPCKU PAI
N3 MATEMATHUKE

Cradiia gekoMmosuiuje

Yuenux _
Mentop
Binaaguvup BPAHKOBUTH,
v ap JIyka MUJTUREBUR
A

Beorpas, 30. maj 2025.



Caap>kaj

1 Yson

2 YBOaHM 1OjMOBH|
(2.1  OcHOBHU TPA(OBCKU MOJMOBH| . . . . « « « v v v v v v e oo o
2.2 lloarpad m omepaiinje HAJ rPAPOBUMA| . . . . « « « « « « « . . . .
[2.3  IloBesanocT rpacboBal . . . . . . . . . ...

[3 Teopema o mMmuHOpPY rpadal
[3.1  JoDap-KBa3m-mOPEaAK| . . . . v v v v v v v e e e e e e
[3.2  Teopema o MuHOpY rpacddal . . . . . . . . ...

[4 Cradyia geKoMmno3uIiinje|
[4.1 Cradita JEKOMITOSUIMIE| . . . . . « v v v o v v o e e e e e e e
[4.2  Kmumka-cyma rpad| . . . . . ...
[4.3  llaprmjanana k-ctaosmal . . . . . ... oL
(4.4 Teopema o MuHODPY rpacdda) . . . . . . . . . . ...
[4.5 ‘Teopema 0 UCK/BYYEHUM MUHOPUMA| . . . . « « « « o o o o o oo ..

[> AgaropuraMcke MMNOJIMKAI)E€ M IIPUMEHE|
[5.1 NM3zpauynapame mupuHe CTAOTA| . . . . . . o v v v o
[5.2  Ilpodbnem k jucjyHKTHHX myTeBa] . . . . . . . ... ...
[5.3  [lupuna cradosa okapakTepucaHa UTPOM| . . . . . . . . . . . . . . .
(5.4  HIl-temmku mpodaemml. . . . . . . . . . . ...

6 3akspydax]

| JImrepaTypal

=W NN

co @

15
15
20
21
23
25

28
28
29
29
30

33

33



1

YBOI

Barueposa xurioresa, Kojy je modmia mMme 1o HeMadkoM MmarteMarudapy Kiaycy
Baruepy 30-tux rojgmHa IpOILIOT BeKa, TBP/U Jla Y CBaKOj OECKOHAYHO] CEKBEH-
1 rpadoBa, MOCTOjU jeJlaH Koju je m3oMopdan MUHOPY HeKor apyror. IlogeTkom
80-tux, Hun Pobeprcon u ITonm Cumop daBuim cy ce OBEUM IIPOOJIEMOM Y CEPHjH
pagoBa ['pagoscku munopu Koju odyxsara mpeko 500 crpaHa, Ja OM XUIoTe3y
koHauHO morBpauan 2004. roawHe, pe3yaTupajyhu weopemom o munopy ipapa
(Graph minor theorem wiu Robertson-Seymour theorem). Konnentu u anaru koju
Cy pa3BHUjeHHU 3apa/i J0Ka3a UMaJIi Cy BEJIMKU yTUIlaj y odjacTu rpadoa, a jegaH
o/l HajOUTHUjUX pe3yTaTa je ciadao gexomuosuyuje (tree decomposition ).y

Cradsio lekoMIo3uIlyje u mupuna crada oMOryhyjy HaMm /1a OMUIIeMO KOJUKO
HeKHU rpadd JTUIH HA CTAOJI0 U Y KOjOj MEPH JIeJIU OCOOUHE ca UCTUM. AJIropuTamMcKa
BaXKHOCT OBOTa HUje yOUueHa CBe JIOK HUje TToKa3aHo Ja ce neku HII-rermku mpodJre-
MM ITOCTABJ/bEHU Yy MOHa,ILHOj JIOTUIU APYTOr' pela MOTY DPEIIUTH Yy IOJIMHOMCKOM
BPEeMeHy KOpucTehn JIUHAMUYKO IpOorpamMupaibe Ha rpadoBuMa orpaHuYeHe Ull-
pure ctiabaa. 3a HeKe dDUTHe Kjace rpadoBa je MOKA3aHO JIa MMajy OIDAHHYEHY
WUPUHY CTLAOAG:

e cradsa/myme (mupuna cradia 1)
e cepujcko-napasennn rpadosu (muprHa cradiaa 2)
e rpad KoHTpoJe mojaraka (y mpakcu mupuHa cradia perko Beha o 5)

Hcro Tako, Heke KJjace rpadoBa, IMONYyT OUNAPTUTHUBHUX U IIAHAPDHUX, HEMAjy
OrpaHUYeHy IMIUPUHY CTAdJIA.
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YBOAHU II0jMOBHU

2.1 OcHoBHEU rpad0OBCKH MOjMOBH

VBerntheMo Heke OCHOBHE TOJMOBe, 3apa/i Jiakier mpahena HacrtaBka paja. Cse
O3HAKe Cy yIJIABHOM HCTe Kao U y Behunm jimrepartype.

Hedbuunuuja 2.1.1. Graf = (V,E) o3snagaa rpad ca ckynom ueoposa V u
ckynoM pana E. Hagame hemo xkopuctutu V u E, wim V(G) n E(G) kao ckynose
9BOpOBa 1 rpaHa rpada G 0e3 mocedbue nHamomene. ['pany e € E nsmelhy aBa uBopa
u,v € V ozragaBamo ca (u,v) wau npocro uwv. Iletspa je rpana vv.

Takobe, rpad Moxke MMaTH BUIIECTPYKEe I'paHe u3Mely j1Ba 4BOpa Kao U BH-
e oJ jeJHe IMeT/be Ha YBOpYy. ¥ TOM ciy4ajy rpad 3o0BeMo myatuipagpom. Kom
npoctux rpadgosa, E MoxkeMo mocMaTpaTH Kao nojackyt of [V]?, ckymna cBux moj-
ckynoBa oy V' kapauHasHOCTH 2. 3a Mmysarturpadose oBa jedunuImMja HUje J10-
BOJbHA, C& BUIIECTPYKHM I'paHaMa MYJITHUCKYI F Omo Ou MOrojHuju, Ha TPUMED
E — VUI[V]2 V oBom pajiy nocmarpahemo E Kao MyJITHCKYIL.

Hedbununuja 2.1.2. YsopoBu u u v cy cycegHu ako moctoju rpana uv. Crenen
uBopa dg(v), wim npocro d(v), jemHak je dpojy UBOpOBa CYCEIHHX Ca U, IJIe Ce
[eT/ba PadyHa JBOCTPYKO.

Hedbunnmuja 2.1.3. Cycegciso usopa v je Ng(v) = N(v) = {uluv € E}. Y

cJIy4ajy IeTJbe YBOP U je caMoM cedu cyce.

Hedbununmja 2.1.4. Maxcumanru cieuer asopa je A(G) = max |N(v)]. Cycen-
ve

crBo ckyna W C V' nedunucano je ca N(W) = |J N(w).

weW
Hedbunnnuja 2.1.5. Peg rpada G = (V, E) je kapaunamnoct |V| ckyna IBOpoBa.
Konauan rpad nma pen |V| = n € N. Ako Huje apyraqnje narsiamieno, rpadosu y
OBOM pa,iy Omhe KOHAYHU HEyCMEpEeHU MYJITUTIPAdOBH.
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Hedbununuja 2.1.6. Komusewian rpad je rpad G y KoM cy cBaka JIBa IBOPA
u,v € V(G) cyceqau. Y KomIiuieHTHOM rpady pela n CBaKd YBOP UMa CTElleH
d(u) = n — 1 u rakaB rpad o3HauaBamo ca K.

Hedbunnmmja 2.1.7. I'pad G = (V, F) je dutapliu@usar ako CKyIl YBOPOBA
MOyKe OuTH noje/beH y asa ckyma Vi,Vo mako ja ViUV, =V, VinVy, = 0 u
Be € E(e C Vi Ve C V). JpyrnM peanma, 9BopoBH rpada MOTry ja ce odoje y
JiBe Doje Tako Jla Cy YBOPOBU cBake rpaHe pazsimunte doje. (IIpoct) dumaprurusan
rpad je xomusewiar ako HUje Moryhe mogaTu rpaHy Tako Ja ce He HapyIlu CBOj-
CTBO OHIAPTHTHBHOCTH. Komtaetian outapivtiueny ipagp K, , je KoMmieTaHn
dunaprurusHU rpad 3a koju Baxu |Vi| =m u |V, = n.

2.2 Iloarpad u omepanmje Hazm rpadpom

Y oBOM 0JIeJbKY IIpejicTaB/baMO oOlepalije HaJi rpadoBuMa U MOryhe peJjaluje
u3mel) nBa rpada. Y HacraBky pasmarpamo rpad G = (V) E).

Hedbununmja 2.2.1. (opucame rpane) Bpucamem rpade moduja ce rpad ca uc-
TuM cKyrnoM 4BopoBa V u ckymowm rpana F\{e}. OBakas rpad oznauaBamo u ca
G — e. 3a dpucame ckyna rpana F', noduja ce rpad G — F = (V, E\F).

Hedbununmja 2.2.2. (opucame uBopa) IIpu dpucarmy uBopa v moTpedHO je 0dpu-
caru u cBe rpaHe nosesane ca v. Jdaxkne, G —v = (V\{v},E\{e € F|lveEe}) n
G-W=V\W,E\{ec E|wveW:vece})zaWCV.

Hedunnnnmja 2.2.3. (konrpakmnuja rpane) Konrpaknujom rpane e = uv 100uja
ce rpad G/e ca HOBUM YBOPOM V. KOjU 3aMembyje e. UBopoBu u u v ce dpuily u
Ve j€ CIIOjeH ca CBUM HUXOBUM cyceauMa. [Ipernusnuje, cBaka rpana uw € E wim
vw € F ce 3amenu rpanoM v.w € F(G/e). ['pane nemosesane ca u Wil v 0CTajy
HEIPOMebeHe, y MyITurpady BUIIECTPYKE IPAHe MOT'Y IIOCTATH IIE€T/hE & MeT/he He
MOry OMTH KOHTPAaXOBaHe, CaMO OOPUCAHE.

Hedununnmja 2.2.4. (normnogena) [lormomesa rpase e = uv j10/1aje HOBH YBOP W
cTerieHa 2 Ha T'PaHy e KOjy JIeJU Ha uw U wv. YOUIITeHUje, € MOXKe OUTU 3aMEHheHO
UV-IIyTeM 4Hje CBe YHyTpallllbe I'DaHe UMajy CTeleH 2.

Hedunnmmja 2.2.5. (caxkumame upopa) Caxkumare YBOpa je MHBEP3HA Olle-
paluja oJi IOTIIOJie/ie I'paHe, OpPHUINe ce YBOp CTeleHa 2 U Jojaje rpaHa usmelhy
IbETOBUX Cycesa. ¥ CJaydajy BHUIIECTPYKUX I'paHa, OBOM OIEPAIMjOM ce JI00ujajy
HOBe TeT/be. UBOp ca meT/boM IIPUMEHOM oneparije dyae oOpucaH.
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Ciuka 2.1. dpucarme IpaHe e U YBOpa U, KOHTPaKIuja f, MOTIONEa § U CAXKUMAe U

Hedbuuunuja 2.2.6. (noarpad) IHogipag G' = (V', E') rpada G je rpad 3a koju
Baxku V' CV u E' C E. To zanucyjemo G' C G, a G je cyuepipag rpada G'.

Hedbununuja 2.2.7. (uaaykoanu noarpad) 3a noarpad G' = (V') E') kaxemo
na je ungykosan ckynom W C V ako V! = W u F' = {uv € Elu,v € W}
[Moarpad wunmykoBan ckymnom usBopoBa W osmauasamo ca G[W]. Amamarno, 3a
FCE GF]={veV|dee F:ve e}, F) upeacrasipa moirpad HHIyKOBAH
cKyIioM rpana F'.

ITocaenuna 2.2.1. I'pad uHayKOBaH CKYyIIOM I'DaHa He MOXKe CaJPKaTH U30JI0BaH
gBop (uBop cremnena 0).

Hedunummja 2.2.8. (pasanumwyhu moarpad) ¥V cayuajy V(G') = V, noarpad
G’ je pasaturyhu Gogipad.

Hedbuunnuja 2.2.9. (kauka) Makcumannun kommuteran nojarpad C rpada G
nazuBaMo kauxa rpada G. To 3maum nma C' Huje cajpzkan y OWIO0 KOM JPyrom
noarpady rpada G sumer pega. Kauka 6poj w(G) jennak je najsehem pemy mehy
cBuUM KJymkama rpada G.

Hedunnmmja 2.2.10. (yuuja, npecek u pasyuka rpadosa) Ywuja asa rpada
G u G jerpad GUG = (V(G)UV(G"),E(G) U E(G")). Ilpecex npa rpada je
GNG = (V(G)NV(G),E(G) N E(G")). Pasauxa rpadosa G — G, nm G\G’
nooduja ce kajga rpady G odpureMo cBe YBOpOBe U I'paHe KOju ce Hajase u y rpady
G'. Ipa rpada cy disjunktna ako HeMajy 3ajeIHUYKUX IBOPOBA.

2.3 IloBezanoct rpadoBa

o kpaja noryasiba, mocmarpajmo rpad G = (V, F) u merosa JiBa 9YBOpa U 1 0.
[Tyt PY om w 10 v, WIK Wv-IIyT, IPEACTaB/ba (KOHAYHY) CEKBEHILY Da3IMIATHX
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90BOpa U I'paHa
Vo€p, V1€1 ... Up_1€Epn—_1,Up

TaKo JIa je Vg = U, U, = U U €; = V;U;41 3a cBako ¢ = 0,1,...,n — 1. u mw v cy
TOUeWHY N KPajrou IBOP, & OCTAJH Cy yHywpawrbu. dyocuna Gyta je dpoj rpana
Ha myTy. Ako je pedepenria ounrta, nHaeKC G MOXKe OUTU U30CTABJHEH.

[Iyr P y rpady G moxkemo mocmarparu u Kao mnoarpad ox G cactaB/beH O
YBOpPOBa U I'paHa n3 jedunncane cekpenre. OBa nHTEpIperanyja ouhe HaM HajKO-
pUCHHTja, & CAMIM TUM MOXKEMO KOPUCTUTH IpaOBCKe orepaliije u HaJl Iy TeBUMA.

Ba myTa ce seku ako nmajy dap jeman 3ajegauyku usop. Ouu cy (ynywpawrve)
GUCJYHKIHY AKO Cy CKYIOBU BHHUXOBUX (YHYWPAWHUL) IBOPOBA JINCjYHKTHU.

[Tyt P** usmeby npa cera U,V C V 3a koju Baxxu P*"NU = {u} u P*"'NW =
{w} zoBemo UW-nyr. ¥V cayuajy U = {u} wm W = {w} mumemo ulW-myT wmin
Uw-niyt, peciektuBHo. [[ukayc je wv-myT y3 ycaoB na cy u u v jeqHaku. [ledpuru-
caJi CMO TET/bY, T€ 3a IUKJIYC TPAXKUMO Jia UMa dap jeJIHy IpaHy, Tj. IIyT KOju ce
CaCTOJU OJ] CAMO jeTHOT YBOpa HUje IUKJIIYC.

3a rpad KaxKemo 1a je 106e3aH aKo 3a CBaKa JBa IBOPA U U U IMOCTOjA UV-TIYT.
Iosesena xomuoneniua rpada G je makcumaanu nosesanu nojarpad G’ rpada G,
Tj. JoJaBameM OMJIO KOr YBopa uiau rpate u3 G — G, moarpad mocraje HEIOBe3aH.
Bpoj noBezanmnx KoMIoHeHTH I'pajia o3HadaBamo ca c(G).

Cwabao je oBesan rpad 0e3 MUKIyca, a wyma rpad drje cy moBe3aHe KOM-
moHeHTe cTadira. 300r HEMOCTOjama IUKJIYCa, 38 CBaKa JBa IBOpa U, v y ctaday T
IIOCTOjU jeJIMHCTBEH ITyT m3Mehy mwux 1™Y. Y HameM pajy, a U reHepajHo, omhe
KOPUCHO U3JIBOJUTH jeJIaH YBOP M Ha3BaTw ra kopen cradia, r(T), wim camo 7.
[Tomrro je myt m3mely jBa YBOpa jeIMHCTBEH, MOXKEMO Jie(DUHUCATHA TAPIUjATHO
ypebheme HaJ CKyloM YBOpoBa cTadJia 1

u<rv<=ucilm.

VKOpemeHo cTadio MOKEMO IIOCMATPATH U Kao ycMepeHu rpad y KOM CBakKa Irpa-
Ha UMa YAA3HU U U3AA3HU IBOP U YCMEpPeHe Cy oJI KopeHa. Tajia cBakKM 9BOp MMa
TAYHO jeJTHOT MPETXOMHUKa (poauTesha), ceM KOopeHa Koju HeMa HujexHor. CBaku
YBOP MMa HEKOJIMKO CJIeJIDEHUKA (Jiere), a y ciIydajy Jia HeMa HUjeIHOT, 30BeMO ra
aucti. Y cirydajy HeycMepeHor cradiia (6e3 Ha3HAYEHOI KOPEHA), JIUCT TIPEeJICTABIba
CBaKM YBOp CTeneHa 1.

Y yemepenoMm rpady, 3a 9BOp v U TPaHy € UMju je U3JIa3HU IYBOP U, KOMIIOHEHTY
on T — e koja caap:Ku v HA3UBAMO Uogciadaom dBopa v. To je 3ampaBo cTadiio
YHjU je KOPEH ¥ U IerOBU YBOPOBH U T'paHe Cy Hapliujaano ypehenu m ycmepeHu
UCTO Kao mro cy u'y 1.
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Axko je pazanumwyhu noarpad rpada G yjeano u cradiio, Ha3uBa ce padaturbyhe
ctwadro. Y caydajy HemoBe3aHOT rpada, YHUja pa3alnmbynux cradaja je padatiu-
royha wyma.

I'pana e € E je mocti ako ce mweHHM OpucameM noBehaBa OpOj KOMIIOHEHTH Y
rpady. Y cradiy je cBaka rpaHa MOCT. UBOp YujUM ce OpucarbeM IOCTUXKE UCTO
Ha3UBa Ce aPUKYAAUUOHA TAYKa. Y CIydajy MyJITUrpadoBa, IBOp ca MIeT/HOM je
HUCTO apTUKYJIAIAOHA TAYKA.

Cumka 2.2. pazanusyhe cradio (HarsamieHe rpaHe), MOCT e
U apTHKYJIAIUIOHA TadKa, U

Youmrrenuje, cetapattiop je ckymn S C V uujum ce dpucameMm nosehasa d0poj KoMIio-
nentu rpada. Kaxkemo na S pasgsaja (cenapupa) G. S (UW-cenaparop) pa3sgsaja
ckynose upopoBa U, W C V ako U\S u W\S nexe y pasanaunTuM KOMIIOHEHTAMA
rpada G —S. 3arpad G = (V, E) kaxemo Ja je n-uosezan ako je G — W nosezan
3a ceako W C V 3a koje Baxu |W| < n. [osesanoctu rpada G je najsehu 5poj
k € N Takas ja je G k-nosesan u o3uadasamo ca k(G). k(G) > 1 nMmusmnupa 1a
je rpad mosesan, a k(G) = 0 ga uuje. Jlokaana wosesanoci kg(u,v) jeaHaka je
|S| — 1, e je S C V' ckyn MUHUMAJIHE KAPMHAIHOCTH TaKaB J1a S pasBaja u o
v.

MemnrepoBa Teopema HaM Jiaje Be3y uaMely cermaparopa u JIMCjyHKTHUX Iy TeBa

y rpady.

Teopema 2.3.1. (Menreposa teopema) Heka je G = (V, E) rpad u U W C V.
Tana je MmuamManan 6poj yBopoBa Koju paszasajajy U m V' jemHak MakCHMaJHOM
opojy jpucjyukraux UV -myresa.

Zlokas. ¥V ckymy mucjyaktHux UV-myteBa, 3a CBaKu Mopa Ja IIOCTOjU jeJIaH
YBOp y cemaparopy S, JaKjie, CernapaTop nMa dap TOJIUKO eJleMeHATa KOJIIMKO UM,
JIUCJYHKTHUX IIyTeBa.

Ha ducmo joKazasu 1 0OpHYTO, KOPUCTUMO UHIYKIM]y HaJ OpojeM rpana |E)|.
Ba uanykTuBHy 0a3y, |E| = 0, cenaparop munnmasne Beanuune je S = U N W,

a ucro Tako nocroju U N W tpusmjamuux mgucjynkTanx UV -myTeBa, cBaKu cacTta-
BJbEH O]] jJ€THOT YBOPA.
Heka caga ma rpad G uma dap jeqHy rpaHy e = Ty W HEKa je S MUHAMAJIHA
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BesimunHa cenaparopa ckymnosa U u W. IlpernocraBumo j1a mocroju Hajsurie | < s
mucjyakranx UW-nyresa. Taga u G /e (kKoHTpakimja e) cajap:Ku HajBuIe | Juc-
jyaxtaux U'W'-nyresa, rue ce U', W' pasnukyjy pecrektusuo ox U, W tume ma
cajipe v, (KOHTPaKTOBaHA I'PAHa €) aKO HEeKU 0] YBOpoBa rpane e npunaza U, W.
Ha ocHoBHy nHayKTHHBE Xunorese, nocroju cenaparop S’ C G /e ckynosa U'n W’
KapauHasHocTn Hajsuie [. Ako S’ me du caaprkao v, Ouo dOu yjeaHo u cenaparop
UuWyG, al|S <I< s, kourpagukimja. Jaxie, S = S"\v.U{z,y} je cemaparop
ckymoBa U u Wy G, 1j. |S| > sul+1>|S|>s>1+1. Moxkemo KOHCTpyHCATH
I+ 1 mucjyukraux UW -nyreBa. [locmarpajmo G —e. Caku U S-cenaparop yjeaHo
je m UW cenaparop u TuMe caap:ku 0ap s uBopoBa. Omariie MoxkeMo Ja Hahemo
s US-nyresa u anasnoruo s SW-nyresa y G — e. Kako je |S| = s u oBu myresu
MOT'Y JIa Ce CeKy camo yHyTap S, Moxkemo ux kombunorBatu y s UW -myreBa, mro
j€é KOHTPaJMKTOPHO ca n3dopom [. [
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Teopema o mmHOpPY rpada

3.1 /lobdap-kBa3u-mmopegak

Y oBOM TOT/IaB/bY TPEJICTAB/HAMO J00apP-KBa3M MOPeJIaK, KOHIIEIT Be3aH 3a CKYIIO-
Be ca ropetkoM. [Ipeko mera hemo Mmohu Jj1a mokKaxkemo jeJIHy OJ1 HHTEPIIPeTaIn]ja
TeopeMe 0 MUHOPY rpada.

Hedununnmja 3.1.1. (usomopdusam) Uzopmodusam asa rpada G u H npejcra-
B/ba npeciukasame [ : V(G) — V(H) takBo ma je uv rpana y E(G) ako u camo
ako je f(u)f(v) rpanay E(H). Y cuydajy myarurpadosa, SpojeBr BUIIECTPYKUX
rpaHa U IeT/bU MOpajy OuTH ucTu y oda rpada. 3a maBa rpada G u H Kaxkemo Ja
cy uszomopgpna, y osuanm G = H, ako nocroju nzoMmopdusam nsmely mux.

O0uvHO Ka1a TpuUvIaMo O rpady MUCIUMO Ha KJIAaCy CBUX N30MOPMQHUX rpado-
Ba, HE MPABUMO PAa3JIMKy u3Mely jBa U3 uCTe Kjace. ¥y HaIleM paJy, MeDyTuMm,
nehemo moucroBehuBaTn nzomopdue rpadoBe 1 yBeK heMo HarJIaCUTH aKO pejia-
ujy (MUHOpaA) mocMaTpamo JI0 Ha H30MOpdU3aM.

Hedununmmja 3.1.2. (cBojcrso rpada) CsojcrBo rpada (wim nHBaApHjaHTa I'pa-
dba) npescrasiba GyHKIM]Y Koja 3a cBe uzomopdHe rpadose Bpahia ucry BpeaHocT
(pen rpada, MaKCHMAJHU CTeleH, OPOj KOMIIOHEHTH, OMITAPTUTUBHOCT... ).

Hedununuja 3.1.3. (nornonena) [owtogeaa H rpada G noduja ce moamoesom
rpana rpada G.

Heduuunmja 3.1.4. (Tonosomku munop) Touoarowru munop H rpada G noduja
ce dpucameM YBOPOBa M I'paHa M caxkKuMmarmeM dBopoBa rpada G. Kaxemo na G
wonosowky cagpotcu H ako je H mzomopdan TomosomkoMm MuHopy rpada G.

Hedbununmja 3.1.5. (munop) Munop H rpad G noduja ce Spucamem IBOpOBa
” rpaHa 1 KOHTpakiujoMm rpana rpada G. Ako H Huje m3omopdan ca G, Taza je
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apasu murop rpacda G.
Penamnujy munopa "H je nzomopdan ca G 7 o3nagaBamo ca H < G u KaxkeMo
na je H <-muHop rpada G. G je H-cmodoman ako He caapxku H Kao MUHOD.

Caxkumarbe YBOpa je MCTO IITO U KOHTPAKIHja I'paHe YUju je jeJaH Kpajibu
YBOP CTeIleHa 2, Te je CBAKM TOIOJIONIKM MUHOD Yj€JIHO U MUHOD, &JI HE M 0OPaT-
no. Kitaca rpadosa G je satieopera y ogrnocy na Mumop ako 3a cBaku rpad y G
CaJPKU U CBE IHeroBe S-MHUHODE.

G H, H,,

Cauka 3.1. rpad G, Tonosomku Munop H; u munop H,,

Hedununmja 3.1.6. (kBa3u nopenak) Keazu-topegax < je penanuja Koja je pe-
dbrekcusHa u TpansutueHa. Kpasu-nopehan ckyn (X, <) je godpo-keasu-uopehar
n < je J00ap-KBa3u-TIOpeJIaK, aKo 3a CBaKW OECKOHAYaH HU3 Lo, L1, To... U3 X
HOCTOje MHJEKCH ¢,j TakBu na je ¢ < j u x; < xz;. Takas nap (z;,x;) HasuBamo
goopum. /[obap HU3 je OHA] KOja CaJIPKH J00ap map, a A0uwey CyIPOTHOM.

Tephewe 3.1.1. Kpasu-nopenak (X, <) je modap-kKBasu-miopesak ako U CAMO
ako X He caJp:KU HU OeCKOHAYHU aHTUJIaHAIlT HU OECKOHAYHO omajajyhm Hu3
Top>T1 > ...

Zlokas. =: U3 nedunuimje 100por-KBas3u-mopeTka cjaeau aa X He MOXKe CaJIpKaTH
H1 OecKOHadyaH omnajajynu HU3 HU OECKOHAYHM aHTUJIAHAI], Y CYIPOTHOM IOCTOjU
OeCKOHAYHM HU3 KOja He CaJIpXKuU J10dap map.

<: Heka je xg,x1, %2 ... OeckoHaYaH HU3 ejieMeHaTa U3 X U MIPETIIOCTABAMO
na je jgom. Osmaunmo ca X,, CKyI CBUX T; € Zg,ZL1,... TAKO Ja je o > T;. X,
He caJIp»KM HU OeCKOHAdaH Olla/iajyhn JiaHal, HU OeCKOHAadYaH aHTUJIAHAIL, Te je
X,, kKoHa"aH cKyIl. Ilomaus ¥y, Yo ... HU3A X1, T2, ... KOJU HE CAAPKU eJIeMEHTe U3
X, IMa caMoO eJleMeHTe Heynopeause ca Io. [locmaTrpajMo MakcmMaIHU ITOTHUS
(Yo = Yiy), Yir» Yias - - - OFL Y1, Y2, . . . L€ je CBAKU MHIEKC 9; HajMamu Moryhu Taxko ma
J€ Yigs - - - Yi;_y» Yi; anTuaanan. To sHa4M Ja je W 11€0 NOJHU3 aHTHUJIAHAIL U CAMUM
TUM KOHavaH. AKO je i, HajBehu MHIEKC y TOJIHU3Y, TaJa je U;'L:O Xyij Kao YHHja
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KOHAYHO MHOT'O0 KOHAYHUX CKYIIOBA MUCTO KOHAYAH CKYII, IITO je KOHTPAJIUKTOPHO
ca IMOYEeTHOM ITPETIIOCTABKOM JIa j€ T, L1, ... OECKOHAYAH HU3. [

3a HU3 X, T1, T3 ... KBasu-moperka (X, <), eJeMeHT S; je WepMunan ako He
IIOCTOJU S; TaKO Ja je ¢ < j u 8; < §;.

JIema 3.1.1. Ako je (X, <) nodap-KBa3u-mopeiaK, CBaKu ODECKOHAYAH HU3 eJleMe-
Hata u3 X CaJIpKU KOHAYHO MHOI'O TEPMHUHAJA, KA0 ¥ OECKOHAYHU pacTyhu Hu3.

/loxas. BeckonauHo MHOTO TepMHHAJIA CAJIPKAJIO OU WU OECKOHAYHU CTPOTO
onamajyhn Hu3 mian OeCKOHAYHU aHTU/IAHAIl, KOHTPAJIUKTOPHO YCJIOBY Ja je X
J100ap-KBa3u MOPEJIaK.

HakJjie, 3a OeckoHaYaH HU3 Tg,T1,Ta,... IMMOCTOJH WHIEKC j TaKaB Ja CBaKHU
TepMUHAJ OBOT HHU3a MMa Mamu uHiaekc. Ca mubeM Ja HAIpaBUMO OECKOHAYaH
pacryhu HU3 x;,, T;,, Ti, - . ., ©3a0epuMo 7o > j. IlomrTo He Mocroju TepMmHAT ca

UHJEKCOM BehmM of j, MoxkeMo Hahwm 4 Tako Ja je 19 < 41 U T;, < T;,, 3aTHM 79
Tako J1a je 11 < i U T;; < T, U aHAJOTHO JI0/IajeMO eJIeMEHT II0 eJIeMEeHT Ha Kpajy
Kpeupajyhn deckornadan pactyhu HU3 Z;,, T, Ti, - - -- [

JIema 3.1.2. Axo cy (X, <yx) u (Y, <y) nodpu-kBasu-iopehanu ckymnosu, Taja je
u (X x Y, <) nodap-kBazu-niopejiak 3a penanujy < geduHUCAHY ca:

(x1,71) < (2, y2) <= 1 <x Y2 A Y1 <y Y

Jloxas. Heka je (xo,v0), (x1,91), (x2,92) . .. deckonayan Hu3 ejgemenara u3 X X Y.
Kako je X nodpo-kBasu-nopehan, mocroju deckonadan pactyhu HU3 X;,, T;,, Tiy - - -,
a Kako je n Y modpo-kBasu-nopehan, ceKBeHIR Vi, Vi, Vi, - - - CAAPXKE map (Y;, Vi)
Tako Ja je j < k u y; <y yr. CaMuM THM HAIIIA CMO IapoBe (T;,Y;), Tk, Yk) TAKO
aaje j <ku(z;,y;) < (Tk, Yr)- L]

Ba gBa konauna nojckyna A, B C X, rue je (X, <) nobap-kBasu-nopejax,
numemo A < B ako 1OCTOju WHjeKTHUBHO IpecinkaBaimbe f : A — B Tako na
je a < f(a) 3a cBako a € A. Tume ce y HEKOM CMHUCIY CBOjCcTBa < TIPEHOCE HA
KBa3u-Tmopeak ckytma [X|<¥, cKyl ¢BUX KOHAYHUX TIOJCKYTIOBa CKymna X .

JIema 3.1.3. Axo je (X, <) mobap-kBazu-tiopesak, ouma je u ([ X]<¢, <).

Jloxas. TlperniocraBumo cynpotHo, jga ([X]<¢, <) Huje 1006ap-KBa3u-mopeiak, a
(X, <) jecre. To 3nauu ma nocroju jom Hu3 y [X]<“, u mouehemo ca KoHCTPYKIH-
joMm jemuor jomter Hu3a Ag, Ay, As, . ... 3aHeko n € N, HHIYKTUBHO IPETIOCTABUMO
nacy Ag, Ay, ..., A,_1 onpehenn Tako ja ymHe moyeTak HeKOr Jioier Huza y [X] <Y
(namykTHBHA Dasza je ciydaj n = 0, Ipa3aH HU3 je MOYETaK JIOIIEr HU3a, KOja CH-
rypao mocroju y [X]|<¥.) A, dupamo tako ma je Ag, Aj,..., A, noderak HeKor
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qomrer HE3a y [X|< u |A,| je Murnmanno. OBUM IOCTYIIKOM J100Hja ce DeCKOHa-

qaH Jiom Hu3 Ag, Ay, Ao, ...
3a ceako n € N wuzabepemo Heko a, € A, u medbunumemo B, = A,\{a,}.

Ha ocnoBy Jleme 3.1.1, uus ag, ay, as, ... cajgp:Ku OeCKOHAYaH pacTyhy MOJIHU3
Qiyy Giy s Gy - - .. Kako je A;, MunuM#H3upan upu u3dopy 3a Jomr Hu3 Ag, Aj, Ag, .. .,
HU3

AO, PR ,A/L'Ofl, Bi07 Bil) BZQ ..

Mopa outn Jodap. Ag, Ay, Ag, ... je jom muz u A; > A; > Bj 3a 1 < j, Te nodap
nap y uHusy Huje odsmka (A;, A;) umu (A;, B;), seh (B;, B;), i < j. Tana uz a; < a;
caeqn B;U{a;} < B;U{q;}, o ject A; < A, mIT0 je y KOHTPAAUKIU)H ca n300POM
Jiome cexkBenie Ag, A1, Ao, .. .. O

3.2 Teopema o muHOpPYy rpada

Teopema 3.2.1. (Pobeprcon-Cumop) ¥V cBakoj HeCKOHAUHO] CEKBEHIIU KOHAYHUX
rpacdoBa, IOCTOje HeKa JIBa TaKO Ja je jeJaH <-MHUHOP JPYTOT.

Jpyrum peanma, penaimja S-MUHOD je 100ap-KBa3u-TIOpeIaK HaJl CKyTIOM CBUX
KoHauHUX rpacdosa. Kako je cBaku rpad mMuHOp camor cede, ¥ MUHOp MHHOPA
rpada G je munop rpada G, peramnuja MEHOPa < je KBasu-lopejak. beckonadan
crporo onaajyhan Huz <-MuHOpa He mocToju, Te je < je J100ap-KBa3u-mopeIak
aKO M CaMO aKO He IOCTOjU OeCKOHAYaH aHTUIAHAI.

3a jgpyraumnjy MHTEPIIPETAIjy OBe TeopeMe, yBelheMo MojMOBe Be3aHe 3a, UC-
KDYUEHE MUHODE.

Hedununmja 3.2.1. (uckpyuenu munop) ['pad H Ha3UBAMO UCKAYUEHUM MUHO-
pom u3 Kitace rpadosa G ako He moctoju rpad y G Koju cagpxu H Kao S-MHHOD.

Jlema 3.2.1. Kiaca G 3aTBOpeHa y OHOCY HA MUHOP MOYKe OUTH ONMUCAHA FHeHUM
UCKJbY9€HUM MUHOPHUMA.

Hajupocruje je camo y3eru cBe rpacdose koju uucy y G. Ilpuponso je medpunu-
caTu MUHUMaJIHEe ejjeMenTe Kg oBor cKyIia, To jecT rpadOBH YMju ce TPABU MUHOPU
He Haytaze y G. Baxku u cynpoTHO, neduHUCAmEeM CKyIla UCKJbY9eHInX MUHOpa M,
J00njaMo Kjacy rpadoBa 3aTBOPEHY Y OJIHOCY HAa MUHOP, KOjy heMO O3HYaBaTH Ca
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Forb(M).

Ha ocnoBy Teopeme o rpady mMuHOpa, CIejM Ja je JTOBOJbHO KOHAYHO MHOTO
rpadoBa jia Ou ce OIHMCcaJIO CBOjCTBO KOje He IOJJIeXKe OIepaIliju MIHOPA.

ITocnemumna 3.2.1. (Teopeme 3.2.1.) Cpaka kiaca rpadosa G 3aTBOpeHa Y OJIHO-
Cy Ha MUHOD MOXKe Ce OIUCcATH KOHAIHUM CKymoM Kg (MehycodHo HeymopennBux)
UCKJbYYEHUX MUHODA.

Jloxas. Heka je G jennako Forb(M). Takas ckyn M mocroju, moryhe je y3e-
T cBe rpacdose Ban G. Ako je M deckonadan ckym, Taja mpema Teopemu 3.2.1.
7 JI0OpPOM-KBa3U-TIOPETKY CJIeIN Jia MocToje aBa rpada m3 M rtako ma je jeman
MUHOD JIPYTOT. ¥ TOM CJIy4ajy IMoCMaTpaMo caMo <S-MuHUMaJiHe Tpadose y M u
nodujamo KoHavuaH cKyt Kg UCK/bYYEeHUX MUHODA.

Hedbuunuuja 3.2.2. (mianapuu rpad) Ipad je muanapan ako mMoxke dUTH Ha-
I[PTaH y PaBHU Oe3 IIpecenaba.

HonaBame mnerTibe W BAIECTPYKE I'PaHe He Mema I1aHapHocT rpada. Takobe,
omepalyja MUHOPa OvYyBaBa IJIAHAPHOCT, TO jecT, ako je rpad G mraHapaH, Taja
je m cBaku mweros MmuHop H. Kiaca cBux mranapuux rpadosa P je 3aTBopeHa y
OJTHOCY Ha MHHOP.

Teopema 3.2.2. (Kyparoscku) I'pad je mianapan ako u camMo ako He CaJIpXKu
TOTIOJIOIIKH MHUHOP n30MopdaH KoMIieTHOM rpady K; Wan KOMILJIETHOM OUIIap-
TUTUBHOM Ipady Kij 3.

Teopema 3.2.2. moxxe ce cam4HO onmcaTru u MuHOpuMa. Kako K5 n K33 HuCY
IaHapHU U (He)IJIAHAPHOCT Ce 0YyBaBa OIEPAIUjoM (TOIOJIONIKOr) MUHODA, ILIa~
Hapuu rpad He Moxe caupxkatu Ks mwim Kj3 kao (Tomosomku) MuHOp. CBaku
npasu Munop Ks mmm Kjs je mianapan, To jectT, Ks u K33 cy MHUHUMAaJIHO He-
mwianapan. CBaky Apyru HeILIAHAPHHU rpad Mopa Caap:KaTH jeJaH O 0Ba JIBa Kao
(Tomostontkm) MUHOD, m1a je 3aucrta Kg = { K5, K33}.

Casa hemo nokazaru KpyckasioBy TeopeMy, 1 TeXHUKA KOjy TIpe3eHTyjeMo Ouhe
KOpHITheHa U y APYTUM JO0Ka3uMa Be3aHuM 3a Munope. Ha mpumep, KoHIENT ,,Mu-
HUMAaJTHOT Jioler Hu3a' Kopwuiihen je jpokas3y Jleme 3.1.3.

Penanuja Tomosiomkor MmuHopa je ucto Bpcta yrpahuBama rpada y rpad, To
ject, Tortostormku MuHop H rpada G moxkemo yrpajgutu y rpad G, HAIpTATH HAJ



3.2. Teopema o muHopy rpada 13

rpadom G Tako Ja ce csu uBopoBu u3 V (H) Hajiaze HaJ HEKMM YOPOBHMA W3
V(G), a rpane uz E(H) ,passydemo’ nan nyresuma rpacda G. ledunucahemo
yrpabuBame nsamely naBa cradjia, Koje ojadaBa ycJoB yrpal)eHOCTH peJraljoM To-
nostomkor munopa. ITocmarpajmo gsa cradna T u T’ u wuxoBe KopeHe r u 7',
[Mumemo T' < T" ako nocroju nzomopdusam ¢ u3 Heke normnojene 1’y moacradJio
T" crabsia T' xoje ouyBasa nopenak uas V(1) y omHocy Ha r. (ako je © <7 y oHIA
jem p(x) <1 p(y))

Jom jemaH kKoHmenT kKoju he Ham OMTH MOTpeOaH OBJE, & W KJby4YaH je 3a
TeopeMy O MUHOpPY rpada, jecte yrpahupambe.

Teopema 3.2.3. (Kpyckanosa reopema) Konauna crada cy 1odpo-kBasu-ypehena
PEJIAIIjOM TOIOJIOIIKOT MUHOPA.

/loxas. 1lokazahemo f1a cy yKopemeHa cTadja J100po-KBa3u-miopehana pesarim-
joMm < jeduHHCAHOM rope, MITO UMILIAIIpa Teopemy 3.2.3.

[IpernocraBumo cyrnpotHo. la dbucmMo 100 KOHTPAIUKITN]y KOpucTruheMo uc-
T MeTos Kao u 3a Jlemy 3.1.3. Heka je Ty, 11, ...,T,_1 HU3 YKOPEHEHUX CTadaIa
TaKO JIa IIOCTOjH JIOII HU3 KOjU MOYNibe OBUM Hu3oM. M3abepumo T, MuHUMAJIHOT
pena Taxko na je 1y, T4, ..., T, moderak Hekor Jjoiier nu3a. Heka je r, kopen 7T, 3a
ceako n € N. OBum moctynkom godujamo na je (1),)nen JIOIT HEL3.

Cauka 3.2. yrpabusame Ty T” 3a koje je T < T’

3a cako n € N, Heka A, mnpeicraB/ba CKyIll KOMIOHeHTH y T, — r,, Koje cy
YKOpemeHa crtadja ca cyceauMa dBopa T, U3adpaHUM 3a muxoBe KopeHe. [lope-
JIAK HaJT OBUM CTadaJIMMa, je MHIYKOBaH mopeTkoM Hajl 1),. lokaxkumo Jia je cKyI
A =, en An 100po-KkBa3u-nopehan.
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Heka je (T*)pen HU3 cTadana us A. 3a csaxo k € N mzadepemo f(k) Tako na
T € Ay ). Pukcupajmo k ca najmamum f(k). Taga je

To, ... Tyy1, TF, TH .

Jobap HU3, Ha OCHOBY MUHUMAaJIHOT u3bopa Ty u T+ C T’(x), TO jecr, T* je mamer
pena ox Ty Hexa je (T,71") nobap nap. (1), )nen je som Hu3 u axo je T meby
upsux f(k) ananosa Ty, ... Truy-1, (T,T;) nHe Moke dutn ;100ap map HA 32 jeJHO
i < f(k) — 1, Te mopa dutu T" = T" 3a neko i > k:

T<T =T < Ty,

a xaxo je f(k) < f(i) na ocuoBy y3dopa k, (T, T;)) Ou duo mobap map y Jomrem
a3y (1),)nen. daxne T wuje y ausy Ty, ... Tppy—1 mero y TF, TH . naje (T,T")
zanpaso u jo6ap nap y (T%)ren. daxie, A je 106po-kBaszu-nopehan.

Ha ocuoBy Jleme 3.1.3, [A]<“ je modap-kBasu-miopesax, 1o ject, HU3 (A, )neN
(A, € [A]*¥,Vn € N) cagpxu godap map (4;,4,), i < j. A; <, A; 3naun na
cBako cradsno T u3 A; moxe dutn yrpaheno y (pasmmunro) cradimo 17" u3s A;. Ako
IpeCINKaBabe IPOIINPUMO TaKO Ja je ¢(r;) = r;, ouga ce T; yrpabyje y T;, makie
T; <Tj, mITo je y KOHTPAIUKIUjU ca KOHCTPyKImjoM Jormter Hu3a (T,)neN. 0
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Crabjsia geKoMIIO3uIIrje

V HpeTxoaHOM TOIVIAB/bY CTEKJIN CMO ocehaj Ja je HeKa cBojcTBa IpadoBa JIakKIie
IIPBO MMOCMATPATH HA MPOCTHjUM CTPYKTypaMa, KOHKPETHO CTad/IMMa, & OHJA WX
reHepan30BaTu Ha cBe rpadose. To Hac MOTHBHIIE /1A IOCTABUMO MTUTAHE Y KOjOj
MepH je HEKO CBOjCTBO Moryhe mpeHetu Ha rpad Koju Huje cTad/io, aJik je TOIMyT
crabsa y HekoM cmucay. Taj cMmucao he 3aBucuTu 0J1 CBOjCcTBa KOje IMOCMATPaMO U
npuMeHe. Y OBOM TOIVIAB/bY €€ DABUMO KOHIIEIITOM CJIAUYHOCTH Ca CTadJIMMa KOju
omoryhyje renepasmsanujy cBojcrasa (momyt Kpyckaiose Teopeme) u urpa Kiby-
YHY YJIOTY Y T€OpEeMU O MUHODPY T'pada. ¥YBOIUMO IOjMOBE cTadJIa JTEKOMIIO3UIIHje
U IApUHE cTadja, a KaCHUje U KJIMKa-cyMa rpadoBe u napiujagia k-cradJa.

4.1 Cradyia JeKOMIIO3UIINje

Cama hemo yBecTHm KOHIENT cTadaJjia JIEKOMITO3UIMje, KA0 W HEKa OCHOBHA
TBphema Koja Bake 3a hUX.

Hedununuja 4.1.1. Heka je G rpad, T cradmo u V = (V;)er bammmmja ckymnosa
gsopoBa V; C V(G) unnekcupanux ysoposuma t cradbaa 1. Cwabro gexomuosu-
yuje je map (T,)) 3a Koju BayKke yCJIOBU:

(T1) V(G) = Uier Ve

(T2) 3a caky rpany e € F(G), mocroju t € T Tako na ce 0da 4BOpa TpaHe €
nasaze y V;

(T3) Wl N Wd - ‘/tz 3a t1,t9,t3 € T, Kama rox ty € Ttts,

Yeqosu (T1) u (T2) mam kaxy na je G yuuja noarpadosa G[V;]. Ckynose V; u
IbUXOBe MHIyKoBaHe mojrpadose G[V;] Hasusamo geaosuma, a 3a (1,)) Kaxkemo
Ja je cradsio mekommosuimje rpada G Ha Te genose. Yeiaos (T3) ummumumnupa na

15
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cy penosu jekomnosunuje (1,)) ypehbenn ornpuiinke Kao ctadJio.

Cauka 4.1. rpad G u cTad/io JeKOMIIO3UInje MupuHe 2

Hdedbunnnuja 4.1.2. [Hupuna cradia gexommnosunuje je maxicy () (|Ve] — 1).

HTupuna cwadbaa tw(G) rpada G je MUHIMAHA IUPUHA 110 CBUM CTabJIMMa J1e-
komnosuije rpada G. Jlekommnosuuja Mo¥XKe Jla ce TOCMAaTpa U Kao YHUja TO/I-
crabasa, Ha ocHoBy (T3). JenHo o HajBaskHUjUX CBOjCTaBa CTad/IA JEKOMIIO3UIIL]jE
je la IpeHOCH celrapaTopCKa CBOjCTBa cTadja Ha rpad:

Jlema 4.1.1. Hexka je t1t, rpana y 1' u neka cy 11, T, xkommonente ox 1'—t1ts, TaKO
naty €Th uty €Ty, Onna je Vi, NV, cenaparop, To ject, pasasaja U; = UteT1 Vi
on Uy = Uyep, Vi v TPADY G.
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Cauka 4.2. V3, N'V;, pazasaja Uy og Uz y G

Jokas. Kako ce t, u t, namaze na nyry T 3a cako t € T} u t’ € Th, Ha OCHOBY
(T3) umamo na je Uy NU; C Vy, N'V,,. Crora J0BOJBHO je TIOKA3aTH Jia He MOCTOjU
rpana uv u3 G tako na u; € UL\U2 u uy € Uy\U;. Y cayuajy ga nocroju, uz (T2)
6u caenmno ga nocroju t € T Tako na up, ug € V. 360r usbopa uy u ug, t ¢ Ty u
t ¢ Ty, naxiie, KOHTPAIUKIIH]A. OJ

Kaxewmo na je cemapanuja {U, Us} rpada G unIyKOBaHA TPAHOM tity cTadiia
T, win nekomnosurmjom (1,V). Cenaparop Uy N Us = Vi, NV, HazuBamo agze-
3uonum cxytom ox Vi m V. Agresuja cradia JIeKOMIO3UIjE je MaKCHMAJIHA
BEJIMINHA AJX€3NOHNX CKyIoBa. Top3ou cTadia JEeKOMIIO3UIHje Cy CcyneprpadoBu
nesoBa G[V;] modujeHnM yHIOTIYHaBambeM HUXOBUAX AIXE3NOHUX CKYIOBA JI0 KOM-
mwietHux. [Ipenusauje, nomasameM cBake rpane BaH (G 4nju ce YBOPOBU HaJjla3e y
3ajeHIIKOM ajixesuonoM ckymy V; N Vy 3a tt’ € E(T).

JIema 4.1.2. 3a H C G, (T,V,; NV (H))er je cradno aekomnosurmje rpada H.

Jlema 4.1.3. Cpaku cKyn 4BOpoBa Koju Huje cajpxkan y uexkom ey (1,V)
caJIp:KU JiBa YBOpa KOjU Cy pasjBojeHu ajxe3noHuM ckytom of (1,)).

Jloxas. Heka je W C V(G) ckyn usoposa. O T hiemo HampaBuTH yCMepeHO
cradjyio Ha ciienehn Hauwa. 3a cBaky rpany tity € T, medpunumemo Uy, Uy Kao y
Jlemn 4.1.1, rama V;, NV, cenapupa U; ox U,. Ako me mocroje jBa uBopa n3 W
koje Vi, NV, pasasaja, moxkemo wahu ¢ € {1,2} rako ga je W C U; u ycmepumo
rpany tite Ka t;.

Hexka je t mocnenmu 9BOp y HAjIy2KeM ycMepeHOM IyTy y ctadiy 1', Taja cy
CBe TpaHe Koje cajpzke 9Bop t ycMmepeHe Ka t. 3a mpousBosbHO w € W, m3adepumo
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t' € T Tako ma w € Vy. Axo je t' # t, Taja rpaHa e Koja cajapzku t u pasasaja t' u
t y T mopa dutu ycmepena Ka t, ma ce w Hajgasu y Vir 3a Heko t” u3 KOMIIOHEHTe
T — e koja canpxku t. Onna, va ocHoBy (T3), cnemqn na w € Vi, a ogatie u ja je
W CV,. O

ITocnemuma 4.1.1. Ceaku kKoMmiwierHun noarpad (KIUKa) cajp:KaH je y HEKOM
ey (T,V).

Moryin cMo m Apyraduje Ja JoKaxkemo OBy mocieauily. [locmarpajmo HeKy
kauky C. 3a cBaky mweHy rpany e = (u,v), Ha ocoBuy (T2), mocroju meo koju
caJpKu 0da uBopa. PaHmje cMO KOHCTATOBAJIU Jla CKYII JIEJIOBA KOjU CaJIPKe UCTHU
YBOP UMHU 10JicTadmo ox 1, Te ako ca T, 03HAYUMO TOJICTAOJIO KOje YUHE CBU
JIEJIOBH KOJU CaJIp2Ke YBOp v, OHJa cBaka JBa nojcrabna T, u T, 3a rpany (u,v)
kimke C' umajy npecek. Ha ocnoBy XesmjeBe Teopeme 3a cTadsa, Koja KaxKe Ja
aKO Ce CBaKa J[Ba IMOJICTad/Ia U3 HEKOT MOJCKYTa CeKYy, OHJIa IIOCTOjU U MIPEeCEK CBUX
cradaJjia U3 TOT CKyIa, JJ0OMjaMo Jia IMTOCTOJH Je0 KOjU CAIPKKU CBE YBOPOBE U I'PDAHE
ke C. ]

[Mlupuna crabna je muBapujanta rpada, m jgaje mHPOpMAIUje O CTPYKTYpH
rpada u weHoj ciaumgHonrhy ca cradiuma. VHTHYyTHBHO, IMITO je Mamba IIUPUHA
crabJia, opurnHasian rpad je oamKu cradsy 1mo crpykrypu. Cradjia u nyme numajy
mupuny cradaa 1, a komieran rpad K, nma mupuny cradia n — 1.

Hedunummja 4.1.3. (cepujcko-napasesnu rpad) Cepujcko-uapaneanu ipag je
cBaku rpad KOju MOXKe Jia ce J00Wje OJ je/iHe IpaHe CEeKBEHIIOM OIepallnja IIOT-
nojiesie WM JI0JjaBamba HapaselHux TrpaHa Ha Beli mocrojeliy rpany. (mogaBarse
napaJieJHUX TpaHa Ha rpaHy (u,v) mojpasyMeBa Ja ce J07ajy jOIl JBe IpaHe ca
WCTUM TUM YBOPOBHUMA, JIaKJie, V MATAY je MyJITUrpad.

ExBuBnientna jeduHUIMja, TO jeCT, KOHCTPYKIHja CEPUjCKO-TIaPaAJIeTHAX I'Pa-
dopa Oura ou:

o Jlsotwepmunanny ipag je rpad G(s,t) ca aBa cuenmjasna dBopa s u t Koje
30BEMO U360P U U3AA3.

o (Cepujcka xKomuo3uyuja je oreparyja clajarma JIBa JBOTEPMUHATIHA rpada
G(s1,t1), H(s2,t2) y nBorepmunasau rpad I'(sy, ty), Taxo mro ce goja rpaHa
(tla 82)'

o [lapaneara xKomioduyuja je onepalpja cliajama JiBa JBOTepMHUHAJHA rpada
G(s1,t1), H(s2,t2) y nBoTrepmunasnu rpad ['(s,t) , TAaKO IITO ce IBOPOBU S
U Sy CIOje y IBOp S (Cycejm YBOPOBa S§1 U Sp IOCTAHY CYCEJIM YBOPA S), a t
u ty ce croje y t.



4.1. Cradna JeKOMIIO3UIINje 19

o Jlsotiepmunantu cepujcko uapaseany tpagd je rpad Koju ce moduja CeKBEH-
IIOM CepI/IjCKI/IX un IapaJieJTHUX KOMHOSI/IHI/Ija II049eBIIN Ca CKYIIOM HEKOJINKO
rpadoBa Ky Koju nmajy Ha3HAUYEHEe M3BOPE U U3JIA3€.

o ['pad je cepujcko-tiaparesnu ako 3a HEKH oJadUP JBa UBOPa Jia OY/y U3BOP
U U3J1a3 MOCTaje JIBOTEPMUHAJIHU CEPUjCKO-TIapasIe/;THu Ipad.

Jlema 4.1.4. Cepujcko-napaJennn rpad uMa MupuHy ctada HajBUiie 2.

/loxas. Ilounnmo ox rpacda Ko koju mma mupuny cradma 1. Ha ocnoBy npse
neduHANje, T0/IaBabe MapajeHuX IpaHa, Tj Jo1aBabe MyJITUIpaHa He moBehasa
MIUPHUHY cTadsa. ¥ ciiydajy HOTHojese HeKe rpaHe (U, v) HOBUM YBOPOM W, CTadJIo
nexomnosuije (T,)) MoxkKe ce MPOIUPUTHA HOBUM JIEJIOM {U, , v, W} KOJU CIIOJUMO
ca JIeJIOM KOju CaJipyKu rpany (u,v). O

Ha ocuosy Jleme 4.1.2, moarpad H rpada G yBek uma He Behy mupuny cTadsa
on rpada G. Ucro he Baxkutu u Kaja je H MuHOD:

Jlema 4.1.5. Ako je H munop rpada G, ouna je tw(H) < tw(G).

/loxas. Ounro Opucame rpane mianm uBopa He noBehaBa mmupuuy cradsa. [lo-
CMaTpajMo KakKo ce Mema IMUpUHa cTadJia Mpu KOHTPaKIuju Heke rpane. Heka je
(T, V) nexommnosunuja rpada G u Heka je e = (u,v) KOHTPAXOBAHA TPAHA Y IBOP
w. Tepaumo na 3a V) = V\{u,v} U {w} (ako Heku meo cajapxu u niau v, u3da-
MO uX U 3ameHHMO ca w), nap (1",V = (V/)ier) aunu cradio meKoMIo3unmje
rpada G’ = G/e. IIposepumo penom csa tpu cBojcrBa. 1Ito ce tuue (T1), cBaku
gBop u3 E(G)\{u,v} ocraje y nesoBuma y KojuMa je n OHO, a IBOp W Ce HAJIA3H
y JIEJIOBUMa y KOJUMa Cy paHuje OWJM u U v, Te ce cBaku 4Bop rpada G' Hamasu

y HekoM jeny. Jla ducmo mnposepuwin (T2), pasnukyjemMo Tpu ciydaja 3a rpaHy
(a,b) € E(G"):

e a,b # w, tana (a,b) € E(G) ucro, nakie nocroju t tako ma {a,b} C V,, a
camum M u {a,b} C V.

e (a,b) = (w,b) (amanoruo cayuaj (a,b) = (a,w)), mro 3HAUM Ja je IBOp by
rpacdy G Omo moBesaH ca u WIH U, 0€3 YMalbema OIIITOCTH, PEIUMO Ca .
Onga nocroju t tako na {u,b} C V;, 1o jecr, {w,b} C V/ 3a oxrosapajyhy
rpany (w,b) y rpady G'.

e o = b= w, y oBOM ciiy4ajy rpana a,b ce KoHTpaxyje u He nocroju 'y G'.

a du Bazkuo ycsos (T3), 3a cBaku uBop u3 G’ cky1 j1eJ10Ba Koju ra cajip:ke Tpeda
na wumnu nozcradio ox 17, To Baxku 3a cBaku 1Bop u3 F(G)\{u, v}, nomro omnu ne
Memajy JleJIoBe JIEKOMITO3UIje y KojuMa ce Hasasze. Ycios (T2) mekommosunuje
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(T,V) u nocrojame rpane (u,v) y rpady G rapanryjy ma mnogacradma T, u T,,
CauMIbeHa, OJT JIeJI0Ba KOJU CaJIprKe PECIIEKTUBHO U U U, UMA]y 3aj¢IHUYKN IIPECEK.
[Toncradmo T y cradiay T’ caummeHo 01 JesI0Ba ca IBOPOM W JI00Mja ce Kao yHH]ja
T, u T,, mro hie ucro Surn noacradiio 360r nmocrojama npeceka. Jlakie, (T3) Baxku
3a cBaku 4Bop u3 G’. ]

Cnenehe nBe jileme j1ajy pOCTY aJii KOPUCHY TOPIbY PAHUILy, TOBOPE HAM Jia
MUpUHA cTad/ia y HAJTOPEM CJIYYajy pacTe JUHEAPHO Ca JI0/IaBabeM YBOPOBA HJIN
rpaHa.

JIema 4.1.6. Heka je G = (V,E) rpad u W C V noxckyn usoposa. Taza je
tw(G) < tw(G—W) + |W|.

Joxas. Ako je (T,V) cradmno nekommnozunuje rpada G — W mmupune k, onia
je (T, W) ca nemosuma Wy = V, U W, t € T, nekomnosunuja rpada G mupuse
najsumte k + |[W].

Jlema 4.1.7. Heka je G = (V,FE) u F' C E noxackyn rpana. Tazma je tw(G) <
tw(G — F) + |F|.

/loxas. Heka je W ckynm MuHUMAaJHE KapJIWHAJTHOCTA TaKO Jla CBaKa I'paHa U3
ckymna F uma Sap jeman kpajiu ugop y W. Ouurnemnno je |W| < |F|, a kako je
G — W noxarpad on G — F, cieqn tw(G — W) < tw(G — F). Cana, va ocaoBy Jleme
4.1.6, umamo tw(G) < tw(G—W)+|W| <tw(G—-F)+|W| <tw(G—-F)+|F|. O

Ha ocuoBy Ilocnemurie 4.1.1, umaMo u IO OrpaHUYCHE 3a MHUPUHY cTadJIa,
IPEKo BesmunHe MakcnMasie Kinke: tw(G) > w(G) — 1.

V macraBky hemo ce dbaBUTH JIPYTUM pelipe3eHTalnjamMa ctadiia JeKOMIIO3UIIL]e,
KOj€e y 3aBUCHOCTH O/I IIPOOJIEMa KOjU pelraBaMo, MOTY OUTHU IPAKTUYIHH]E.

4.2 Kiauka-cyma rpad

Bugenn cmo na cradbmo pekommosunuje (7,)) naje oapebene nudopmarmje o ce-
napanuonuM cBojcreuma rpada G. 3a rpany (tq,ts), 3uamo ga je S = Vi, NV,
cerrapatop ckynosa Uy, u U, y rpady G. Onga G MoxKeMO 1IoCMaTpaTu Kao JIBa
nojarpada mHAyKoBaHa cKynosuMma U, m U, Koju cy CIOjeHH IIPeKO cKyna S.
lenepasao, rpad G ce cacroju ox Tux moarpadosBa Koju cy mMehycoOHO criojeHm
cemaparopuma. OBaj KOHIENT IPEIU3UPAMO YBODEmhEeM KJIMKA-CyMa.

Hedbununuja 4.2.1. k-xnuka rpada G je kimka peia k.

Hedbununuja 4.2.2. Heka cy G1, G5 rpadosu u C, Cs k-xnuke y uma. ['pad G
je k-xauxa cyma rpadosa G u G5 ako ce G Mmoxe mooutnu o1 G u G5 OKIaameM
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ysopoBa u3 C; u Cs (k uBopoBa u3 (] HOKJIONMMO Ca TIO jeHUM (Pa3/IMIUTUM )
qBopoM 3 (s 1 9BOP KOjU je HacTao mokjganameM v; u3 C; n vy u3 Cy cama nma
CBe CyceJle KOje Cy MMaJId U] U V) U OPHCAeM HEKOJIUKO (IHOTEeHIMjaTHO HYJIA)
rpaHa u3 HOBe Kjuke peia k. Kaxkemo ma je G modujen jemsbemem rpadosa G u
G5 npeko C u Cy, nian Ja je KJInKa-cyMa peja k.

Jlema 4.2.1. Ako oda rpada G u G nmajy mupuHy cTadja HajBUIIE k, OHJIA
cBaku rpad Koju je Kianka-cyma rpadoa G u Gy pena HajBuie k MCTO UMa IITHU-
puny cradiia HajBuIe k.

Zloxas. Heka cy Ci,Cs k-ximke rpadosa Gp,Gy n Heka je G k-Kimka-cyma
G1 u Gy y x0joj Huje obpucana Hujenna rpaHa. Ako cy (11,V), (T2, Vs) crabia
nekommiosuije rpacdosa G1,Gs, Ha ocHoBy Ilociemure 4.1.1. 3HAMO Ja TOCTO-
je menosu Vi € Vi, Vo € V, y kojuma cy cajapxxkane kauke C4,Cy. Komouno-
BambeM JBE JEKOMIIO3MIMje TakKo INTO ce JjoAa rpana usMmely gemosa Vi u Vs,
(T =T1IUT, U{V;,VL},V = V; UV,) uunu cradmo jekommnosuimje rpada G,
mupuHe He Behe o mupuHa gekommosunnja rpadosa Gp u Gs. O

Jlema 4.2.2. Heka je G rpad mmpune crabdma k. Ouma rpad G moxke dutu J10-
OujeH Kao KJauka-cyma rpadosa pejia Hajsuiie k + 1.

Jloxas. Tlocmarpajmo Heko crabio gekommnosunuje (T,)) rpada G. Heka je
H; = G[V,] noarpad unmykosan uBopoBuMa u3 jena V; 3a csako t € T. Caku
noarpad H;, kao u geo V;, kapauHaaHocTu je Hajsuie k + 1, Te rpad G MOKeMO
JIOOUTH peJioM cliajameM nojrpadosa H;, H; y kmuka cymy peja Hajpume k. [

Ha npumep, rpad ca ciuke 4.1. MoxKe ce KOHCTPYHCATHU OllepalijaMa KJInKa-
cyMa pejia HajBuie 2 HaJ rpadoBUMa HWHIYKOBAHUM JIEJIOBAMA JIEKOMIIO3UIIN]E,
KOJU Cy KapJAWHAJIHOCTHU HajBUIIE 3.

4.3 Ilapruujaana k-cTadiia

[Tapnmjanra k-ctabia cy ekBuBaJieHT TrpadoBa ca IIUPUHOM CTadja HajBuIle k.
Muoru KOMOMHATOPHHU TPOOJIEMH, KaJila Cce OrpaHuYe Ha naplujajgHa k-cradJa,
MOTI'Y OUTH pEIIeHN y TOJMHOME)ATHO] CJIOKEHOCTH 38 OTPAHUYIEHO k.

Hedununmja 4.3.1. (k-cradio) k-cwabra nedpuHUIIEMO PEKYP3UBHO:
o Kowmrmureran rpad K je k-ctadio.
e Axko ce k-crabiny H pena n jpoma 4Bop ja Oyae cycen ca k mehycodbHo mose-

3aHUX YBOpoBa u3 H (makie onu unue k-xiuky y H), noduja ce k-crabino G
pexa n + 1.
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Teopema 4.3.1. Heka je G = (V, F) rpad. Cnenehu onucu cy eKBuBajeHTHU:
e I'pad G je k-cradio.

e (G je moBe3aH, caJipKu k-KJIHKY, ajn He u (k + 2)-KJIUKY U CBAKA MUHUMAJTHI
cenaparop myTta y rpady G je k-xKauka.

. k(k—1
e G je mosesawn, |[E| = k|V|— % U CBAKU MUHUMAJIHE cenaparop rpada G
je k-xJmka.

e G canpxu k-KauKy, aau He u (k + 2)-KJIUKY, CBAKH MUHUMAJHU CEIIAPATOD
myTa je k-KJIMKa U 3a CBaKa JIBa YBOpa U, v € V TOCTOju Ta4HO k THUjCyHKTHUX
mnyTeBa usMmely mbux.

Hedbununuja 4.3.2. Iapyujarno k-cwadro je moarpad k-cradia.

Jlema 4.3.1. 3a k cradmo G u cBaka JBa HEroBa IYBOpA U, ¥, CBAKU HUXOB MIHU-
MaJTHU CErapaTop je yjeaHo u MUHUMAJHU cenaparop rpada G.

/loxas. Heka je Sy, munumasnn uw-cenaparop. Ha ocaoBy Teopeme 4.3.1, Sy,
je k-xymmka. IIpermocraBumo ma Sy, HUje MuHUMAHA cermapaTop rpaa GG, Beh HeKo
S. Tana je |S| < |Suw| = k. S je cenaparop rpada G, Te je 3a HeKa JBa YBOpA V1, Uy
Takobe vy vy-cenaparop, 1o ject, k = |Sy,p,| = |S| < |Suw| = k, xouTpamukmuja. [

Teopema 4.3.2. ['pacda G je naprujaano k-ctadiio ako 1 camMo akKO UMa MUPUHY
cradJjia HajBHIlE k.

Zloxas. =: ZKesmMo J10Ka3aTu Jia CBAKO IMapIHjajgHO k-cTad/Io0 MMa, HIAPUHY
cradjia Hajsuire k, TO jecT, jJa 3aIpaBO CBAKO k-CTadJI0 MMAa IMUPUHY cTadJIa Haj-
Buite k, ¢ 003upoM Ha TO Ja mapuujaaHo k-ctadio Kao moarpad k-cradia Hema
Behy mmpuny cTadja onx mera. Pagumo maAyKnujy mo Opojy uBopoBa rpada G.
Bazun ciaydaj, G = Kj, cradiio JeKOMIIO3UIMje KOje MMa jeJaH Je0 U y HheMy
cBuX k uBopoBa, uma mupuny k. [IpernocrtaBumo caga na rpad H pena n, Koju je
k-cTabno, numa mupuny cradsia HajBuilne k 1 HEKA JI0ajeMO YBOP U TAKO JIa je HOBU
rpad G ucro k-crabdiso. Axo je (T,V) nexkommnosuruja rpacda H mupune HajBuIie
k, ma ocuoBy Ilocmemumie 4.1.1. nmocroju t € T' Tako ma k-xiauka C' Kojy odpasyjy
cycenu 4yBopa v mpunajga jeny V. Ako mexommosurju (1,)) momamo HOBU €0
Vir|+1 Xoju caapzku 4uBopose u3 Kiuke C' U 9BOp v W HOBEXKEMO T'a ca JieyioM V,
(T U{|T| 4 1}, Y U Vipj41) mpencrasiba cTabio jgekomnosuimje rpada G mmpiHe
Hajsurie k.

<: Caza mokasyjeMmo Ja je cBaku rpad ca MHUPUHOM cTadJia HajBHUIIE k, 3ampa-
BO k-ctadiio. k-cradsio pena k wim k + 1 je kommneran rpad K mwm K 1, Koju
CBaKako mMMajy mwmpuHy cradia ve sehy on k, Te mocmarpajmo rpad G = (V, E)
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pena dap k + 2. Axo jokaxkemo fa 3a cradio gekomnosunuje (1',)) mmpune Haj-
Buitie k nocroju k-crabno H = (V, F') tako na je, 3a cBako t € T, uHAyKOBaHU
noarpad G[V;] moarpad neke (k+ 1)-kmuke ox H, 3aspmmim cmo mocao. Oner Ko-
PHCTUMO MHIYKIH]y 110 Opojy uBopoBa rpada G. Baza cy nam ciayuajesu |V| =k u
|V| = k+ 1. 3a unayKTUBHU KOpaK, ocMaTpajMo Heku jmct | crabna T, u Heka je
V., jenurm cycen geiy Vi. Ako je V; C V., moxkemo uzdanuru V; U3 JIeKOMIIO3UIA]je
U IIOHOBUTH IIpoIiec cBe Jo0K He Hahemo [ TakBo ja Huje V; C V.. Heka v € V; — V.
[TpermocraBuMo, Ha OCHOBY WHIyKTHUBHE Xurore3e Haj rpadom G — {v}, 1a mero-
Ba gexomnosunuja (T, V' = J,cr(Vi — {v})) naje k-cradino H'. Kaxo v ¢ X, cBu
cyceJii IBOpa v Mopajy outu y seny X;, Te onu dhopmupajy noackyn k-ximke C'y
rpacdy G, Tako Ja MOXKEMO JIOJATH v U I'paHe o v 10 cBux uBoposa u3 C'y rpad
H' u noduhemo k-ctadio H. l

Ha ocuoBy mperxojiHe Teopeme u KOHCTpyKnuje k-cradia, cBaku rpada G mm-
puHe cTadyia HajBUINe k CAJPXKKU YBOD CTelleHa HajBuile k (HIIP. MOCJEIHU IBOP
JIOJIAT TIpU TIpaBsbewby k-ctadia uuju je G moarpad).

4.4 Teopema o mmHOpPY rpada

V3umajyhu y 0063up 0OMMHOCT JIoKa3a OBe Teopeme O Ipady MUHOpaA, ¥ KPATKHM
npramMa heMo IpecTaBUTH KJbyIHE KOpaKe U OCJUKATH 3Hada] cTadaJa JIEKOMIIO-
3urygje:

1. Jlobdap-kBa3u-mnopeak Hal rpadoBrUMa OrpaHudeHe MUPUHE CTadIa

e Pukcupamo nHIYKTUBHO KOHCTAHTY k. Heka je i cKyIr cBUX KOHATHUX
rpadoBa MUpuHe cTad/a HajBUIIE K.

e Craku rpad u3 G, npeJicTaBUMO Kao cTad/I0 KOpucTehn JIEKOMITO3UIIH]Y,
Yhje Cy BeJIMYMHE Keca OrpaHnvdene 0/I03r0 ca k U CBaKy KeCu O3HAUUMO
HEeKUM mHMOpMaIjaMa, Koje CyrepuIlly CBOjCTBa IOy T BeJIUINHE Kece,
[TOBE3aHOCTH YBOPOBA y KECH . . .

e (Kpyckanosa Teopema) Omeparja TOMOJIONIKOT MUHOPA YUHE J00Ap-
KBa3U-TIOPeIaK HaJ CKYIIOM KOHAYHUX CTAadAJIA.
Jokazajii cMo je y IpeTXO0IHOM ToryiaBby. ['enepasnzaruja Kpyckasiose
TeopeMe Ha CKYIl O3HAUEHUX CTadaJsIa IJIe MOCTOjU 100ap-KBa3u-TIOPEIaK
HaJ O3HaKaMma Jalie HaM KeJbeHU Pe3y/Tar, J100ap-KBa3u-11opeIaK HaJl
cTtab/imMa JIEeKOMITO3UIINje, & CAMUM TUM U HaJl rpadOBUMa Ca MTUPUHOM
crabyia HajBuiie k.
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2. Teopema 0 UCK/bByUYeHHM MHUHOPHUMA U TeOpeMa O CTPYKTypHu rpada

e (Teopema o mCcK/byUeHNM MUHOpHMa) 3a CBaKy KOHA4YHY Kjacy rpado-
Ba § moCcTOju KOoHavYaH CKyIll Kg NCKI/bYUIeHUX (YeCTo Jpyratuje pedeHo,
3a0parbeHnX) MUHODA.

e (Teopema o crpykrypu rpada) Uaruyrusno, qa ou rpad G Beaukor pe-
na ouo H-ciodbonan, Mopa jJga mocToju Heku passor. OBa TeopeMa HyIn
OJINOBOP y BHUJy ONHCa CTPYKType rpada: mian je G JIOKAJIHO IIPEBUIIe
penak jga ou cajzpkao H, Wian je TOIOJIONIKKA YI'PAJIUB Ha IOBPIITUHY
KOja je mpeBHIe IMPOoCTa Jga OM Ha by MOorao jia ce yrpaau rpad H.
Yrpahusame rpada je nprame UCTOr HA HEKOj MOBPIIMHU (HA IPUMED
paBaH mwin cdepa) TaKO Jla ce MOIMTYjy oapeleHa TOMOJIIKa TPABUIIA.
HaxkJte, rpane rpada npeacTaBbajy KpUBe KOje ce CEKy CaMo Y KPajibuM
TagKama.

3. Kiuka-cyma jgekoMIo3uniyja u j100ap-KBa3u MOpeIaKk

e Jlokaxke ce m00ap-KBa3U-TIOPeJaK HAJI ,,CKOPO yrpajauBuM’ rpadoBuMa
Kopuctehu crajia JeKOMIIO3uIlFje U yrpahuBame Ha IMOBPITMHAMA.

e (Knuka-cyma rpad) Kimka-cyma rpad je rpad koju ce moduja KoOu-
HAIMjOM JIBa rpada crajameM y 3ajeanukoj kiauku. [Ipenusnuje, y oda
rpada ce youn KJIMKa UCTe BeJIUINHE, PEUMO k, U HOBU rpad ce 100u-
ja Tako IITO ce YBOPOBU Te JBe KJIUKe CIoje y k YBOpOBa HOBE KJIUKE,
rpaHe Koje Cy cliajajie 9BOp M3 KJUKE Ca YBOPOM BaH KJIMKE CaJia CIa-
jajy 1BOp HOBe KJIMKe ca YBOPOM BaH KJIMKE a IpaHe m3Mehy 1Ba dBopa
KJINKE Ce Y 3aBUCHOCTH OJT ojipeheHunx ycoBa Opurry win 10/1ajy. Takas
rpad ce crueruduaHo Ha3UBa k-KIUKa-cyma rpad.

Cauka 4.3. rpad G, rpad H u 3-kinuka-cyma rpadosa G u H
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e 3aTuM ce IMOKaxKe Jia ce J100ap-KBa3u-TIopeIaKk OprKaBa MO OIePAIl-
joM nodmjama KanKa-cyma-rpada, MHIyKInjoM 1o oapehennm mapame-
TpuMa (mupuHa cradbia, KOMILIEKCHOCT rpadoBa yrpahuBaHux Ha IO-
BpIIMHAMA) - ca Oa3HOr ciydaja rpadoBa OrpaHuyYeHe IMUPHUHE CTadJa
Ipesia3m ce Ha KOMILIEKCHHje rpadose Kopuctehu orepalujy 1o0ujama
KJINKa-cyMa rpada.

4. Koupepropame rpadoBa y CTPYKTYpe HAJIUK CTadIUMA

e ['padoBu ce Komaupajy kopucrehm Konadan ayipader m O3HAUEHA CTa-
Oia (cBaka Keca IMpEJCTaB/ba HEKM KApPAKTEp), a 3aTUM Ce IPUMEHOM
Kpyckanose Teopeme n Xurmanose Jjieme (OBe JIBe TBDJIHE 3aj€THO Te-
Hepau3yjy ropenaseseny KpyckasjaoBy Teopemy Ha cradja ca mojie-
JbeHuM ajihabeToM HaJ[ KOJUM BaKW J100ap-KBa3W TOPEJIaK). XUrM-
HOBa JieMa 3aIlpaBO TBPJU JIa je CKYIl CBUX KOHAYHUX pPedn y KOHAa-
9HOM aJjidadeTy napiujaano ypeheHoM pesranujom mojIceKBeHIIe, 3ampar-
BO Jl00ap-KBa3u-tiopejiak. lIlpumMenoM cBUX Kopaka yHa3a/l JI00MjaMo
J100ap-KBa3u-II0peIaK HaJl PesIallijoM MUHOPA.

4.5 Teopema o0 MCKJBYyYEeHUM MHHOPUMA

Y nornaBipy 3.2. BHAEIN CMO Jia KaJia *KeJIMMO OITMCATH CBe I'padoBe ca HEKUM
CBOjCTBOM, TO JeCT, OIICATH CBe IrpadoBe KOjU HEMA]Y TO CBOJCTBO, TO IOCTUKEMO
cKyTIoM TpadoBa KOju He CMejy Jia ce T0jaBbyjy Kao MuHopu. lIperusnuje, Buien
cmo y llocnmenumu 3.2.1. 1ma cBaka KJjaca 3aTBOpeHa y OJHOCY HAa MUHOP MOYKe
OUTH OmMcaHa CKYIOM UCKJbYUIE€HUX MUHOPA, & JIe(UHUCATHEM CKYIla UCKJbY YeHUX
MuHOpa M jodujamo 3aTBopeny kKiacy Forb(M).

SaHnMa HaAC aKO MCKJ/BYIMMO HEKM MUHOpP H, Kako TO yTude Ha CTPYKTYPY
y Forb(H)? Ha nmpumep, CliOMEHy/IH CMO paHuje Ja HUCKbydnBarmbeM Kiz u K
Jio0ujaMo IIaHapHe rpadose.

Teopema 4.5.1. I'pad G npunana Forb(Ks3) ako n caMo ako MOXKe OUTH IIpe/I-
CTaB/bEH KA0 KJIMKa-CyMa peJla Hajsuiie 2 myanapanx rpadosa n (Hekosmko) K.

Teopema 4.5.2. I'pad G npunaga Forb(K5) ako u caMo ako MOXKe OUTH IIpe/i-
CTaB/bEH KAO KJMKa-CyMa pejla HajBuilne J IaaHapHux rpadosa m noarpadosa
Barueposor rpada Vk.

Hoka3 < cmepa Huje Texkak: [lnanapuu rpadosu u Vg He cagapxke munop K,
a KJIMKa-cyMa, peja HajBuine 3 rpadoBa Koju Hemajy K5 MUHOP MUCTO HE CaJIpXKHU
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MuHOD 5.

Cauka 4.4. Baruepos rpad Vg

Hedunummja 4.5.1. (anekc rpad) I'pad xoju dpucamem jegHor upopa mocraje
IJIAHADAH Ha3WBa Ce aUeKcC.

Hedunnnmja 4.5.2. (xpomarcku 6poj) Xpomatucku opoj rpada G je MUHUMAIAH
npuposan opoj x(G) 3a Koju uBopoBHu rpada Mory duTu 0DOjeHH TaKO Ja CBAKa
JIBa, CyCeJIHA IBOPA Oy/Iy pa3jimduTe Ooje.

l'enepaJto, jormr yBek HeMa rpacdoBa H ca Buie o meTHaecTak rpaHa 9uju Cy
Forb(H) normyso okapakrepucauu. Teopema o cTpykrypu rpada, Kojy ¢Mo cIio-
MEHYJIM Y TIOTJIaBJ/bY 3.2. Yy OIHUCY J0Ka3a TeopeMe O MUHOPY I'pada, alrpoKCHMupa
cTpykTypy H-cnobomanor rpada y ommrem ciaydajy. /lodujene cy ampokcumariu-
je y jom mekmM ciydajeBuma. Ha mpumep, g0KazaHO je Ja je JJOBOJ/BHO BEJIUKHU
6-moBe3an rpad Kg-caodogaH ako U caMo akKo je amekc rpad.

Xwumnoresa 4.5.1. (Xagpureposa xumnoresa) I'pad G je K,-ciobojgan ako u camo
ako je x(G) < n.

Xwumoresa IIpecTaB/ba YOIIITeHe TeopeMe 4 0oje, a Joka3aHa je 3a n < 6.

Teopema 4.5.3. Heka je k > 3 duxcupano. Csaku rpad G = (V, E) de3 nukiyca
Jy2KuHe k 1Iu BHUIEe Ka0 MUHOD, UMa IMUPUHY CcTadja HajBuiie k — 2.
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Cuauka 4.5. DFS crabno u noBparue rpane(TaHke)

/loxas. Tlocmarpajamo DFS-ctadmo T ykopemeno y uBopy r. I'pane rpada G
BaH ctadsia 1', TB3. Gospatline Tpare, Cliajajy JiBa 4YBOpa u U v Tako ga u € 1.
Hexka p(v) npezcraBipa ponuressa uBopa v y cradiay 1. 3a cako v € T, nedunn-
muMo Hu3 Po(v), p1(v), .. . pr—2(v) Ha craenehn naumm:

po(v) =v, pi(v) =ppi1(v)),3ai=1,2...k—2,

u po(r) = r. Tepaumo na je (T,V), 3a Vi = {po(t),p1(t),...pr—2(t)}, t € T 3a10-
BosbaBajyhe crabo gekommosunumje. (T1) Baxku jep t € V; 3a cako ¢t € V. Kako y
rpady G He IOCTOjU NUKJIYC Jy2KHUHE dap k, CBaka IOBpaTHa I'PaHa Cllaja HEKa JBa
9BOpA U, ¥ TAKO Ja je aykuHa myTa 1™ najsure k — 2, To ject, noctoju t € T' Tako
na u,v € V;. Jakme, (T2) je ucro ucnymen. Ako 3a ceako v € V', ca W,, o3Haunmo
CKYII CBUX YBOPOBA W TAKO Ja je Pi_o(w) = v, OHJIa v MPHUIAJIa CBUM JesoBuMa V;
Tako Ja t popmMupajy HeKo (HeyKOpemeHO) mojctadio cradia T 9uju cy JIMCTOBU
u3 ckyma W, te je ucnymwen u yciaos 1'3. Illupuna cradna mpekommosunuje (1',))
uznocu k — 2, Te je m mupunHa cradia rpada G najsurie k — 2. [
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AnropuraMckKe MMILINKaIje U
IIpUMEHE

Cepuja pajgoBa Munopu ipagosa Podeprcorna n Cumopa nMasa je BeJIMKHU YTUIIA]
Ha aJiropuTMe rpadoBa, KaKO y TEOPUjCKOM JIeJIy, TAKO U y mpakTudHoM. Jloka-
3a/I Cy Jia TOCTOjU AJITOPUTaM KOJjU y IIOJUHOMUJAJTHOM BpeMeHy ojapehyje a
su gatu rpad G cagapxu dpukcupanu rpacd H kao muuop. Kako cBaka Kjaca
3aTBOPEHA OIEPAIljOM MUHOPA MOXKEe OUTH OMHUCAHA KOHAYHUM CKYIIOM 3a0parbe-
HUX MUHOpPA, IMOCTOjU AJTOPUTAM KOjU y IOJMHOMHUjaJTHOM BpeMeHy onapehyje ma
Jim rpad npumajia HeKoj kJiacu. Bujiehemo n kako ce cradja JIEKOMIIO3UIAjEe KO-
pucte npu pemasamwy HII-mpodiiema y mosmHoMujaHOM BpeMeHY 3a rpadose ca
OI'PAaHUYEHOM IITUPUHOM CTadJIa.

5.1 N3pauyyHaBame HIimpuHe cTadJa

VY ommrreM cirydajy, Haslazeme mupuHe cradsiaa rpada G npeacrasiba HII-komruteran
mpodseM. AKO IIpoBepaBaMo Ja JIU je MHUPHHA cTadja HajBuIle k 3a HEKO (PUKCH-
paHo k, TO mocTaje jeTHOCTABHU)U ITPOOJIEM:

Teopema 5.1.1. Heka je k duxcupan 0poj. Ilocroju amropuram koju 3a yiia3
y3uma rpad G u 3a u31a3 Jaje wind cTadlio JeKOMIIO3UIje mupuHe k mim nadOop-
marmjy ga je tw(G) > k y Bpemenckoj cioxenocru O(|V(G)]).

AsrropuraM peKyp3uBHO CBOU ITPOOJIEM Ha Marbu rpad. ¥ CBAKO KOpaky, rpad

ce pellyKyje W KOHTPAKIIMjOM I'paHa M3 HEKOI' MAKCHUMAJIHOT yHIApPUBaIba WJIN
OpucameM HEKHX YBOPOBA.

28
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Teopema 5.1.2. Heka je k duxcupan Opoj. [locroju anropuram koju 3a y/a3s
y3uma rpad G u 3a nsia3 gaje mim cTadjio JeKOMIIO3UIje MupuHe k rin moarpad
H rpada G raxo na je tw(H) > k n nekommnosunujy noarpada H mupuse HajBHIIIe
2k.

Teopema 5.1.3. Iloctoju anropuram ¥ IOJUHOM P TAKO Ja 3a OUJIO KOjU rpad
G = (V,FE), anropuram padyHa cradjio jekoMmmosunuje muputae k = tw(G) y
BpeMenckoj ciaoxenoctu O(2PH) |V ).

5.2 IIpobisem k aucjyHKTHUX ITyTEBa

[Ipu pemraBamy mpodsiema ja jm rpad G caapxku dukcupanu rpad H kKao mu-
HOD, IpodJieM k JINCJYHKTHHX ITyTeBa II0KA3a0 Ce YCKO IMOBE3aHUM U jOII Y CEPUju
pajioBa Munopu tpagosa nar je anropuram y cioxenoctu O(|V(G)[?). Kacnuje je
onrumuzosan y O(|V(G)|?), a 3a mianapue rpadose u rpadose ca OrpaHuIeHOM
IIUPUHOM CTadJIa IOCTOje aJrOPUTMU JUHEaAPHE CJIOKEHOCTH.

Hedbuunuuja 5.2.1. (upodsem k nucjyukraux myresa) lar je rpad (V, E) u k
napoBa 94BopoBa (Si,t1), (S2,t2), ... (Sk, k). [Ipodmem k mucjynkTHux myreBa daBu
ce MUTAmeM J& JIM [OCTOJU Kk yHYTpallibe JUCjyHKTHUX ImyTeBa Py, P, ... P, Tako
ga myT P; criaja aBopose s; u t;.

Anropuram Podeprcona u Cumopa, caoxkenoctu O(|V(G)|?), dyukimonume
Ha ciaenehn Hauna. Ako G mMa orpaHUYeHy IIMPHUHY CTadjIa, IMPOOJIEM Ce MOXKe
PEeLIUTH JIUHAMUYIKUAM IIPOrPaAMUPAbeM Y JIHHEAPHOM BpeMeHy. Y CYIPOTHOM, 3a
Besnko tw((G), TpaxKu ce BesInKa c-KJIMKa KOJOM OU ce CHojusm naposu (s;,t;) Juc-
jYHKTHUM TTyTeBEUMa. AKO TakKBa KJWKA HE MOCTOjU WJIM MOCTOjU CErapaTop MaJie
BeJIMYUHE KOjU pa3/iBaja S; U t;, TPaXK1 ce YBOP KOjH HE yTHUEe Ha IIPOOJIEM, TO JeCT,
podsieM HaJt rpadoMm G ce MOXKe PElTuTH aKO U CaMO aKO MOKe U HaJ rpadom
G —v. YKiamameM TaKBOI' YBOpa IipeJias3u ce y ciegehy ureparmujy. Teopujcku
3Ha4ajaH 300r MeTo/Ia KOPUIINEHNX Y KOHCTPYKIIUjU, aJrOPUTAM je UIaK HEelpaK-
tuuan. Ckpupena kKoHcTanTa y (O-HOTalnju je m3padyH/buBa, aan orpomHa. Cinm-
JHe HeJIoCTaTKe MMa M Bepauja anaropurma y cioxkenoctu O(|V (G)[?).

5.3 IIlupuHa cTadjia oKpapakKTepucaHa UrpoM

Hoaruuajuu u 10Tos je urpa Haj rpadoM y K0joj MOTUIA)IIN TOKYIIABAjy 18 yXBaTe
sionioBa. Ilperusnuje, k nperpaxyje rpad. CBaku mosmiajal ce HAJIA3U y HEKOM
9BOpPY WM je BaH rpada. ¥ CcBaKOM IOTe3y, CBaKU IOJIUIAjall KOju je Yy TOM
TpeHyTKYy y rpady, Moxke(a He Mopa) npehin BaH rpada, a oHE Koju cy OMIn BaH
rpada, mory yhu y rpad y aBop 1o usdopy. JIomnos je Ha 1mo4derky Herjie y rpady, u
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MO2Ke IIPOM3BOJHLHO OP30 Jia ce Kpehe rpanama rpada, To ject, MOXKe e IIOMEPUTH
y OMJIO KOjU YBOP IIpe Hero IITO ce MOJIMIAjIU CMeHe, aJli He cMe J1a ce Kpehe Kpo3
YBOPOBE KOjU Cy OKyIupaHu mnoJunajinuMa. [losmmajim cBe BpeMe 3HA]y MMO3UIA]Y
JIONIOBA U IWJb UM j€ Jia ra yXBaTe, Ja cé Y HEKOM I0Te3y MOCTaBe 110 YBOPOBUMA
TAKO JIa JIONOB He MOKe Jia Ce MOMEPH.

Maremarnuku 3ammcano, crambe urpe je nap (P, C;),i € N, rne P, C V(G),
y3 ycioB |P;| < k, nmpejcraBiba CKyIl 9YBOPOBa OKYIHMPAHUX IIOJUIIJOM y i-TOM
noresy, u C; C V(G) npejcrabiba noBesany kommonenty rpada G\P; y Kojoj ce
HaJIa3M1 JIOOB KaJla ce 0dpuiy YBoposu u3 ckyna P;. [Touerno crame je (P, Cy) =
(0, V(@)), ay cryuajy nodeme (mommnajana), R; C Ciyq u Ry = 0.

Teopema 5.3.1. Heka je G rpad u k € N. Illupuna cradna tw(G) je najpuiie
k — 1 ako u camo ako k mosuriajana MoXKe yXBaTuTH JoroBa y rpady G.

[TocmaTpajmo cindaj kaga je G crabmo, G = T. Jenan nonurajal HIKa1a He
Moxke yxBaruTu JiornoBa. IIITo ce Twve crpareruje 3a JiBa IOJUIAjIIA, YKOPEHE
ctabso T m y cBakKOM IIOTe3y, jeJIaH IOJIMIAjal] OCTaHe Ha CBOM MECTY a JIPYTHU
ce TIOMepHU HU3 TPaHy KOja BOJIM Ka IOJICTadIy y KojeM je jionoB. Hakon konadHo
MHOT'0O TI0T€3a, CTHXKY JI0 JILCTa cTad/ia U XBaTajy JIOIOBA.

VY ormmreM ciy4ajy, CIUYHY CTPATETU)Y MOYXKEMO IPUMEHUTH Kopuctehu cradsio
nexomnosurje (1,)) mupune k — 1. Y OpBOM HOTE3y HOIMIAJIN Ce TTOCTaBe y
HEKH J1eo, perumo V;, To ject, P, = V;. JlonoB ce HaJia3u y HEKOj 0] KOMIIOHEHATA
myme T\{i}, peunmo T; u meka je (i,j) rpama ka Toj kKomonentun. Ha ocroBy
Jleme 4.1.1, ckyn V; NV, paznsaja sonosa u Ry C T ox G \ T;. Axo uzabepemo
P, =V,NV; u Py =V, (mro je moryhe jep je |V;| < k, 3a cBako t € T), jomnos
He MOzKe Jia I1polhe Kpo3 HujeJlaH o YBopoBa u3 Vj, Te Mopa Jia ce IoMepu Jy0Jbe
ka noxcradiy 1;, mwmm na ocrane y neiny X;. Hakie, Cy, Cy C Tj. Axo nosmiajiu
HacTaBe Jla IOHAB/bAjy OBY CTPATErujy, MOCje KOHAYHO MHOTO moTe3a carepahe
JIOTIOBa y HEKU JUCT Vi, a oHza 3a Py = V; O R;, nosmnajuu xBarajy JomoBa 1

mooehyjy.

OBuMe cMO J10Ka3a/Ii = CMep TeopeMe, a JApyru cMep moxke ce nahu y [6].

5.4 HII-Temiku npodjemn

Muoru HII-Temku mpodieMu JIaKO Cy PeIIuBU JUHAMUYIKAM ITPOIPAMUPIHEM Y
caydajy crabdsa. JemaH ol HUX je W MPOodIeM MAMKCHMAJHOT HE3aBUCHOT CKYTIA.
OdjacanhMo u Kako ce pelraBa IpodJieM y caydajy rpadoBa orpaHuveHe MupuHe
cradJa.
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Hedununnmja 5.4.1. (mesasucan ckym) Har je rpad G = (V, E). HezaBucan ckyn
rpad G je moackyn I C V rako na 3a cBaku map u,v € I, (u,v) ¢ E.

Ja ducmo peruiun Taj mpodseM, MOpaMo OUTH y MOTYhHOCTH Ja OJI'OBOPUMO
Ha nuTame: fga ju y rpady G IoCToju He3aBHCAH CKYyI KapuHaaHocTu k7

Teopema 5.4.1. /laro je cradmo T = (V, E). Beauunna MakCHMAaJIHOT HE3aBUCHOT
CKyTIa MOXKe duTu y3padyHara y Bpemenckoj cioxenocru O(|V]).

Zloxas. Ykopenumo 1" Tako Jia je KOpeH r, U Heka 1), o3HadyaBa IIOJCTA0JIO UBO-
pa u. Kopucrumo guHaMuyko nporpamupame. dp, o Ipe/iCcTaB/ba BeJINYNHY MaK-
CHMAaJIHOT HE3aBUCHOT CKyTIa y HoJcTadiry 1), KOju He CaIprKu U, a dp, ) BEJUIHHY
MaKCHUMAaJTHOT HE3aBUCHOT CKYIla aKO CaJIpyKi YBOp u. 1paH3uruja je:

dpu,o = Z max(dpwo, dpv,l)

veadj(u)\{pu}

dpu,O =1+ Z dpv,O

veadj(u)\{pu}

rje adj(u) mpecTaB/ba JIMCTY CYCEJCTBA YBOPA U, a Py, j€ POJUTEHCKU IBOP OFf
u. Kako je cBakm 4YBOp JieTe TAYHO jeJHOI YBOPaA, M CJOYKEHOCT TPAaH3UIUje je
O(ladj(u)|), ykynna ciaoxenoct je O(|V]).

V ciydajy TeXXKMHCKOI MAKCAMAJHOI HE3aBHCHOI CKyIIa, 3a TEKUHCKU Tpad
G = (V, E,w) (uBopoBuMa J0Je/bEHE TEXKUHE), ¥ TPAHUIUJU 3a dp, o yMecTo 1
CTOJU Wy,.

Hedbunnunuja 5.4.2. Crabiao nekommozunuje je (1,)) emucaerno ako He MOCTOjU
rpana (4,j) y 1" rako na je V; C V.

CBaxko cTabJ1o JEKOMITO3UIHje MOXKe [TOCTATUH CMUCJIEHO, CBe JIOK nocToju nap (i, j),
nenose V; u V; cnajamo y jeman. CMuciieHo cTadI0 3HAYH 1 HeMa CyBHIITHE JeJI0BeE.

Tsphemwe 5.4.1. 3a cBako cmucieno cradso jgexommnosurmje (1,V) rpada G =
(V,E) Baxu |T| < |V|.

Jloxas. Nanyknujom o |T'|. Basuu ciyuaj |T'| = 1, tama je V = V. YV unnyx-
TUBHOM KOPaKy, HeKa je ¢ JiucT ctadya 1" u j mwerosB poguresb. Kako je cradiio
cmucsieno, Baxxu W = V; \ V; # (. Ha ocuosy T3, uujenan usop nz W Huje
canpxkan y 1" = T \ {i}. T" je ucro cmucieno cradbmno, te je || —1 = |T"] <
|G\ W|=|G| - |W|<|G| - 1. Hakne, |T| < |G|. O



5.4. HII-remku npodaemu 32

YV aaropuramMcke c¢Bpxe, onmhe HaM KOpucHO ga 1’ Oyje duHapHO cTads0. 3ampa-
BO, 3a cBaky jgekommno3utjy (1,)) rpada G, moryhe je HapaBATH JEKOMIIO3UIIN]Y
(f(T), f(V)) ucre mmpune tako na je f(7') dunapuo cradmno. Heka je v Kopen
cradma T u Ty, ...T, noxcrabia mwerose jene. v(11,...,T,) UpeiacraBpba cTadio
T. Axo f(T) upecrasba Tpausunujy cradia T y SunapHo cTadbiio, OHJA MOXKEMO
yseru f(T)=v(f(T1), f(v(Ts,...T,))) u peKyp3uBHO J1eDUHUCATH OLEPAIH]Y JIO-
Oujama OmHapHOr cradsa. Ilpuimukom cBake mreparuje, ctaday 1’ ce Jjiona jegaH
HOBHU 4BOp Koju je Kopen cradia f(v(Ty,...T,)), re f(T) uma 2|T'| aBoposa.
Haxie, moxkemo pehu na 3a ceaku rpad G = (V) E) nocroju dunapuo crabio
JIEKOMITO3HIIIje MIHUMAJIHE [IIIPHHE Tako ja je BesmanHa cradbiaa O(|V|). Haname
cBa cTadia Jekomnosuimje cMarpamo onnapuuM u Besmaune O(|V).

[naBau paszsor 3amTo epruKacHo MOXKEMO N3PAIyHATH MaKCUMAJIAH He3aBUCAH
CKyIl y cTadiry jecre Taj Ja maMel)y nBa mojcradia (Tako ja jeJHO HUje MOJCKYII
JIPYTOr) He MOCTOje I'PaHe, Te HAJaXKeHhe HE3aBUCHUX CKYIIOBa y CBAKOM OJI CTada-
JIa JIOBOJIM JIO TEJIOKYITHOT He3aBUCHOT cKyTmia. CJIMIHO CBOjCTBO BaxKU U 3a cTadJIO
JEKOMIIO3UIIH]e.

Axo je t uBop cradma nexkommnounnuje (1,)) u tq,ty werosa Jena, 300r ycjaosa
(T3), caka rpama m3mehy mamykoBamux noarpadosa G[V;, u G[Vi,] mopa na
caapxu aBop u3 gena V. [locmarpajmo rexuncku rpad G = (V, E,w) u cradno
nexkommnosurje (1,)) mwmpune k. 3a t € T, veka T, npejcrabiba mojcTadio ca
kopenM t, a G; moarpad nHyKOBaH uBopoBuMa u3 1;. 3a HezasucHu ckyn U C V,,
Heka je [(t,U) makcumasnn He3aBucHu ckyn y Gy tako ma je I(t,u) NV, =U.

Jlema 5.4.1. Hexa jet € T mu ty,...t, merosa Jena. Ako je U; = I(t,U) N Gy,
oHJla je [; Makcumasinu He3aBucHU cKynl 'y Gy, m Baxku [; NV, =UNV,,.

Teopema 5.4.2. [ar je rexxuncku rpad G = (V, E,w) ca mupurom cradmia k.
MaxkcuMaIHH TeXKMHCKHM HEe3aBUCHH CKyIl MOXKE OMTH U3PadyHAT y BPEMEHCKO]
cioxkenoctu O(2F|V ).

Jloxas. Kopucrehu Teopemy 5.4.1, nahemo cradno nekommosunuje (1,)) -
pure k. 3a t € T' n HesaBucan ckyn U C V,, Heka je dp,py TeKNHA MaKCHMAaJIHOT
TEXKUHCKOT HE3aBUCHOT CKymna. Tajia je TpaH3uiuja:

tn = 3 { (s, doar) — 0@V )

WWnNVi=UNV,
veadj(t)\t

Kako je (T,V) cvmucneno, |T| < |V, Te je 6poj nornpodsema najsuie 2F|V|.
3a cBakm IOTHIPOOJIEM, dp;yy MPHUCTYIaMO HajBHIIE 21 myTa, Te je ykymma Bpe-
Mercka ciioxkenoct O(28 12KV |) = O(2F|V]). O
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3akJbydak

Kposz oBaj paj npescraBuin cmo cradsia JeKOMIO3UIHje. ¥ IPBOM JIeJIy CMO YBe-
JIN HEOIIXOJ/IHE IMOjMOBe. ¥ JPYTrOM JIeJly CMO IPEJICTaBUIN CaM KOHIIENT cTadaJsia
JIEKOMITO3UIINje U €KBUBAJEHTHE peIlpe3eHTallnje, KJINKa-cyMa rpadoBe U mapiiy-
janmna k-crabna. ¥ Tpehem Jesry moBe3ajm CMO CBe TO ca HajyOJ/bOM TEOPEMOM
y Teopuju rpadoBa - TEOpeMOM O MUHOPY rpada M OIucaId yJaoTy cTadaja Jie-
KOMIIO3UIIUje y JI0Ka3y ucTe. Y YETBPTOM JIeJIy IMPEJICTABUIN CMO HUMILTUKAIIN]Ee
TEOPUjCKOT Jiejia, 1 KOHKpeTHy npuMmeny Ha HII-Temke mpodseme.

OBOM IpMJIMKOM XTe€O OMX Jia ce 3axBajuM cBOM Menrtopy, Jlykm Munanhesuhy,
Ha KOPUCHUM KOMEHTapuMa W CyTecTHjaMa ¢ IIITO Me je JOIl y IPBOM pa3pery
Jyoibe yro3Hao ca Teopujom rpacdosa. Takohe xTeo Oux ja ce 3aXBajiiM CBUM
npodecopuMa KOju Cy MU IpeJiaBajiu, OWJIN Je0 MOI' ca3peBarba IMOCieamux 6
rOJIMHA M TPOJIYOMJIN MOja MHTEPECOBaba IIPeMa MaTeMaTHUIM U UH(MPOPMAaTHUIIH.
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