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YBOI

Cynepduynu cy dbiynin Koju HeMajy BUCKO3HO Tpeme. Hemocrarak Tpema Ko,
cynepdaynga je caMo jesHa oj mocjeauna husnke Koja croju u3a mwux. Kachuje
hemo cdbopmaisiao JlecbuHUCATH ITA je TAYHO Cynepdyu/I.

Cymnepduryngaoct je dasa Koja ce jaB/ba y HEKIM MaTepHUjaInMa, IIPU eKCTPEM-
HUM YCJIOBUMA, KOjU Cy Hajuelrhe BeoMa HUCKe TeMIepaType, ajl MOT'Y 3aBUCUTHU U
o mputucka. Ilocroju BuIle Teopuja Koje TexKe TOMe J1a 00jacHe IMOHAIIAE CyIep-
dayuma n Mehy muMa 1mocToje aBa PasIndnTa IPUCTYIIa; MIKPOCKOIICKE, O KOJUX
je majmozuaruja BKIII (Bapaun-Kymnep-Illpudep) reopuja cynepupoBogHoCTH, 1
MaKPOCKOIICKe, Tj1e je Jlanmay-I'un3dypr najinosnaruja. Y oBoM paJry heMo mocma-
TpaTHU MPOOJIEM MaKPOCKOIICKH, ojHOocHO Kopuctehm Jlammay-I'ma3Oypr Teopujom
[5], [6]-

[TpumerrheMo ga ce MHUKPOCKOIICKA TeOpHja Koja ommcyje cynepdyuiae 30Be
BKIII Teopuja cyueptposogroctiu. Jla au mocToju HekKn 100ap passor m3a Ttora’
Ha. Hanwme, cynepdiiynm u CyrnepupoBOIHAII BEOMa CJIUYHH OOJIUIU MaTepH)ja,
arperaTHa CTame y KOjuMa dYecTHile He ocehajy BUCKO3HO Tpeme. Pasjuka je y
TOMeE IIITO Cy YeCTHUlle O KOjuMa IpUYaMo y cyrnepdJiyny HeHaeJeKTPUCAHE, JTOK
TO y CYILEPIIPOBOJHUKY HHje CJIy4daj. ¥ OBOM paJjly, KOpUCTUNEMO TepMUHE CY-
IEPIIPOBOIHUK U CyHepdIyn 9ecTo Kao UCTHU; Y JIOOPOM JIeJIy paJjia OaBUMO Ce
reHepaJin3armjoM cynepdiiynga y Kojoj JOIYIITaMO Jia YEeCTUIE UMAajy HaeseK-
TPUCAHE.

Y cynepupoBoanuiinma ce (popmupajy takosBanu KymnepoBu mapoBu, mapoBH
eJIEKTPOHA KOje MU 3ajeJHO TpeTrupaMo Kao uecturie. OBa HOTaluja je, UCTOPU-
jCKU TyIe/IaHo, YBEJIEHA J1a He O JIOMNLIO JI0 3ad0yHe u3mely eekTpona u Kymeposor
mapa.

Y oBoMm pajty hemo, kopucrehu ce merosiama Jlangay-I'unsdypr Teopuje paznmx
npenasa, [1], usyuaBaru pasjmuure nojaBe y cynepdiyuauMa, OJHOCHO Cylep-
nposoguunnMa. V3ydaaheMo mojaBe Koje HACTajy CIOHTAHO, IIOIYT BOPTEKCA,
BuJeheMO KaKO TaYHO CYIEPIPOBOJHUK Jle/Iyje Ha IMPUCYCTBO CIIOJbAIHEr Mar-
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HETHOT TI0Jba, BujicheMo KaKo CyIepIpoBOIHUIIN UHTEPATYjy Ca APYTUM MATEPU-
jaauMa ¥ joIll MHOT'O TOTa.

VY npetrmociieimeM noriasiby dpokycupahemo ce Ha TeMy oBOT pajia. Boprekcn
Cy BPTJIO3U Y€CTHUIA KOju HacTajy y cynepdiyuay. Ouu y ciaydajy cynepdiynia
HACTajy CIOHTAHO, 3a PA3JIUKY OJ] CyIEePIPOBOIHUKA, IJle MOI'y HACTATH U IOJ YTHU-
1ajeM MarfHeTHOr mojha. DBaBumhemo ce kperameMm BOpTekca, u Bujehemo kaja cy
YOIIIIITe pPa3jnduTe KOH(Urypamuje Boprekca husndku Moryhe, Tj. Kajga cy OHe
cTaOMJIHE.

Ha xpajy camor paja wucrnurahemo Kako cyrnepdJiyuin HUHTEparyjy ca pa-
3JIMIUTUM OOJIUITUMA, CYIOBA.

[Ipe mHero mrTo KperHemo ca yBoDembeM IOjMOBA U Ca PAJIOM, UCKOPUCTHO OUX
npuiuKy jga ce 3axsajauMm ymany Dophesuhy na mncnmpamnuju 3a tremy paja.
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Jlangay-I'mu30ypr Teopuja
CYIIepPIIPOBOAHUCTH

Jlannay-I'ua3bypr Teopuja je deHOMEHOJIONIKA TEOpHUja YUjU je IJb OOjallliba-
Balbe MaKPOCKOIICKE OCOOMHE HEKOI' TEPMOJIMHAMUYIKOL CHCTeMa, He MpoydaBajyhu
du3MKy Koja Ommcyje cucTeM Ha MUKPOCKOIICKOM HuBOY. OHa I0J1a3u 0J1 pa3Boja
CJI0DOJTHE €Hepruje JAaTOT CUCTEMa M MUHUMU3AIA]OM HCTEe J0JIa3W JI0 jeIHaYnHA
Koje Taj cuctem onucyjy. lako oBa Teopmja mMa KanamuTeT Ja OOjacHU Hajpa-
zimanuje GU3nIKe CUCTEME, OHa Ce Hajuelrhe KOPUCTHU 3a 00jalllihbaBare MarHeT-
HUX cucrema [1].

VY oBom norsiassby ysemnifiemMo ocHoBHe mojmose Jlangay-T'unsdypr (JII') Teopuje
nonyT mapamerpa ypebema, ciiodbogHe enepruje u pyHKIHja 0/3UBa, MokazaheMo
KaKO ce MUHUMU3Yje CJI000J/iHa eHepruja, n m3senrhemo JII' jennaunne 3a cymnep-
OpoOBOJHUK (camMuM TuM U 3a cynepduyun). Ha kpajy hemo Bumern Bpinse u
MaHe OBOI' IIPUCTYTIA.

2.1 PeHOMEHOJIOUIKU MPUCTYII

JII' Teopuja je Teopuja Koja aHAJIM3UPa MAaKPOCKOICKe mapamerpe cucrema. OHa
ovnibe oJ] nmapamerapa ypebema, GUNIKAX BEJIUYUNHA, WM MATEMATHIKUX I10j-
MOBa Koje onucyjy cucreMm. I[lorom ce u3 mux padyna cjaod0/iHa €eHEPruja, YhjoM Ce
MUHUMU3AIIAjOM JI00Mjajy TadHe BpeJIHOCTH napaMerapa ypehema. 3 mapamerapa
ypebema ce moTrom m3Bjade (PYHKIMjE OJ3UBA CUCTEMA, KOje CY MaKPOCKOIICKE
BeJIMYMHE KOje MOXKeMo Jia m3MepuMo. Hekwm npumepu dyHKIHUja oJ3uBa Cy
TOIJIOTHU KaNAIUTeT U eHTpomuja [2].

OcHoBHa nuTama oJ1 Kojux mnounmemo y JII' reopuju cy: koju cy To napamerpu
ypebhema, KOju Cy CIoJbAlllbi TapaMeTPU KOjU YTUIY Ha CUCTEM, U KAKO TO CIIOJbHU
mapameTpu yrudy Ha cucteM. [lapamerpe cucrema je HEeKa 1 BeoMa JIAKO 01adparH,
HIIP. Marsmerusaruja 3a ¢epoMarHeTuke, ajud y OIIITEM CJIydajy HHUje TOJIMKO
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TpuBHujasiHO. lakKo Ha cHCTeM MOXKe YTHIATH ITPOM3BOJHHO MHOTO CTBApH, KaJa
ce DaBUMO M3ydYaBarbeM HEKOI' y30pKa, TO PaJUMO Y KOHTPOJUCAHUM yCJIOBUMA U
M3yYaBaMO BEOMa KOHKPETHE U IMazK/bUBO OfadpaHe (PU3MYUKe BeJUIUHE, IITO HAM
rmoMazke Jia 0J1ladepeMo CIIOJbHE MapaMeTpe Koje TEOPHjCKU Pa3MaTpaMo.

Yecra npakca y JII' Teopuju je mocmarparme rycrune Heke Besmyuse. lIpocto
pedyeHo, MOTHBAIlMja 3a TO je IITO I'YyCTUHA €Hepruje He 3aBUCH O] JUMEH3Uja
cucreMa, I1a je BeoMa IpHUpojHa 3a paj. lcro Baxkm m 3a mapamerap ypebema,
kopucHuje (u sakrre!) je mocMarpaTd TyCTHHY MarHeTH3aluje, YMeCTO MarHeTH-
3armje.

Baxxno je nanmomenytu kako ce JII' Teopuja y ocHOBU daBu yTHIlajeM CIIOJbHUX
mnmapamerapa Ha cucreM. ako y OBOM paJy TO HHUje HYKHO OO IpeJIMeT M3yda-
Bama, JII' Teopuja Jiaje oaroBope Ha nuTama KakKo eHepruja, napamerap ypehema,
dyHKIje 0/[3UBa... 3aBUCE O] CIIOJbHUX TapaMeTapa.

Beoma snauajua npumena JII' reopuje (1 MoTuBaIuja 3a BeH HACTAHAK) jecTe
anam3a dazuux mnpesasza. JII' Teopuja Beoma 100po mpenpuba daszne mpesiaze
U IHUXOBE TUIIOBE. bBalr 3aTo IMITO CBe BpeMe IJIeJJaMO CaMO €HEPrujy, JIAKO ce
BUJIM KAKO Memhare HEKHUX CIIOJbHUX MapaMeTapa CUCTeMa yTHde Ha MapaMeTpe
ypebema, m Kako n3 Tora cjiejie pasjauunre dase cucremMa. Mu ce y oBoM paiy
HICMO HAPOYUTO OABUIN (Pa3HUM IIPeja3uMa, ajd U3 aHaJIn3e TJIATKOCTU ITapaM-
etapa ypebema Kao (yHKIHja 01 CIOJbAIILUX ITapaMeTapa, yoaaBaMo TUI (pa3HUX
mpeJsia3a, a came ycjaoBe (pa3HUX mpesasa J00MjaMo M3 MUHUMH3AINje CJIODOIHE
eHepruje.

[TocToje nBe mM3pazkeHe MaHe OBOI IMPUCTYIA, O IHUMa BUIIE Ha KPajy OBOT
norsiaB/ba. lIpBa je mTo je pa3Boj dyHKIHMje TadaH caMO y OKOJUHH TadKe, a
JIpyra je mro Hemamo (JIaK) Ha4YuH Jia 3HAMO Kako u3riiejajy byHKIUje Koje cToje
y pa3Bojy enepruje. [Ipsu npodsem hemo mpojinckyToBaTu Ha Kpajy MOTJIaB/ba, a
3a caji heMo ra oJicTpaHuTu Tako mto hemo pehu ma ce HaBUMO CyIEPIPOBOIHUKOM
y OJin3uHU KpuTudHe Temieparype (y dujem JimMecy je oBaj pa3Boj y IOTILYHOCTU
TavaH).

Jlpyru mpodsieM HeMaMO HA4YWH Jla OJCTPAHUMO TaKO JIAKO. 3a J00Hjarbe
dyHKIMja y pa3sBojy eHepruje TEOPHUjCKH, HaMa je MoTpedHa HeKa MUKPOCKOIICKA
teopuja. OBO jecTe BeoMa HE3TrOJIHO, IMapaMeTpH ce Hajuernihe 00Ujajy eKcrepu-
MEHTAJIHO. ¥ pelllaBaiby CUCTEMA, YBEK heMo JOOUTH HEKY 3aBUCHOCT O/ (DYHKIIHja
CIIOJLHUX TTapaMeTapa, Koje NeMO OCTaB/haTH Y HAJOUIITHjeM OOJIMKY CEeM aKO He-
MaMO MOTpedy Ma JeTa/bHUje TyMaduMo pelneme. KacHuje, Ipu pernaBamy Mar-
HeTHOr cucrema, dulie usioxkenn Hajuerthu obimiw oux Gyukuuja [1], [2].
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2.2 CiaoboaHa eHepruja

Bynyhu nma memamMo HapouwTy WHTYUIMjy 3a TO IITa 3HAYU JIa j€ HEIITO Cy-
HepIpoBOIHO (38 Pa3iuMKy O/ HIP. MarHeTusaryje, Koja je MONPUJINIHO UHTY-
UTUBHA BEJIMYMHA), YBEJIUMO KOMILIEKCaH mmapaMerap ypebema 1. Ysemihiemo ra
ca CJIUYHOM MOTHBAIIMJOM Kao 3a TaJacHy (QYHKIUjy, TO je (QPYHKIMja U3 KOje
MOKeMO u3Byhu cBe IITO HAC 3aHUMAa O CHUCTEMY, 3a caj hemo camo pehu 1a je me-
OB KBa/IPATHU MOJIYO jeJIHAK T'YyCTHHU CynepdJIynia, OJHOCHO CYIIEPIIPOBOIHUKA.
Cax kaq cMmo omadpasm mapamerap ypehema, HAIAMUMO (DYHKIIMOHA TyCTHUHE
csi0d0/1He eHepruje (Hajabe y TEKCTy Kajia Oy/ie Helie GuTn HAOMUEBAHO J1a je ped
O TYCTHHU CJIODO/IHE €Hepruje) MPeKo hera:

Fo= Fut bt (T Bl + 8T Al 4@+, (21

Tj. y OIIITEM OOJIMKY MMaMO:

(o)

|B|2 r7 2n
n=1

F,=F,+
2410

rie cy Fs u F,, ciobojiHe eHepruje y cynepipoBOIHOj U ,HOpMaJanoj”  das3u, T’
u H Cy TeMIlepaTypa U CIIOJbAIllFbe MATHETHO ToJbe, U , 3,7 Tj. «u, cy (dyHKIHIje
Koje nedbunniny cucrem y JII' reopuju, [1], u one cy koedunujentn y passojy. Yian
1B 5 jé 3allpeMUHCKA I'YCTHHA €HEPIHje CIIO/bAlllFhel MArHETHOT 110/ba MHIYKITHje B.
Kana maJio pasmucianmo o oBom uspasy, npumehyjemo ga merro dastu. Hanme,
akocy 1'n H KoHCTaHTHH y IIPOCTOPY, oHjia je u ¢ KoucrauTHo. OBO HHje HEIITO
mITo HaM ojiroBapa (Kako OMCMO MHa4e JOoOWIM BOpTekce?) U U3 TOI pasjora y

pa3Boj /10/1ajeMO U KMHETHUYKH YJIaH:

20

2

F, = + Z (T, H) [ +

(T, H) ‘ (~inv —q'A) v

(2.3)

Y uzpasy (2.3) 5, je aHAJIOTHO ca, (v, CAMO 33 KHHETUIKHU JIaH, A je BexTopckn

MarHeTHU MOTeHIujaJ, m* u ¢* cy edpeKTHuBHA Maca U e(DEKTUBHO HAEIEKTPHUCAHE,

a (—ihV — q*A) je omepaTop MMILyJICa 3a HaeJEeKTPUCAHY YECTUIy y MarHeTHOM
IOJBY.

[Ipobsem je mTo He 3HAMO Ja penraBaMo HeJnHeapHe udepeHIrjaaHe jel-

HavunHe OecKOHAaYHOr peda. Tako ga hemo mopaTu ja 3aHEMapPUMO HEKe UJIaHOBE:
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B 2
Foo i, BT
2410

+ T, H)YJ? + %5(1: H)[w|* + (—mv - q*Zx) ¢]2 . (2.4)

2m*

OBo he duTn raBHE U3pa3 3a CJA0OO0AHY €HEPTHUjy KOju heMO KOPHUCTUTHU KPO3
paza. Hekan hemo mogatu, ogHOCHO 3aHeMapuTu oapehene 4aaHoOBe y 3apa/i pera-
Bama ojipeheHnx mpodirema, HapaBHO CBAKO JI0/IaBalhe NN 3aHEMaPUBahe 1IAHOBA,
he dutn puzmIKM OnIpaBIAHO.

Takobe Tpeba HarTOMeHYTH /18 y3 KUHETUIKU UJIaH OBE jeIHAUNHE MOYKE CTajaTH
Hekn KedurpjenTt (1j. QyHKIUja CIO/bAIIBAX TAPAMETAPA).

2.3 Jlangay-I'mH30ypr jegHadymHe

Cajta, Ka/1a KOHAYHO UMAaMO jeTHaYUHE 33 CJIOOO/IHY eHeprujy, Tpeda nahu u ycjion
kajfa ce one muHnMEU3yjy. OBo Hehemo mohm 1a ypajmmMo TpakemeM U3BOJA, U3
IpOCTOr pasJiora ITo je Y KomiiekcHo. OBne pagumo Bapujarmjy uspasa (2.4).
Kopucruhemo Bapuanumonu pauyn (cmena D = (—ihV — q*ﬁ)):

oF, = /dx3

u3pa3 (2.5) MOXKeMO 3amImucaTi Kao:

|BI*

B T
5(Fn2_uo) + (™ + 55(¢¢ )?) +

S(¥*D*yD)|, (2.5)

2m*

5Fs - Il + _[2, (26)

rie cy [1 u Is:
j / da® [(a + Bu)5 ()] (27)
I = / dz® [(SD) (D) + (D) (D7) (2.8)

uarerpanu (2.7) n (2.8) camo pasasojenn pajau dosbe mpersenmocta. (2.7) je
Bapujalyja cyMe y pa3Bojy CJI0DOjHe eHepruje 1o napamerpy ypebema, a (2.8) je
Bapujalja cymMe y pa3Bojy CJ000/HE eHepruje M0 KHHETUYIKUM 1JIAHOBUMA.

Wurerpas (2.7), xkopurihemem npasmia Bapujalyje Iponu3Boja, JaKO CBEJIEMO
Ha!

L= [ ds*[[aw+ B0l0P] 60 + [av + B0l ov]. (29
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ok maTerpas u3 u3pasa (2.8) 3axreBa MaJjoO BUIIE TPY/IA:

L= / dz® (DoY) (D67 + (D) (D*807)]

Bapujarja mpoja3n Kpo3 U3BO, T1a CJIEJIN:
= / da’ [(—iWWJ)(D*W) + (ihV 647 ) (D) — g A(Sy (DY) + 51/1*(1?1/1))],

pacmmmmo D = (—ihV — ¢*A) u norom ieMo HCKOPUCTHTH NpaBHIIO Baph-
jaruje mpomsBona yHazaz (d(zy) — yox = xdy):

=/dx3

—q Ay (D*P*) + 5y (D)) — ihV ((5¢) (D))

— (=ihV(D™%))(69) + AV ((697) (DY) — (iﬁV(D¢))(5¢*)] ,

npumennMo CTOKCOBY Teopemy, y3 YCJIOB Jia 1I0/be He JIUBeprupa y OeCKOH-
a4HOCTH:

= / dx® [D*Yéyp* + D2 6e)] . (2.10)

CaJza, KOHAIHO MOXKeMo Ja yoanumo (2.9) u (2.10) y (2.5) u u3 ycioBa na cy
00a aiaHa y3 01 u 0Y* jeqHaKa Hy/IU, JTOOUjaMO:

2 1 12 *121' 2 —
ot + Byl + o (=ihV — ¢"4) v =o. (2.11)

Ogo je mpBa ox tpu JII' jeqnaunne. U3 me modbujamo cBe mupOpMaImje o
KOje cy HaM morpedHe. AKO HAC 3aHHUMa Kako ce HoHala cynepdiyns (0HOCHO
HEHAEJIEKTPHUCAHN CYHEPIPOBOJIHUK) TYOUMO UIaH y3 A.

OBme mHaBoamMo mpeoctasie aBe jemHadnbe. [Ipumehyjemo ma je jemHaunna
(2.12) camo Tpeha MakcpenoBa jennaunHa:

V x B = uoj, (2.12)
7= i Re {w (—mv - q*A) ¢} . (2.13)
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2.3.1 Jluneapuu nudepeHIUjaTHU 0OJIUK

Jennagamna (2.11) Huje yBek pemusa, 3aTo hiemo ce caja okycuparTn Ha Ipyraduje
4YJIaHOBe Y Pa3B0jy Hero y jeanaunuu (2.4). Jeanaduna kojy fiemMo u3secTu yKOJINKO
je mapamerap ypauema Maau. OBo pajuMo m3DAIMBAaIbEM CBUX CEM IIPBOI “JIaHA
CyMe IO IapaMeTpy ypehema 1 J1o/1aBameM oIl jeJHOI KHHETUYKOT YJIaHa.

Y cucremuma kKoje hemMo oBako pemniaBaru, mapaMerap ypehema cTBapHO jecTe
MaJId.

EBo u u3zpaza 3a cja000/Hy eHeprujy Koju heMo BapupaTu:
|B ’ [y 2
QH/-%a(TﬁffH¢4-+

0

2
F,=F,+

CﬁhV—wfﬁ>¢

2 8 N2
+———‘(—¢hVﬂ—qu) "
2m*
(2.14)
3aTO IITO OoAroBapa

2m*

. 1
YeTspTH WIaH Cca JecHe CTpaHe MMa KOCDHUIHM]EHT 5 -,
KUHETUYIKO] €HEPTrUju.

Jla ducMmo 3HAM KAKO ce OBO Bapupa, OCTAJO je Jla U3padyHaMO Bapujaliujy
riocienmer wiana. lIpe Tora hemo mperiieiHocT pail yBECTH HEKOJIUKO CMEHA U

n3padynahieMo HeKe CTBApH YHAITPE/T:

D = —ihV — ¢* A,

D* = +ihV — ¢* A,

D? = (—ihV)? + ihq™V - A+ ihq* AV + ¢** | 4| |
(D*)? = (ihV)? — ihq*V - A — ihq* AV + ¢** |A] |
P = D%*). (2.15)

OBge camo Tpeda OMTH TaXKJBUB, 3aTO IITO je A BEKTOP, W WMa CBOj MU3BOJ,
tako jga A - Vi u ¢V - A aucy ucra crBap. Cajia hemo pemmcuTi Kako nU3riieia
Bapujalja HOBOI KMHETHIKOI WiaHa. Pas3aBojulieMo MHTErpaJsi mo 4iaHOBUMA Y3

oY u dY*:

1= [ a5 (D)D)
= [ aa® (2D 50 + (D0 (D). (2.16)

OBrie je camo m3padyHara Bapujaryja npousBoja. llormemajmo game mTa ce
JIeIaBa ca MHTErPAJIOM KOjU CaJip:Ku 01)™:
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I= /dac3 [P((D*)*6¢™)]

_ / dz® P {(z’hV)Q — ihq*V - A — ihg* AV + ¢ Zxﬂ Sep*
= / dz® [(ihV)Q(Péw*) — 69" (ihV)? P — 2(iAV P) (ihV §y*)
— ilig* [ﬁ - APSyr — A’aw*vp} (2.17)

—

~ihg" ¥ APsy* — 697V - AP + ¢

212
A) }&p*

= / dz? [(—mvf +ihq*V - A + ihq* AV + ¢

i) 6oy
= / dz*(6¢*) D*D*p (2.18)

I3 mpBor y JApyru pej JIo7a3uMo 3aMeHoM cMmene 3a D? uz (2.15), us apyror
y Tpehu pej j0/1a3uMo IpUMeHOM Jialiacujana npoussoia (yuasan!). o mpej-
HOCTI0eIIber pesa gosa3uMo npumenoM CTOKCOBe TeopeMe W YCJIOBa J1a 110Jbe He
JuBeprupa y oeckonadnoctu. Ha Kpajy camo nmpuMeTnmo Jia je uspas3 y yryiacTuM
3arpajama jeqaax D2

OBuM m3BOhemeM 101a3uMO 10 JTMHeapHe audepeHnyjaate jeJHaunHe YeTB-
TOT pejia Koja ONuUCyje CynepupoBOJHUK (Koju mma Majio i!):

i + % (—mv _ q*;i)2 b+ % (—mv _ q*ﬁ)4 b= 0. (2.19)

2.3.2 TI'poc-lluTaeBcKu jeTHaYMHA

Jla ce mpuMeTuTH Ja Cy CBe jeJJHAYMHE KOjeé CMO JI0 CaJ] U3BEJIM Oujie BPEMEHCKHU
He3aBucHe. Kopucrehu camo BpeMeHCKU He3aBUCHE jeTHAYMHE HE MOYKEMO JOOUTU
BPEMEHCKHI 3aBUCAH CHCTEM IIOIyT BOPTEKCA.

Ha ducmo peruin oBaj mpodJeM, MOTparKuhemMo WHCIHUPAIU]y y KBaHTHO]
Mmexanuiy. Jeguadnna (2.11) ce Moxke BUIETH Kao:

Hip =0, (2.20)

rie je H, Xamunronujan 3a cucreMa. [lo mocrysiaty o BpeMeHCKOj €BOJIYIIUjH
y KBaHTHO] MexaHuIu 3Hamo ja baxxu H = ih2 [3], [4]. Kopucrehn nocrymnar o
€BOJIYIIUjH JTOOUjaMO:

ah + Byl +

(—mv _ q*A’)2 b = ih%—f. (2.21)

2m*
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OgBa jemnaunna 3oBe ce I'poc-IIutaescku jennaunnaa u duhe KibydHa y pajy ca
BopTekcuMma. Hbena crammonapHa BapujaHTa:

2 1 . *;{’ 2 _
i + By +2—m*<—th—q ) b =0, (2.22)

je ucra crBap kao u (2.11), camo y gpyraumjem KoHTekcry. Jennaunue (2.11)
u (2.22) ce He pa3IHUKY]y.

2.4 Bamuauoct Jlanmay-I'mu3dypr Teopuje

Y oBoM moryIaB/bY CMO BHEU IiiaBHe MoTuBaruje JII' Teopuje u mokaszaau ja u3
jemHOCTaBHE MaTeMaTUIKe (bopMyIaliije, MOXKeMO JOOUTH jeJHaYnHEe KOje OIHCY]jy
HeKu cucteM. Takohe cMo Buje/in j1a Te jeJIHAYUHE MOTY OUTHU aJIalITUPAHE 3apa]l
JIAKIIIEeT pelaBama ojipehenux cucrema. MaremMaTndke MMILIAKAIAje OfadpaHe
dopmysalje eHepruje Cy BeoMa jacHe, aJii ITOCTaBJba CE jeJHO BEOMa BEJIUKO U
BaXKHO THTambe; Jla JIM Cy CBa 3aHeMapuBama oBjie paleHa maremarwuku u/min
du3mIKy opaBIaHA.

Pazyor 3amro je Behmna oBuX ampokcuMalija OIpaB/IaHa, je 3aTO IITO Ce
pesyararu JII' Teopuja yBek Makap (heHOMEHOJIONIKU CJIaXKy Ca €KCIEePUMEHTAJI-
HUM TojarumMa. [locToju u BeJTMKO KBaHTUTATUBHO MOy aparhe u3Mely pe3yirara
koje naje JII' Teopuja n Koje majy exkcuepumentu. Ha mpumep, KpUTUIHU €KCIO-
HEHTH, KOJU Cy U3PadyHATH IPU PelllaBaby MarHeTUKa ce y TOTIIYHOCTHU MTOKJIAIa]y
Ca EKCIIEpUMEHTaJIHUM pPa/JIOBUMa.

[ToTpedHo je HaOMEHYTH Ja C€ €KCIIEPUMEHTAJHO BUJIE CKOPO CBU TEOPHjCKH
3aKJbydIl KOje hemo Mm HampaBuTH y oBoM pajy. Oj moHammama mapaMerpa
ypehema Ha rpaHUI MaTepujasa, J0 MOCTOjarba, U JUHAMHUKE BOPTEKCA.
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IIpumena JII' Teopuje Ha
pa3jmunTre pu3mdKe CUCTEeMe

Y oBom morviasipy omhe peun o npumenu jexmadmua (2.11) u (2.19). IIpso hemo
nemoctpupatu JII' Teopujy Ha MArHETHOM CHUCTEMY, NIperu3Huje (hepoMarHeTuKy.
Hakon tora duhe penieHO HEKOJIMKO pasanauTuX KoHduUrypanuja (Tj. crojesa):
OeckoHA4YaH paBaH cynepdIyuI, CyIepIpoOBOIHUK, CII0j OECKOHATHOT CYTIEPIIPOBO/I-
HUKa 1 OECKOHATHOI IIPOBOJIHUKA (CBAKU y IO jeJTHOj ITOJYPABHHN)...

Hexka om oBjie mpe3eHTOBaHUX pelema NeMo KOPUCTUTU KAaCHUje y PaJy Ipu
pelaBamy HEKHMX KOHKPETHHUX ITPOOJIEMa Ca BOPTEKCUMa, JIOK CY JIPYTH IPodJIieMu
pabenu mpe u3 paO3HAJIOCTH.

Y Tekcry mcnog, pemasane cy paziauuanrte Bep3uje JII' jennaunne (mpse), Koje
UMajy CMHCJIa Y MaTeMaTUIKOM U (PUBNIKOM KOHTEKCTY Iipodsiema. l[Iperusnuje,
pa3auYnuTe anpoKCUMaIldje Cy y3uMaHe y pPa3JuauTUM KOHTEKCTUMa, Ca HEeKO-
JINKO OIMIIITAX YCJIOBA. Y CYINEPIPOBOIHUKY T'€HEPAJHO OYEKYjeMO Ja Iapamerap
ypehema nMa HeKy KOHCTAHTHY BPEIHOCT, JTOK BaH Iera 09eKyjeMo J1a OeCKOHATHO
JIAJIEKO O] IpaHuIle, KouBeprupa y uHyay. Takobhe, mapamerap ypehema mMopa dutn
HEIIPEKUIAH.

lope naBeeno, 1aje HaM JOBOJbHE TPAHUYHE YCJIOBE 32 PeIlaBarmke BehuHe cIio-
jeBa CyIepIIPOBOJIHUKA U JATOr MaTepujaja. ¥ HEKUM OJ IpUMepa peliaBarmba
cucrema Kopuctuhemo Heke jojarHe dbusnyuke aprymente 3a (He)3aHeMapUBarbe
oapeheHnX YJIaHOBA jeHaYNHE.

3.1 Marueruk

HemoncTpanuje paju, pemmheMo HajjeTHOCTABHUjU CUCTeM Koju moctoju y JII'
Teopuju ¢as3Hux mnpejgasza - Marmeruk. [lokazahemo kako tauno JII' Teopwuja
ommcyje paznauunte dase, U OJaKJIe CJe/ie PA3IUINTH YCJIOBU 3a muX. (OKapak-

12
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Tepucahemo oBe da3He Ipesiaze U U3padyHaTH HeKe (PyHKIMje OJ[3UBa CUCTEMA.

3a MarseTuk y3mMaMo peaJjiaH mapamerap ypehema m, ryCTuHy MarHeTusarmje.
OHjta pa3Boj cJI000/IHE eHepruje 0 MAarHeTH3alliju U3TJIe/Ia OBAKO:

a(T)ym?  B(t)m*
2 + 4

Mozkemo J1a 3aKk/by4unMO J1a je koedurment [ Behu ox Hysae. Y CynpoTHOM Ou
€HEepreTCKN HajoOITUMAJHEje OWJIO Ja MarHeTusaluja jauBeprupa. Kako oBo Huje
Moryhe, 3akspydyjemo aa je 5 > 0 YcioBoM MUHUMU3aIAje eHepruje J00ujaMo:

F(m,T) = F,+

(3.1)

g—:; = m(a(T) + 28(T)m?*) = 0, (3.2)
2:5; = o(T) + 63(T)m* > 0. (3.3)

Jennaunna (3.2) uma jBa pelnema, U HOTPEOHO je MPOBEPUTH KOje OroBapa
IJIODAJIHOM €HEPreTCKOM MUHUMYMY.

—a(T) -1
my =0, mog=/——- Na(T)B(T <0 3.4
rI00aJTHI MUHIEMYM MOKeMO Hahu yrmopehuBameM pasjnke cJI000IHe eHeprije
padyHaTe y BpeIHOCTHUMa Ma.I‘HeTI/ISaHI/Ija Yy JIOKaJIHUM MHWHHMYMHMa Ca HYJIOM:

F(ms,T) — F(my, T) = o(T) ‘;z(ff 8 402%2
A
~ a2 el >

To 3Haum na je eHEPreTCKH ONTHMAJIHUjE Jla CHUCTEM yBEK OyIe Yy CTamy Mo,
IIITO 3HAYU JIa je YCJIOB 3a IOCTOjalbe My YCJIOB U 3a (DAa3HU IIpesas.

Osne ce upeu myTt cycpehemo ca mpodsemMoMm He3Hama (yHKIHUja (Koedu-
[yjeHara) y pasBojy CJI0DOJHE eHepruje, Koje y OBaKO MOCTAB/HEHOM CUCTEMY,
OYUTJIETHO 3aBUCe caMo o] TeMiiepaType. Hajuernrhu obmuru oBux yHKIMja MOTy
ourtn nahene y smreparypu [1]|, u one usrienajy:

ap > 0, (3.6)
B = 507 BO > 07 (37)
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—_T

T

F(m}

Cauka 3.1: 3aBUCHOCT CJIODOAHE eHEPruje Ol MarHeTU3AIje Ha PA3JIUIHTHM
remiieparypama, Kopucrehu (3.6) u (3.7) y pa3sojy ciobojse enepruje.

rie je 1, HeKa KpUTHYHA TeMIIepaTypa 3aBUCHA OJ KOHKPETHOT CUCTEMA, Ca
KOjOM MMAaMO CJIWYaH IIPOoOJieM Kao U ca (PyHKIHjaMa y pa3Bojy, TeopHja KOjy
KOPHUCTUMO OBJIe He Jiaje OJITOBOP Ha MHUTabe KOja je TO TeMIlepaTypa.

Caja MoxkeMoO HarmcaTu (pUHATHE U3Pa3 3a m:

0, T>1Te

—a(T)
260 T'=1Ic

m =

(3.8)

[Ipumehyjemo na je y nuramy ¢a3Hu mpesas JIpyror peja, IMTO 3HAYU Ja je
IpoMeHa napamMerpa ypehema npu mpoMene dhasze KOHTUHYAJHA.
Casa MOXKeMO M3pAYyHATH U HEKOJUKO (DYHKIHja OJI3UBA, PEJIOM, jadmHy
MarHETHOI' I10J/ba, MAarHETHY CYCHGHTH6HHHOCT 1 TOILJIOTHN KallaIlUTET:

oF

H oM 200(T — Te)m + 48ym> oc m?, (3.9)
oM 1 »

XNTOH T 200(T — To) + 12Bgm? (T—Te)™, (3.10)
oF

C =g = fom” o (T~ Tc)" (3.11)

Hagesere mporopinoHaTHOCTH UCTUYEMO 3aTO MTO ¢y dYecte Mehy dpusmakum
cucTeMuMa y craTucTudkoj dpusuiu [2|. OBe IponopIuoHATHOCTH Cy HEIITO IITO je
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m(T)

Cumka 3.2: 3aBHCHOCT I'yCTHHE MarHeTu3aluje oJf remreparype, dopmymna (3.8).

y MHOTOMe nHCctmpucaJo JII' reopujy. Ilrasumre oBrn koedurnmenTu cy 3a ogpehene
BpcTe cynepdiIynia U MarieTuka ncre. KOHKPETHO MPOMOPIMOHAJIHOCTU Be3aHe
3a YHKIHje 0/I3UBa, 3aTO IITO ce MU y Jlaboparopuju Hajuernthe nahemo y orcery
BPEJIHOCTHU TJie OBH JinMecu cTBapHO Bake. OOisimnm oBux YHKIHja MOTY JaTH
J10dap Ipasall 3a pa3sMUIILbaibe IPUJINKOM 00padyHaBalba Ca Pa3HUM CHCTEMUMA.

Him)
x(m)
C{m}

Cumka 3.3: @yukiuje on3uBa, (1) - 32aBUCHOCT jaunHe MATHETHOT M0Jba OJf TYCTUHE
Marserusanyje, (2) - 3aBUCHOCT MarHeTHe CYCIENTHOUTHOCT O TYCTUHE MarHeTHU3almje,
(3) - 3aBUCHOCT TOIJIOTHOT KAIAIUTETA OJ I'yCTUHE MarHeTU3alluje.

Jomr jenna OUTHA MPOMOPIIMOHAIHOCT, KOja BaKU Y OKOJUHU KPUTUIHE TEM-
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nepaType je:
mx (T —T¢)2. (3.12)

Omna je ucra 3a MAarHeTHK  3a CymnepdJIyn/I.

Y 0BOj ceknmju gar je mpersien cranmapane npumene JII' teopuje. Omna ce
OOMYHO KOPHUCTH Oalll 3a aHau3y (PYHKIIHja OJI3MBa y OKOJHMHU (DA3HUX IIPesIasa.
Y macrtaBKy pajia, mu ce Hehemo MHOrO (hOKycupaTu Ha TO, BUIlle he OUTH U3BeCHe
reHepaJin3aliije oBe Teopuje, U UCIUTUBabA JMHAMUAKE U CTAOMITHOCTA HEKUX CHC-
TeMa.

3.2 Cynepdayusn

Y 0BOj cekiuju permaamo jegnaunty (2.11) 3a deckoHauaH jeHOAUMEH3UOHU CY-
repyIyn, HUITA Ce He Merba Jo/laBameM JuMensuja. lIpermocraBuhemo pe-
meme o0mKa ¥ = 1P, Tne je k xommaexcanm 6poj. Burtanm ycios (koju cmo
KOPUCTWJIN U paHuje) je jga 1(r) He quBeprupa y OECKOHAYHOCTHU, OJHOCHO Jia je
lim, 1 ¥(2) = Yo. Onga 3naMO:

h2
o+ BUP — 5 Ay =0,
m
2
= o™ + BUYL, - Y™ — Pok?e™ =0,
2m*
1 [ h?
2 _ -+ 2

rzie je A snamngacujan, onjiocHo V2. Y padyHy W3HAJ CMO CaMO 3aMEHUJIN Hallle
[IPEJIIIOCTAB/LEHO PEIIehe U MaJIo CPeIuan jeaHadnny. Bymayhu jga 3uamo ga 1 (x)
KOHBeprupa, oHja mopa Baxkutu k = 0. IIllTo Ham jaje koHayaH uspas 3a 1):

b = 1o = _70‘ (3.14)

Jlakistle nmapamerap ypebema ce He Mema y mpocropy. OBakaB pe3syirar je
CaACBUM Pa3yMaH, 0OYEKUBAHO CTambe BehnHe PpU3nIKux cucremMa y OCyCTBY CIIOJbHUX
yTHUIlaja je N30TPOITHO.

3.3 CynepnpoBOaHUK

Y mporiioM O/e/bKY CMO PENIIN jeITHOJUMEH3UOHN OeCKOHAYHU CyIIepdIy .
OBzie ce DaBMMO HM3ydYaBarmeM JIBOJUMEH3UOHOI CYIEPIPOBOIHUKA YHyTAp Mar-
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HETHOT TI0Jha KOje je HOpMaJiHO Ha mera. llpumernhemo j1a yKOJMKO HEMa Mar-
HETHOT 110Jba, jeITHAYMHA KOja OINCYje CYNepPIpPOBOIHUK je MCTa Kao jeJIHa9YMHA
KOja omucyje cymepdryn!

Yeomumo yuporrheme jeanaunte (2.11), xopucrehu anpokcumarmjy S — 0.
Bynyhu na mam y nzpasy dburypuiie BeKTOPCKH IIOTeHIUjas, mohu hemo o Tora,
HEKa je MarHeTHa WHJIYKIMja YCMEpPEeHa JIyXK z-0Ce, OHJIa BaXKU:

B =Bé. (3.15)
V xA=B (3.16)
(3.17)

Jlako MOkKeMO TOroJuTH TOTEHIHjaJI, KOjU MaKO HUje jeJHO3HAYHO MaTeMa-
TUYKH JedUHUCAH, CBaKU Jlaje ucTo (pusuyko pereme. [lokaxkumo ma ciemehn
MOTEHIHjasl 33/I0BOJbaBa YCJIOB U3 jennaqnne (3.16):

A = (—yB,0,0), (3.18)
VxA= Be.,.

Kao mro Buaumo oo je modap m3bop morennujasia. Casa hemo ynarpen
u3padyHaTH HEKe WIAHOBe yrpoirliene Bepsuje jegnaunte (2.11):

V- A =0, (3.19)
-\ 2 o N 512
(—mv _ q*A> b = — WA + ihg" A - Vb + ihg" - A + ¢ A( W,
2\ 2 . 512
— (—z’hV . q*A) b = — B2AY + 2ihg" A - Vo + g2 A‘ b (3.20)
Q. MOpa OMTH HEraTUBHO Yy CYIEPIPOBOIHO] ba3u, YBOAUMO CMEHE:
(U 2 h? q'B
Y e M _dB 3.21
Voo s 2|a|m*’ ¢ h (3:21)

CaJia, MOXKEMO J1a 3aI109HEeMO TIPOIIeC pelaBamba jeaHadnne (2.11), kaga f — 0:

o) + Gy

(—h2A¢ — 2ihg"yBo—1 + g 232y21/1> =0,
KaJ1a TOJIeJIUMO jeTHAUNHY Ca Yo U |, modujamo:

82 82 q*B a q*2B2
— 2 =2 Z ) 9 - 2 _
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yoarmBameM cMmeHa (3.21) nmamo:

(& +a_2 — 2ia 2f+“ =—¢2 3.22
(&82 ayg) vl ey =71 (3.22)

Jennaunna (3.22) je mudepenHnujasHa jeJHAYMHA JPYLOr peja, JMHEAPHA II0
Z, U HeJMHeApHa 1o y. 10 3HAYW Ja je HEeHO OmITe perieme odiuka: f(x,y) =
e f,(y), tne je k € C. Yoammsamem amzana y (3.22), n gamum cpehusamem
J1001jamMo:

2

0y?

dbopmyna (3.23) je eBUAEHTHO jeIHAYMHA TOMEPEHOT KBAHTHOT JIMHEAPHOT Xap-
MOHHjCKOT' OCIIAJIATOPA, 14 YBOJUMO CMEHY:

= ((ay + k) + &)/, (3.23)

ay + k

= 3.24
u== (3.24)
yoanusameM cMmene (3.24) nazaz y uzpas (3.23) mobujamo:
2
= (U + € f. (3.25)

y?

Jennauuna (3.25) je jeaHaunHa KBAHTHOI XapMOHU]CKOT OCIUJIATODA, 4Hje je
pellee OmIITe MO3HATO:

1
= ———, 3.26
¢ vV1+2n ( )
W2 e 1
f=em ke gy o [[ei-3+57)]. (3.27)
n=0 T =0

U3 jennaunne (3.26) Bummmo ma ce obiauk koedwulmjenta « Mema. Hanwme,
TO ojiroBapa TBphEmy OJ paHHUje Jia U3 HEKUX OJ3UBA CHUCTEMa MOYKEMO Ca3HATH
nndopmaryje o kKoedHuInjeHTUMa Y pa3Bojy ciodosaue enepruje. O Tome mTa je
TavHo napamerap & (Jy>KuHa KOXEPEHIIUje) y MOrJIaB/by Y€TUDPH.

Kommekcan Opoj k, Moxke ce m3padyHaru, ajgu Mu ce Hehemo daBuUTH TuMe
OBJIE.

3.4 CmojeBu CynepIrpoBOJHUKA
Y oBOM OfleJbKY aHaJm3mpaheMo ImTa ce JienraBa ca CIIOjeBUMAa OECKOHAYHUX CY-

IIEPIPOBOJIHUAKA, TJIe CBAKW OKYIHUpa IO jeJIHYy IOJIOBUHY ITPOCTOPa. & CBAKOM
caydajy Koju OyJaeMo aHaJm3upasn, y3uMahemo Jia je y JieJly IpocTopa Tie je
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CyHepIIPOBOJIHUK TapameTap ypehema koHcTanTa (¢ = 1), Tj. HOPMAJIU30BAHU
napamerap ypebema je jeman (f = 1).

3a rpaHUYHE yCJIOBE y3MMAaMO Ja je HOPMAaJM30BaHM mapamerap ypehema Ha
TPaHUIN jeJlaH U mapameTap ypehema M CBH HerOoBH M3BOJU CY Yy OEKOHAYHOCTHU
(Ban cynepnposoguauka!) uysia. OBO Cy JOBO/BHM IDAHUYHH YCJOBU 38 OHO IITO
MU 2KEeJTUMO J1a YPaJUMO.

Kako ce tauno oBu marepujau pasiukyjy. OAroBop Ha TO NMUTaE je y jes-
HaynHaMa U (PEHOMEHOJIUTUjU OBUX MaTepHjaJa.

3.4.1 IIpoBOoAHUK M CyIIepPIIPOBOJTHUK

[TocmaTpajmo cuctem y KOM mMaMO JIBa MaTepHjajia, jeJaH je CYIepIPOBOJIHUK Yy
cyneprpoBoadoj da3u, a JApyru je odUYaH MPOBOJIHUK. JeTHOCTABHOCTHU DPaJIH,
nmpugaheMo camo 0 jeJIHOJIMMEH3MOHOM ITPOOJIEMY Y KOME je CII0Jballllibe MarHeTHO
IoJbe HyJia, KOJU ce MOXKe TeHepaIn30BaTu u y Builie quMmen3uja. [locrtaBka je gara
Ha comiu (3.4):

CynepnpoBOIHUK TIpoBogHNK

0

Ciuka 3.4: CucreMm CynepIpoBOJHUKA U ITPOBOIHUKA.

Permmno JIT' jenpaquny (2.11) 3a moderHe ycjioBe Koje CMO 33JIaJU Ha TOYETKY
O/IEJBKY:
2 h
ap + Bl — 5 =0,

|afm

_ [-a o R
Yoo = B f_?,/T.o’ 52—W, (3.28)

nodujamo cpebeny Bepsujy jepnadune (2.11):

2 &°f f—f=o. (3.29)

dx?

yBOhemeM cMmeHa:

df

Zx» ca Bell yCTaHOBJbEHUM TPAHUYHHUM YCJIOBUMA JIOOM)aMo:

CMeHOM U =
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1

cosh (—%) .

¥ = V2 (3.30)

MozkeMO BUJIETH Jia Ce CTambe Y IMPOBOJHUKY IMPOMEHH 300T CaMOT IIOCTOjamba
cymneprpoBogauka mopea. OBaj dheHoMeH ucmosbaBa y npupoan. HajmosuaTuju
npuMep oBora jecte AnapeeBo pacejame [7]. dodujamo ma wecruie u3 cymnep-
IIPOBOJTHUKA MOTY Jia TpPODY KpO3 T'PAHUILY CYIEPIPOBOJIHUK-TIPOBOJIHUK U Haly
ce y npoBojHUKY. Takohe m3 KBaJIpaTHOr MOJya IapaMeTpa ypehema, MOKeMO
JI00UTHU BepoBaTHONE 3a CBaKy IOjeIMHATHY Ty KUHY.

Ciauka 3.5: 3aBucHoct mapamerpa ypehema of mo3uruje.

Jor jegna OuTHA cTBap KOjy OBaj IIPUMEpP CyrepHIle je Jia IOCTOjarbe TPAHUTIE
CYTIEPITPOBOTHUKA, OJTHOCHO CyTiepdIynia, MOKe IIPECYIHO YTUIIATH Ha TTOHAIIAHE
cucreMma.

3.4.2 ®depomMarHeT W CyIepPIIPOBOIHUK

[Tokazam cMo mITa ce JienaBa IMPU KOHTAKTY CYIIEPIPOBOJHUKA W ITPOBOIHUKA,
aJId IIITa Cce JIelaBa KaJla je y IUTamy KOHTAKT ca hepoMarHeToM !

Jla drucMo 0rOBOpHUIN Ha OBO IUTAaHE, HEOIIXO/IHO je IPBO KOHCTATOBATU KOja
je rmaBHa pasiauka m3Mehy npopogHuka n depomartmera. Bbyayhm ma ce daBumo
eHeprujaMa, Tpeda pa3MHUII/bATH Y TOM IIPABILY.

Y 0JICyCTBY CHOJBAIHET €JIEKTPUIHOT T0Jba, Y MPOBOJHUKY je HajBehn 1eo en-
epruje y oOJIMKY eHepruje KpUcTaJjHe pelieTke, MoK y (hbepoMarHeTuky, eHepruja
BehuHCKN TIOTHYE 0J1 KpeTama eJIeKTPOHA, OJHOCHO ,,CTPYjHUX KOHTypa” .

MaremaTndku TJIeJaHO, TO 3HAYN Ja he y KoedUIUjeHTH y Pas3Bojy CJIOOOIHE
eHepruje 1o napameTpy ypebhema 3a pepoMarteT u 3a MpOBOIHUK OUTH JIPYTavuUju.
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300r paHHje HABEIEHUX apryMeHaTa, IperocTaBuieMo 1a y napaMerap ypebhema
y depomarnery onucyje jennadnna (2.19).

Tpeda momaTn na hemo ce MU ITIOCBETUTHU PEIIaBaIby IIPOOJIEMa Y jeTHOj TUMEH-
3uj, cauka (3.6), 53 IPUCYCTBa CHOJbAIIHET MATHETHOD 10Jba. Y BEJMMO CMEHe:

h? h
F= Y = e (3.31)
Voo 2am* 2am*
CynepnpoBOoJHUK ®depomarHeTuk
0
Cimnka 3.6: Cucrem cyneprnpoBojiHUKa U (pepOMarHeTuKa.
3namo j1a je mapamerap o < 0, ma je opgma u b < 0 [Ipumehyjemo na je

jennauamna (2.19) mmHeapna, ma ybarmyjemo amsar f = ef, kopucTmMo CMeny n

padyHaMo U3BOJIE:

ak* — bk +1=0. (3.32)

KopumihemeMm KBajgpaTHe jeHadnHe, J00UjaMO:

b+ vb? —4a

kioss =+ .
1,2,3,4 5 ; (3.33)
Y = Yoo (A" + Be™* 4 Ce™* 4 Det"). (3.34)

U3 rpannasor ycaosa f(0) = 1, modujamo:
A+B+C+D=1. (3.35)

[Tapamerap (3, kBasurarusHO oapehyje odiuk pemema (3.33). la He Sucmo
AHAJIM3UPAJIN CBaKW, (okycupaheMo ce cjydaj KOjU BHUJIUMO Y €KCIIEPUMEHTY.
Hapasno moryhe je oapeanTu Kaja ce UCIO/baBa KOje pellerhe 3aBUCHO OJ1 ITapaM-
eTapa CHCTeMa, ajJi KakKo je (poKyc OHOI pajga Ha BOpPTEKCHMa, MU heMO OBje
00paIUTH caMo jeJaH ciaydaj. KkcrnepumeHTaiHO ce JI00Wja Ja HU WMaruHapaH,
HE peaJsiaH sieo k Hucy nyma [6], [7].

Cay4yaj KOju MU aHAJIM3UPAMO je:

2
a>—>0. (3.36)
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MozkeMO HANUCATHU jeIHAYUHY Y MaJIO ITOTOJIHUjeM OOJIUKY:

b+ iv4a — b2
kiogs=+\| ———.

3.37
g (3.37)
Ako u3zpazumMo perrerma 3a k y MaJIo MOroHUjeM OOJIUKY:
_ b+ ivda — b?
(A2 +ipg)’ = ———. (3.38)

2a

BpojeBu A 2 1 (11 2, 0OZTOBapajy peaJHOM, OJHOCHO HIMAaTrNHAPHOM JeJly Pellemna
(3.37), rae mapHU, OJTHOCHO HEIIAPHU, A ¥ [ OJIFOBApajy HapHO, OJIHOCHO HEMapHO,
WHJIEKCUPAHUM k, pellerha UCTe MapHOCTU MHJIEKCa ce Mel)yCOOHO pa3/iuKyjy /10 Ha
3HAK.

Ha ocHoBy 3HaKa KOju CTOjuU y3 peaJjiaH JIe0 MOXKEMO OJMaX HMCKJbYUYUTHU JIBa
pelrema jeaHaduHe, OyAayhm 1a II0/be HE CMe JIUBEPIUPATH Y OECKOHATHOCTH.
Mozkemo 3aksbyanTu jga cy (He durHO Kako mx 30BeMo) C' u D jenHaku HyJIH.
OBze cMO IMIUIIUTHO peKJN ja je Ap o < 0.

Uspauaynajmo BpenmocTu (Ag o + i,uLQ)Q U U3jeTHAYUMO U3 Ca PEAJTHUM U MMar-
uHapHuUM JesoM (3.37):

b
N, -l ==, 3.39
12— Hip2 2% ( )
Vida — b?
)\172,u1,2 = :|:2— (340)
a
Hakje umamo j1a je A\y = Ao = A u u; = —puo = p. lIlocwenmu ycios je jia

je Y mempekujiHa, MITO HaM Jiaje yCJOB Jia je mapamerap ypebema y mysmm ckpos
peanan. Ozarie y3 Majao padyHa MOXKEMO JIOOUTHU €KCILIUIUTAH ODJIMK MapaMeTpa
ypebhema:

1 = Yoo €Xp :L'\/bJri—éla_b2 (3.41)

2a

Jodujamo ma mapamerap ypehema mpu KOHTAKTY CYHEPIPOBOIHUKA U (hepo-
Maretnka ocrmiayje. OBO MOXKeMO WHTEPIPETHPATA KAao HEMOTYNHOCT decTura
KOje Cy y CYIepIpoBOJHUKY Jj1a ce Haly Ha omapeheHUM MecTmMAa, 3a Pa3juKy Ol
crioja ca MPOBOJHUKOM, ciuka (3.5), rue je moryhe na ce yecruina Hahe duio rje.
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Re{f(x)}

Cauka 3.7: 3aBucHocT nmapamerpa ypehema o mosuruje.



4
Boprekcnu y cynepdiynanma

o cajia cMo pa3zmMaTpasu caMo CTaTUYIKe cucTeMe cyrnepdirynia. ¥ OBOM IOIIABIbY,
1mo3adaBuneMo ce IMHAMUKOM CyTepdIIyn ia, 0ITHOCHO leI'OBOM BPEMEHCKOM €BOJIY-
nujom. 3a oBo HaMm je morpedna ['poc-lluraeBcku jennadmua, Kojy cMO uU3BeIH y
JIPYTOM TIOTJIaBJBY.

[Tokazahemo 1mTa je BOpTEKC, 3aIllTO HacTaje, IITa je I'YCTHHA CTPYyje y Cy-
[IePIIPOBOIHUTINMA, U3BelTheMo n3pas 3a mojbe Op3une, pasmarpahieMo BpeMeHCKY
€BOJIYIII]y CHCTEMa BOPTEKCa, KAa0 M IbUXOBY CTAdDWJIHOCT, Ha Kpajy hemo BuaeTn
ITa ce JelaBa ca cynepdIynIoM Koju ce HAJA3u Y ,,[IOCYIu’ .

Y 1mesomM OBOM TIOIVIAB/bY, OaBMheMO ce ciydajeM KaJja je A =o. Takobe
orpaHn4YnheMo ce Ha paJl y JBe IMPOCTOPHE JIUMEH3Wje, TOJ IIPETIIOCTABKOM JIa
rpelia quMeH3nja HUKAKO HE yTHYe HA CUCTeM (HIpP. MATHETHUM HJIU €JIeKTPUIHUM
HOJBEM).

4.1 BopTekcHe ekcruTaluje

Kpajme je Bpeme pehm 1mra je TadHo jejaH BOPTEKC, NMPENU3HUjE IITA je TAIHO
BOPTEKCHA €KCIUTAIAja [10/ba (BOPTEKC jecTe CaMO BOPTEKCHA eKCITUTAIN]a TI0Jha).
Boprekcna ekcruraryja 1mojba je MaTeMaTUIKU TJIEJAHO CHeNupUuIan CKyIl perr-
emba jenaqnne (4.1). 3a caja je jeauno nmorpebHo pelin jia je BOpTEKC KOHKPETHO
peremse jeanaqaunne (4.1).

Caja, ce ocTaBjba MUTAbE: IMITA je BOpTEKC y dbusndkom cmucay?! Boprekc je
pedeHo BpTJIOT y cynepdiynry, Oall HaJIMK Ha BUPOBE Yy pely, WU BPTJIOre Koje
JI00MjaMoO OKpeTameM Tocyle ca TedHorrhy. [yaBHa paszimka m3Mely KJIaCHIHOT
BPTJIOTa W BOPTEKCA je TO MITO je BOPTEKC MHOTO Malbu.

Ipoc-Tluraescku jennauuna (2.21) naje se3dy usmeby mapamerpa ypebema u
Bpemena. llpumernhemo na je oBa jegHavuna HelmHeapHa MudepeHITjaTHA jeI-
HaYMHA KOja HEMa JIaKO youmBa pernema. Crora, Mu heMo ampokcuMupaTu Koedu-

nujent y3 1||? mymom.

24
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OBako j100ujamMo JuHeapHy JAUMEPEHINjAJTHY jeITHAYNHY, Ca KOJOM je MHOI'O
JIAKITIE PAJIATH:

N2

z’h%—‘f - 2;* (—@'hv - q*A) b+ . (4.1)

Y oBoM mnoryiaBiby, Mu hemo ce dokycuparu Ha periasarbe (4.1). IIpumehyjemo

Jla aKo Cy 1 U 1y pemema jepnauune (4.1), onma je u 1 + cothy pememe jeji-

HadmHe 3a Vep,co € C. OBy ummbenunily heMo KOPUCTUTH KacHHUje, aJii OHa je

MIOTBPJla Ja je allpoKCHUMalldja KOJy HPUMEHmYjeMO OIpaB/IaHa; Y PeaJHUM CHC-
TeMHUMa [IOCTOjU BHINlEe BopTeKkcal

Axo ce npucerumo 10 caja Beh nmosnare cmene: £2 = npumeruhemMo 11a

2|a|lm*?
je y numensujama ayzkude. OBa dbuzmdka BeJUINHA, 30131% |ce JYAHCUHA KOTEPEH-
yuje. OHa, MaKO HUje Yy T€OMETPUjCKOM CMUCJY €r3aKTHA, IIPEJICTaB/ba IMPEIHUK
BOPTEKCA, OJJHOCHO PeJ BEJIMIMHE UCTOT [5].

JyKuHa KOXepeHIIHje je BeoMa Jiell U TMPUPOJIAH IMapaMeTap 3a paJl; U eKclep-
VMEHTAJTHO U TeOPUjCKH. EKCIEepUMEHTAIHO, 3aTO MITO Ce KOPHUIIThemheM Pa3Iniu-
THUX MeTOJIa, MOXKe BUJIETH U IPOIEHUTH BPEIHOCT &, HA OCHOBY dYera MOXKEMO
uMmatu nHdoOpMaIuje o QpyHKIHjaMa y pa3Bojy cjaodojHe eHepruje. Teopujcku
IJIe/IaHO, BEOMa je KOPUCHA 3aTO MITO UMa jacHy (DU3NYKY WHTEPIPETAIIN]Y, CAMIM
TUM TIPU yHopehuBamby JIy2KUHE KOXEpPEHIHje ca JAPYruM (PUNIKUM BEJIMINHAMA,
MO2KeMO u3Byhu KOHKpeTHe dpu3ndke 3aksbydke. Kacuuje, y ome/bky 4.1.3, hemo
BHUJIETH jOII jeJIHy KOPUCHY (DUINYKY BEJIUUNHY, HAJUK JIY?KIUHU KOXEPEHIIH]e.

Bynyhu na hemo ce y ocrtatky pajia 0aBUTH UCTOM ITOCTABKOM IIPOOJIEMA, OBJIE
hemo nedunucaru cienehe cmene:

1

&= Wa (4.2)
f= % (4.3)

Kopucrelin oBe cmene, u cpehuBamem jemnadmne (4.1) modujamo jemnaumny
KojoMm hiemo ce DaBUTH 70 Kpaja OBOT HOIJIABJbA!
0
ih—f = —EAf - F. (4.4)
ot
OnnocHo cranuonapha Bep3uja (4.4), koja ce moduja m3 crammonapse I'poc-
[Turaescku jennauune (2.22):

Af=-¢7f (4.5)



4.1. BoprekcHe ekcruraruje 26

4.1.1 TI'ycruna cTpyje cynepdJiyuga

Jla dbucmo y moTmyHOCTH pa3yMeJIi BOPTEKC, MOPaMO yBECTH HOBY GU3NYIKY BEJTMINHY:
Wewuna cupyje cyueppayuga, j. Hedunummmo j Kao:

z q*h * 4" = *

Osze je A ocrapibeno renepasnzanuje pagu. [Ipumehyjemo na je osa redpunn-
Iija UCTa Kao T'yCTUHA CTpyje BepoBarHOhe y kBauHTHO] Mmexanuru. OBo je y
MIOTIIYHOCTH y JIyXy CBera INTO paJnMo, Ha Kpajy KpajeBa, ['poc-IImTaeBcknu jen-
Ha4YMHA ce U3BOAM Takohe y3mmajyhm mHCnMparmjy n3 KBaHTHE MeXaHUKe.

Kana nedpunumiemo j Ha 0Baj HAYMH, OYEKYjeMO JIa UCII0JbaBa CJAUIHE OCOOUHE
Kao U y KBaHTHO] Mexauuru. JleduHUImMo rycTuny HaeJleKTpHUCamba, OJHOCHO

cyrepdiynia:

p=q | (4.7)

Y jennaumnama (4.6) u (4.7) durypuime ¢*, mro Moxke SUTH TIPOOIEM AKO
je cymnepdiryua HeHaeIeKTPHUCAH, OJJHOCHO aKO je HHje CyNepIpPOBOIHUK. ¥ TOM
CJIydajy, caMo KaxkeMo Jia je ¢° = 1, u Tajia oBe BeJIMINHE MOYKEMO 3BATH U TYCTUHA
BepoBaTHOhe U rycruHa cTpyje BepoBaTHONE.

Y dusuny, jenHavNHA KOHTHHYUTETA TUIACH:

Op
ot

JIOKaXKUMO jJa oHa Baxku. IIpBo hemo cpeantn m3pas:

+V-j=0, (4.8)

¢.7-v. 1" (w (v —iq—*ﬁ) b (v _Z-‘-’_*A) ¢*)

2m*1
*h

= (T AY — BAY) (4.9)

OBie CMO HUCKOPUCTHIN JIa je V-A=0 WU cranuonapue ['poc-IIuraeBckn
jeTHaYMHE CJIE]IH:

V-j=0. (4.10)

Axo npencraBumo mapamerap ypehema y oduKy:
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0
= |ple”, (4.11)
u ydarmmo y (4.6), nodujamo Ja BaXkKu jeJHAYNHA KOHTUHYUTETa 38 I'YCTHHY
cTpyje BepoBaTHOhe, IITO CMO W OYEKHMBAJM. 1) je CaMO IPEJICTAB/LEHO Yy IBOJIM-
MEH3UOHUM IOJIAPHUM KOOPJIMHATAMA.
Bamenom (4.11) y (4.6) mobujamo Jia BayKu:

= Vo —=—A 4.12
P=L (v~ T4) 1o, (1.12)
OJTHOCHO aKoO cymnepdJIyu Huje HaeJJeKTPUCAH, J0OUjaMo:
= h 2
j=—[v[*Ve. (4.13)
m

OMax BUIMMO J1a je 0OBO MOJhe KOH3€PBATUBHO, CAMUM THM j€é U OE3BPTJIOXKHO:

V xj=0. (4.14)

OBaj 3aKk/byvaK je camMo MaTeMaTHIKOT KapaKTepa, OH He NCKJbYydyje MMOCTOjambe
BOPTEKCa Kao MOTI'yNHOCT.
Casa, Kajila IMaMO I10Jb€ TYCTHHE CTPYje, MOXKEMO JIOOUTH U M0Jhe Op3UHE:

__qh q
= Vo — =— 4.15
5= L2 (vo- 7). (4.15)
OJHOCHO, aKO HeéMa HaeJIEKTpUuCalba:
h
7=V, (4.16)
m

re je 6 aprymeHT KoMIuteKcHOr Opoja. OBa Bpcra Be3e u3mely mosba Ops3ume
U T'YCTHHE CTPYje je cTaHmap/Ha y (pU3UIIA.

4.1.2 Jeman BopTekc

Kao mrro cmo Beh pekiin, oBjie hemo ce baBUTH BOPTEKCUMA Y OJICYCTBY CIOJHAIITHHET
MaIr'HETHOI' I10Jba.

[Ipu modveTKy OBOr' MOIVIAB/bA, PEKJIM CMO JIa jé BOPTEKC CHEIUMUIHO PEIIEHHE
jemnaunbe (4.1). Ca oBUM pellIemeM CMO Ce CyCpesid Tpu M3BODerby je/lHaunHe
KOHTHHYUTETA 33 I'YCTUHY cTpyje. Boprekc je pememe jennaunne (4.1) odymka:

Y(r,¢) = F(r)e™; neZ\{0}. (4.17)

Oro umje cBako pemieme jegadnte (4.1), Beh kimaca pernema KOjuMa MOJYO
3aBU-CH O] KOODJIMHATE T, a apryMeHT WM 3aBUCU caMo o1 ¢ Kao Arg{y} = ing,
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TJe Cy 7 U ¢ mojiapHe KoopJuHaTe y nBe quMensuje. llorpedHo je HamomenyTu Ja
u3pa3 (4.17) 3aBucu 071 KOOPAMHATHOD CHCTEMA, ajil HAM CBAKaKO J03BOJbaBa Ja
U30METPHjCKH TPAHCHOPMHUIIIEMO KOOPJIUHATE, JIPYTHUM PEUYNMa, BOPTEKC MOXKE T10C-
TOjaTH y CBAKOM KOODJIMHATHOM cucreMy (nokazahemo kacuuje, jeauadnna (4.46)).

Bpoj n je Takossanu 6poj (ciieten) yeujarba opliekca. Y CUCTEMY Ca je HUM
BOPTEKCOM, OH He JiejIyje HapouuTo BaxkKHo. VcmoctaBuruhe ce sa je oBaj Opoj n
HajBaKHUjU OPOj KOjU OIMUCYyje BOPTEKC, YaK BaXKHUJU U OJI JIy2KUHE KOXEPEHIje.

Ca/ta ka1a 3HAMO TIITa jé BOPTEKC, MOYKEMO J[a IPOOAMO 18 BUINMO KAKO TATHO
usriesna Bopreke. Anasmsnpahemo kako usriea mapamerap ypebema, mospe ryc-
THHE CTpYje, ojbe Op3uHe U nosbe rycruHe. [lounumo o mapamerpa ypehema.

[Tpobajmo mpBo 12 U3ByYeMO MITO BHUIlle HHMOpMaIyja u3 jeanadnte (2.22), na
hemo Tek HAKOH TOra yBeCTH allpOKCHMAIIA]y KOja Hac JIOBOM JI0 jegnadnte (4.1).
Hanwmvo jennaduny (2.22) y mosiapHOM KOODIUHATHOM CHCTEMY:

h? 0? 10 1 02
(87“2 v r 37]/) r2 0¢?

OBa jeHgadumHa HAM BeoMa JIENO JodYapaBa INTa ce JellaBa y JIMMEeCHMa KaJa
r — 0, ogHOCHO T — +00:

)+aw+6w|w|2 = 0. (4.18)

2m*

lii% F(r)=ocr", (4.19)
lim F(r) = tanh G) . (4.20)

Cama KaJa CMO M3BYKJM MAKCHMAJHY KOJIMYAHY MHMOpPMAIUja O CHCTEMY,
npernocrasumo ga 3 — 0. Hakon crammapaaux cmena 3a F(r) = ¢of(r) u &
JI00MjaMo jeTHAIHHY:

Af = —£72f. (4.21)

Pemmeme oBe jemunaumne cy momucpuroBane Becemose dyukmuje. [Mpanwmann
YCJIOB ja Jla y OKOJIMHU HyJie, 1 — 0, oJaKJie 3aKJby1yjeMo:

) = oI, (g) : (4.22)
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Cuauka 4.1: MomuduroBamne Becenose dyukmnmje nmpsor pea.

Jenuaunna (4.22) He ucHno/baBa ACUMIITOTCKO TIOHAIIAKE Y OECKOHAYHOCTH, IIITO
HaIll CHCTEM jecTe MCII0/baBaO IIpe Hero ITo ¢MO yBeju anpokcumarmy [ — 0.
Csakako, OBO HaM He TIPaBU MPODJIEM, OBa AIPOKCHMAIIAja BayKM CaMO KaJa je
napamMerap ypehema MaJsn, JaKjIe CBAKaKO He KaJia OH TeXKH OeCKOHAYHOCTH!

Tpenyrao HehemMo M3BIAYNTH HUKAKBE 3aKJbydKe U3 OBOI' OOJIMKA IapaMerpa
ypebema, BparuheMo ce Ha mera Kaia 0yJIeMo aHaIu3upaJsIn BUIIIE BOPTEKCA Y UCTO
BpeMe.

Ocraje jorn BueTn KakKO M3TJIEIajy M0/be TyCTUHE BEPOBATHONE, TI0Jhe I'yCTHHE
cTpyje BepoBapHOhe U ToJ/be OP3UHE, PEIOM:

2
p =y, (f) , (4.23)

§
- hn
J=p—, (4.24)
m*r
h n
j=—— 4.25
v m*r. ( )

Jla ducmo j00mym oBe jeaHadMHe, MCKOpHUCTHIM cMO 6 = n¢. Jlodujamo ma
cynepdJiyn He MoCToju OJIM3y IEeHTPa BOPTEKCa, IITO Ce jaB/ba U Y KJIACHIHUM
BpTiio3uMa. Takohe, modujamMo j1a Kako ce ofabaBaMoO OJf IEHTPa BOPTEKCa, Op3-
WHA ce JPacTUIHO CMaibyje, Takohe 0COOMHA KJIACUIHUX BOPTEKCA.
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Cinka 4.2: 'ycruna BepoBaTHOhE reHepucana o CTpaHe jeJHOT BOPTEKCA.
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Cauka 4.3: Ilo/be Op3utie TeHEPUCAHO jeTHUM BOPTEKCOM.

[Torpedua je kpaTka JaucKycuja o craduiinoctu Boprekca. CadbuirHocTu mpucy-
IIaMo ca eHepreTckor acupekrta. llomTo BopTekc mMa caMO KUHETUYIKY €HEPIHu]y,
MOKEMO IPOBEPUTH Ja KaJjia ' — 00, KWHeTHYKa eHepruja guBeprupa. OBo
3HAYU Jla YCaMJb€HH BOPTEKC HE MOXK OUTU CTaOWJIaH.
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Cauka 4.4: Ilome ryctune cTpyje reHepUCAHO jeTHUM BOPTEKCOM.

N3Besmn cMo cBe pesieBaHTHE 3aKJ/bydKe 3a yCaMJbEH BOPTEKC, U3PAdyHAJH CMO
cBe pejieBaHTHe (hU3UIKE BeJIMINHE KOje OIUCY]Y jeJlaH BOPTEKC U KPO3 JTUCKYCUjy
0 €Hepruju, JOILIN CMO JIO TOTa Jla YCAMJ/beHH BOPTEKC HUje CTAOMIIAH.

Ha ciukama (4.2), (4.3) u (4.4) BuauMo ja IyCTHHA, [OJbe OP3WHE M I'YCTHHA
CcTpyjama, peJioM, UCI0J/baBajy CBOjCTBa KOja CMO YOUWJIU U3 jeTHAYMHA.

4.1.3 MajacepoB edekar

MajucepoB edekar je mojasa Jia CynepIrpoBOHI MaTePUjaii TEKE TOME J1a, , IyBajy”
MaraeTau duiyke. KoHkpeTHO, Npu yK/by4YHBAIGY CIIOJbAIIHEN MArHETHOT IOJba
OKO CYIIEPIIPOBOJIHUKA y CYIIEPIIPOBOJIHOj pa3u, y CyHePIPOBOIHUKY Ce MHIYKYje
Kpy’kKHa cTpyja Osun3dy uBuie. OBa cTpyja IMOHUINTABA YTHUIA] CIIOJ/bAIIHET I0Jba
U T€XKU Ja 04yBa MarHeTHu (pJiyKc, NHIyKOBajyNu MArHeTHO IOJ/be TaMaH TOJIMKO
Jia MaraHeTHu (PJIYKC OyJie UCTU Kao y TPEHYTKY (has3HOT Ipesiasa.

OBre pasmarpamo OeCcKOHAYaH paBaH CYIEPIPOBOJHUK KOHAYHE JIeO/bUHE Y
CIIOJBAIIHFEM MATrHETHOM IIOJbY JIaTe UH/IYKIIHje.

Tauan Mexanuzam oBOI' (DEHOMEHA M HEKE JIPYTe JeTa/be MOYKEMO U3PadyHaTH
kopucrehnu JII" reopujy. Ilounnmo ox jeanatmma (2.12) u (4.12), npumerom poTopa
Ha jenHaunty (4.12):

— - *h — * — —
Vxi=L2(Vxve-Lvxi)pp (4.26)
m* h
MotuBucanu jga JI00OHMjeMO KaKO Ce II0Jbe I'YCTUHE CTPYje MeHa Ca BUCUHOM,
MOZKEMO MIPUMETUTH Jia je MoJbe De3BPTIOXKHO, 11 ydarmBameM u3pasa (2.13) y
jenmnaunny (4.26) u npuMeHTOM JeDUHUIM]e BEKTOPCKOD JIAIIACHjaHA:
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*2 2

Axo na (4.27) npuMeHNMO jOIIl jeflaH POTOP Ha 00e cTpaHe J00ujaMo:

*2 2
AR~ CHolvF 5 (4.28)
m*

Jennaauna (4.28), jaje HaMm joInn jeHy OUTHY JIy?KUHY BE3aHY 3a CyNPENpPOBO/I-
HUKe, Jlongonosa gystcuna:

m*

@ polt]?

IIpu jaBmamy Majcueposor edekTa, JIOHI0HOBA, J1y?KIHA TOBOPU KOJIUKO JLyOOKO
CIIOJbAIILEe MarHeTHO IoJbe ycIle na ce ,mupoduje” y cyneprnposomnuk. Omna ce
JIAKO MO2K€ MUPEKTHO HU3MEPUTU DPa3JIMIUTHUM CEH30pHuMa IIOIIyT XOJIOBOI' CEH-
30pa 3a MarHeTHO HoJbe, WM UHIMPEKTHO, MepemeM ||, mTo je, 36or Kynep-
OBHX I1aPOBA, JBOCTPYKA KOHIICHTPAIIN]a eJICKTPOHA Y CYNEPIPOBOJHUKY. Cana
hemo, npuMepa paju, BUJIETH IITa ce JellaBa ca MaTHETHUM IIOJbeM, aKO MMaMO

A2 (4.29)

OecKOHaYaH paBaH CYIEPIPOBOIHUK JeB/bUHE L y paBHU X-1Y, KOH] Ce HAJA3U Y
XOMOTEHOM CIIOJhAIEbeM MarHeTHOM IoJby B = ByE..
Hexka cy rpanutie cyrepupoBOHUKA HA 2 = :I:%, OHJIa UMaMO T'PAHUYHE YCJIOBE:

B(z) = Byé.; z€ (— 00, TL} U {é, —f-oo). (4.30)

Casa, KaJjia 3HaMO KOjU Cy TPAHUYIHU YCJOBH HAIEr CHUCTEMa, MOXKEMO II0-

JeTu ca pemaBameM jeanaduHe. /Jla Om cMo J1akile TPUCTYIHUIN peIlaBaby,

npumeTnhemo, jga 300r cuMeTpuje, jeJinHa KOMIIOHEHTa MarHeTHe WHIYKIje KOja

MOXK TIOCTOjaTH, je OHA JIy»K 2-0Ce, KOja Takohe MOKe 3aBUCUTH CAMO OJ 2-

KOOpJUHATEe, JaKJe BasKU é(:zc,y,z) = é(z) = B.é,. Umajyhu oso Ha ywmy,
MOYKEMO HAIMCATH jeTHAINHY KOjy perraBaMo:

0°B,
0722

OBo je xoMmoreHa JimHeapHa JudepeHInjalTHa jeJHaTnHa IPYTror pejla U 3HAMO
Jla IbeHO pelllehe MOpa OUTHU OOJIUKA!

= \"?B.. (4.31)



4.1. BoprekcHe ekcruraruje 33

Bz = Alekz + Ageikz; ke C. (432)

Axo mposepumo BpegHOCT M3pasa (4.31) y rpaHwdHEM Tadkama (Tj. KaJja
HAMETHEMO TDaHUYHe CJIydajeBe), y3 MaJjo anaredpe jodujamo ja Baxkm: A, =
A2 - A

CaJia MoxkemMo Ja 3amenumo ancrar (4.32) y (4.31), mobujamo:

k= (4.33)

1
R

Bamenom BpegaocTH 3a k y jeauaunny (4.31), u padyHameM BPEIHOCTH KaJa
je z = i%, JI001jaMo:

B
A= —T. (4.34)
cosh (ﬁ)

Konauno, 1odumm cMO eKCIIMIUTAH W3pa3 3a MAarHeTHY WHIYKINA]Y YHyTap

CYIEPIPOBOIHIKA

3(,)— B cosh (%)

B(z) = o (L) (4.35)

Jennaauna (4.35) norsphyje, Hamry npernocraBky (Koja je bazupaHa Ha €KCIep-
UMEHTATHAM TO/IAlIMa) Jia 110Jbe eKCIIOHEHIIUjATHO Olla/ia YHYTap CyIepIPOBO/I-
nuka. Busyenmsanuja pemema (4.35) moxke ce Bujern Ha caury (4.5).

B(x)B,

Cinka 4.5: 3aBUCHOCTH HOPpMUpaHe MarHeTHE WH/YKIUje O] MO3UIUje 38 PA3JIUIUTE \.
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4.2 JIunaamukKa m ctadbusiHoct N BopTekca

Cajta, KaJ1a CMO aHAJIU3UPAJIN CUCTEM KOjU CAdIHbaBa jeJlaH BOPTEKC, MOTJIEIAjMO
IITa ce Jermana ca cynepdJyn oM KOju nMa Buille Boprekca. U najpe orpanuiaBaMo
HaIIy aHAJIM3Y Ha JIBOJANMEH3MOHH CyIepdIyn/I, Yhje IeCTUIle HIUCY Hae/IeKTPUCAHE.

4.2.1 JIBa BopTekca

[IpBo hemo ce nmozabaBuTu ciy4dajeMm ca JiBa BOopTekca. PazsuheMo HEKY OCHOBHY
WHTYUIN]y 3a Jda/be, Koja cBakako nehe dutm mHa ommer. OBaj ciaydaj je camo
MOJICKYT cucTtemMa ca N BOPTEKCa, aji pellaBambe CIydaja ca JIBa BOPTEKCA Jaje
MHCIIMPAIAjy 3a MOCTYIAaK pelaBama cucremMa [N BOpTEKca.

VY ciydajy ca JiBa BOpTEKca, IMPETIIOCTAaBHNEMO peliehe 00INKa:

Y = Fi(r)e + Fy(r)e, (4.36)
OBJIe Ce HEje MHOTO IIPOMEHWJIO OJf CJIydaja ca jeJJHUM BOPTEKCOM. Y aHaJU3H
JiBa BOpTekca, HelieMo ynasutu y Jayouny kako usrienajy Fi(r) u Fy(r); 3a me-
TaJbHU]Y aHAJIU3y TOTa MOTJIEJATH HApEeJHU o/iesbakK. JeaumHo mro xohemo pehu je
na F;(0) =0, u lim,_, o, F(r) # 0.
Ca oBako 3aJaTUM ), MOIVIEJAJMO KaKO M3IJIEajy NOJ/be OP3UHE U IMOJbE I'yC-
THHE:

P :F12 + F22 + 2F1F2 COS(91 — 92), (437)

- h
J = [FfV@l + F V05 + FyFycos(6h — 02) V(601 + 62)

tsin(By — 0,)(FIVE, — FQVFl)], (4.38)

— j
g=7 4.39
p (4.39)

[Ipumehyjemo na cy cBe BeqWdnWHE Cy Y HMOTIIYHOCTH PeaJTHE W WHBAPHjaHTHE
Ha 3aMeHy WHJeKkca 1 n 2, Ja OBO He BaXXU, OJIMaX OMCMO 3HAJM Jia CMO HEIITO
JIOTITE Y PAJIUIIN.

Ako zanumemo ,aprymenTe” mapamerpa ypehema Kao 07 = ni¢r u 6y = nags,
jeTHa BeoMa, 3aHUMJbUBA CTBApP CE€ JIOOMja aKO IyCTHUMO Jia ' — 00, JT0OMjaMo
maje Fy = Fy, = F, VF, = VF, = VF u takohe ¢; = ¢ = ¢. 3a rycruny
BepoBaTHOhe j100MjaMo:

p = 2F%*(1 + cos(p(n; — ny))), (4.40)

a 3a 1moJbe Op3uHe cyrepdrynia;

h

U=
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Cauka 4.6: JleBo: Ilo/be Op3uHe reHepuCcaHo O IBa BOPTEKCA, Ca OPOjeBUMAa yBUjaha
1. HecHo: Ilo/be Op3uHe TeHEeprcaHO OJT JBa BOPTEKCA, ca OpojeBuMa yBujama 1 u -1.

Ha coumm (4.6) MOXKeMO BHJETH IOJ/be OpP3MHE I'EHEPHCAHO OJl CTPAHe JIBa
BOPTEKCa, 38 Pa3JINYUTE CTEIEHE YBHUjarba.
Cajia, OKyIIIaMo Jia TPOIEHNMO KHHETHYKY €Heprujy y OeCKOHaYHOCTH, JO-
OmjaMo J1a BasKu:

E o (n + ng)?. (4.42)

Jlakite ako ny # ng, KHHETUYIKA eHePTHja:

2
E= / dxdy% = 400, (4.43)

OmaBme moxkemo u3Byhu jeaHo acimHaHTHO 3anaxkame. /la Ou cucrem o 1Ba
BOpTEKCca OMO cTadujaH, JOBOJLHO je JIa ce IbMXOBHU CTEIEHU yBHjarba cadupajy y
Hyy!

[Ipe vero mrro mpehemo na N BopTekca, mpoBepuheMo jorr jeaay crap. Jla jm
ocToju Koudurypargja JiBa BOPTEKca, IJie OHU MUPYjy V OJIHOCY Ha JIadopaTopu-
jen pedepenTrn cucrem (HapaBHO ng,ny 7# 0)?7 OJAroBop Ha OBO IHUTAHE MOXKEMO
Hahm ako MOYHEMO J1a PAa3MUII/BAMO O BOPTEKCHMa Ka0 O HEKOJUKO T0/ha KOja
cyneprionnpajy. Kperame jeiHor BOpTeKca yCJIOB/bEHO je OP3UHOM KOja ce HaJIa3u
y merooM 1enTpy. OHjia BaxKu:

. h
Vo = %VAI'g{wg]q (444)

r7e je v; Op3uHa JIPYror BOpTEKca, a s # const, mapamerap ypehema y IieH-
TPy Apyror BopTekca. Byayhu ma ve # 0, 3aK/bydyjeMo Ja JAPYrd BOPTEKC MOPA
na ce kpehe. McTuM moOCTymmKOM, MOKEMO TTOKA3aTHU JIa HU IIPBU BOPTEKC HE CMe
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mupoBaru. OBO KpeTame heMo JeTa/bHije N3YyIUTH KacHHje.

4.2.2 TI'poc-IIutaeBcku jemnaumHa 3a N BopTeKca

Konauno monaszumo 10 Hajormmrujer caydaja Koju heMo aHaIu3upaT y OBOM PaJLy:
OeckoHadaH paBaH cynepdIynl, HeHACJIeKTPpUCAaHNX decTuiia ca N BOpPTEKCa.

IIpe Hero mro ce mMOCBETUMO aHAJJIN3H JUHAMUKE U CTAOUIHOCTHU, I03020aBIMO
ce MPBO ca HEKOJIMKO (popMaTHOCTH. JIOKarXKMUMO J1a je JI03BOJbEHO JIa UMaMO BHIIE
O/l jeTHOr BOpTEKCa W Ja je J03BOJ/bEHO Jla BOPTEKC He OylIe y KOOPIMHATHOM
nouerKy. HakoH Tora, ussenthemo HajornmTuju odjguK (KOju je yHyTap 0duMa OBOT
pajia) mapamerpa ypehema cucrema N BopTekca.

Bynayhu na je jennauuna (4.1) auneapHa, u ako Cy 1); beHa pelllema, OHJIa je:

Y= Z Aii; - A € C, (4.45)

takobe peremse jennaqante (4.1). TlorpedHo je KpaTko TpOKOMeHTpaucaTu pus-
WYKU 3Ha4aj Koedurmjenara A;. Mako \; Mory doutu OMI0 KOju KOMILJIEKCHU OPO-
jeBH, MU y OBOM paJIy y3UMaMo Ja cy cBu jeanaku jenuauiu. Kaga ou Arg{\;} # 0,
To 61 IpocTO ofaBaIo dasy KoedummjenTty €%, mTo He mpaBu HUKAKBY (PU3NIKY
pasyiuky y cucreMy (Kao W y KBaHTHO] MexaHuru!), 0K Ou Memame |);| jaBao
pa3auyuTe , TeXKUHe” PA3IMIUTHM BOPTEKCHMA, 3a IIITa HEMAaMO HU TEOPHUjCKO, a
[IOTOTOBO HE €KCIIePHUMEHTAJIHO odjalrmeme. VI3 oBUX pasjiora je Koj Hac yBEK
A =1

Beh cmo jokaszanu je (4.22) pememse jennauune (4.1). [okaxkumo caja, j1a 0Bo
pelreme MOKEeMO Jia TPAHCJUPAMO 3a IIPOU3BOJbaH BEKTOD Ty = (g, Yo), U J@ OHO
u nasbe 3a510B0sbaBa (4.1). IlpermocraBumo ja je:

wl = woeind’lfn (%/) , (4.46)

takobhe pereme jeqnaqnne (4.1). Caza ocraje camo Ja ce 0BO pelliere IPOBepH
yoaruBameM y jeanaqdnny (4.21). Oso hemo ypajutu y JeKapTOBOM KOOPHUHAT-
HOM cucrteMmy (HapaBHO, HETPAHCIMPAHOM CHCTEMY ):

82 82 i T, Y 7‘/
R I ng ) = 2 ing o
el LS In( g) £ e In< g)‘ (4.47)

YBeaumo:
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0? 0? (!
_ ing
f = (33:2 + 8y2>¢06 b ( 5) (4.48)

Ia Oucmo JoKazajim 0BO TBpheme, IMOTpedHa je He3aHeMap/buBa KOJUINHA

padyHa:
(T 2 znd)’ r znqS’ znqﬁ’ a ( )
= _|_2 -
n(e)or 2 ()

I ' 82 zmb’ 0 ing’ ing’ 82 r
+"<£)8y o) w(z)
_I</>zne ¢<m<— ’) +in ( ) ¢+a )

13 oz
e (O (YD y 9 "“_3/
+2ine (axI" £ 8x¢+8yln 13 8y¢
2 / 2 /
L g (83x2[n<§> T ;21n(2)> . (4.49)

[IpBo hemo ce m3padyHaTH ITa Cy TAHO MAPIUjaJIHU U3BOAM O ¢, mTo hemo
YPAJIUTU TAKO IITO NeMO MPBO BUIETH INTa jeé eKCILIUIUTAH ODJINK ¢':

¢’ = arctan (y — yo) : (4.50)

r — Xy

rjJe Cy © U Yy KOOPJIMHATE Y IPABOYIJIOM KoopjmHaTHOM cucteMy. Camo hemo
HABECTH MOTpedHe u3pa3e KOjUu 3aXTeBajy padyHame U3Boia o1 ¢':

0

’_ Yy — yO.
a_x == (4.51)
a T =0
>’ ., 20w —z0)(y — o).
750 = . : (4.53)
0” / 2(900 - x)(y - yo)
570 = i : (4.54)
(4.55)

Mozxemo uckopuctutu (4.51), (4.52), (4.53) u (4.54) na modujemo jorr Heke
KODHCHE u3pase:
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o N\ (9 )\ 1
<34L‘¢) +<3y¢) o 450
0 0’
523+ g =" (457)

Yepmthasamwem (4.51), (4.52), (4.56) u (4.57) y (4.49), na nazan y (4.47), a
IOTOM JleJbereM ca e 1obujamo:

n? 1 ™ .. (y-—y 0 r x—x O r
(&) n(e) o (55 (2) = 53 (2)
82 7a/ 62 7“,
+ @In (E) + a—yzfn <E> . (4.58)

Axo IIpPUMETHHMO J1a BazKHM:

=& —20)? + (y — %)%, (4.59)
OH/Ia OYUIJIEJIHO, IIyTEeM IIPAaBUJIa KOMIIO3UIINjE 3a U3BOJIE J0OUjaMO:

0 r! r—1x9 O !
—IL,| = | = —I,| = ); 4.
s (e) = (2 (460
0 ! y—1o O 7
—I (=)= —IL(—=). 4.61
() = (& oy

U3 (4.60) u (4.61) modujamo ma je:

. (yo—y O 7’ T —x9 O 7’ B
Qm( " 6xf"(§)+ = ayl"(é))_o'

Casa je jorr moTpedHO KOHCTATOBATHU Ja je:
82 ,,,/ 82 7”/
—IL| =) ==—=I.| = ); 4.62
5ot (z) = 52 (%) (462

2 ! 2 /

O (T2 9 (T, (4.63)
dy* "\&/)  0y? "\¢

1 xonavaHO, MOXKEMO HamucaTu mnocieamwy dopmy jeauadnte (4.58):

n2 1 r! 82 7! 82 r!
(o= &) 1(5) = 5t (5) 3 (6) o0
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[Tpumehyjemo na je (4.64) jeqnaunna, Kojy 1o jpeduHUNMjA, 38/10B0/baBa (DYHKIIMI]A

£
,ZLaK.TIe Ca/la Ka/Jla CMO IIOKa3aJIrk Jda N BOPTEKCa CTBapHO MOXKe ouru peEniecHEe

jennaunse (4.1), KOHAYHO MOXKeMO Ja HaleMO EeKCIUIMIIUTAH OOJIMK Iapamerpa
ypeajema:

I (Z). 0 i
nl=z]- BUME Je HaIlll ,ZLOKaB SaBpIIIeH.

@ZJ(ZL‘, y) _ 1/}0 Zeink arctan(i’iii)ln <\/(CU — xk)z + (y - yk)2> 7 (465)

k

rie je (Tk,yr) meHTap k-Tor BOPTEKCa, a My HeroB CTENeH yBHujamba. Y Ja/beM
padyHamy KOPUCTUMO HOTAIIH]Y:

Fi = ol (V(‘T - W; - ‘W) , (4.66)
¢y = arctan (z : z:) ) (4.67)

Cama hemo ce mo3adaBuTH padyHameM I'yCTHHE BepOBaTHONE M 1M0Jba I'yCTHUHE
cTpyje:

p=Y_ FiFjcos(t —0;); (4.69)
kg
- h . V(b +6;) 1
= iO0;=0) (p.p, 8 70 D (P, — AR '
j m*%:e ( Fe——5 +2( iV EF, — F,VF}) (4.70)

['ycruna BepoBaTHOhE U 110Jb€ T'YCTUHE CTPYje Cy padyHaTH IPEKO JeDUHHUIN-
jama (4.7) u (4.6), npu yspuhasamwy jeanaunte (4.65). Kopucrehu nosse rycrune
CTpYyjé U TOJbe TYCTHHE, MOYKEMO Jia JOOUjeMO U MOJbe Op3UHe:

b Zk,j i(0;=0x) (Fijw + %(FJVF;C — Fkvp;))
m* Zk,j Fy.F;cos(0y — 6;)

U= (4.71)

Benmmawre koje cmo jodunu p, j u ¥ cy yHKIHMje Ol MO3UIHjEe, UAKO TO
HUCMO HYKHO HA3HAYUJIN y FHUXOBUM ekcruiuTHuM ¢dopmama. I[Ipe mero mro
HaCTaBUMO Jlajbe Ca aHAJIM3UpameM JUHAMUKE W CTAOMJIHOCTH OBAaKBUX CHCTEMA,
yBerheMo CKyIl HOTallfja:
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’
¥ ar oale ale o
o—t—F 71
/
!

Cauka 4.7: Ilo/be Op3uHe reHepUCaHO O/ MEPUOINTHO ITOCTAB/HAHUX BOPEKCA Ca
crennennMa yBujama 1 u -1. JIeBo: permerka BopTekca aumensuja 3 X 3. decHo:
pereTKa BopTeKca auMmensnja 4 X 4

—

Tk = J (T, Up); (4.72)
Uy, = U(2k, Yi)- (4.73)

Y oBOM 0/1e/bKY CMO U3BeJIH CBe IITO he HaM TpedaTh ja y MOTIIYHOCTH H3aHAJ-
usupamo cucrtem ca N Boprekca. [lokazaam cMo J1a OBaKBU CHUCTEMH IOCTOje U
JIEMOHCTPHUPAJI CMO Jia TPOU3BOJbHA KOH(purypamuja N BoOpTekca 3aJ0BO/baBa
jemnaunny (4.1). Hakon Tora, Hamum cMo 00K QyHKIMja TycTHHE BepoBaTHOhe,
I'YyCTHHE CTPYje U I0Jba Op3WHE, IITO Cy cBe (PYHKIIHje KOje Cy HaM HEOIIXO/HE Y
HapEJTHOM OJIEJbKY.

Ha caunum (4.7) BuauMo npumepe JBa 10Jba Op3WHA TEHEPUCAHUX O] BUIIE OJf
JIBa BOPTEKCA. Hymeprmukum meromama je moryhe ogpeanTn TpajeKTopuje Cuc-
TeMa [N BOpTEKCa, U TO IOJpa3yMeBa UMILIEMEHTUPAIbe HyMepUKe Ha jeIHaAYUHY
(4.71), anu HAYKAJIOCT, HyMEPHYKE METOJIe TIOTPEeDHE 3a TO MPEBA3MIIAa3e OOUM OBOT

paja.

4.2.3 /Iumnamuka N BopTekca

JluHaMuKy BOPTEKCa MOXKEMO HCHUTHUBATU Ha JIBA HAYWHA: AHAJUTHUYKH, IITO
MOKEMO JIa yPJIMMO CaMO 3a CJIyda] JIBa BOPTECKA U HYMEPHWYKH, IITO je Moryhe

3a N BOpTekca.
[TokaxkmMo KaKO aHAJUTHIKH JI00MjaMo TpajeKTopuje 1Ba BopTekca. [lournmo

0J1 U3pa3a 3a Op3UHY:
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to0) = o (0o + 25 00) ). (474)

axo yaexo aa je (z,5) = (z1,31), omocno (2,y) = (22,2), 1 BpaTIG y
dbopmyiy (4.74), nodujamo:

m*

h—(y1 — y2)€y + (21 — 22)€,

() + (v —)?
—(y2 — 11)€y + (22 — 71)E,

m* (v —21)2 4 (Y2 —y)?

; (4.75)

771—712

mS

172 =1 (476)

N3 jennaunHa Koje CMO JOOMJIM, MOXKEMO BUJIETH Jla BayKW HEIITO HAJUK Ha
3aKOH O/Ip2Kakha UMITYJICA:

nﬂ_fl + 7’L2172 = 0, (477)

Tj. y MHTErpaHOM OOJIUKY UMaMO:

n1T] + noTy = const. (4.78)

Heka cy cama S1(t) u Sa(t) Tpajekropuje Kao mapamMeTpu3oBaHe KpUBE Y 3aB-
ucrHoctu oj Bpemena. Ownja, u3 jeanaqdnne (4.78) 3akibydyjeMo jia TpajeKTopuje
Si(t) u So(t) mopajy dutwm wiam JaBe TapasesiHe IpaBe, WM JBe KOHIEHTPUYIHE
Kpyxkuuie. TpajekTopuje cy mapaJsiejiHe mpaBe ako U CaMo ako je 30up OpojeBa
yBHUjalba jeJIHAK HYJIU. Y CBAKOM JIDYIOM CJIY4ajy, TPajeKTOpHUje Cy JBe KOHIIEH-
TpuuHe KpyxkHume. Axo cy Ry u Ry TOJyIpedHUI KPyKHUIMQA, 3HAMO Jia je
30Up MOIyIpevHNKa KPYKHUIIA jeJTHAK pacTojamy u3Mely menrapa Boprekca, ma
u3 jennaunte (4.78) takohe MOKEMO 3aK/bYUUTH KOJUKU CY TIOJIYIPETHUI OBUX
KPY2KHUIA:

Riny = Rona. (4.79)

TpajekTopuje BOpTeKca CEIleHU yBHUjarba 71 U 7y MOYXKEMO BUJIETU HA CJIUIH

(4.8).
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Ciuka 4.8: JIeBo: TpajekTopuje BOpTeKca CTeleHa YBHUjama N1 = b - IJIaBH, No = 1 -
napannactu. JdecHo:Tpajekroprje BopTeKkca cremena yBujama n, = —1 - miasu, ng = 1
- HapaHIIaCTU.

4.2.4 Cradbuanoct N BopTekca

Hakon mro cMo nipoanain3upaJsii JUHAMUKY CUCTEMa BOPTEKCA, PA3MOTPUMO Ka/1a
Cy cucTeMu BopTeKca cTaduanu. Kao u 710 caj1, 1o/ CTadMJTHOCTH CUCTEMAa BOPTEKCA,
MUCJIIMO JIa eHepruja He JUBeprupa. 3a Hac je cTadujiaH CUCTeM BOPTEKCA He OHAj
KOjU je y CTaTHYKOj PABHOTEXKU, HEro OoHAj Koju je ¢du3umuku moryh. Moryhe je
TEOPHUjCKU JIOOUTHU YCJIOB 38 CTATUYKY PABHOTEXKY CHUCTEMA BOPTEKCA, Al MH Ce
TMe HeheMO DaBUTH Y OBOM DPaJLy.

[Morsenajmo uzpas (4.71), upumernhemo 1a Kajga r TeRu OECKOHATHOCTH, CBH
yIJI0BH ¢ U cBe dyHKIwmje Fy, numajy ucry spemnoct. Oupma ce uzpas (4.71) cBoau
HA:

B Ek,j ei(ej_ek)w
me > cos(0p —0;)

Ha du cucrem dmo craduiiaH, mMoTpedHO je Ja y OBOM JmuMecy (r — +00),
IyCTHHA KMHETHYKe eHepruje Texku Hym. Heomxoman ycsios 3a 1o je ma:

(4.80)

U=

2

Z F?cos(¢p(n; —ny,)) Z =) (ny 4+ n)Ve | = 0. (4.81)
k.3

k.j

Pauynamem u3Bojia u cpehuBamem n3pasa 1001ujaMo Ja je YCJIOB CTadUITHOCTH:

Z eid)(nj_”’“)(nj +ng) =0 (4.82)
k.j
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[Ipumehyjemo 11a je ycjioB MOMPUINIHO HETPUBUjAJIAH, &I Y CUCTEMY KaKBOM
MU MU UMaMO, OBO HIje MHOTO HeodeknBaHo. Haume, y cucremy BopTeKca, He BazKu
KJIACUYIaH 3aKOH CJIarama Op3WHa, BaXKU JIMHEAPHOCT I10 TTapaMeTpy ypehema, mTo
HAM Jiaje Jia ¢ cranjapaHo cyneprnonupamo (4.45), a Op3uHa je HeKa HeJMHeapHa
dyukImja mapamerpa ypehema, IITO Jajbe Pe3yJTyje Y HETPUBHUjAJTHOM caduparmy
Op3uHa.

4.3 BopTekcu y orpaHUYeHUM HPOCTOPUMA

Cajsa, Kajla CMO 3aBPIIIM CA AHAJU30M BOPTEKCA Y OECKOHAYMHOM PABHOM Cy-
nepdynly, Bpeme je Ja BHINMO KaKO Ce CTBApU Memhajy aKO YBEJIEMO HEKa
orpaHuyerma. ¥ (PU3UIKOM CMUCITY, OBO je Kao Jila CMO CymepdJIyui yOaIruain
y HeKy Kody. Ta Koda Moxke OUTH pa3HUX OOJIMKA M BEJIUYNHA, &JIU je YBEK KOoda.
Cynepdiyns ce najia3u yuyrap kode, u BaH Kode He mocToju. Takohe, cymep-
dIyu mpu KOHTAKTY ca KooM He MOKYIIaBa Jia mpohe Kpo3 Kody.

3a mac ¢husngape, BeoMa je BaXKHO Jia 3HAMO IIITA TAYHO MATEMATUYIKHU 3HAYTN
na je cymnepdtyn mpoctopHo orpanndeH. Kakse rpanndne yciaoBe To Hamehe?

['panuanu ycimoBu koje koda namehe cy: rycruna BepoBaTHOhe cymnepdiiynia
BaH Kode je Hyma u cynepdiiyns KOju ce Haja3u Ha camMoj TpaHunu (J1oaupyje
Ko(y) HEMa KOMIIOHEHTY TapaJsieJiHy BEKTOpy HopMaJie mnospiiuae (Kode) y Toj
TadKMU.

Casa kaj1a Mo jfedbrHICAIN TITa 3HAYH /13, je cyepdJ Iy n/I IPOCTOPHO OTPAHUYIEH,
MOZKEMO /T3 UCIUTAMO KaKO Ha hera yTUdy PasjimInTa IPOCTOPHA OrpaHUYEHA.

4.3.1 Cymnepdayusn y mojasypaBHU

Y oBOM 0JIeJbKY, OIET ce DABUMO OECKOHAYHUM PABHUM CYIepP@JIyUJIOM, i OBaj
nyT cynepdJiyus ocToju ako m caMo ako je y > (. Pasmarpahemo oBaj cucrem
KaJia ce y cyrnepdiIynLy Hajga3u camMo jefgaH BopTekc. Bumgehemo kako cucrem
€BOJIyHpa Kpo3 BpeMe, n anaymsupahemo crabuinoct cucrema. llodyerne koopiu-
HaTe BopTekca y oBoM cucremy cy (0, h).

YcnoB koju ce namehe oBakBOM rpaHuIioM, je ja 3a y = (0, BeKTop Op3uHe Oyjie
HOpMAaJIaH Ha Y-0OCy:

&, iy =0)=0. (4.83)

[Tocroju Kitaca perema Koje 33/10BO/baBajy 0Baj yCJI0B, ajm Mu hemo ce hoKycup-
aru Ha oHa oOsmka (4.22). IlltaBuie momro cBa Jajy (BU3NUIKKU WCTA pelleha,
MOZKEMO 0/IadpaTH OHO KOje je HaMa MaTeMaTUIK! Haj3roJHUje 3a PaJl.

Mucniupucanm TeopeMoOM O JUKOBHMA U3 €JIEKTPOCTATHKE, IMMOKAXKUMO JIa je
CHCTEM JIBa BOPTEKCA CYIIPOTHUX CTeleHa yBHjamba, Ha UCTOM PacTOjamby Ol Y-0ce,
je/laH HacIpaM JIPYTor, CUCTEM €KBUBAJIEHTAH CUCTEMY jeTHOT BOPETKCa Y PAaBHOM



4.3. Boprekcu y orpaHUYeHUM ITPOCTOPUMA, 44

Cauka 4.9: Tpajekropuje Boprekca. CuBa MOBPIIUHA je YHYTPAIIHOCT CYy/Ia,
HapaHIIacTa JIMHUja je TPajeKTOpHja peaslHor, a IJIaBa, MHIYKOBAHOI BOPTEKCA.

orpanmdeHoM cyay. /Jla OmcMo 0BO J10Ka3asm, JOBOJBPHO je Ja MOKaXKeMo Ja je
TPAHUYHU yCJIOB UCITYH-€H:

Z .j=¢2 (1 + 008(01 - 02))V(01 + 92)

R 2+ 2cos(0; — 65)

=cé, -V | narctan T — narctan _r
Y y—nh y+h

- (_aﬂ = é—h)? T <§+h>2>
_0 (4.84)

OBie cMo KopucTH/IN dnibeHutle Ja je y = 0 cumerpasia Jy>Ku Koja craja IeH-
Tpe BOpTeEKCa W, HapaBHO, ja je y = 0.

Jlakje moduam cMoO Jja je CUCTEM BOPTEKCa Y CYJ/y Ca PABHOM I'DAHUIIOM €KBU-
BaJIEHTAH CUCTEMY OJI JIBA BOPTEKCA CYIPOTHUX CTEIIEHA YBUjarba.

JlmnaMuka, Kao ¥ CTaOUJIHOCT OBOI' CHCTeMa CBejly ce Ha Beh oOpabhen ciryuaj
(4.78), kama je ny = —ny. 3aKJbydyjeMo JIa je CHCTeM BOPTEKCa y CylepdIIyumLy
ca paBHOM T'DAHUIIOM €HEePreTCKU CTabW/IaH U JUHAMUYKN €KBUBAJIEHTAH CUCTEMY
JIBA BOPTEKCA Ca CyIPOTHUM CTEIEHUMAa YBUjaba.

Ha couru (4.9) Buaumo TpajekTopuje BOpTEKCca U WHyKOBAHOI BOPTEKCA.

4.3.2 Cymnepdayusa yHyTap Kpyra

Kao mro cmo Buzgenn y mpomnioM oJie/bKy, TpoOIeM CyIa Ce MOXKE JIETIO PENupH
IIPUMEHOM TeOpeMe O JIMKOBHUMa. ¥ OBOM IIPUMEPY, 00pauheMo 1mpodJjieM paBHOT
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L L L L L
a 2 o 2 4 6 8

Cauka 4.10: Tpajekropuje BopTekca y KpyKHOM cyay. CuBa MOBPIIUHA je
VHYTPAIIBOCT CyJIa, HAPAHIIACTa JIMHUjA je TPajeKTOPHUja PEaJTHOT, a ILJIaBa, WH/LYKOBAHOT
BOPTEKCA.

cynepdynga Koju ce HajJa3W y KPYyKHO] mocymu monynpednnka R. Ilouerne

KOOp/IMHATe Hamer Boprekca fie duru (r1,0) 1 HEKa je HEeroB CTEleH YBUjaba 1.
VciioB Koju mMaMo oBJe je Ja 3a r > R, cynepduyns He mocTtoju, m Ja 3a

r = R, d0p3una cynepdiiynga Oyie HOpMaJJIHA Ha PaIudja Hd BEKTOP.
MaremaTnyka opMysiamuja rpaHure Kojy UMamo je:

g =0 (4.85)

Nucniupucanm TepeMoM O JIMKOBUMA, OBJIie NeMO TMPETIIOCTABUTH JIa ITOCTOjH
BOPTEKC, CTEIEeHa yBUjamba N, HA KoopauHaTtama (12, 7). JIako ce MoKe mpoBepuTH
Jla OBO pelllerbe 33/10B0/baBa jeHaqdnny (4.85) ako u caMo ako BarKu:

niry — Naro = 0. (486)

Nuryunuja n3a 3HaKa ,— je Jda Cy BOPTEKCH ca CYIPOTHUX CTPaHa IEeHTPa
kpyra. OBo ce omeT cBejie Ha CUCTEM KOjU CMO PaHUje aHAJU3UPAJIU, AU Ca jel-
HOM KJBYYHOM Pa3JUKOM. JIMHAMWYKH TJIeJIaHO, CUCTEM Ca BOPTEKCOM y KPY?KHO]
mocyau je KOMIIJIETHO €KBHBaJICHTaH CUCTEMY JABa BOPTEKCa PA3JIMNYUTUX CTCIICHA
yBHjama Tako ja Baxku (4.86), mro je ciayuaj ny # ny jeanaunue (4.78). Ca
CTAHOBHUIITA CTAOMIHOCTH TO HUje ciydaj. Ha cimmu (4.10) Bugumo Tpajekropuje
BOPTEKCA Y OBOM CHUCTEMY. .

Kako speanocr dE = dS - %~ He quseprupa HE Yy jeJHOj Ta4KM, OHJA 3HAMO
Ja YKYIIHA €Hepruja He JUBEPrupa, CBe JOK MHTETrPAJIMMO 110 KOHAYHO] OBPIIUHHA,
mro oBje jecre ciydvaj. Jlakie, oBaj cucreMm jecre eHepreTcku cradmyiaH (mma

KOHAYHY BPEJIHOCT KUHETUIKE eHEPruje) CaMo 3aTO IITO je IPOCTOPHO OIPAHUYIEH.
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3akJbydak

VY oBoMm pajy cmo nodesinu of Jlanmay-1'un3dypr reopuje dpazuux rmpesaza, BeoMa
TeMeJHbHO JIOKA3aJi IMOCTOjalhe CUTCTEMA jeJIHOr M BUIlle BopTekca. I3Bennm cmo
reHepaJin30BaHe jeJlHaYNHEe KpeTamha 3a BOPTEKC, KA0 W YCJIOB 3a CTAOUIHOCT
BopTekca. Ilopen cucrema cadmmbaHUX caMO OJT BOPTEKCA, IMOKA3aJ Il CMO KAaKO
cynepdJiyn ca BOpTEKCHMa y cedu pearyje Ha IIOCTOjarbeé PA3JIMIUTUX BPCTA
rpanumna. ¥ pajy ca BOpPTEKcHMa, (POKYCHpaJd CMO Ce Ha IIPOCTOPHO OJIUCKE
UHTEPaKIIIje.

[Topen came anam3e pPas3IMYUTUX BOPTEKCHUX KOHMUTypa3uja, aHATUIUPAJIN
CMO pa3ju4anuTe cyrepdiryuine cucreMe 0e3 oda3uparha Ha BOPTEKCHE EeKCITUTAIIT]€.
[Tokazanu cmo 3ammTo ce jaBba MajcHepoB edekar n uzpadynaan cMo JIoHI0HOBY
JyKUHY. AHaJIu3mpasm CMO CIOjeBe Pa3IMIUTUX MaTepujasia, (eHOMEHOJIONKN
onucuBajyhu mopekJsio cjodojiHe eHepruje y pa3janauTuM CUCTEMUMA.

CseMmy oBOME je mpenxoamnao KomiuieTHo u3Boheme JII' jemnaumna m ['poc-
[TuTaeBcku jepHavdnHe, y3 MaKCHMaJaH HUBO MATEMATUIKOT PUTOPA.

[1]
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