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1 V¥YBon

Ogaj paj hemo 3amoyeTn KpaTKOM MPUYOM O OTKPHUBaMky KOMILJIEKCHUX OpOjeBa, Te
hemo momMeHyTH U MaTeMaTUYape KOjU Cy TOME HAjBUIIE JOIPUHEIIN.

Kopen maremaruke jie2ku y TeOMETPHUjU, YOBEKY HAJOJNKO] U HAJUHTYUTUBHU]O] Hbe-
HOj TPaHU, jep ce MOKe JIAKIe 3aMUCIUTH U 00jaCHUTH. 1akK CBe JI0 MepHojIa PeHeCAH-
ce MareMaTHIapu cy ajredapcke IpodJeMe IPEBOJAUIN y TeOMeTPHjcKe, IpeTBapajyhu
OpojeBe y reomerpujcke durype. Jlamac je ommTe mMO3HATO PeEINehe jeTHAINHE OOIUKA
ar’+bx+c=0,z, a,b € R. nak, Majo Ko 3Ha 3a IEHY F€OMETPH]CKY HHTEPIIPETAII]y,
HAYUH PEIaBama KOjU je MATEeMAaTUIapUMa ITO3HAT jOII O AHTUYIKOT J100a.

MorJto Ou ce TPETIIOCTABUTHU Jia j€ UCTO TAKO JAKO HalU OIINTE Pelllerhe jeTHATNHE
tpeher crenena obmka a3 +bx?+cx+d = 0, z,a,b, c € R. Ho, oBaj mpodiiem je MareMa-
THYapPUMa IPEJICTAB/bA0 U3a30B BEKOBUMA. JaK Cy MHOI'M CMATPAJIH JIa OIIIITE PEIIeHhe
e moctoju. IIpBu Koju ce MPUOIMAKHUO PA30TKPUBAILY OBE €HIHMME OWO je UTAJIUjaHCKU
maremarndap Hukosmo @onrana Tapramba. O# je, ciyxkehu ce TpoANMEH3NOHAHOM Ie0-
METPHUjOM, HAIITAO0 AJTOPHTAM 33 pellaBarbe jexHaunne odmuka ar® + cx + d = 0. Taxobe
ATAJIUjaHCKU MaTemaTrudap, Puposamo Kapmano, je ycieo jia u3Beje OIIINTE PEIIEHE
KyOHe jennaumne ciayx)ehn ce Tapraspuaum oTkpuhem.

Ucnurusajyhu csojy dopmysy, Kapmano je nmpumerno jeiHy 3aHUMJIBUBY CTBap -
poJIa’KemeM KpO3 ajrOpuTaM, y HEKUM KOpPaIlnMa MOXKE JIa Ce JIECU Ja ce J00Hje KOpeH
U3 HETATUBHOT OpOja, WK IMPEBEJIEHO HA je3UK reOMeTpHje, HeraTuBHa moBpinuHa. Kako
cy ce, JIO TaJia, MaTeMaTUIapu OABUJIN CAMO KBa/IPATHOM jeHINHOM, KOPEH HEraTUBHOT
Opoja je o3HaUaBaAJIO A jeqHAUNHA HEMA perierme. Ajin, oBaj ciiy4aj je apyraduju, jep ce
3aHEMAPUBAILEM M€OMETPHUjCKE HEJIOTUYIHOCTH, Y KPajibeM Pe3yJITaTy aJIrOPUTMa, J00Uje
peasian 0poj Koju jecte pememse. Mnak, Kapmano 3anemapyje oBaj mpodseM, Ha3uBajyhu
IpodIeMaTHIHe OpOjeBe DECKOPUCHUM.

Tek nmecer roauua kKacHuja, (ppaniycku maremarudap Padaenr Bomdenmu mocsehyje
[1aXKiby OBUM OpOjeBUMa, KOjU, KAKO Karke, HUCY HU ITO3UTUBHU HU HEraTUBHU, Beh 3aced-
Ha BpcTa OpojeBa. Pene Jlekaprt ux nomyapusyje u HazuBa uMmarnHapaum. Mcnocrasiba
ce Jia, MaKo I1apaJIOKCHN, UMajy IIUPOKY IIPUMEHY y reoMeTpuju. UnmeHunna Ja npyxKajy
eJIETAaHTHA PeIlerhba MHOIUX T€OMETPHUjCKUX MTPODJIEMa, je YIIPABO PA3JIor 3aIlTO CaM U3a-
OpaJia OBy TeMy 3a CBOj MaTyPCKHU PaJI.



2 Ilojam KoMmIuIeKCHOT dpoja

2.1 Ilo/pe KOMIJIEKCHUX OpojeBa

[Tocroje jemmaumne obmuka P(x) = 0, P(x) je moamHOM, KOje HeMajy peIleme y
cKymy peasHux 6pojesa. IIpumep je jemmaumma 22 + 1 = 0. 36or Tora je mome (R, +, )
LPOIIMPEHO, T€ je W3 era HacTajo nosbe KomiuiekcHux opojeBa (C,+,:) TakBo ja y
IbEMY CBE IIOMEHYTe jeJIHAaYnHe NMajy pellere.

Hedbunurmja 1 Crya C xomtnsexchux dpojesa je ckyu R X R ceuxr ypehenux uaposa
PEANHUL OPOJEBA Y KOM CE CadUpParse U MHOHCEE YEOge Ca

(x1,91) + (z2,y2) = (x1 + 22,91 + ¥2), (1)

(x1,y1) - (2, 2) = (T122 — Y1y2, T1Y2 + 22y1), (2).

Ceaxu wran z = (x,y) ckytua C nasusa ce komusexcrum opojem. Komtonenwta x ce
HA3UBA PEANHUM, 0 KOMUOHEHULG Y UMATUHADHUM Jesom Opoja z ca o3nakama x = Rez,
y=Inz.

Teopema 1 (C,+,-) je aowe.

Teopema 2 Pyuxyuja f : R —R x {0}, f(x) = (2,0), je usomopguszam wona (R, +,-)
na goguone {(x,0)|z € R} dowa (C,+,-).

Hokaz: Teopema 1 moka3syje ce pyrunckoMm mpoBepoM. /lokakumo Teopemy 2.
Oyuknuja f je ounrnenno dujeknuja. Kopucrehu (1) u (2) modujamo:
f(@1+ 32) = (21 + 22,0) = (21,0) + (22,0) = f(21) + f(22),
flx12z2) = (2122,0) = (21,0) - (22,0) = f(x1)f(z2) anme je TBpheme 2 m0Ka3aMHO.

Onaj 70Ka3 MMILIAIUPA JIa KOMILIEKCHe OpojeBe odinka (z,0) Moxkemo uzjeHTHdU-
KOBaTH Ca, PEAJIHIM OPOjeBUMA, .

Hedbuuauumja 2 Komiaekcnu 6poj (0,1) Ha3u6amo uMaiuHapHoM JEGUHULOM U 03HA-
Ya8aMo Ca 1.

Haxmne, i = (0,1) u i2 = (0,1) - (0,1) = —1. IIpumehyjemo 1a je i pemreme jeaHatdmmne
2
z¢4+1=0.

Teopema 3 Csaxu xombaercarn 6poj ce mooce 3aTucatu Y 0dauky z = x + yi, ige je
=Rz, y=Inz.

Toxas: = = (z,y) = (2,0) + (0,y) = @ + (0,1)(,0) = = + yi.
Bamuc z = = + yi KOMIUIEKCHOT Opoja z = (x,y) HA3WBa Ce HErOBUM aJredapCKuM
3AITHNCOM.

Hedbununuja 3 3a xomusekcar 6poj z = x + yi, 1wemy Koryiosan 6poj je Z = x — yi.
Mogya xomuaexcnor bpoja z = x + yi je opoj |z| = /% + y2.

Hedunutimja 4 Komuaexcan Opoj je z 4uCio uMaTuHapar KO je Helos Peasth §eo
jegnar nyau (Rez = 0).



2.2 TpuroHomerpujcku odJIMK KOMIJIEKCHOT Opoja

Ckyn R xR ce Moyke cXBaTUTH Kao paBaH y KOjoOj je YBeIeH MpaBoOyTJid KOOPIWHAHTHH
cucreM. Kako cy cBu KoMmiuiekCcHE OpojeBu odmka R X R, MOKeMO MX 3aMUCIATU KAO
TavKe y T3B. KOMILIEKCHO] paBHH. AKO Taukm Z OJroBapa KOMILIEKCAH Opoj z = T + iy
ro hiemo ozmauasaru ca Z(z). Koopauuare tauke z cy (x,y) m OHJa Ta TadKa MMa
koopauHate (z,y). Bpoj z HasuBa ce KoopauHAaTOM Tavdke Z. MoXKeMoO mpuMeTuTH Ja
KOOP/IMHATA, HA T-OCU OJITOBAPA PEATHOM JeJly Opoja z Te ce OHa Ha3WBa peajiHa oca,
a KOODJIMHATA HA Y-OCH WMArvHAPHOM ey Opoja 2z Te Ce Ha3WBa MMATCHHAPHA 0Ca
koMItekcHe pasad. (Comka 1)
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Cimmka 1

CBakKOM KOMILIEKCHOM OPOjy z =  + iy ce MOXKe HTPHUJIPYKUTU BEKTOP Ca ITOYETKOM
y KOODJMHATHOM TNOYeTKY W Kpajem y ojrosapajyhoj tauku Z(z) KOMIJIEKCHE DaBHH.
Y oBoMm caydajy z = OZ. JemHOoCTaBHO ce IpOBEpaBa Ja ce olepalyje caduparma U
MHOK€eHba KOMIIJIEKCHUX OpOjeBa MOTY M3BECTH 10 MPABUJINMAa BEKTOPCKe ajredpe.

[TocmaTpajmo Tavuky Z y KOMIJIEKCHOj PABHU KOja OIroBapa KOMILIEKCHOM OpOjy 2 =
x + iy, zy # 0. Bpoj |z| = /22 + y? je jeanak pacrojamy 0 TadKe z 10 KOOPJAUHATHOT
noverka O. Kocunyc opujentucanor yria Zx0Z je ——%—, a CHHYC TOT yIJIa j& ——

/22442 /22442

Yrao ¢ = ZzOz je u3 unrepsana (—m,n|. [Ipumehyjemo na je

12 (cos 0+ isind) = /22 + 2 (—— + Y

Vit Vet y?
Hedbuunumja 5 3atuuc xomusrexcnor opoja z # 0 y odauky z = r(cosp + ising), ige
jer =lz|, ¢ € (—m,x, je Wpuionometipujcru obauk wor dpoja. Ilosutiusan dpoj T je
MOGYA, @  je apiymenti Opoja ca o3narom arg z. Pagu jegnoctiasnujer 3atuca yeogu ce
cisy = cos ¢ + i sin .

i) =x+yi=z

Teopema 4 Axo je zj = rjcisp;, j = 1,2, waga je z129 = riracis(o1 + ¢2).

Teopema 5 Axo je z = rcisp un € N, wWwaga cy cea pewera jegnavune W™ = z gata ca

W = Wcis‘ﬁskﬂ, k=0,1,...n—1.




Teopema 6 (Myasposa! dopmyma) Axo je z = rcisp un € N, w@waga je 2" = r"cisnp.

@+ 2km .
~———— He MOpAajy IPUIAJATH [oJycerMenty (—m, 7). Y Tom
n

Bpojesu o1 42, ny n
ciIydajy ce ,JpodseMaTudHoM’ OpOjy Jomaje jemuHcTBeHu Opoj 2lmw,l € Z u modbujamo

6poj u3 (—m, 7| KOju je IpUMEPEH TPUTOHOMETPUJCKOM ODJIMKY KOMILIEKCHOT OpOja.

Teopema 7 3a ceako z, z1, 29 € C saotcu:

a) z+Z=2R.z; b) |22 = 2z; ¢) z1 + 22 = Z1 + Z3;
7 o z z1
A m=7-7 e (2)=2; ) 121 22| = |z - |zl
z9 Z9
g) |2 = |2"]; B 2= ) sl =zl < - 2l

2.3 TI'pannyHa BpeIHOCT HU3a KOMILJIEKCHUX OpojeBa
Hedbunuimuja 6 Komiackcan 6poj a je tpanuvha 8pegrocili Hu3a KOMUNEKCHUT Opojesa

Zn, n=1,2,3... axo je lim |z, —a| =0.
n—o0

Teopema 8 Heka je z, = rnCiSgn, ™ = |2n|, ©n = argzn. Ako r,, — 1 U @, —> @
Waga z, — rcisp.

Oyuknuja e ce pedununie Kao u peanna dpyHkuja e, Tj. e* = li_>m (14 E)"
n oo n
Jokaxkumo mocrojame umeca 3a cBako z € C. Hakon mro samumemo z = x + iy,
JgodujaMo
|(1+z)n| ‘(1+x+zy)n| (1+2x+x2+y2)%
| — = = u
n n n n?
z n+x
14+ 2y = Yy = narct .
arg(1l + n) narg( i=) = narctg e
IIpumehyjemo na je
. Z\n 2£ l no g
nlggo‘(l—i_ n) |=(1+ - +0(n))2 =’ nu
lim arg(l+ E)” = lim narctg Y~ lim n( i —i—o(l)) = lim +0(0)=y
n—00 n n— 00 n—+ax n—oco N+ x n n—oon + x ’

IIITO TIO IMTPETXOIHO] TEOPEMH TIOBJIAYN

z .
e = lim (14 2)" = e*(cosy + isiny) = ¢* ¥, 3a crako z = x + iy € C.
n—00 n

L Abraham de Moivre (1667-1754) - dpaniyckn MareMaTHIap



HakoH MmTO y HOC/eIIbeM JTaHIy jegHadnna 3aMennMo = ca 0 modujemo Ojneposy?
dopmyny € = cosy + ¢ siny = cisy.

[Ipumenom Ojsrepose opMmyste CBaAKM KOMILJIEKCAH OPOj €& MOJYJIOM 7" M apIyMEHTOM
© MOZKe ce 3aThcaTh y 00JHKy 2 = 1(cos ¢ +1isin ) = re’¥. EnementapHOM IIpoBepoM ce
JoKazyje €172 = e¢?le*2 1j. eKcroHeHnujaHa (PYHKIHja ca KOMILIEKCHAM apryMeHTOM
Hacsehyje neHTUTET MHOXKEHa KOjU BaK! 3a €KCIIOHEHINjaIHy (DYHKIU]y ca PEeaJTHIM
apryMeHTOM.

Jlema 1 z = re™ % saotcu 3a cee ¢ € (—m, 7] ur > 0.

oxkas:
rel? = r(cos p + isin ) = r(cos ¢ — isin ) = r(cos (—¢) + isin (—p)) = re”"¥.

Teopema 9 3a csaxro z1,z2 € C savrcu ||z1] — |z2|| < |21 + 22| < |z1] + |22].

oxkas:
Hexka je 21 = r1€"¥1, 290 = 12€e*¥2, —1 < 1, 2 < .

Tama Baxku
|21 + 22| = \/(zl + 29)(Z1 + 22) = \/'r% + 73 4+ 2r1r9 cos (2 — 1) < \/7“% + 75+ 2rirg =
r1+ 1o = |21| + |22].
Jempnakoct Baxku 3a cos (p2 — 1) = 1 < o — 1 = 0 < w2 = 1, Tj 3a TaUKe 2] U 29
KOje ce Hajla3e Ha MOJIynpaBoj duju je moderak y tadku O = (0,0).

Ca apyre crpase,
|21+ 22| = /13 + 13 + 2r1macos (p2 — 1) > /17 + 13 — 21119 = |11 — o] = ||21] — |22]|-
Jennakoct Baxku 3a cos (p2 — 1) = —1 < @9 — 1 = T Tj. 21 U 22 Ce HAJA3e HA PABO]
Koja nposasu Kpo3 tauky O = (0,0) anu Ha cynporHuUM cTpaHaMa oj Tadke O.

Hakon miro y mejeqnakocTu u3 teopeme 9 3aMEHUMO 22 Ca —Zo JIOOHMjaMO:
l|z1] = |22|] < |21 — 22| < |21 + 22| 3a V21,20 € C.
Bynyhu na 3a 21 = x1 + iy1, 22 = T9 + iy2 UMaMO
21 = 22* = (21 — 22)(F — 2) = (w1 — 22) +i(y1 — y2)) (21 — 22) —i(y1 — y2)) =
(21— 22)* + (11 — 12)?,

crenn Ja je |z1 — zo| pacrojame m3mehy tadaka z; m z9. 3aro ce pacrojame m3mehy
Tavaka z] M zo 4eCcTo o3HauaBa ca d(z1,22) = |21 — 22|. Ilosusajyhiu ce ma Teopemy 9,
J00MjaMo:

?Leonhard Euler (1707-1783) - mBajmapcku MaTeMaTnyap 1 bu3maap



|21 — 22| = |21 — 23 4+ 23 — 22| < |21 — 23| + |23 — 22| & d(21, 22) < d(z1, 23) + d(23, 22)
3a Vz1, 29 € C.

OBuM cMO JI0Ka3a/u HEjeJHAKOCT TPOyIJIa.

ITojam umarunapse jemuuuiie ¢ y cBer maremaruke yBeo je Ojjiep, a Ha3uB KOM-
wiekcHu 6poj, layc3. OcHoBe nudepeHnujasHor 1 HHTErPAIHOT pauyHa QyHKIUja quju
je aprymenT KomiulekcHu 0poj mocrasmo je Kommu?. 3a Ojepa ce Besyje jemmakocru
e'™ = cosm + isinm = —1. Koncrarosao je ma jemnakocr e = —1 mosesyje Tpu, 3a
MaTeMaTUKy OMTHa Opoja, e, T U 1.

3 IIpumeHa KOMILJIEKCHUX OpojeBa y reoMeTpuju

3.1 KomnuekcHu OpojeBu u m3omeTpujcke TpaHcdopmaluje
Pajn nojeiHocrasiberba 3amnmca, 9ecto emo Z(z) o3Ha4aBaTH CaMo ca Z.

Teopema 10 Bpoj Z je cumetpuuar Opojy z Yy oghocy ha peasny ocy. Bbpoj —z je
CuUMemWPuuan, 6pojy z Y ogrocy ma Koopgunatiny tovetwak. (Cauka 2)

Teopema 11 Komtsexcan O6poj z je pearar ako u camo axo je z = Z. JIpyrtum pevu-
M@, KOMTAEKCAH OPOj Z je Peanan aKo u camo ako ce Waywka Z(z) Haia3U Ha PEANHO] OCU.

Heka cy 2 = x 4+ iy u a = p + iq nmpou3o/pbHN KOMILIEKCHU OpojeBu. FbuxoBum cadu-
pameM gobujamo 2’ = z+a = (x + p) +i(y + ¢). Tauxy Z’'(2’) modujemo Tpamcrammjom
tauke Z(z) 3a Bekrop a.(Ciuka 3)

Z'(z+a)
1
Ys--——7 7 )
| 1
| Ala) II
— 1 *
o " Z(z)
1 I
e Alinint=n It~ °
Ciuxka, 2 Ciuxka 3

Hexka je z = e, a = . Tana je az = e¥re’ = rel?t9) . Iaxie, tauka Z'(az)

ce nobuja poranujom tauke Z(z) oko O 3a yrao § = arga. dpyrum pednma, ja ducmo
TauKy Z(z) pOTHpaIm OKO KOOPJMHATHOI TIOYETKa 3a yrao § moTpedHO je 2 MOMHOXKHUTH

ca e 1j. ca cisf. (Cruxa 4)

8 Johann Carl Friedrich GauB (1777 - 1855) - HemMaukn MaTeMaTaIap
* Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857) - dpaHIycKn MaTeMaTHIap



Z'(zcish)

Cumaka 4

Cimka 5

Kako poruparu tauky Z(z) oko npousBosbHe Tauke A(a) 3a yrao 07

Yeomaumo tauky B(b) TakBy ma je b = O? = AZ = z —a. Bekrop O? jemTHAK je BEKTOPY

AZ ajm mMa ToYeTaK y KOODJIMHATHOM IIOYEeTKYy. YBeJeHy Taduky B hemo poruparn
oko O 3a 6 Tako 1mrro hemMo b MOMHOXKUTHU ca cisf, a 3aTUM je TPAHCIUPAMO 33 . 3a

s
Tako Jodujeny rtaduky Z'(z'), 2/ = bcish + a = (a — z)cis + a, Baxku |AZ| = |AZ'| n
LZAZ' = 0 re je Z' Tauka koja ce noduja paroamujom Z oko A 3a yrao 6.(Cauka 5)

ITIpumep 1 Ako cy maru jenno teme A(a)
u rexumre 1'(t) jeHAKOCTPAHUYIHOI TPOYIJIA
NABC, nahn KoopJimHATE TTPEOCTAIA JIBA, TEMe-
Ha.

Teme B(b) mobuja ce poramumjom temena A oko
TexuITa 3a 120°.

2
b=t+ (a— t)cz's(gw).
Teme C(c) nodbuja ce porarmjoM TeMeHa A OKO
Texxumra 3a 240°.
) 2
c=t+(a— t)czs(—gw).

ITpumep 2 Hax crpanunama BC, C A, AB tpo-
yria ABC crojba cy KOHCTPYHUCAHHM KBaJIpaTH
BCDE, CAFG, ABHK xoju onpebyjy mapaJte-
sgorpame FCDQ u EBK P. Jlokazaru 1a je APQ
jennakokpaku mpasoyrym Tpoyrao. (Ciunka 6)

Tpoyrao ABC cmermTaMo y KOMILJIEKCHY pa-
BaH Tako Ja ce Tadka A Hamasm y Koopau-

G
Y A F
5 C
E D
Cimmka 6

maTtHoM modeTky. OproBapajyhe komIiuiekcHe OpojeBe heMO O3HAYUTU MAaJjUM CJIOBOM.



g = ccisg = ci

f=ct+g=c+a

d=c+ (b—c)cis§ =c+ (b—c)i
g=(f—-o)+({d—c)+c=bi+c
k=b+ (a—b)cisT =b—bi
e=b+ (c—b)cisw =b— (c—b)i
p=(e—b+(k—-b+b=b+—ci
q=c+bi=(—ci+0b)i = pcis

W3 mocienme jeanakocTu ce Buau Aa ce () moduja poramumjom tadke P 3a 90° oko
rauke A. Hakine, AAPQ je jeqnakokpak, ca IIpaBUM yIJIOM KOJ TeMeHa A.

Hexka je Z(z) Tauka KOMKIIEKCHE DaBHU, 2z = T + Yi U a IPO3UBOJ/bAH peajiaH Opoj.
AKO0 2 MOMHOXKHUMO ca a J00HjeMo KOMILIeKCaH 0poj 2/ = ax + ayi KoMe 0/iIroBapa TadKa
7Z'. Tauka Z' 3e nanasu na npasoj OZ Tako J1a BaxKH pPaclopel:

(1) B(Z',0,Z) 3a a < 0;
(2) B(O,Z',Z)3a0<a< 1
(3) B(O,Z,Z") a1 < a.

Teopema 12 Axo snamo ga Z geau gyotc AB 1y ognocy « : B onga eastcu:

ﬁ_z—a_g@z_ﬁa—i—ab
7B b—z B a+B

ITpumep 3 Hahu rexxkurnre rpoyriia AABC ako cy mo3HaTe KOODJAWHATE HErOBUX Te-
MeHa.

Yeomumo tauky A’(a’) xoja je cpemumre crpanune BC, a' = bi; Texkumre T'(t) nenn
nyx AA" y onmocy 2 : 1.

t—a 2 a+2d a+b+c

——— = —, godoujaMo Ia je t = =
o —1 1aIL 1]jaMoO Jia ] 3 3

3.2 KomniekcHu OpojeBu U KOJIMHEAPHOCT TadaKa

Y Hamem TekcTy KopucTuMo opujentucane yriose. Osnaka Z{ABCY}, rue cy A,B
u C' Tauke KOMILIEKCHE PaBHE, Be3yje ce 3a yrao 4yuju cy Kpamu nojgynpase BA u BC,
nodverak nosynpasux je y rauku B. la ou mepa Z{ABC'} duna y nosycermenry (—m, ]
n3jegHaYaBa Ce Ca YIJIOM MHHHMAJIHE PoTalnje Koja moJynpaBy BA mpeciaukasa y IIo-
aymnpaBy BC. ¥Yrao je MO3UTHBAH WM HETATUBAH 3aBUCHO OJT CMEPa POTAIIHje.

Heka cy zo, 21, 22, 23 KoMIuleKcHu OpojeBu u 0 = Z{z1, 22, z0}. Kopucruhiemo o3znake
20 — 22 V(20, 21, 22)

u W(zo, 21, 22, 23) =

V(zo,21,22) = .
(20,21,22) Z1 — 22 V(20 21, 23)

Hexka je tauka a = z9 + (21 — z2)cisd HacTajga poTanujoM Tadke 2] OKO z2 3a yrao 0
(Cnuka 7). Taga ce Tauka zy 100uja cKkpahuBameM WM PO/ KaBabEM BEKTOPA G — 22,



Ciomaka 7 Cimmka 8

Tj. 20 = 22 + d(a — 29) = 23 + d(21 — 22)cisd, d € RT. IIpumehyjemo na je

20 — 29 d(z1 — 2z9)cisd .
V(20, 21, 22) = pom—— = ( po— 2)2 = dcisd, naxue § = £{z1, 29, 20} = arg V(zo, 21, 22).

Tauke zg, 21 u 22 cy komuneapue (Cimka 8) ako m camo ako je § = 0 wim 0 = 7.
To snauy ma je arg V(zo, z1,22) = 0 wm arg V(zp, 21, 22) = 7 ITO je eKBUBAJIEHTHO Ca
V (20, 21, 22) € R. Kopucrehu Teopemy 11, nobujamo

Z0 — %2 Z0 — %2 Z0 — %2 Z0 — %2
= Rt =

21 — 29 21— 22 21 — 29 Z1 — 22
3akspydyjeMo fa Cy Tadke zg, 2] U 2 Cy KOJMHEAPHE aKO U CaMO aKo je

20— 22 20— 22

Z1— %2 21— %2

IIpaBa [ Koja mpoJia3u Kpo3 TadKe z] U 23 jé TEOMETPHjCKO MEeCTO Tadaka 2z 3a Koje
Z— 29 Z— 29 . .
BaK# = . Hakon cpebuBama, mo0ujamo jemnaduny mpase [:

Z—2z2 Z1— Z2

(Z1 —Z2)z — (21 — 22)Z + (2172 — Z122) = 0.
VBobhemeM cMeHe 2] — 29 = b U 2123 — Z122 = €, MOXKEMO YCTAHOBUTH JA:

Teopema 13 Jegrauuna ceake Upase Yy KOMUAEKCHO] PABHU CE MOHCE 3GUUCATLY Y 0OAU-
xy: bz — bz + ¢ = 0, 7ge je ¢ wuc@Wo umaturapru 6poj. Baowcu u odbpatino, Wj. ceaxa
JegranuUNa K0ja uMa 08aj 0dAUK 3agaje HeKY UPaGY.

IIpumep 4 Hahu pacrojame mpase [ 3amare jeaaadnuoM bz — bZ + ¢ = 0, ¢ je umcTo
“MaruHapaH Opoj, o KoopauHaTHOTr noderka O.

Jennaunny npase [ MOxKeMO 3amucaT y oOJIMKy —c = bz — bZ.

U3 |c| = |bz — bz| < (o Teopemu 9) |bz| + [bZ| = 2|b||2| cremn |z| > 2|]Cll| U jeHAKOCT

BaykKM aKO U CaMO ako OpojeBu bz m —bZ mMajy UCTH apryMeHT.
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Hexka je bz = qe’, —1m < 0 < 7. Taga je —bz = —qe™ 9 = ¢"qe™ " = qet(™=0).

Permmo jemrauunny arg bz = arg(—bz) < arge’ = arg /™% Mnamo mpa ciyuaja:
(a)0§(9§7T<:>0§7T—9§7T:>9:7T—0:>0:g

(b)—WSQSO@WSW—HSQW#7T—9—27T:9=>(9:—g

c
3akspyUayjemo, pactojame on tauke O 10 mpase | je 2’|b||

. . . . ™
Tauka nwa mpaBoj | Hajommka Taukn O moduja ce permaBarmeM jemHaqdnte argbz = +—.

2

Teopema 14 Hexa cy Zo(z0), Z1(z1), Z2(22), Z3(z3) Wwauke komUrercre pashu. Bek-

0 _ _ .
YUCTLO UMATUHAPAH OPO].

—_— = ,
WoPU LoZ1 W LoZs CY HOPMAAHU GKO U CaAMO AKO je

zZ3 — 22
—_— — 21 — 20 7T 21— 20 . :
Hoxkaz: ZyZy 1 ZsZ3 < arg =+—- & je 9ucTo mMaruHapaH Opoj
zZ3 — 29 2 zZ3 — 29
21 — 20 21 — 20 21— 2 , 21— %0 21 — 20
=0« +——=0< R, =0.
zZ3 — 292 Z3 — 29 zZ3 — 29 zZ3 — 29 zZ3 — 29

Teopema 15 Hexa cy Zo(z0), Z1(21), Z2(z2), Z3(z3) wauke xomuaekcre pasru. Bek-

Z1 — 20
R .
o, SO

e ——— ,
WoPY Lo 21 W Lol CY UAPAAEAHU GKO U CAMO GKO je

Hoxka3z:
— | — . 21 — 20 1 — 20 .
(1) zoz1 || 2225 u umajy uctu cmep < arg =0« je mosuTHBaH peasiaH
zZ3 — 29 Z3 — 29
opoj.
s — : 21 — 20 21— 20 .
(2) 2021 || 2225 u UMajy CynpoTHE CMepOBe < arg =7 & je HeraTuBaH
23 — 29 23 — 29

peaJsiar Opoj.

ITpumep 5 Hujaronane AC u C'E upasussor mmecroyria ABCDEF cy yHyTpaimbum

- AM CN :
taukama M u N pejom mojiebene Tako Jia je G~ = & = r. Hahu r 3a xoje cy B, M

u N kosmenapue.(Ciuka 9)

Cimka 9
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He ymamyjyhu ommmroct, pagmhemo ca mectoyriaom gayskute crpanure 1. Cyvectumo
[IEHTap IIeCToyIJIa y KoopauHarHU rnoderak O, Tako na je b = 1 koopauHaTa Tadke B.
Kako ce cBaka HapemgHa Tadka MIIeCTOyIJIa J00Hja pOTaHI/IJOM nperxoaue oko O 3a 60°,

_4j2r T
koopauHare Tadaka C, D, B, E, F, A cy peaom €' 3, ¢ 5 LT e eTls,
Ozuaunmo ca m u n Koopjaunare tadaka M u N.

AN AM rAC r

_ _ _ ' 12
e ae -1l 1@(1 e = na je 1mo reopemu 12,
=(1-ra+rc=(1—r)e s +re's.

ﬁ:ﬁ—ﬁ:ﬁ(l—ﬂ:l—rj ma je mo reopeMu 12,

= (1 —7r)e's +rei™

Suamo ja cy Tauke B, M u N KojmeHapHe ako M CAMO aKo je % e R\ {0}.

m—b (1—r)e 5 +re's — 1 B 04—!—@(1—37”2)1'
n—>bt (1—7‘)6i§ +reim —1 B

,aeR, 8>0.

Ilocnenmu nspas je 100MjeH HAKOH yOOMIAjHOT IMMOCTYIIKa CBODErha NMEHNOIa Ha peaJiaH
6poj. Pemapamen jemnaunme 1 — 3r2 = 0 modujamo na je r = %

Jlema 2 Hexa cy z1, 22, 23 € C, 212023 # 0, 21+ 20+23 = 1. Taga je |z1|+ 22|+ 23] =1
axo u camo axo je z1 >0, z0 > 0, 23 > 0.

Hoxka3z:
() U321 >0, 20 >0,23>0= 21, 29, 23 € RY = |21| + |22| + |23| =21 + 22 + 23 = 1.

(=) Kako je |z1 + 22 + 23| = |z1| + |22| + |23| (1m0 mokasy reopeme 9) = argz; =
argzeo = argzz = @ = 2] =rie W 29 = ro€e'?, 23 = r3e’?.
I/IMaMozl+22+23—1<:>(r1+r2—|—r3) W=1=p=0=21=r1 >0, 20 =19 >0,
zz3 =13 > 0.

ITpumep 6 Heka je AABC omrpoyriu Tpoyrao u Heka je P Tadka y BeroBoj yHyTpa-
moctu. Jlokazarn ga je aPB-PC+BPC-PA+~PA-PB = afv, a, § u -y cy ayxXuHe
crpanuiia HacupaMm Temena A, B, C' penom, ako u camo je P opromenrap AABC.

Cwmectumo Py O(0,0) u o3naunmo ca a, b, ¢ koopauuare tadaka A, B, C. Jeanakoct
u3 dopMyJanmje 3a1aTKa CBOIM Ce Ha:

lab(a = b)[ + [be(b = )| + |calc — a)| = [(a = b)(b = ¢)(c — a)].

Kaza oBy jeanakocr nogemanno ca |(a — b)(b — ¢)(¢c — a)| nobujamo:

12



|abl| n |be] |cal B
[(b=c)(c—a)| [(a=Dd)(c—a)l |(a=0b)(b—c)|
ab bc ca
— = ———————————— U223 = —————————.
(@a—c)b—c) 7 (b—a)c—a) > (a—b)(c—1b)
. . (a—c)(b—a)(c—Db)
H h pu—
pumehyjemo nma je z1 + 22 + 23 (@a—o)b—a)(c—b)
u3 opmysanmje 3aaTKa, TO 3HAYH Jla BAXU U | 21| + |z2| + |23] = 1, Te cy no nemnu 2, 21,
29 U z3 mo3uTuBHU Opojesu. OHIa ce 3aJaTak CBOAY Ha JI0Ka3 TBphema: P je oproueHTap
AABC ako u caMoO ako Cy 21, 22 U z3 HO3UTUBHU OPOjEBH.

Heka je 21 =

= 1. AKo Bax® jeqHAKOCT

(=)Hexa je P opronenrap AABC. (Cauka 10)

a ™ a

ar =—— < :re_ig,
gb—c 2 b—c !
T T
arg ==& =roe "2, A
c—a 2 c—a
arg ¢ :_Z@L:T(fi%
a—b 2 a—2>b 3 ’
j ab > 0 P
Te je 2z _— rr
be
29 = ————— = 7ror3g > 0 ® z3 = i
2 (b—a)(c—a) e s B ¢
ca >0
T, .~ —T3ri .
a—>b)(c—0b
( ) ) Ciuka 10
(<) Heka cy 21, 22 U z3 TO3UTUBHHU OPOjEBH.
ik} .
217 297 c
2= ()2 >0, 22 = ()2 >,
23 c—a 21 a—2b
Z321 a 2 C
= — > 0 cnemu ma ¢ , ——
29 (b—c) AR Ty a— b
a
2 YHICTO MMATHHAPHU OPOjEBH I1a 10 TEOPEMU
—c

14 Baxxu AP 1. BC, BP 1 CA mro nosiauu ga je P opronenrap AABC.

3.3 KomniekcHu OpojeBu U CJIUYHOCT TPOYIJIOBa

Ha mamem nprexy (Cauka 11) tpoyrimosu AA1B1Cy u AAsBsCy cy cauunu u
nucto opujentucanu oK ¢y NA1B1Cy n ANA3B3C3 cIudIHn U CyIPOTHO OPHWjEHTUCAHM.
KOpI/ICTI/IMO O3HaKe AAlBlCI ~ AAQBQCQ u AAlBlCl e AAngCg(CprOTHO).

Teopema 16 Tpoyinosu Nz1z923 U AWiwows CY CAUMHU AKO U CAMO AKO je
22—z w2 — W1

23 — 21 UJg—wl'

Hoxka3z: JIpa Tpoyria cy CcJIWYHa aKO W CAMO aKO JIB€ CTPAHUIIE jeTHOT TPOYyIJIa
cpa3MmepHe oropapajyhmm crpaHnniama JIpyror Tpoyria, a yrJoBH 3axBaheHd THM CTpa-
HUTIAMA, jeTHAKU.

13



B, Ay Cy

Ci
Ay B, Co B, As
Cauka 11
zZ9 — 21 w9y — W1 zZ9 — 21 W9y — W1
Nz12923 ~ Nwiwows < | = | | u arg =ar &
23 — 21 w3 — W1 Z3 — 21 W3 — w1

zZ9 — 21 w9y — W1

zZ3 — 21 wg—wl'

Teopema 17 Tpoyinosu Az1zaz3 u Awijwows CY CAUMHU U CYTPOTUHO OPUJEHTTLUCAHL
aKo U Camo aKo je

29 — 21 W2 — W1

23— 21 w3 — W1

Hoxkaz: 113 ounriennor Awiwsws ~ Awiwows(CynpoTHo) coemu: Az 2923 ~ Awiwews(CyIpoTHO)
& Az12923 ~ ANwiwaws.

IIpumep 7 (a) Hahu jennaqmny cumerpase nyxu zizg, 21, 22 € C.
(b)Halu nenrap xpyra onucanor oko Aabe, a,b,c € C.

(a)Heka je z mpousBo/bHA Tauka Ha cumerpaau §. U3

Nzz1z9 ~ Azzozi(CynpoTHo) cienn AT ? — i
zZ9 — % 29 — Z 2

CpebuBameM jegHAKOCTH MOOMjaMO J1a je jeTHAYNHA CH-
merpase: (2T — %)z + (21 — 22)Z = |21|? — |22|%. (Ciuka
12)

(b) Kopucrehu (a) nobujamo jeaHadmne cumerpasa 21 B <
crpanuna Aabc:
Sa:(b—0)z+ (b—c)z = |2 — |2, Crmxa 12
Sp:(c—a)z+ (c—a)z = |c|* — |a|?,
S.:(@—b)z+ (a—b)z =|a]* — [b%.

OzHaunMo ca 0 IeHTap ONmUCcaHOr Kpyra. HakoH permaBama crucreMa jeJIHAYMHA JOOU-
jamo:

_ P =)+ pP(c—a) +|c*(a=b)

J a
a(b—c)+blc—a)+7c(a—0)

14



Teopema 18 Tpoyiao Nabe je jegnakoctipanuvar ako u camo axo je a 4+ wb + w?c = 0
2

uru a + we + w?b =0, ige je w = cis.

Hoxka3s: IIpso Tpeda na younmo aa je 1+ w + w? =1+ cis%’r + cis%7T =0, 1j. 7a je
—1=w+w?

—a a-—c

Tpoyrao Aabc je jenHakocTpaHUYaH akKo B caMo ako je Aabc ~ Acab < =3 .

c—a —c

[ocemmpa jeamakoct nosaadn a? + b2 + ¢ — ab — ac — be = 0. (%)
Taxobhe Baxku a? 4 b> 4 c? — ab — ac — bc =

=a?+ b+ + (w+w?)(ab+ ac + bc) =

= a® + wab + w?ac + b + wbc + w?ab + ¢ + wac + w?be =

= a(a + wb + w?c) + cw(a + wb + w?c) + bw?(a + wb + wc) =

= (a + wb + w?c)(a + we + w?b). (x*)

U3 (%) u (**) caenu jga je Tpoyrao Aabc jeIHAKOCTpAHMYAH aKO U caMo ako je (a +
wb+w?c)(a+we+w?b) = 0, Tj. ako u camo axo je a+wb+w?c = 0 wm a+wec+w?b = 0.

Jlako ce mposepaBa a 4+ wb + w?c = 0 & Aabe ~ Alww? n a +we+ w?b =0 &
Aabc ~ Alw?w. Tpoyrao Alww? je jeIHAKOCTPAHIYAH IITO je T€OMETPH]CKH OUHUITIC -
Ho.(Cruka 13)

F
Cnuka 13 Cnuka 14

IIpumep 8 Hexka cy P, Q u R 1ieHTpu jeTHAKOCTAHHIHUX TPOYIJIOBA CIO0Jba KOHCTPYHU-
CaHHX HaJ, cTpaHurama npousBossHOr Tpoyriaa NAABC. Hokasaru na je APQR jenna-
kocrpannvas (r38. Hanoseonos tpyrao). (Cinka 14)

Opnrosapajyhe komiuiekcae Opojese hemo o3HauaBaTu MajauM cjoBuma. Bomehwu pa-
9dyHa O OPUjEHTAINjU U YUEHEHUIU J1a CYy JOIPTAHU TPOYIVIOBHU jeIHAKOCTPAHUYHH, JO-
dujamo:

d+we+w?h =0,
¢+ we +w?a =0,
b+wa+wf=0.

15



[To mpumepy 3, caean ma je:

d+c+b cte+ta b+a+ f
:77 :77 r= -
P 3 1 3 3

Kako Ham je mub 1a jjokaxkeMo Ja je Apqr jeJHAKOCTPAHUYIAaH, N3PaTyHajMO:
P+ wq+ w?r =
1 w w?
= g(d+6+b)+§(6+€+a) + §(b+a+f) =
= 3((d 4+ we +w?b) + (c + we + w?a) + (b+wa + w?f)) = 0.

Sakspyuayjemo ma APQR jecre jeHAKOCTpAHWYAH TPOYTAO.

IIpumep 9 Heka cy AABC u AA'B'C’ jennakocTpaHMYHU €2 HCTOM OPHjEHTAIAjOM.
Hoxkaszatu ga ce ox myxxu AA', BB’ u CC’ moxe dbopmupaT Tpoyrao.

Osnaummo ca a, b, ¢, a’, b/, ¢ komekcnu 6pojeBn Koju orosapajy TeMeHuMa TPy-
ryoBa. VI3 CIMIHOCTH TPOYTJIOBA CJIETH:

_ r
i_z :%@ (d —d)b—a)=( —d)(c—a) <

s db—c)+V(c—a)+d(a—b)=0 (x).

Tpoyrao AABC' je camdan ca caMuM CODOM, Te BaXKW M:
a(b—c)+blc—a)+cla—b) =0 (xx).
Hakon 1mro ce o jenrHakocTH (*) ojy3Me jeJHAKOCT (k) J001MjaMo
(a+ad)b—c)+(b—b)c—a)+ (c—)(a—b)=0,

o 3uaqn Ja sekropu (a+a’)(b—c), (b—b')(c—a) u (¢—)(a—b) dopmupajy Tpoyrao.
IIpumenoMm HejemHAKOCTH TPOYTJIa JTOOUjAMO

la—dllb—c| <|b—=V|c—a|+|c—{|la—D.
Kako je |b — ¢| = |c — a|] = |a — b, nepemwem HejeauakocTH ca |b — ¢| 3akibydyjemo
AA' < BB +CC".
V3 nBa apradmja pacropesia Ko MPUMeHe HejeTHAKOCTH TPOYTJIa J00’jaMo
BB' < AA +CC'u CC' < AA'+ BB’

quMe je TBpheme T0Ka3HO.
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Z9 22

Z9 Z2
\ 2
23 3 21 20
27 20 20 21 % 3z Z3

Ciamka 15: coygaj 1° Cnuka 16: citygaj 2°

3.4 KomniekcHu OpojeBu u Kpyr

Hexka cy zg, 21, 22, 23 KOIUKJINIHE Tauke (HAJIA3€ Ce HA UCTOM KPYTY) Yy KOMILJIEKCHO]
pasau. Pasmarpaliemo jBa ciaydaja, caku he duru nponpahen ca jasa nprexa. (Coumke
15 u 16)

Teopujcka ocuoBa ciaydaja 1° je y ciaenehoj Teopemu:

Axo je ABCD xousekcan dersopoyrao u ZACB = /ZADB Ttaja je on TeruBaH. Baxu

u 0OpaTHO.

Tauke z, 21, 22, 23 Cy KOHIIUKJINIHE <> arg V (29, 21, 22) = arg V(zo, 21, 23) < arg W((zo, 21, 22, 23) =
0 < W((20, 21, 22, 23) je HO3UTHBAH peaJsiaH Opoj.

Teopujcka ocnoBa ciaydaja 2° je y ciaeaehoj Teopemu:

KonBexkcuu gyeTBOpOyrao je TeTuBaH akKo U CaMO aKO CY HerOBU HACIIPAMHU yIJIOBU CYM-
IJIEMEHTHH.

Tauke zg, 21, 22, 23 Cy KOHIMKIW4YHe < arg V(zo,z1,22) — arg V(zo, 21,23) = 71 <
arg W((zo, 21, 22, 23) = m < W((20, 21, 22, 23) je HETaTuBaH peasaH OPOj.

3akJbydyjemo:

Teopema 19 Tauke z2g, 21, 22, 23 GpuGagajy kpyry axo u camo ako je W((2o, 21, 22, 23) €

R\ {0}.
. 20— 22 20— 23 _ 20— 22 20— 23
Kaxko je W(zp, 21, 22, 23) € R\ {0} & : = ——=: ——= ojaKje
21—20 21—23 Z1—22 21— %3
MOYKEMO JIOOUTH jeJHAYNHY KPyTa Tako IITO NeMO 2y 3aMEHUTH MPOMEEUBOM Z.

Z — Z9 Z — Z3 Z — Z9 Z — Z3

21—z 21 —23 Z1—Z3 ZI— 23
(2 = 2) (2 = ) |(21 — 2) (BT — 3)] = (= — 2) (2 — ) |(21 — 22) (7T — ).

Tprkeny jemHadnHy MOXKEMO 3AITUCATH Y OOJIUKY:

azz + bz — bz +c =0, rae je

a= (21— 23)(z1 —22) — (21 — 22) (71 — %),

b= —7Z3(21 — 23)(71 — 22) + Z2(21 — 22) (71 — Z3),

¢ =z173(21 — 23) (21 — Z2) — 23%2(21 — 22) (%1 — 73). Bakubyuyjemo:

Teopema 20 Jeghavuna c6axol Kpyia Y KOMUAEKCHO] PAEHU CE MOHCE 3GTUCATU Y 0OAU-
Ky: azZ+bz—bzZ+c=0, a # 0 u c cy wucwio umaturapru opojesu. Obpatno, 'MT 3sa
K0je 8adicu jegnakoctli 080T 00AUKA je KpYT.
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[Ipumehyjemo na 3a a = 0 godujamo jeaHauuny mpase.

Kpyr k mpeunnka r ca mentpoMm y S(s) je CKyIl CBUX Tadaka KOje Cy OJ I€HTDA
yZaJbeHe T, Tj. cBe Tadke Z(z) 3a Koje BaxKHu |s — z| = 7.

s—zl=re(s—2)EF-2)=r’e2zz2-52—-sz2+ s> -r2=0

b_ ¢
Jemnauuna kpyra k, a # 0, tiracu: 22+ —z — —z2 4+ — = 0.
a a a
. _ b b
3 oBe aBe jenunadumue ciaeanm: § = —— U S = —.
a a
c , c bb ¢ b2 + ac
Us — = |s|2 — r? gobmjamo 12 =82 — — = ——— — — = —H72.
a a aa a a

360r umcTe MMAarmHAPHOCTH Opoja a Tj. a® < 0 3aK/bydyjemo:

1. ac+ |b]?> < 0, kpyr me mocroju,

2. ac—+ |b|2 = 0, Kpyr ce CBOAU HA TAYKY g,
2 — b Ei C ‘ '
3.ac+ |b* >0, 224+ —2— —Z+ —, a # 0 u ¢ cy INCTO UMArHHAPDHU OPOjeBH, je
a a a
J b |b]2 + ac
jenHaUMHA Kpyra ca IEHTPOM y — IHOJIyIpeYHnKa I = ——————.
a a

IIpumep 10 Oxpenutu 1eHTap S§ U MIPEYHUK I° KPyTa KOJU IIPOJIA3W KPO3 Tadke a,b, u
c.

z—s|=re (z—5)(Z-3)=r2 o sz+32z+72 — |52 = |2|%

VY nocmenmoj jemrakoctr hemo z peioM 3aMeHUTH ca a,b,c, a 3aTuM hemo permutu Hop-
MIpAHH CHCTeM OJi TPH JIMHeapHe jeHaqnne 1o s, 5 u r2 — |s|2. Toduje ce:

A A 1 aa 1 a laf? 1 a |a|?
s:—f,r2:|s|2—72rﬂejeA: 1 b b,A1=|1 b [p?*,A2=1{1 b [b?|
1 ¢ ¢ 2 ¢ |c? 2 ¢ |cf?

IMpumep 11 (Kiaudopaosa’teopema) Hexka cy S1, S, S3, Si 9eTHpu Kpyra y paBHH
U HEKa Cy 2] U w] TadKe y KOJUMa ce CeKy S U So, 2o M wo TAdKe Yy KOjUMa Ce CeKy So
n S3, z3 U w3 TadKke y KOjuMa ce ceky Ss m Sy, 24 U w4 TadKe y KOjUMa Ce CeKy S4q U
S1. Tama Tauke 21, 2o, 23, Z4 JI€XKe Ha HEKOM KPYT'y WX HEKOj IPABU 0 aKO U CaMO aKO
TauKe w1, W, W3, W4 JIEXKe HA HEKOM KPYTYy WM Ha HeKoj npasoj o’. Jlokasaru. (Cimka

17)

VCJI0BE UMILTUITIPAJY: TadKe 21, 29, W1, Wy JEXKe Ha KPYyry So, Tauke za, 23, W2, W3
JIesKe Ha Kpyry S, Tauke 23, 24, W3, Wy JEXKe Ha KPYTy S3, TauKe z4, 21, W4, W1 JIeXKe Ha
kpyry S1. Omarie ciaeau 1a Cy 4eTUpU JBOCTPYKE IIPOIIOPIITje:

William Kingdon Clifford (1845 - 1879) - Spurancku mMaremaTndap u bunozod
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21— 22 21— W1

W(Zl,CUQ,ZQ,CUl) = . )

W9 — 29 Wy — W1
Z2 — 23 z22 — W2

W(z2,ws, 23,ws) = :

w3 — 23 .W3_W27
z3 — 24 | 23— w3

W(Zg,W4,Z4,(JJ3) = . )
Wqg — 24 W4 — W3

24— 21 24— W4
W (24, w1, 21,ws) = :

W) — 2] Wi — Wy
u3 ckymna R\ {0}, Te je

W(21,ws, 20,w1)W(23, w4, 24,w3) 21— 22 21— 2, Wl —W2 W] —wq,
W(22,ws, 23,w2) W(24, w1, 21,wa) 23— 22 23— 24 W3—wWa W3—wy

= W(z1, 23, 22, 24) W (w1, w3, w2, ws) € R\{0}.

Haxie, W(z1, 23, 22, 24) je peasan Opoj pasimduT oJ] HyJIe aKo 1 caMo ako je W(wi, ws, wa, wy)
peajiai OpOj PasIMIUT O] HyJle, YUMe je TBpheme J0Ka3aHo.

Cnuxka 17
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4 IITomomej-OjnepoBa Teopema

Hexka cy A(a), B(b), C(c) u D(d) tauke y komiuiekcuoj pasau. [Ipumehyjemo na

(a=b)(c—d)+(a—d)(b—c)+ (c—a)(b—d)=0

Baxk! 3a CBe KOMILIEKCHe OpojeBe. [IpuMeHOM HejeIHAKOCTH TPOYTJIa ce J00Hja

la —bllc —d| + |a—d||b—c| > |a—c||b—d|.

ITo nokazy Teopeme 9, jeJIHAKOCT BaXKM aKO M CaMO aKO je

(a—0b)(c—4d)
wg((a ~ b)e — ) = argl(a — )b - ) & L= FE=T 20
b—a b-—c b—a b-c
= : < : =
W(b,d,a,c) T d_c_0<:>arg(d_a d—c) TS
1nb—a_rb—c__ rb—a_rb—c_
agd_a agd_c— Wunnagd_a agd_c—ﬂ,

1j. Tauke A, B, C' u D rpaje opujentucan reruBan uersopoyrao ABCD.

C
D
B
B
A A
Cauxka 18

Hakon cipoBesere anaunze MoxeMmo (opMmyncatu TBpheme:

Teopema 21 (IItosnomej’-Ojeposa Teopema) 3a cee wauxe A, B, C, D y xom-
anekcnoj pashu sastcu AB - CD + BC - DA > AC - BD. Jeguakociu eascu axo u camo
axo je wetmisopoyiao ABC D wewusar u wavke A u C ce Hanrase ca passuyuiGur cupaHa

upase BD.

Teopema 22 (IImraropmua teopema) Tpoyiao AABC je apasoyinu, LACB = 90°,

axo u camo axo je AC? + BC? = AB?.

Hoxkaz: [Ipumenom [ITomomej-Ojnepose Teopeme Ha mpaBoyraounk ADBC nobujamo

AC -DB+ BC -AD = AB-CD < AC? + BC? = AB?.

SKayauje Iltonemej us Anekcannpuje (2. BEK) - TIOCIIE/IBGY O BEJIMKHUX XEJIECHCKUX MaTeMaTHapa, Ieo-

rpada 1 acTpoHOMA
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5 MopaunjeBa Teopema

Jlema 3 Axo ce wauke T1(t1), To(t2), T5(ts), Tu(ts) narasze na jequruurom xpyry, waga
t1 4+t —t3— 1y

ce apase 11Ty u I3T) cexy y WauKY z = ——————=
tite — t3ty

Hoxka3z: Jennaunna mpase p Koja mpoJia3u Kpo3 t1 u tog je:
(t1 —t2)z — (t1 — t2)z + (t1ta — tit2) = 0.

Ha du obpazaosasie npasy, tauke T4 (t1) u Ta(ta) Ty(t4) Mopajy Ouru pasaudure, IITO

3HauN t1 # lo Te jeHATIMHY MOXKEMO ITIOJEJIUTH ca t1 — fo:

t1 —ta_  tita — tity
Z2— =2+ ———
t1 — to t1 — to

Kako ce Tauke Hajase Ha jeJMHUYIHOM KpyTy Baxu [t1| = |ta| = |t3| = |t4] = 1, na omarie
CJIe T

t1 —to

t1 —to = [t2]?t1 — |[t1]*t = taloty — titite = —tita(ty — 12) & =T
1— 12

= {1t9
n
tity —tity = —|t1]* + tity — Tito + [to]* = t1ly + tily — Tity — 1ty = —(t1 + 12) (01 — 12) &

tity — tita
—_— = — t + t 5
fh—1s (fu+t2)

I1a ce jeJ[HaYMHa [IPAaBe P MOXKE 3aIlUCATU Y OOJIUKY:

z 411tz —t1 — to = 0.
JeHaumHa TIpaBe ¢ Koja mpoJia3u Kpo3 tg U t4 ce MOXKE 3aIlUCATUH Y UCTOM OOJIUKY :
z 4 tstyz —t3 —t4 = 0.
PemraBamem cucrema jenHadnHa 1Mo z JI00MjaMO TadKy IIpeceka IPaBuX p # ¢,

_h+h-G-f
R

"reopema) Tpucexiipuce YHyTPaACHUT YIA0GA TPOUSEO/-

HOT WPOYING CeKY ce Y WEMEHUMA JEGHAKOCTIPANUHOT WPOYIAa (TWpuceKmpuce ¢y gee
ToAYTUPaAsE Koje cagporce Weme Yina U UCu geae na WPl Jegraka geaa,).

Teopema 23 (MopaujeBa

Hoxkas: Bes rybibema ommmroctu, mpousposbau Tpoyrao AABC hemo cmectuTn y jeim-
HAYHE TPOyTao ca meHTpoM O, Tako na je a = 1 Koopaunnara tauke A. Heka je:

"Frank Morley (1860 1937) - SpuTanCcKo-aMECPHYKH MaTCMATHIAD
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ZAOB =3y, raeje 0 <y < 2,
ZAOC = 3B, rae je =2 <~ <0,

2 — (37 — 28)

/BOC = 3a, tne je a = 3

= 28 4+ B — v.(Cimka 20)

Heka cy ¢ u b Tauke Ha jeJMHIYHOj KDY KHUIN TakBe Ja je argc =y u argb = B, u

HEKa je w = 2% Taukama B u C oxrosapajy pegom opojesu ¢ u b3, Aprymentn Tauaxa,

KOje JieJie KPY2KHI JIYK BC na tpu jennaka gena cy(Couka 19):
at3y=(F+B-N+3=F+B+27n

204+ 3y =23 + 8- +3y=F +28+7,

Te BIMa OIroBapajy pelaoM opojesn wbe? u w?b’e.
Tauxama koje nese yx CA Ha Tpu jemHaKa Jeja oAroBapajy opojesu b u b?, a Taukama
Koje jesie AB Ha TpH jelHAKa JIesIa 0J[roBapajy ¢ U c2.

3

Tauka P(p) ce noduja y mpeceKy mpaBe Koja caap:km c> u b® u mpaBe Koja Cap:Ku

b3 u 2, Te je mo gemu 3:
B b24¢3—p3—c2 B b + 0% — & — bie
p= b=2¢3 —b3¢2 b—c

= b2+ be+ 2 —b%c — bl

Tauxa Q(q) ce noduja y mpeceky mpase Koja caap:kn A n w?b?c u mpase Koja cagpxmu b
u c.
1+ wtPe—b -t bBetbw—c—b  c(d®—1) - b(b? —w)w?

1= w221 —p=3c—1 bw—1 N w(b — w?) wZ

_ Wb~ ‘Z? ;21’([’2 —wh) _ w?(e(b? + bw? + w) — b(b+ w?)).

Cimka 19 Cmuka 20
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Tauxa R(r) ce moduja y mpecexy mpase Koja caap:kn A m wbc? u mpase Koja caap:ku b

148 C3.

l—w b tle2—bt—c3 bS+aw?—-b bcA—1)—c(® —wH)w
r = = =

w-lb1c=2 —p=l¢=3 aw? —1 w?(c—w) w

_ wb(E ) — (@~ ) w(b(c* + cw +w?) — c(c+w)).

YouaBamo j1a je:
p+wg+wir =
b% + be + c® — b?c — be? + cb? + cbw? + cw — b? — bw? + be? + bew + bw? — ¢ — cw
=be(l +w+w?) =0
na je mo Teopemu 18 Tpoyrao APQR jeHaKOCTpaHUYAH, IUME je JI0Ka3 3aBPIIeH.

Osy Teopemy je mocraBuo Ppenk Mopsu 1899. roaune, a gaHac ce cMaTpa MOXKIA
U HajJIENIIIOM TeOpeMOM y MareMarTui. Kpo3 oBaj, Ka0 M KpO3 IPETXOJHE IPUMEPE,

[IPUKA3aJd CMO KOPHUCHOCT KOMILJIEKCHUX OpOjeéBa y T'e€OMETPHjU U COMUCTUIIMPAHOCT
pajia ca mUMa.
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