
Dodatna za prvi razred MG
9.mart 2005.g.

Celi delovi
Milan Novakovi�

Definicija: Za realan broj x postoji jedinstven ceo broj m za koji va�i m 6 x <
m + 1. Ceo deo broja x je upravo taj ceo broj m. Oznaqava se i bxc = m.

Definicija: Realan broj x−bxc nazivamo razlomǉeni deo broja x i oznaqavamo sa
{x}.

Definicija: Sa ((x)) se najqex�e obele�ava najbli�i ceo broj broju x, pri qemu
se, ukoliko on nije jednoznaqo odre�en, uzima ve�i.

1. Dokazati slede�e osobine:

(a) bxc + byc 6 bx + yc;
(b) bxc · byc 6 bxyc;
(v) bxc + b−xc = −1 i {x} + {−x} = 1 ako x nije ceo broj;

(g) bx + nc = bxc + n i
⌊
bxc
n

⌋
=

⌊
x
n

⌋
ako je n prirodan broj.

2. (Hermit) Dokazati da za svaki realan broj x i prirodan broj n va�i

bnxc = bxc +
⌊
x +

1
n

⌋
+

⌊
x +

2
n

⌋
+ . . . +

⌊
x +

n − 1
n

⌋
.

3. Izraqunati ∑
06i<j6n

⌊
x + i

j

⌋
.

4. Dokazati da va�i ⌊
n + 1

2

⌋
+

⌊
n + 2

4

⌋
+

⌊
n + 4

8

⌋
+ . . . = n

5. Ako je

A =
2000∑
k=0

⌊
3k + 2000

3k+1

⌋
i B =

2000∑
k=0

⌊
3k − 2000

3k+1

⌋
izraqunati A − B.

6. Neka je xn cifra jedinica decimalnog zapisa broja b
√

2
nc, da li je xn periodiqan?

7. Rexiti b 3
√

1c + b 3
√

2c + . . . + b 3
√

n3 − 1c = 400.

8. Dokazati da bxc + b2xc + b4xc + . . . + b32xc = 12345 nema rexeǌa.

9. Za svaki prirodan broj n odrediti koliko postoji realnih brojeva x takvih da je
{x}2 = x2 − bx2c i 1 6 x 6 n.

10. Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i b
√

n +
√

n + 1c = b
√

4n + 2c.

11. Koji brojevi mogu da se predstave u vidu bn +
√

n + 1
2c gde je n prirodan broj?
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12. Neka je a1 = 2 i an+1 =
⌊

3
2an

⌋
za n > 1. Dokazati da ovaj niz sadr�i beskonaqno

mnogo parnih i beskonaqno mnogo neparnih brojeva.

13. Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i {n
√

2} > 1
2n
√

2
.

14. Na�i sve prirodne brojeve za koje va�i 1 + b
√

2nc | n.

15. Na�i formulu za n-ti po redu nekvadrat.

16. Neka je f(n) = n + bnc. Dokazati da za svako m niz m, f(m), f(f(m)), f(f(f(m))), . . .
sadr�i potpun kvadrat.

17. Dokazati da za uzajamno proste p i q va�i

p−1∑
k=1

⌊
kq

p

⌋
=

q−1∑
k=1

⌊
kp

q

⌋
=

(p − 1)(q − 1)
2

.

18. (Beatty) Dokazati da ako su α i β iracionalni brojevi za koje va�i

1
α

+
1
β

= 1

onda se u nizu brojeva bαc, b2αc, b3αc, . . . , bβc, b2βc, b3βc, . . . svaki prirodan broj po-
javǉuje taqno jednom.

19. Dokazati obrnut smer prethodne teoreme.

20. Dokazati slede�e uopxteǌe: Ako su α i β iracionalni brojevi za koje va�i

1
α

+
1
β

= m

onda se u nizu brojeva bαc, b2αc, b3αc, . . . , bβc, b2βc, b3βc, . . . svaki prirodan broj po-
javǉuje taqno m puta.

21. Izraqunati ((n

2

))
+

((n

4

))
+

((n

8

))
+ . . .

22. Dokazati da za svaki prirodan broj va�i

τ(1) + τ(2) + . . . + τ(n) =
⌊n

1

⌋
+

⌊n

2

⌋
+ . . . +

⌊n

n

⌋
gde je τ(n) broj prirodnih delilaca broja n.

23. Dokazati da za svaki prirodan broj va�i

σ(1) + σ(2) + . . . + σ(n) = 1
⌊n

1

⌋
+ 2

⌊n

2

⌋
+ . . . + n

⌊n

n

⌋
gde je σ(n) zbir prirodnih delilaca broja n.

24. Iz skupa prirodnih brojeva zapisujmo brojeve na slede�i naqin: Prvo zapiximo
broj 1 i izbacimo 2 = 1 + 1. Zatim u drugom koraku zapiximo slede�i slobodan
broj 3 i izbacimo 3 + 2 = 5. U tre�em koraku zapiximo slede�i slobodan broj 4 i
izbacimo 7 = 4 + 3. U n-tom koraku zapiximo najmaǌi broj koji do sada nije bio ni
zapisan ni izbaqen i izbacimo broj koji je za n ve�i od tog broja. Time dobijamo
niz brojeva 1, 3, 4, 6, 8, 9, 11, 12, 14 . . .. Na�i formulu za n-ti broj po redu.

25. Za svaki realan broj x neka je Sx = {bnxc | n ∈ N}. Dokazati da ne postoje α, β i γ
takvi da su Sα, Sβ i Sγ particija skupa N.
Napomena: Za sluqaj dva realna broja videti Beatty-jevu teoremu.
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26. Dokazati da za svaki realan broj x i prirodan broj m va�i

m∑
n=1

({
2nx +

1
2

}
− 1

2

)
6 1.

27. Neka su p i q uzajmno prosti prirodni brojevi i neka je p′ = p−1
2 i q′ = q−1

2 . Dokazati
da va�i (⌊

q

p

⌋
+

⌊
2q

p

⌋
+ . . . +

⌊
p′q

p

⌋)
+

(⌊
p

q

⌋
+

⌊
2p

q

⌋
+ . . . +

⌊
q′p

q

⌋)
= p′q′.

28. Neka je f(x) neprekidna rastu�a funkcija. Dokazati da va�i bf(bxc)c = bf(x)c akko
je svako x za koje je f(x) ceo broj i samo x ceo broj.

29. Izraqunati b
√

1c + b
√

2c + . . . + b
√

n2 − 1c.

30. Dokazati da je

b
√

1c + b
√

2c + . . . + b
√

nc = bnc
(

n − (2bnc + 5)(bnc − 1)
6

)
.

31. Dokazati da je
1

((1))
+

1
((2))

+
1

((3))
+ . . . +

1
((

√
n(n + 1))

= 2n.

32. Dokazati da je b
√

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)c = n2 + 3n

33. Dokazati da za prirodne brojeve m i n i realan broj x va�i

n∑
k=0

⌊
x + mk

n

⌋
=

(m − 1)(n − 1)
2

+
d − 1

2
+ d

⌊x

d

⌋
=

m∑
k=0

⌊
x + nk

m

⌋
.

34. Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i b
√

n+
√

n + 1+
√

n + 2+
√

n + 3c = b
√

16n + 20c.

35. Dokazati da me�u brojevima oblika b2k+ 1
2 c, gde je k prirodan broj, ima beskonaqno

mnogo parnih i beskonaqno mnogo neparnih brojeva.

36. Neka je n prirodan broj ve�i od 1. Ako je

S1 = b
√

nc + b
√

2nc + . . . + b
√

(n − 1)nc

S2 =
⌊

1
n

⌋
+

⌊
4
n

⌋
+

⌊
9
n

⌋
+ . . .

⌊
(n − 1)2

n

⌋
,

dokazati da je S1 + S2 > (n− 1)2, pri qemu jednakost va�i ako i samo ako broj n nije
deǉiv kvadratom nekog prirodnog broja ve�eg od 1.

37. Na�i sve realne brojeve x i y za koje je xbnyc = ybnxc za svaki prirodan broj n.

38. Dokazati da niz an = bn
√

2c sadr�i beskonaqno mnogo kvadrata.

39. Koliko razliqitih celih brojeva ima me�u brojevima
⌊

n2

1998

⌋
gde je 1 > n > 1997?

40. Neka je k > 1 realan broj takav da za svaka dva prirodna broja m i n, ako n deli m,
onda i bknc deli bkmc. Dokazati da je k ceo broj.
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