
FUNKCIONALNE JEDNAQINE
Dodatna u Matematiqkoj gimnaziji

Vladimir Balti�

1. Na�i sve funkcije za koje va�i f(x + y) = f(x) + f(y) (takve funkcije se nazivaju aditivne) i
a) f : Q→ Q; b) f : R→ R i neprekidne su.
2. Za funkciju f : Q→ Q va�i f(1) = 2 i f(xy) = f(x) · f(y)− f(x + y) + 1. Na�i sve takve funkcije.

3. Na�i sve funkcije f : R \ {0, 1} → R koje zadovoǉavaju: f(x) + f(
1

1− x
) = x.

4. Na�i sve f : Q→ Q za koje je: (x− y)f(x + y)− (x + y)f(x− y) = 4xy(x2 − y2).
5. Na�i sve funkcije f : Q→ Q koje zadovoǉavaju: f(x + y) = f(x) + f(y) + xy.
6. Na�i sve funkcije f : R→ R koje zadovoǉavaju: xf(y) + yf(x) = (x + y)f(x)f(y).

7. Funkcija f : R → R zadovoǉava identitet f(xy) =
f(x) + f(y)

x + y
, x, y ∈ R, x + y 6= 0. Da li postoji x ∈ R

tako da je f(x) 6= 0?

8. Neka f : [0, 1] → R, f(0) = f(1) = 0 i ∀x, y ∈ [0, 1] f(
x + y

2
) 6 f(x) + f(y).

a) Dokazati da je f(x) > 0 za svako x ∈ [0, 1] i da f ima beskonaqno mnogo nula.
b) Navesti primer takve funkcije koja nije identiqki jednaka nuli.
9. Da li postoji funkcija f : R→ R koja je neprekidna na R i za koju va�i da je f(f(x)) = e−x?
10. Na�i sve neprekidne funkcije f : R→ R takve da je f(xy) = xf(y) + yf(x).
11. Na�i sve funkcije za koje va�i f(x+y) = f(x) ·f(y) ako a) f : Q→ Q; b) f : R→ R i diferencijabilna
su.

12. Na�i sve neprekidne funkcije f : R→ R takve da je f(
x + y

2
) =

f(x) + f(y)
2

.

13. Na�i sve neprekidne funkcije f : R→ R za koje je f(x + y) = f(x) + f(y) + xy(x + y).
14. Odrediti minimalan broj elemenata konaqnog skupa A, tako da postoji funkcija f : N → A sa
osobinom: ako je |i− j| prost broj tada je f(i) 6= f(j).
15. Data je funkcija f : N0 → N0. Dokazati da ne mo�e da va�i za svako n ∈ N0: f(f(n)) = n + 1987.
16. Neka je data funkcija f : R→ R sa f(x) + (x + 1

2 ) · f(1− x) = 1.
a) Na�i f(0) i f(1). b) Na�i sve f koje zadovoǉavaju gorǌe uslove.
17. Dokazati da ako je f : [0, 1] → R neprekidna i f(f(x)) = x2 tada je x2 < f(x) < x za x ∈ (0, 1). Dati
jedan primer takve funkcije.
18. Data je funkcija f(x) = ax2 +bx+c, gde su a, b, c > 0 i a+b+c = 1. Dokazati da za sve x1, x2, . . . , xn > 0
x1 · . . . · xn = 1 va�i f(x1) · . . . · f(xn) > 1.

19. Strogo rastu�a funkcija f definisana na [0, 1] zadovoǉava f(0) = 0, f(1) = 1 i
1
2

6 f(x + y)− f(x)
f(x)− f(x− y)

6 2

za sve x, y takve da je 0 6 x± y 6 1. Dokazati da je f(
1
3
) 6 76

135
.

20. Na�i sve funkcije f : R+
0 → R+

0 koje zadovoǉavaju slede�e uslove:
f(x · f(y)) · f(y) = f(x + y),f(2) = 0 i f(x) 6= 0 za 0 6 x < 2.
21. Neka je 0 < a < 1 fiksiran realan broj i neka je f neprekidna funkcija na intervalu [0, 1] koja

zadovoǉava: f(0) = 0, f(1) = 1 i f(
x + y

2
) = (1− a)f(x) + af(y) za sve x, y ∈ [0, 1] i x 6 y. Na�i f(

1
7
).

22. Neka je f : R→ R i f(1) = 1, f(a + b) = f(a) + f(b) i f(x) · f(
1
x

) = 1 za x 6= 0. Dokazati da je f(x) = x.

23. Neka je f : N→ N strogo rastu�a, multiplikativna funkcija (f(mn) = f(m) · f(n) ∀m, n ∈ N), za koju
va�i da ako je m 6= n i mn = nm tada je f(m) = n ili f(n) = m. Na�i f(30).
24. Neka je data funkcija f : Z→ Z koja zadovoǉava slede�ih pet uslova:
1) ako je x > y i f(y)− y > v > f(x)− x tada je f(z) = v + z za neko z izme�u x i y;
2) jednaqina f(x) = 0 ima bar jedno rexeǌe i me�u rexeǌima postoji najve�e;
3) f(0) = 1; 4) f(1987) 6 1988; 5) f(x) · f(y) = f(x · f(y) + y · f(x)− xy). Na�i f(1987).
25. Neka je f : N → N takva da va�i f(f(n) + f(m)) = m + n ∀m,n ∈ N. Na�i sve mogu�e vrednosti za
f(1988).

26. Konstruisati funkciju f : Q+ → Q+ koja zadovoǉava uslov f(x · f(y)) =
f(x)

y
.

27. Dokazati da ne postoji bijekcija f : N → N0 takva da je za sve m,n ∈ N ispuǌeno f(mn) = f(m) +
f(n) + 3f(m)f(n).
28. Na�i sve neprekidne funkcije f : R→ R za koje je f(

√
x2 + y2) = f(x) ·f(y) za svako x, y ∈ R i f(1) = a.

29. Da li postoji funkcija f : R+ → R+ za koju va�i:
a) f(f(. . . f(x)))︸ ︷︷ ︸

2002

=
x

x + 1
; b) f(f(. . . f(x)))︸ ︷︷ ︸

2002

= 1 + x + 2
√

x.
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30. Na�i sve funkcije f : Q→ Q za koje va�i 2f(x) = f(x− y) + f(x + y), za sve x, y ∈ Q.
31. Koliko ima funkcija f : N → N takvih da za svako n ∈ N va�i f(n) > 1 i f(n + 3)f(n + 2) =
f(n + 1) + f(n) + 36?
32. Na�i sve ”1–1” funkcije f : N→ N, za koje va�i f(f(m) + f(n)) = f(f(m)) + f(n), f(1) = 2 i f(2) = 4.
33. Data je funkcija f : N→ N, takva da je f(f(m) + f(n)) = f(f(m)) + f(n) za sve prirodne brojeve m i
n. Ako je f(29) = 58 i f(58) = 87, izraqunati f(2001).
34. Niz funkcija fn(x) definisan je na slede�i naqin: f1(x) = x

x−1 , f2(x) = 1
1−x , fn+2(x) = fn+1(fn(x)), n ∈

N. Na�i f2000(x).
35. Na�i sve funkcije f : N→ N0 za koje va�e slede�i uslovi: 1) f(mn) = f(m) + f(n), za sve m,n ∈ N;
2) f(n) = 0 za svaki prirodan broj n ≡ 3 (mod 10); 3) f(10) = 0.
36. Na�i sve funkcije f : R→ R za koje je f(xy) = f(x) · f(y) i f(x + y) = f(x) + f(y) + 2xy za sve x, y ∈ R.
37. Na�i sve funkcije f : Z→ R i zadovoǉava uslove: 1) f(x)f(y) = f(x + y) + f(x− y) za sve x, y ∈ Z;
2) f(0) 6= 0; 3) f(1) = 5

2 .
38. Na�i sve funkcije f : Z→ R i zadovoǉava uslove: 1) f(x)f(y) = f(x + y) + f(x− y) za sve x, y ∈ Z;
2) f(0) 6= 0; 3) f(1) =

√
3.

39. Neka funkcije f, g : R → R i za svako x, y ∈ R va�i f(x + y) = f(x)f(y) − g(x)g(y). a) Ako je f
periodiqna funkcija, dokazati da je i g periodiqna. b) Ako je g periodiqna funkcija, da li f mora
biti periodiqna?
40. Neka je f : R → R funkcija koja ispuǌava slede�e uslove: 1) ∀x, y ∈ R, f(x + y) = f(x) · f(y), 2)
∃!x0 ∈ R, f(x0) = 2002. Dokazati da je f iǌektivna funkcija.
41. Na�i sve funkcije f : R→ R za koje va�i f(x) · f(y) = f(x− y) za sve x, y ∈ R i f(2002) = 1.
42. Za funkciju f : R → R va�i: 1) f(x) 6 x, za svako x ∈ Q, i 2) f(x + y) 6 f(x) + f(y) za sve x, y ∈ R.
Dokazati da je f(x) = x za svako x ∈ R.
43. Na�i sve funkcije f : R→ R za koje va�i f(x + f(y)) = f(x) + y za sve x, y ∈ R.
44. Za funkciju f : N → N va�i f(f(n)) = 4n + 9, za svako n ∈ N i f(2k) = 2k+1 + 3, za svako n ∈ N0.
Izraqunati f(1789).
45. Na�i sve neprekidne funkcije f : R→ R za koje je f(x + y) = f(x) + f(y) + f(x) · f(y).
46. Neka funkcije f : N → N zadovoǉavaju: 1◦ h je iǌektivna funkcija (1–1), 2◦ skup vrednosti za g je
ceo skup N, 3◦ f(n) = g(n)− h(n) + 1. Dokazati da je f(n) = 1.
47. Data je funkcija f [0, 1] → R koja ima slede�a svojstva:
a) f(x) > 0 za sve x ∈ [0, 1],
b) f(1) = 1,
v) ako x1, x2 ∈ [0, 1] i x1 + x2 6 1, onda je f(x1) + f(x2) 6 f(x1 + x2).
Dokazati da za svako x ∈ [0, 1] va�i f(x) 6 2x.
48. Na�i sve funkcije f : Q→ R koje zadovoǉavaju slede�e uslove:
(1) f(x + y)− yf(x)− xf(y) = f(x)f(y)− x− y + xy, za svako x, y ∈ Q;
(2) f(x) = 2f(x + 1) + 2 + x, za svako x ∈ Q;
(3) f(1) + 1 > 0.
49. Neka funkcija f : Q→ [0,+∞) zadovoǉava slede�e uslove:
1◦ f(x · y) = f(x) · f(y) (∀x, y ∈ Q);
2◦ f(x) 6 1 ⇒ f(x + 1) 6 1 (∀x ∈ Q);
3◦ f( 2003

2002 ) = 2.
Na�i sve mogu�e vrednosti za f( 2004

2003 ).
50. Na�i sve funkcije f : N→ N, za koje va�i 2n + 2001 6 f

(
f(n)

)
+ f(n) 6 2n + 2002.

51. Na�i sve funkcije f : R→ R, za koje va�i
(
f(x) + f(z)

)(
f(y) + f(t)

)
= f(xy − zt) + f(xt + yz) za svako

x, y, z, t ∈ R.

52. Na�i sve funkcije f : N → Q koje za sve x, y ∈ N zadovoǉavaju f

(
x + y

3

)
=

f(x) + f(y)
2

, kad je

x + y

3
∈ N.

53. Funkcija f : R → R je takva da je x + f(x) = f(f(x)) za svako x ∈ R. Na�i sva rexeǌa jednaqine
f(f(x)) = 0.

54. Za dati prirodan broj n, neka je S skup svih neparnih prirodnih brojeva maǌih od n i uzajamno
prostih sa n. Za x ∈ S definixemo f(x) kao najve�i neparan delilac broja n− x. Dokazati:
a) za svako x ∈ S postoji m 6 [n+1

4 ] takvo da je f(f(. . . f(x) . . . )) = x;
b) ako je n prost i ne deli 2k − 1 ni za koje k = 1, 2, . . . , n− 2, onda je najmaǌe m iz dela pod a) upravo
jednako [n+1

4 ].
55. Neka je f : R→ R funkcija takva da je, za svako x, |f(x)| 6 1 i f(x+15/56)+f(x) = f(x+1/7)+f(x+1/8).
Dokazati da je f periodiqna.
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Rexeǌa
1. a) Kada zamenimo x = y = 0 dobijamo f(0) = 0. Oznaqimo sa f(1) = c. Matematiqkom indukcijom se
pokazuje da je f(nx) = n · x, ∀n ∈ N,∀x ∈ Q (∗), a odatle dobijamo f(n) = c · n, ∀n ∈ N. Ako stavimo
y = −x u polaznu jednaqinu dobijamo f(−x) = −f(x) = c · (−x), tj. dobijamo da va�i f(z) = c · z, ∀z ∈ Z.
Ako zamenimo n = q i x = p

q u (∗) dobijamo cp = f(p) = q · f(p
q ), a odatle f(p

q ) = c · p
q , tj. f(q) = c · q, ∀q ∈ Q.

b) Isto kao u prethodnom delu dobijamo f(q) = c ·q, ∀q ∈ Q. Kako je f neprekidna funkcija to �e va�iti
i f(x) = c · x, ∀x ∈ R.
U oba sluqaja smo dobili da su sva rexeǌa ove funkcionalne jednaqine f(x) = c · x .
2. Kada zamenimo x = y = 1 dobijamo f(1) = 2. Kada zamenimo samo y = 1 dobijamo f(x + 1) = f(x) + 1, a
pomo�u toga matematiqkom indukcijom se pokazuje da je f(n + x) = f(x) + n, ∀n ∈ N, ∀x ∈ Q (∗), a odatle
dobijamo f(n) = n + 1, ∀n ∈ N. Kada zamenimo x = y = 0 dobijamo f(0) = 1. Kada zamenimo x = 1, y = −1
dobijamo f(−1) = 0. Ako stavimo y = −x u polaznu jednaqinu dobijamo f(−x) = −x + 1, tj. dobijamo da
va�i f(z) = z+1, ∀z ∈ Z. Ako zamenimo x = q i y = p

q u polaznu jednaqinu i iz (∗) imamo f(q+ p
q ) = f(p

q )+q

dobijamo f(p
q ) = p

q + 1, tj. f(x) = x + 1 .

3. Ako svako x u jednaqini f(x)+ f( 1
1−x ) = x (1), zamenimo sa 1

x−1 dobijamo f( 1
1−x )+ f(x−1

x ) = 1
1−x (2),

a ako stavimo x−1
x dobijamo f(x−1

x ) + f(x) = x−1
x (3). Sada iz

(1) + (3)− (2)
2

dobijamo f(x) =
x3 − x + 1
2x(x− 1)

4. Oznaqimo x − y = u i x + y = v. Tada polazna jednaqina postaje u · f(v) − v · f(u) = (v2 − u2)vu, xto
kad pomno�imo sa uv (za uv 6= 0) dobijamo f(v)

v − v2 = f(u)
u − u2. Kako su u i v proizvoǉno izabrane

vrednosti (jer su x i y proizvoǉni) dobijamo da je f(x)
x − x2 konstantno, tj. f(x)

x − x2 = c, odakle je
f(x) = x3 + cx, x 6= 0. Ako u polaznu jednaqinu zamenimo x = y 6= 0 dobijamo f(0) = 0, xto nam daje

f(x) = x3 + cx .

5. Uoqimo da je ϕ(x) = 1
2x2 rexeǌe ove funkcionalne jednaqine (tj. va�i ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) + xy).

Oznaqimo sa Ψ(x) = f(x) − ϕ(x) pomo�nu funkciju Ψ. Za ǌu va�i Ψ(x + y) = f(x + y) − ϕ(x + y) =
f(x) + f(y) + xy − ϕ(x)− ϕ(y)− xy = Ψ(x) + Ψ(y), tj. dobili smo Koxijevu jednaqinu (1. zadatak) i znamo

da je ǌeno rexeǌe Ψ(x) = cx, odakle dobijamo f(x) = Ψ(x) + ϕ(x), tj. f(x) = 1
2x2 + cx .

6. Ako uzmemo x 6= 0, y = 0 dobijamo f(0) = f(0) · f(x). Ako je f(0) = a 6= 0 dobijamo da je f(x) = 1 za x 6= 0,

tj. f(x) =
{

a, x = 0
1, x 6= 0 , a 6= 0. Ako je f(0) = 0 kada zamenimo u polaznu jednaqinu x = y 6= 0 dobijamo

f(x) = f(x)2, tj. za svako x 6= 0 je f(x) = 0 ili f(x) = 1. Ukoliko je f(x) = 1 za neko x 6= 0 dobijamo iz

polazne jednaqine da je f(y) = 1 za svako y 6= 1, tj. dobijamo funkciju f(x) =
{

0, x = 0
1, x 6= 0 . Ukoliko nije

ispuǌeno f(x) = 1 ni za jedno x 6= 0 dobijamo da je f(x) = 0. Kada objedinimo ova rexeǌa dobijamo da

je f(x) = 0 ili f(x) =
{

a, x = 0
1, x 6= 0 .

7. Ako uzmemo x 6= 0, y = 0 dobijamo f(x) = (x − 1) · f(0), a odatle za x = 1 imamo f(1) = 0. Ako uzmemo
x 6= −1, y = 1 dobijamo x · f(x) = 0 ⇒ f(x) = 0 za x ∈ R/{0,−1}. Ako uzmemo x = 0, y = 2 dobijamo
f(0) = f(2) = 0. Ako uzmemo x = y = −1 dobijamo f(−1) = −f(1) = 0. Dakle odgovor je ne .
8. a) Ako uzmemo x = y dobijamo f(x)> 0. 06 f( 1

2 )6 f(0)+ f(1) = 0. Na sliqan naqin, samo matematiqkom

indukcijom po k pokazujemo i da su svi brojevi oblika
n

2k
(0 < n < 2k, k ∈ N) tako�e nule funkcije (to

su brojevi koji imaju konaqan binarni zapis!).

b) f(x) =
{

0, x ∈ Q
1, x ∈ R/Q .

9. Kako je funkcija e−x monotona dobijamo da je i f(x) monotona: f(x) = f(y) ⇒ f(f(x)) = f(f(y)) ⇒
e−x = e−y ⇒ x = y. Ako je f monotono rastu�a funkcija imamo da va�i x < y ⇒ f(x) < f(y) ⇒
f(f(x)) < f(f(y)) ⇒ e−x < e−y ⇒ ex > ey xto je kontradikcija. Ako je f monotono opadaju�a funkcija
imamo da va�i x < y ⇒ f(x) > f(y) ⇒ f(f(x)) < f(f(y)) ⇒ e−x < e−y ⇒ ex > ey xto je kontradikcija.
Stoga takva funkcija ne postoji .
10. Ako uzmemo x 6= 0, y = 0 dobijamo f(0) = 0. Ako uzmemo x = y = 1 dobijamo f(1) = 0. Ako uzmemo
x = y = −1 dobijamo f(−1) = 0. Ako uzmemo x > 0, y = −1 dobijamo f(−x) = −f(x), pa daǉe razmatraǌe
�emo vrxiti za pozitivne brojeve. Za x, y > 0 mo�emo polaznu jednaqinu da podelimo sa xy, pa dobijamo
f(xy)

xy = f(x)
x + f(y)

y , tj. g(xy) = g(x) + g(y) (ako stavimo g(x) = f(x)
x ). Ovu jednaqinu mo�emo zapisati u

obliku g(eln x+ln y) = g(eln x) + g(eln y). Ako stavimo u = ln x, v = ln y i g(et) = h(t), dobijamo Koxijevu
funkcionalnu jednaqinu h(u + v) = h(u) + h(v), qije je rexeǌe h(t) = c · t, tj. dobili smo g(et) = c · t.
Ako stavimo x = et dobijamo g(x) = c · lnx, a kako je g(x) = f(x)

x dobijamo f(x) = c · x · ln x za x > 0, a
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kako je lim
x→0+

f(x) = 0 = f(0), tra�ena funkcija je neprekidna. Rexeǌe ove funkcionalne jednaqine je

f(x) =
{

0, x = 0
c · x · ln |x|, x 6= 0 .

11. a) Ako uzmemo x = y = t
2 dobijamo f(t) = [f( t

2 )]2 > 0. Za x = y = 0 imamo f(0) = f(0)2, tj. f(0) = 0 ili
f(0) = 1. 1◦ Ako je f(0) = 0 kada u polaznu jednaqinu stavimo y = 0 dobijamo f(x) = 0 za proizvoǉno x.

2◦ f(0) = 1. Oznaqimo sa f(1) = a. Kada uzmemo y = −x dobijamo f(−x) =
1

f(x)
.

I naqin Indukcijom se mo�e pokazati da va�i f(n · x) = [f(x)]n, ∀n ∈ N, ∀x ∈ R (∗) i odatle za x = 1

dobijamo f(n) = an, ∀n ∈ N. Kako je f(−x) =
1

f(x)
, imamo da va�i i f(z) = az, ∀z ∈ Z. Ako u (∗) stavimo

n = q i x = p
q dobijamo f(p

q ) = ap/q, pa je f(x) = ax, ∀x ∈ Q, pa kako je neprekidna to va�i i za sve realne
brojeve.
II naqin f(x) · f(−x) = 1, f(x) > 0 ⇒ f(x) > 0, tj. mo�emo da logaritmujemo polaznu jednaqinu i onda
dobijamo osnovnu Koxijevu funkcionalnu jednaqinu g(x + y) = g(x) + g(y) (uz smenu g(x) = ln f(x)), pa je
g(x) = cx ⇒ f(x) = ax (gde je a = ec).
Rexeǌe je f(x) = 0 ili f(x) = ax, a > 0 .
b) Oznaqimo sa u = x + y i diferencirajmo polaznu jednaqinu po x: f ′u(x + y) · 1 = f ′(x) · f(y). Kada
diferenciramo po y dobijamo f ′u(x + y) · 1 = f(x) · f ′(y), odakle je f ′(x) · f(y) = f(x) · f ′(y), tj. f ′(x)

f(x) = f ′(y)
f(y)

za f(x), f(y) 6= 0 (f(x) = 0 je tako�e jedno rexeǌe). Kako ovo va�i za proizvoǉne x i y mora biti f ′(x)
f(x)

konstantno, tj. f ′(x)
f(x) = c, kad ovo integralimo dobijamo ln f(x) = cx i odavde sliqno kao u II rexeǌu pod

a) dobijamo da je f(x) = ax (gde je a = ec). Rexeǌe je f(x) = 0 ili f(x) = ax, a > 0 .

12. Ako umesto x i y u polaznoj jednaqini stavimo x + y i 0 dobijamo f(
x + y

2
) =

f(x) + f(y)
2

=

f(x + y) + f(0)
2

. Smenom g(x) = f(x) − f(0) dobijamo Koxijevu jednaqinu g(x + y) = g(x) + g(y) i ǌeno

rexeǌe je g(x) = ax. Ako oznaqimo b = f(0) dobijamo da je f(x) = ax + b .

13. Sliqno kao u zadatku 5. imamo da je jedno rexeǌe ove funkcionalne jednaqine ϕ(x) = 1
3x3 (tj.

va�i ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) + xy(x + y)). Oznaqimo sa Ψ(x) = f(x) − ϕ(x) pomo�nu funkciju Ψ. Za ǌu
va�i Ψ(x + y) = Ψ(x) + Ψ(y), tj. dobili smo Koxijevu jednaqinu, pa je Ψ(x) = cx, odakle dobijamo

f(x) = 1
3x3 + cx .

14. Skup A mora imati bar qetiri elementa, jer f(1), f(3), f(6) i f(8) moraju biti me�usobno razliqiti
(|a − b| je prost ako su a, b ∈ {1, 3, 6, 8}, a 6= b). Ako A = {a1, a2, a3, a4} tra�enu funkciju mo�emo zadati

kao f(x) =





a1, x = 4k + 1
a2, x = 4k + 2
a3, x = 4k + 3
a4, x = 4k

. Tada je f(i) = f(j) akko |i − j| = 4m, pa ako je razlika prosta onda je

f(i) 6= f(j). Dakle, min |A| = 4 .
15. Pretpostavimo suprotno, da je f(f(n)) = n + 1987 ∀n ∈ N0. f(f(n)) = n + 1987 ⇒ f(n + 1987) =
f(f(f(n))) = f(n)+1987, a odatle imamo (indukcijom) f(n+1987k) = f(n)+1987k. Sada posmatrajmo samo
one 0 6 n 6 1986. Neka je f(n) = 1987p + q, 0 6 q 6 1986. Tada imamo n + 1987 = f(f(n)) = f(1987p + q) =
f(q)+1987p. Poxto je n61986 imamo da je p = 0 ili p = 1. 1◦ p = 0 onda f(n) = q, a f(q) = n+1987; 2◦ p = 1
onda f(n) = q + 1987, a f(q) = f(f(n))− 1987 = n. U oba sluqaja je f(n) 6= f(q) i n 6= q (da je n = q imali
bi i f(n) = n i f(n) = n + 1987, xto je nemogu�e), te bi se skup {0, 1, 2, . . . , 1986} mogao razbiti na parove
(a, b) tako da je f(a) = b i f(b) = a + 1987, xto je nemogu�e jer taj skup ima neparan broj elemenata.
16. Ako u polaznoj jednaqini svako x zamenimo sa 1− x dobijamo jednaqinu f(1− x) = ( 3

2 − x) · f(x) = 1.
Ako oznaqimo f(x) = a i f(1 − x) = b od ove i polazne jednaqine dobijamo sistem a + (x + 1

2 )b = 1,
(3
2 − x)a + b = 1. ∆ = −(x − 1

2 )2, a ∆a = x − 1
2 , pa dobijamo da je za x 6= 1

2 jedinstveno rexeǌe f(x) =
1

1
2−x

= 2
1−2x . f( 1

2 ) dobijamo kada zamenimo x = 1
2 u polaznu jednaqinu: f( 1

2 ) = 1
2 . Stoga je jedino rexeǌe

f(x) =
{

1
2 , x = 1

2
2

1−2x , x 6= 1
2

.

17. Primer: f(x) = x
√

2 . Ako je x ∈ (0, 1) imamo da va�i f(x) 6= x (zbog x2 = f(f(x)) = f(x) = x 6= x2)

i f(x) 6= x2 (x2 = f(f(x)) = f(x2), xto je nemogu�e zbog prethodnog). Iz neprekidnosti funkcije f(x)
sledi da funkcije f(x) − x i f(x) − x2 imaju na intervalu (0, 1) stalan znak. Nejednakost f(x) > x je
nemogu�a (inaqe je x2 = f(f(x)) > f(x) > x > x2). Sliqno je nemogu�e i f(x) < x2 (tada bi bilo
x2 = f(f(x)) < (f(x))2 < (x2)2 < x2). Dakle va�i x2 < f(x) < x za x ∈ (0, 1), xto je i trebalo dokazati.
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18. Prvo �emo pokazati da va�i f(x) · f(y) > (f(
√

xy))2 za svako x, y > 0. Stavimo z =
√

xy i posmatrajmo
izraz f(x)·f(y)−f(

√
z)2 = a2(x2y2−z4)+b2(xy−z2)+c2(1−1)+ab(x2y+xy2−2z3)+ac(x2+y2−2z2)+bc(x+y−2z) =

ab(
√

x2y−
√

xy2)2 +ac(x−y)2 + bc(
√

x−√y)2 >0 (z =
√

xy). Proizvod x1 ·x2 · . . . ·xn dopunimo do 2k faktora:
1 · 1 · . . . · 1 · x1 · x2 · . . . · xn︸ ︷︷ ︸

2k

= 1 i na ǌih po parovima primenimo gorǌu nejednakost dovoǉan broj puta i

dobijamo f(1) · f(1) · . . . · f(1) · f(x1) · f(x2) · . . . · f(xn)︸ ︷︷ ︸
2k

>(f( 2k√1 · 1 · . . . · 1 · x1 · x2 · . . . · xn)2
k

= (f(1))2
k

. Kako je

f(1) = a + b + c = 1, dobijamo tra�enu nejednakost f(x1) · f(x2) · . . . · f(xn) > 1.

19. Ako zamenimo x = y =
1
2
imamo

f(1)− f(1
2 )

f( 1
2 )− f(0)

> 1
2
⇒ f(

1
2
) 6 2

3
.

x = y =
1
4
⇒ f( 1

2 )− f( 1
4 )

f( 1
4 )− f(0)

> 1
2
⇒ f(

1
4
) 6 2

3
f(

1
2
) 6 4

9
.

x =
3
4
, y =

1
4
⇒ f(1)− f(3

4 )
f( 3

4 )− f(1
2 )

> 1
2
⇒ f(

3
4
) 6 2

3
+

1
3
f(

1
2
) 6 8

9
.

x = y =
1
3
⇒ f( 2

3 )− f( 1
3 )

f( 1
3 )− f(0)

> 1
2
⇒ f(

2
3
) > 3

2
f(

1
3
).

x =
1
3
, y =

1
12

⇒ f( 5
12 )− f(1

3 )
f( 1

3 )− f( 1
4 )

> 1
2
⇒ f(

5
12

) > 3
2
f(

1
3
)− 1

2
f(

1
4
) > 3

2
f(

1
3
)− 2

9
.

x =
2
3
, y =

1
12

⇒ f( 3
4 )− f( 2

3 )
f( 2

3 )− f( 7
12 )

> 1
2
⇒ f(

7
12

) > 3f(
2
3
)− 2f(

3
4
) > 9

2
f(

1
3
)− 16

9
.

x =
1
2
, y =

1
12

⇒ f( 7
12 )− f( 1

2 )
f( 1

2 )− f( 5
12 )

6 2 ⇒
9
2
f(

1
3
)− 16

9
− 2

3
2
3 −

3
2
f(

1
3
) +

2
9

6 2 ⇒ f(
1
3
) 6 76

135
.

20. Ako je w > 2 stavimo u (1) x = w − 2, y = 2 i dobijamo f(w) = 0, tj. va�i f(x) = 0 ⇔ x > 2. Neka je
0 6 y < 2, x > 0. Leva strana nejednakosti (1) jednaka je 0 akko x · f(y) > 2. Desna strana nejednakosti (1)
jednaka je 0 akko x+y>2. Znaqi x ·f(y)>2 ⇔ x+y>2, tj. x> 2

f(y) ⇔ x>2−y. Odatle sledi 2
f(y) = 2−y,

pa je jedino mogu�e f(y) = 2
2−y za 0 6 y < 2. Poka�imo jox da funkcija f(x) =

{
0, x > 2

2
2−x , 0 6 x < 2

zadovoǉava uslove zadatka (uslovi (2) i (3) su elementarno zadovoǉeni, a za (1) imamo sluqajeve):
1◦ x + y < 2, x · f(y) < 2. Tada je 0 6 y < 2, pa je f(y) = 2

2−y . f(xf(y)) = 2
2−xf(y) = 2−y

2−2x−2y , pa je
f(xf(y))f(y) = 2

2−2x−2y = f(x + y).
2◦ x + y > 2, x · f(y) > 2. Tada su obe strane jednakosti (1) jednake 0.
3◦ x + y > 2, x · f(y) < 2. Tada je y > 2 i obe strane jednakosti (1) su jednake 0 (inaqe za 0 6 y < 2
x · 2

2−y < 2 ⇒ x + y < 2 xto je kontradikcija).
4◦ x + y < 2, x · f(y) > 2. Ovaj sluqaj je nemogu� jer f(y) > 2

x ⇒ 0 6 y < 2 i x · 2
2−y > 2 ⇒ x + y > 2.

21. Postoji jedinstvena f koja zadovoǉava uslove zadatka, jer f ima fiksne vrednosti u svim taqkama
x = n

2k i neprekidna je. f(x) = f(y) samo ako je x = y jer f(x) = f(y) za x < y povlaqi (istom konstrukcijom
kao i malopre) da je f(z) = f(x) ∀z ∈ [x, y], a odatle (odgovaraju�om ekstrapolacijom) i za sve z ∈ [0, 1],

xto je kontradikcija (f(0) = 0, f(1) = 1). Uvedimo pomo�nu funkciju g(x) =
f( 1

8 + x
8 )− f( 1

8 )
f( 1

4 )− f( 1
8 )

, g(0) = 0 i

g(1). Zbog lakxeg pisaǌa stavimo da je g(x) = Af(Bx + C) + D. Tada je g(x+y
2 ) = Af(B x+y

2 + C) + D =
Af(Bx+C

2 + By+C
2 ) + D = (1 − a)Af(Bx + C) + (1 − a)D + aAf(By + C) + aD = (1 − a)g(x) + ag(y). Kako

i za funkciju g va�e svi uslovi zadatka dobijamo f(x) = g(x), pa je f(
1
7
) = g(

1
7
) =

f( 1
7 )− f( 1

8 )
f( 1

4 )− f( 1
8 )
, tj.

f(
1
7
) =

f(1
8 )

1− f( 1
4 ) + f(1

8 )
. Kako je f(

1
2
) = a, f(

1
4
) = a2 i f(

1
8
) = a3 dobijamo f(

1
7
) =

a3

1− a2 + a3
.

22. Standardnim postupkom (ovo je Koxijeva jednaqina) dobijamo da je f(x) = x, ∀x ∈ Q, ali je problem
xto ovde nije data neprekidnost ove realne funkcije. Lako se iz drugog uslova vidi da je f(x) 6= 0 za
x 6= 0. Lako se vidi i da je ova funkcija ”1–1”: f(x) = f(y) ⇒ f(x − y) = f(x + (−y)) = f(x) − f(y) =

0 ⇒ x − y = 0 ⇒ x = y. Za proizvoǉno realno a 6= a2 imamo:
1

f(a)− f(a2)
=

1
f(a(1− a))

= f(
1

a(1− a)
) =

f(
1
a

+
1

1− a
) = f(

1
a
) + f(

1
1− a

) =
1

f(a)
+

1
f(1− a)

=
1

f(a)
+

1
1− f(a)

=
1

f(a)− f(a)2
, pa je f(a2) = f(a)2 za

∀a ∈ R/{0, 1}, ali kako je f(0) = 0 i f(1) = 1, dobijamo da je f(x2) = f(x)2, za ∀x ∈ R. Ako je a < b tada je
b− a = x2 za neko x ∈ R, pa f(b)− f(a) = f(b− a) = f(x2) = f(x)2 > 0 ⇒ f(a) < f(b). Za svaki iracionalan
broj x ∈ R/Q postoje racionalni nizovi {an} i {bn} takvi da je x jedini realan broj koji zadovoǉava
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an < x < bn, ∀n ∈ N, pa je f(x) = x, ∀x ∈ R.
23. Jedino rexeǌe jednaqine mn = nm, m 6= n je 24 = 42 ⇒ f(2) = 4 (zbog uslova strogo rastu�a).
Zbog multiplikativnosti imamo f(30) = f(2) · f(3) · f(5). 4 = f(2) < f(3) < f(4) = f(2) · f(2) = 16. Za
f(3) = k, 5 6 k 6 8 imamo kontradikciju f(9) = k2 6 64 = f(8) sa uslovom da je funkcija rastu�a. Sliqno,
ako je f(3) = k, 116k615 imamo kontradikciju f(27) = k3>1331 > 1024 = 45 = f(32). Ako bi bilo f(3) = 10
imamo f(35) = f(243) = 10000 > 65536 = 48 = f(256). Stoga je f(3) = 9. 16 = f(4) < f(5) < f(6) = f(2) · f(3) =
36. Za f(5) = k, 17 6 k 6 24 imamo kontradikciju 289 6 f(25) 6 576 = f(24). Ako 27 6 f(5) 6 35 imamo
f(27) = 729 6 f(25) 6 1255. Ako bi bilo f(5) = 26 imamo f(125) = f(53) = 263 = 17576 > 16384 = 47 = f(128).
Stoga je f(5) = 25. Na osnovu svega izlo�enog dobijamo f(30) = 900 .
24. Poka�imo da su sva rexeǌa ove jednaqine negativna. Neka je f(u) = 0. Zbog uslova 2) imamo da je
u 6= 0. Pretpostavimo da je u > 0. Zbog uslova 1) i 3) sa x = u, y = 0 ⇒ ∃z ∈ [0, u] f(z) = z. Ali sada
iz uslova 5) sa x = z, y = u dobijamo 0 = f(z) · f(u) = f(z · f(u) + u · f(z)− uz) = f(u · 0 + uz − uz) = f(0) = 1
– kontradikcija, pa je u < 0. Zbog uslova 2) mo�emo uoqiti najve�e rexeǌe u0 < 0. Iz uslova 5)
imamo f(x) · f(u0) = f(x · f(u0) + u0 · f(x) − xu0), tj. 0 = f(u0(f(x) − x)). Kako je u0 najve�a nula imamo
u0 > u0(f(x)− x), xto sa uslovom u0 < 0 daje f(x)− x > 1. Iz ovoga i uslova 4) sledi f(1987) = 1988 .
25. I rexeǌe Oznaqimo f(1) = r i f(2) = s. Sada �emo vixestruko koristiti uslov zadatka. m = n =
1 ⇒ f(2r) = 2. m = n = 2 ⇒ f(2s) = 4. m = n = 2r ⇒ f(4) = 4r. m = 1, n = 4 ⇒ f(5r) = 5.
m = 1, n = 2 ⇒ f(s + r) = 3. m = n = 2s ⇒ f(8) = 4s. m = 5r, n = s + r ⇒ f(8) = 6r + s. Iz posledǌe dve
jednakosti dobijamo s = 2r. m = 2r, n = s + r ⇒ f(5) = 3r + s = 5r. Sada �emo matematiqkom indukcijom
(sa n na n + 2) pokazati da za ∀n > 4 va�e tvr�eǌa (A) f(nr) = n i (B) f(n) = nr. Baza: tvr�eǌa va�e za
n = 4 i n = 5. Pretpostavimo da oba tvr�eǌa va�e za n = k: f(kr) = k i f(k) = kr. Posmatrajmo xta se
dexava sa n = k + 2: m = k, n = 2 ⇒ f(k + 2) = (k + 2)r i m = kr, n = 2r ⇒ f(k + 2) = (k + 2)r, te tvr�eǌa
va�e za svako n ∈ N. Kako je 4r > 4 po osobini (B) imamo f(4r) = 4r2, a iz (A) imamo f(4r) = 4, xto nam
daje r = 1, tj. f(n) = n .
II rexeǌe f(f(1) + n + m) = f(f(1) + f(f(n) + f(m))) = 1 + f(n) + f(m), pa je f(n) + f(m) funkcija od
n + m, tj. f(n) + f(m) = g(n + m). Stoga imamo f(n + 1) + f(1) = g(n + 2) = f(n) + f(2), tj. f(n +
1) − f(n) = f(2) − f(1) ⇒ f(n) = an + b. Ako u polaznu jednaqinu zamenimo m = n = 1 dobijamo
f(f(1) + f(1)) = 2 = f(2a + 2b) = a(2a + 2b) + b. Ako u polaznu jednaqinu zamenimo m = 1, n = 2 dobijamo
f(f(1) + f(2)) = 3 = f(3a + 2b) = a(3a + 2b) + b. Rexavaǌem ovog sistema dobijamo b = 0 i a2 = 1, tj a = 1.
Dakle, f(n) = n .

26. f(y1) = f(y2) ⇒ f(1 · (f(y1)) = f(1 · (f(y2)) ⇒ f(1)
y1

=
f(1)
y2

⇒ y1 = y2 (f(1) 6= 0 jer f : Q+ → Q+) pa

je funkcija ”1–1”. Ako u polaznu jednaqinu stavimo y = 1 dobijamo da je f(1) = 1 (jer je ”1–1”). Ako

u polaznu jednaqinu stavimo x = 1 dobijamo da je f(f(y)) =
1
y

y ∈ Q+. Ako na dva razliqita naqina

razvijemo f(f(f(y))) dobijamo f(f(f(y))) = 1
f(y) = f( 1

y ) y ∈ Q+. Ako u polaznu jednaqinu zamenimo y = f( 1
t )

dobijamo da je tra�ena funkcija multiplikativna f(x · t) = f(x) · f(t) x, y ∈ Q+. Problem smo sveli na
slede�i: Na�i funkciju za koju va�i f(x · t) = f(x) · f(t) x, y ∈ Q+ i f(f(x)) = 1

x ∈ Q+ (stavǉaǌem
t = f(y) dobijamo polaznu funkcionalnu). Multiplikativna funkcija zadovoǉava f(p1

α1 · . . . · pr
αr ) =

f(p1)α1 · . . . · f(pr)αr i kako je f(p
q ) = f(p)

f(q) imamo da ovo va�i i za αi ∈ Z. Da bi funkcija zadovoǉavala

i drugi uslov uze�emo f(pj) =
{

pj+1, j neparno
1

pj−1
, j parno , gde je pj j–ti prost broj. Tra�ena funkcija je data

preko f(p1
α1 · . . . · pr

αr ) = f(p1)α1 · . . . · f(pr)αr , αi ∈ Z i f(pj) =
{

pj+1, j neparno
1

pj−1
, j parno .

27. Ako zamenimo m = n = 1 dobijamo f(1) · (3f(1) + 1) = 0, pa kako f : N → N0 dobijamo da je f(1) = 0.

Matematiqkom indukcijom se lako poka�e da ako je f(x) = a tada je f(xk) =
(3a + 1)k − 1

3
. Tako�e se

indukcijom mo�e pokazati i da je opxti oblik funkcije f(p1
α1 · . . . ·pr

αr ) =
(3s1 + 1)α1 · . . . · (3sr + 1)αr − 1

3
,

gde je f(pi) = si. Kako je u uslovima zadatka dato da je f bijekcija ona je i ”na”, pa postoje brojevi a,
b i c takvi da je f(a) = 1, f(b) = 3 i f(c) = 8. Iz prethodne diskusije za opxti oblik funkcije dobijamo

da brojevi a, b i c moraju biri prosti, ali tada je f(ac) =
4 · 25− 1

3
= 33 =

10 · 10− 1
3

= f(b2), xto je
kontradikcija jer f treba da bude i ”1–1”.
28. Za x = y = 0 dobijamo f(0)2 = f(0), pa je f(0) = 0 ili f(0) = 1. Ako je f(0) = 0 tada iz uslova za y = 0
dobijamo da je f(x) = 0 za svako pozitivno x. Kako je f(−x)f(−x) = f

(√
(−x)2 + (−x)2

)
= 0 dobijamo da

je tada i f(−x) = 0, tj. f(0) = 0 za svako x ∈ R.
Ako je f(0) = 1 tada je f(−x) = f(−x)f(0) = f

(√
(−x)2 + 02

)
= f

(√
x2 + 02

)
= f(x)f(0) = f(x), tj. funkcija
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f je parna. Funkcija f je i nenegativna zbog f(−x) = f(x) =
[
f(

√
x/2)

]2

> 0 (kada umesto i x i y uzmemo√
x/2, gde je x > 0). Neka je f(1) = a. Matematiqkom indukcijom se lako poka�e da je za prirodne

brojeve n ispuǌeno f(n) = an2
. Zbog parnosti i f(0) = 1 = a02

to se proxiruje na cele brojeve, a zatim i
na racionalne (da bi mogli da izvuqemo neki paran koren i da se ne mislimo da li je to pozitivna ili
negativna vrednost, koristimo qiǌenicu da je (∀x) f(x) > 0) jednostavnim raqunom. Kako je funkcija f
neprekidna tvr�eǌe se prenosi sa racionalnih na realne brojeve, tj. dobijamo da je tra�ena funkcija
f(x) = ax2

(∀x ∈ R).

Znaqi, za a < 0 funkcija f ne postoji, a za a > 0 je f(x) = ax2
.

29. a) f(x) =
x

1 +
x

2002

=
1

1
x

+
1

2002

; b) f(x) =
(√

x +
1

2002

)2

.

30.
31.
32. Iz f(f(m) + f(n)) = f(f(m)) + f(n) zamenom m i n dobijamo

f(f(m))− f(f(n)) = f(m)− f(n)

odakle sledi da na skupu slika S va�i f(s1)− f(s2) = s1 − s2, odnosno f(s) = s + c. Kako 2 ∈ S i f(2) = 4,
sledi da je

∀s ∈ S, f(s) = s + 2. (1)

Odatle dobijamo da je f(2n) = 2n+2. Kako je f 1-1, slike neparnih brojeva moraju biti neparni brojevi.
Neka je 2p + 1 najmaǌi neparan broj u S. Iz (1) imamo da je za svaki neparan broj 2s + 1 koji nije maǌi
od 2p + 1 va�i f(2s + 1) = 2s + 3, pa je i 2p + 1 slika nekog maǌeg neparnog broja. Dokaza�emo da je
2p + 1 = 5. Kako je 2p + 1 najmaǌi neparan broj u S, i f 1-1, onda p − 1 brojeva 3, 5, ..., 2p − 1 moraju da
se slikaju u neke od p + 1 brojeva 1, 3, ..., 2p + 1. Odatle sledi da je 2p + 1 = 5 i f(3) = 5 (f(3) = 1 je
kontradikcija sa 1 ∈ S i (1)). Dakle jedini kandidat za funkciju koja zadovoǉava uslove zadatka je:

f(1) = 2, f(n) = n + 2, n > 1.

Lako sa proverava da ona zaista zadovoǉava uslove zadatka.
33.
34.
35. Kako f : N → N0 imamo da je f(n) > 0 ∀x ∈ N. Iz uslova 3) i 1) dobijamo f(10) = f(2) + f(5) =
0 ⇒ f(2) = f(5) = 0. Svaki prirodan broj n mo�e se predstaviti u obliku n = 2α · 5β · c, gde je c broj
oblika 10k ± 1 ili 10k ± 3. Za svako takvo c va�i da je c2 broj oblika 10k + 1 (u prvom sluqaju) ili
10k − 1, pa je c4 broj oblika 10k + 1, tj. 3c4 je oblika 10k + 3. Na osnovu osobina 2) i 1) imamo da je
f(3c4) = f(10k + 3) = 0, ali i f(3c4) = f(3) + 4f(c), pa kako je f(3) + 4f(c) = 0 ⇒ f(c) = 0, za svako c

uzajamno prosto sa 2 i 5. Kako je f(2) = F (5) = f(c) = 0 iz osobine 1) dobijamo da je f(n) = 0 .
36.
44.
45. Dodamo 1 na obe strane i uvedemo g(x) = f(x) + 1 i dobijamo funkcionalnu jednaqinu
g(x + y) = g(x) · g(y), qije je rexeǌe po 11. zadatku g(x) = 0 ili g(x) = ax, a > 0. Stoga je
f(x) = −1 ili f(x) = ax − 1, a > 0 .
46.
47. Za x1 = x2 = 0 iz uslova (c) sledi da je f(x) 6 0, xto sa uslovom (a) daje f(0) = 0, pa nejednakost
f(x)62x va�i za x = 0. Ako u (c) stavimo x1 = x, x2 = 1−x i iskoristimo (b), dobijamo da va�i f(x)61

za svako x ∈ [0, 1]. Tra�ena nejednakost je ekvivalentna sa
f(x)

x
6 2.

1◦ Ako je x ∈ ( 1
2 , 1], tada je

f(x)
x

6 1x < 2, jer je f(x) 6 1 i x >
1
2
.

2◦ Ako je x ∈ (0, 1
2 ], tada je 2x ∈ (0, 1], pa iz uslova (c) za x1 = x2 = x sledi da je 2f(x) 6 f(2x), tj.

f(x)
x

6 f(2x)
2x

(1) za svako x ∈ (1, 1
2 ]. Za x ∈ (1, 1

2 ] va�i x < 2x < 22x < . . . < 2n−1x 6 1
2 < 2nx, za neko n ∈ N.

Ala tada vixetrukim korix�eǌem jednakosti (1) dobijamo
f(x)

x
6 f(2x)

2x
6 . . . 6 f(2n−1x)

2n−1x
6 f(2nx)

2nx
< 2,

pri qemu posledǌa nejednakost va�i jer je 2nx >
1
2
(to je sluqaj 1◦, koji smo ve� pokazali) i f(2nx) 6 1.

Time je tvr�eǌe zadatka dokazano.
48. Nakon sre�ivaǌa, uslov (1) postaje: f(x + y) + (x + y) = (f(x) + x)(f(y) + y), tj. ako oznaqimo sa
g(x) = f(x) + x, dobijamo:
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(1′) g(x + y) = g(x)g(y), za svako x, y ∈ Q,
(2′) g(x) = 2g(x + 1), za svako x ∈ Q,
(3′) g(1) > 0.
Za x = y = 0 iz (1′) dobijamo g(0) = (g(0))2, pa je g(0) = 0 ili g(0) = 1. Za x = 0 iz (2′) i (3′) dobijamo
g(0) = 2g(1) > 0, pa je g(0) = 1. Iz (2′) je g(1) = 1

2 =
(

1
2

)1
, pa mo�emo pokazati, koriste�i (1′) i princip

matematiqke indukcije, da je

g(n) =
(

1
2

)n

(∀n ∈ N).

Ako u jednakost (1′) umesto y stavimo y = −x dobijamo g(0) = 1 = g(x)g(−x), pa je

g(−x) =
1

g(x)
. (∗)

To nam zajedno sa g(0) = 1 =
(

1
2

)0
i g(n) =

(
1
2

)n (∀n ∈ N) daje

g(z) =
(

1
2

)z

(∀z ∈ Z).

Ako u jednakost (1′) umesto x i y stavimo x
2 dobijamo da je

g(x) = g(
x

2
)g(

x

2
) = (g(

x

2
))2 > 0

za svako x ∈ Q. Zbog toga kada vadimo m-ti koren on je jednoznaqno odre�en i kada je m paran broj
(uzimamo pozitivnu vrednost!).
Indukcijom po m mo�emo pokazati da je g(m · x) = g(x)m za svako m ∈ N. Korix�eǌem jednakosti (∗)
dobijamo i

g(m · x) = g(x)m (∗∗)
za svako m ∈ Z. Ako ovde stavimo x = 1

m dobijamo da je

g(m · 1
m

) = g(1) =
1
2

=
(

g(
1
m

)
)m

i odatle je

g(
1
m

) = m

√
1
2

=
(

1
2

)1/m

za svaki m ∈ N. Ako u jednakost (∗∗) stavimo x = 1
k dobijamo g(m

k ) =
(

1
2

)m/k
, odnosno

g(x) =
(

1
2

)x

(∀x ∈ Q).

Vra�aǌem nazad dobijamo da je

f(x) =
(

1
2

)x

− x = 2−x − x, (x ∈ Q).

Proverom lako vidimo da ova funkcija zadovoǉava sva tri uslova zadatka.

49. Za x = 1 i y =
2003
2002

iz 1◦ dobijamo 2 = f(1) · 2, tj. f(1) = 1. Za x = y = −1 iz 1◦ dobijamo

[f(−1)]2 = f(1) = 1, tj. f(−1) = 1 (jer f slika u [0, +∞)). Sada matematiqkom indukcijom i korix�eǌem
uslova 2◦ pokazujemo da je f(n) 6 1 za svako n ∈ N. Kako je f(−n) = f(−1) · f(n) = f(n) 6 1 i kako iz
f(−1) 6 1 ⇒ f(0) 6 1 dobijamo da je f(z) 6 1 (∀z ∈ Z).
Za brojeve x, y 6= 0 imamo f(x

y )f( y
x ) = f(1) = 1 pa je ili f(x

y )61 ili f( y
x )61. Neka je npr. f(x

y )61. Tada zbog
uslova 2◦ je f(1+ x

y )61, pa je f(x+y) = f(y) ·f(1+ x
y )6f(y), tj. dobijamo da va�i f(x+y)6max{f(x), f(y)}.

Neka su p i q prosti brojevi i neka je f(q) 6= 1 (tj. f(q) < 1). Kako su (p, q) = 1, postoje a, b ∈ Z takvi
da je ap + bq = 1 i kako je f(bq) = f(b)f(q) 6 f(q) < 1 (i b i q su prirodni pa va�i f(b) 6 1 i f(q) 6 1)
dobijamo, korix�eǌem prethodnog razmatraǌa sa maksimumom, da je 1 = f(1) = f(ap + bq) 6 f(ap) 6 1 (i
ap je zeo broj), a da bi ovo va�ilo mora biti f(ap) = 1, tj. f(ap) = f(a)f(p) = 1 · 1, pa je f(p) = 1. Sledi
da je f(p) = 1 za svaki prost broj, sem eventualno jednog.
Na osnovu uslova 1◦ imamo da je funkcija f data sa f (±pα1

1 . . . pαk

k ) = (f(p1))
α1 · . . . ·(f(pk))αk , gde su αi ∈ Z.

Kako je 2 = f( 2003
2002 ) =

f(2003)
f(2)f(7)f(11)f(13)

, dobijamo da je jedan od brojeva f(2), f(7), f(11), f(13) jednak
1
2
.
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Stoga f(2004
2003 ) =

[f(2)]2f(3)f(167)
f(2003)

je ili
1
4
ili 1, u zavisnosti od toga da li je f(2) =

1
2
ili f(2) = 1.

Obe ove vrednosti se mogu posti�i, f( 2004
2003 ) =

1
4
: ako je f(2) =

1
2
, f(p) = 1 za ostale proste brojeve i

f (±pα1
1 . . . pαk

k ) = (f(p1))
α1 · . . . · (f(pk))αk . Potrebno je pokazati da ova funkcija zadovoǉava uslove 1◦–3◦.

Uslovi 1◦ i 3◦ su oqigledni, a za 2◦ imamo slede�e: f(x) > 1 ako i samo ako je x oblika x = ± qβ1
1 . . . qβs

s

2α1pα2
2 . . . pαk

k

,

gde su αi > 0, βj > 0, odnosno ukoliko je imenilac broja x paran broj. Suprotno f(x)61 akko je imenilac
broja x neparan, a tada je i imenilac broja x + 1 tako�e neparan, pa va�i i uslov 2◦.

f( 2004
2003 ) = 1: npr. za f(7) =

1
2
, f(p) = 1 za ostale proste brojeve i f (±pα1

1 . . . pαk

k ) = (f(p1))
α1 · . . . · (f(pk))αk .

Proveravaǌe uslova ide analogno (samo se sada gleda da li je imenilac broja x deǉiv sa 7!).
50.
51.

52. Stavimo f(1) = a. Kako je za svako x, f(x) = f(x+2x
3 ) = f(x)+f(2x)

3 , dobijamo f(2x) = f(x): izme�u
ostalog, f(1) = f(2) = f(4) = a. Tako�e, a = f(2) = f( 3+3

3 ) = f(3)+f(3)
2 = f(3).

Dokaza�emo indukcijom da je f(n) = a za svako n ∈ N. Pretpostavimo da je f(1) = f(2) = . . . = f(n−1) = a.
Tada za dato n postoji i ∈ {1, 2, 3} takvo da je n + i deǉivo sa 3. Zato je a = f(n+i

3 ) = f(n)+f(i)
2 = f(n)+a

2 ,
tj. f(n) = a, s obzirom na to da je n+i

3 6 n− 1 za n > 4. Ovim je indukcija zavrxena.

53. Rexeǌe 1 : Ako je a rexeǌe date jednaqine, onda, zbog x+f(x) = f(f(x)) (∗), va�i jednakost a = −f(a).
Zameǌuju�i x = f(a) u (∗), dobijamo a = −f(a) − f(f(a)) = −f(f(f(a))) = −f(0). Opet iz (∗), za x = 0,
dobijamo f(0) = f(f(0)), a za x = f(0): f(0) + f(f(0)) = f(f(f(0))) = f(f(0)), pa je f(0) = 0, tj. a = 0.
Poka�imo jox da je 0 rexeǌe date jednaqine: f(f(0)) = f(0) = 0.

Rexeǌe 2 : Iz funkcionalne jednaqine neposredno sledi da je f injektivno preslikavaǌe. Stavǉaǌem
x = 0 dobijamo da je f(0) = f(f(0)) xto zbog injektivnosti daje f(0) = 0. Opet, zbog injektivnosti, imamo
da je 0 jedino rexeǌe jednaqine f(x) = 0 a time i f(f(x)) = 0.

54. Neka je SN = {(m, n) ∈ S | m + n = N} za proizvoǉan neparan broj N > 1. Ako je f(m,n) = (m1, n1),
onda je m1 + n1 = m + n i m1 je neparan, m1 6 n

2 < N
2 < n1, xto znaqi da f slika SN u SN . Xta vixe,

f je bijektivna jer je za dato f(m,n) = (m1, n1) broj n jednoznaqno odre�en kao jedinstven paran broj
oblika 2km1 koji pripada intervalu [N+1

2 , N ]. Samim tim je i m jednoznaqno odre�eno.
Skup SN ima najvixe

[
N+1

4

]
elemenata, pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je N prost. Pre-

ma tome, za svako (m,n) ∈ SN postoje s, r, 1 ≤ s < r ≤ [
N+5

4

]
takvi da je fs(m,n) = fr(m,n). Zbog

bijektivnosti f sledi f t(m,n) = (m,n) za t = r − s, 0 < t ≤ [
N+1

4

]
=

[
m+n+1

4

]
.

Neka je (m,n) ∈ SN i neka je t najmaǌi prirodan broj za koji je f t(m,n) = (m,n). Pixemo (m,n) =
(m0, n0) i f i(m,n) = (mi, ni) za i = 1, . . . , t. Tada postoje ai ∈ N takvi da je 2aimi = ni−1, i = 1, . . . , t. Kako
je mt = m0, mno�eǌem ovih jednakosti dobijamo

2a1+a2+...+atm0m1 . . . mt−1 = n0n1 . . . nt−1 ≡ (−1)tm0m1 . . . mt−1 (mod N). (1)

Sledi da N | 2k±1 i odatle N | 22k−1, gde k = a1 + · · ·+at. S druge strane, tako�e sledi 2k | n0n1 . . . nt−1 |
(N − 1)(N − 3) · · · · · (N − 2[N

4 ]). Me�utim, iz jednakosti

(N − 1)(N − 3) · · · · · (N − 2[N
4 ])

1 · 3 · · · · · (2[N−2
4 ] + 1)

=
2 · 4 · · · · · (N − 1)

1 · 2 · · · · N−1
2

= 2
N−1

2 ,

zakǉuqujemo 0 < k ≤ N−1
2 , pri qemu va�i jednakost ako i samo ako {n1, . . . , nt} je skup svih parnih brojeva

od N+1
2 do N − 1, i dakle t = N+1

4 .
Ako je sada N - 2h − 1 za 1 ≤ h < N − 1, mora biti 2k = N − 1. Zakǉuqujemo da je t = N+1

4 .

55. Imamo da je f(x + a + b)− f(x + a) = f(x + b)− f(x), za a = 1/6 i b = 1/7. Sabiraju�i ove jednakosti
za x, x + b, . . . , x + 6b dobijamo f(x + a + 1) − f(x + a) = f(x + 1) − f(x). Sabiraju�i nove jednaksoti za
x, x + a, . . . , x + 5a dobijamo:

f(x + 2)− f(x + 1) = f(x + 1)− f(x).

Indukcijom zakǉuqujemo da je f(x + n) − f(x) = n[f(x + 1) − f(x)]. Ako bi bilo f(x + 1) 6= f(x), onda bi
f(x + n) − f(x) po apsolutnoj vrednosti moglo da bude ve�e od proizvoǉno velikog broja za dovoǉno
veliko n, xto protivreqi pretpostavci da je f ograniqena. Dakle f(x + 1) = f(x) za svako x.
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