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Sinusna teorema: Neka su a, b, c du�ine stranica, a α, β, γ odgovaraju�i uglovi trougla
ABC, i neka je R du�ina opisanog kruga oko tog trougla. Tada je

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
= 2R.

Kosinusna teorema: Pri istim oznakama kao u prethodnoj teoremi, va�i

c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.

Lema 1: Neka je ABC trougao i A1 taqka na pravoj BC. Tada je

sin∠BAA1

sin∠A1AC
=

BA1

A1C

AC

AB
.

Qevina teorema: Neka je ABC trougao i neka su A1, B1 i C1 taqke na pravama BC, AC
i AB, respektivno. Tada je potreban i dovoǉan uslov da se prave AA1, BB1 i CC1 seku
u jednoj taqki ili su paralelne

−−→
AC1
−−→
C1B

−−→
BA1
−−→
A1C

−−→
CB1
−−→
B1A

= 1.

Qevina teorema u trigonometrijskom obliku: Neka je ABC trougao i neka su A1, B1

i C1 taqke na pravama BC, AC i AB, respektivno. Tada je potreban i dovoǉan uslov da
se prave AA1, BB1 i CC1 seku u jednoj taqki ili su paralelne

sin∠ACC1

sin∠C1CB

sin∠BAA1

sin∠A1AC

sin∠CBB1

sin∠B1BA
= 1.

Menelajeva teorema: Neka je ABC trougao i neka su A1, B1 i C1 taqke na pravama
BC, AC i AB, respektivno. Tada je potreban i dovoǉan uslov da su taqke A1, B1 i C1

kolinearne −−→
AC1
−−→
C1B

−−→
BA1
−−→
A1C

−−→
CB1
−−→
B1A

= −1.

Menelajeva teorema u trigonometrijskom obliku: Neka je ABC trougao i neka su A1,
B1 i C1 taqke na pravama BC, AC i AB, respektivno. Tada je potreban i dovoǉan uslov
da su taqke A1, B1 i C1 kolinearne

sin∠ACC1

sin∠C1CB

sin∠BAA1

sin∠A1AC

sin∠CBB1

sin∠B1BA
= −1.

Hamiltonova teorema: Neka je O centar opisanog kruga, a H ortocentar trougla ABC.
Tada je −−→

OH =
−→
OA +

−−→
OB +

−−→
OC.

Teorema o Ojlerovoj pravoj: U proizvoǉnom trouglu ABC ortocentar H, te�ixte M
i centar opisanog kruga O su kolinearni, i taqka M deli du� HO u odnosu 2 : 1.
Teorema o Simsonovoj pravoj: Neka je ABC trougao i P taqka u ǌegovoj ravni. Neka
su Pa, Pb i Pc podno�ja normala iz P na BC, AC i AB, redom. Taqke Pa, Pb i Pc su
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kolinearne ako i samo ako je taqka P na krugu opisanom oko trougla ABC. Prava PaPbPc

se zove Simsonova prava taqke P .

Ptolomejeva nejednakost: Za proizvoǉne taqke A, B, C, D u ravni va�i

AB · CD + AD ·BC ≥ AC ·BD,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako taqke A, B, C, D sve pripadaju istom krugu ili
pravoj, tako da par taqaka A, C deli par B, D.

Lema 2: Neka su AB i XY dve prave u istoj ravni. Tada je

AB⊥XY ⇔ AX2 −AY 2 = BX2 −BY 2.

Karnoova teorema: Neka su A1, B1, C1 taqke u ravni trougla ABC, i neka su a, b, c
normale redom iz A1 na BC, iz B1 na AC, iz C1 na AB. Prave a, b, c se seku u jednoj
taqki ako i samo ako je

A1B
2 −A1C

2 + B1C
2 −B1A

2 + C1A
2 − C1B

2 = 0.

Teorema 1: U trouglu ABC ugao kod temena B je dvaput ve�i od ugla kod temena A ako
i samo ako je AC2 = BC(AB + BC).
Potencija taqke u odnosu na krug: Dat je krug k(O,R) i taqka A. Posmatrajmo pravu
a, koja prolazi kroz taqku A, i seqe krug k u taqkama M i N . Proizvod AM · AN ne
zavisi od izbora prave a i jednak je OA2 − R2. Ova vrednost naziva se potencija taqke
A u odnosu na krug k.

Radikalna osa dva kruga: Geometrijsko mesto taqaka u ravni koje imaju istu potenciju
u odnosu na krugove k1 i k2 naziva se radikalna osa krugova k1 i k2. Radikalna osa je
prava normalna na O1O2, gde su O1 i O2 centri krugova k1 i k2.

Radikalni centar tri kruga: Radikalni centar krugova k1, k2, k3 qiji centri nisu
kolinearni je taqka koja ima istu potenciju u odnosu na sva tri kruga.

1. Neka krugovi k1 i k2, koji se seku u taqkama A i B, imaju zajedniqku tangentu CD,
pri qemu je C ∈ k1 i D ∈ k2. Dokazati da je ∠CAD + ∠CBD = 180◦.

2. Neka je ABCD tetivni qetvorougao, i Ha, Hb, Hc, Hd ortocentri trouglova BCD,
ACD, ABD, ABC, redom. Dokazati da se du�i AHa, BHb, CHc, DHd seku u jednoj
taqki.

3. Neka je P taqka u ravni trougla ABC. Dokazati da se prave simetriqne pravama
AP , BP , CP u odnosu na unutraxǌe simetrale uglova kod A, B, C trougla ABC
seku u jednoj taqki ili su paralelne i oznaqimo taqku ǌihovog preseka (ukoliko
nisu paralelne) sa Q. Za taqke P i Q ka�emo da su izogonalno spregnute.

4. Krug S dodiruje krugove S1 i S2 u taqkama A1 i A2. Dokazati da prava A1A2 pro-
lazi kroz taqku preseka zajedniqkih spoǉaxǌih, ili kroz taqku preseka zajedniqkih
unutraxǌih tangenti S1 i S2.

5. Neka je H ortocentar trougla ABC, a A1, B1, C1 sredixta stranica BC, AC, AB,
redom. Krug sa centrom H seqe pravu B1C1 u taqkama D1, D2, pravu A1C1 u taqkama
E1, E2, a pravu A1B1 u taqkama F1, F2. Dokazati da je

AD1 = AD2 = BE1 = BE2 = CF1 = CF2 .

6. (IMO1997.predlog) Neka su A, B i C tri nekolinearne taqke. Dokazati da postoji
taqno jedna taqka X u ravni ABC takva da

XA2 + XB2 + AB2 = XB2 + XC2 + BC2 = XC2 + XA2 + CA2 .
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7. Neka je ABC jednakostraniqni trougao, i P ǌegova unutraxǌa taqka. Neka su Pa,
Pb, Pc podno�ja normala iz P redom na stranice BC, AC, AB. Dokazati da je

BPa + CPb + APc = CPa + APb + BPc .

8. Neka je ABC jednakostraniqni trougao, i P ǌegova unutraxǌa taqka. Neka su
P1, P2, P3 dodirne taqke krugova upisanih redom u trouglove PBC, PAC, PAB sa
stranicama redom BC, AC, AB. Dokazati da je

BP 2
1 − CP 2

1 + CP 2
2 −AP 2

2 + AP 2
3 −BP 2

3 = 0.

9. Neka su ABC i KLM dva trougla u istoj ravni. Oznaqimo sa n(X, p) normalu iz
taqke X na pravu p. Dokazati: ako se n(K, BC), n(L,AC), n(M,AB) seku u jednoj
taqki, onda se n(A,LM), n(B,KM), n(C,KL) seku u jednoj taqki.

10. Dat je oxtrougli trougao ABC. Oznaqimo sa R polupreqnik opisanog, a sa r
polupreqnik upisanog kruga trougla ABC. Oznaqimo sa x, y, z rastojaǌa centra
opisanog kruga od stranica BC, AC, AB. Dokazati da je x + y + z = R + r.

11. Visine oxtrouglog trougla ABC se seku u taqki H, a na du�ima HB i HC su uzete
taqke B1 i C1, takve da je ∠AB1C = ∠AC1B = 90◦. Dokazati da je AB1 = AC1.

12. Neka je P taqka u ravni trougla ABC takva da su du�i PA, PB i PC strane tupou-
glog trougla. Pretpostavimo da u tom trouglu tup ugao odgovara strani podudarnoj
sa PA. Dokazati da je ∠BAC oxtar.

13. Konveksni qetvorougao ABCD je upisan u krug S1. Neka je O presek du�i AC i BD.
Krug S2 prolazi kroz D i O, i seqe AD i CD u M i N , redom. Prave OM i AB
se seku u R, prave ON i BC u T , i R i T su sa iste strane prave BD kao taqka A.
Dokazati da su O, R, T i B kocikliqne.

14. (IMO2001.predlog) Neka je A1 centar kvadrata upisanog u oxtrougli trougao ABC
sa dva temena kvadrata na strani BC. Od preostala dva temena kvadrata, jedno je
na stranici AB a jedno na stranici AC. Taqke B1, C1 su definisane na analogan
naqin za upisane kvadrate sa po dva temena na stranama AC i AB, redom. Dokazati
da se prave AA1, BB1, CC1 seku u jednoj taqki.

15. Dat je krug k i taqka A van ǌega. Iz taqke A su povuqene tangente AB i AC na
krug k (B, C ∈ k) i prava koja seqe krug u taqkama M i N i pravu BC u taqki P .
Dokazati da je

BM

MC
=

BN

NC
=

√
BP

PC
.

16. Strana BC trougla ABC dodiruje upisani krug tog trougla u D. Dokazati da
centar upisanog kruga le�i na pravoj koja prolazi kroz sredixta du�i BC i AD.

17. Dokazati: ako se dijagonale AD, BE i CF tetivnog xestougla ABCDEF seku u
jednoj taqki, onda va�i AB · CD · EF = BC ·DE · FA.

18. Dat je trougao ABC. Na ǌegovoj stranici BC uoqavamo taqku A1 na slede�i naqin:
A1 je sredixte strane KL pravilnog petougla MKLNP , qija temena K i L le�e na
du�i BC, M na AB i N na AC. Analogno su na stranama AC i AB uoqene taqke B1

i C1. Dokazati da se prave AA1, BB1 i CC1 seku u jednoj taqki.

19. Neka je O proizvoǉna taqka u ravni trougla ABC. Neka su M i N podno�ja normala
iz taqke O na unutraxǌu i spoǉnu simetralu ugla ∠BAC. Analogno definixemo P
i Q u odnosu na ugao ∠ABC, i R i T u odnosu na ugao ∠BCA. Dokazati da su prave
MN , PQ i RT konkurentne.
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20. Dat je trougao ABC i krug k, koji seqe stranicu BC u A1 i A2, stranicu AC u B1 i
B2, i stranicu AB u C1 i C2. Ako su prave AA1, BB1 i CC1 konkurentne, dokazati
da su i prave AA2, BB2 i CC2 konkurentne.

21. (IMO2000.1) Krugovi Γ1 i Γ2 se seku u M i N . Neka je AB prava koja dodiruje ove
krugove u M i N , redom, tako da je M bli�e pravoj AB nego N . Neka je C taqka
na krugu Γ1, a D na krugu Γ2, tako da je CD prava paralelna sa AB koja prolazi
kroz M . Prave AC i BD se seku u E, prave AN i CD u P , a prave BN i CD u Q.
Dokazati da je EP = EQ.

22. Dat je oxtrougli trougao ABC. Oznaqimo sa R polupreqnik opisanog, a sa r
polupreqnik upisanog kruga trougla ABC. Oznaqimo sa x, y, z rastojaǌa centra
opisanog kruga od stranica BC, AC, AB. Dokazati da je

x + y + z = R + r.

23. Ako su d1, d2,. . . , d2n+1 rastojaǌa temena pravilnog mnogougla A1A2 . . . A2n+1 od taqke
P na maǌem luku A1A2n+1 kruga opisanog oko tog mnogougla. Dokazati da je

d1 + d3 + · · ·+ d2n+1 = d2 + d4 + · · ·+ d2n.

24. Neka je ABC trougao i k krug koji dodiruje opisani krug trougla ABC u taqki koja
pripada luku BC koji ne sadr�i taqku A. Oznaqimo sa a, b, c du�ine du�i BC, AC,
AB, a sa x, y, z du�ine tangenti iz taqaka A, B, C na krug k. Dokazati da je

ax = by + cz.

25. Nad stranicama trougla ABC kao osnovicama konstruisani su u ǌegovoj spoǉaxn-
josti me�usobno sliqni jednakokraki trouglovi BCA1, CAB1 i ABC1. Dokazati da
se prave AA1, BB1, CC1 seku u jednoj taqki.

26. Neka su α, β, γ proizvoǉni uglovi, takvi da je zbir bilo koja dva od ǌih maǌi od
180◦. Na stranama trougla ABC sa spoǉne strane su konstruisani trouglovi A1BC,
AB1C i ABC1, koji imaju pri temenima A, B, C uglove α, β, γ. Dokazati da se prave
AA1, BB1 i CC1 seku u jednoj taqki.

27. Dat je tetivni qetvorougao ABCD. U trouglove BCD, ACD, ABD, ABC su upisani
krugovi qiji su polupreqnici r1, r2, r3, r4, redom. Dokazati da je r1 + r3 = r2 + r4.

28. (Kineska teorema o krugovima) Neka je A1A2 . . . An n-tougao upisan u krug k. Izvr-
xena je triangulacija ovog poligona i u tako dobijene trouglove su upisani krugovi.
Dokazati da zbir polupreqnika ovih krugova ne zavisi od triangulacije.

29. Dat je trougao ABC i taqke M i N na pravoj BC, takve da je ∠MAN = 90◦ i

BM

MC
=

BN

NC
.

Dokazati da su AM i AN unutraxǌa i spoǉna simetrala ugla ∠BAC.
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